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Resumen

Uno de los teoremas fundamentales de la teoria de superficies de Riemann es el
teorema de uniformizacién, el cual establece que el cubriente universal de cualquier
superficie de Riemann es conformemente equivalente al plano complejo, a la esfera
de Riemann o al disco unitario. En particular, cada dominio en la esfera tal que su
complemento tiene al menos tres puntos es cubierta por el disco unitario y por lo tanto
tiene una estructura hiperbdlica natural.

Por esto es importante estudiar la métrica hiperbdlica en el disco unitario y sus
isometrias que estdn dadas por difeomorfismos conformes. Entre tales isometrias estan
las transformaciones de Moébius que estudiaremos con detalle.

1. El grupo de Mobius.

1.1. Definiciones y propiedades.

Denotaremos como C a la esfera de Riemann que es C U {occ}. Las vecindades de un
punto finito son las usuales y las de co son complementos de compactos en C.

Definicién 1.1. Sea U C C vecindad de co. Decimos que una funcién f : U — C es

holomorfa en infinito si la funcién z — f(1), 2 #0, 0 — f(c0), es holomorfa en 0.
Andlogamente se define una funcién holomorfa de cuyo rango es la esfera de Riemann.
Existen tipos especiales de mapeos de la esfera de Riemann que merecen nuestra atencion.

1. La involucién conforme 1(z) = 2~ 1.

2. Las homotecias M, (z) = az, a € C~ {0}.
3. Las traslaciones Tp(z) =z +b, b € C.

Estos son difeomorfismos holomorfos de la esfera de Riemann. Entonces cualquier compo-
sicion de ellas es un difeomorfismos. Estos forman un grupo bajo la composicién. Denotamos
a este grupo como Mob(C) y lo llamaremos grupo de Mdbius.

Observacion. Pudimos comenzar definiendo las transformaciones de Mébius (o transforma-

ciones lineales fraccionales) como funciones de la forma f(z) = Zj_tdb, ad — bc # 0 (esta
ultima condicién es para evitar que la funcién sea constante ya que f'(z) = (gzd;g)%) y tomar

~

el conjunto Mob(C) de todas ellas. Sin embargo tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2. Cada trasformacion de Mébius es composicion de involuciones, homote-
ctas y traslaciones.

Demostracion. Por casos:
Caso 1. ¢ = 0. Esto implica a # 0 y podemos suponer d = 1, az 4+ b = M, 0 T} /4(2).

Caso 2. ¢ # 0, (cljis =T,/c0oM_ ad—be oloTy/e. O




Observacidn. La inversa de una transformacion de Mobius f(z) = %IZ es fH(w) =

—dw—+c
cw—a °
Proposicion 1.3. Dados 3 puntos distintos 29, 21, 22 € ((A:, y dados otros cualesquiera tres
puntos distintos wg, wy, we € C, existe una dnica transformacién w € Mob(C) tal que
w(zp) = wo, w(z1) = wy, w(ze) = ws.

Demostracion. Basta probar que cualesquiera 3 puntos distintos puede ser mapeados a 0, 1

~

e 0o bajo una transformacién de Mobius, pues si f € Mob(C) manda zg, 21, 22 a 0, 1 e 0o
y g € Méb(C) manda wy, wy, wy a 0, 1 e oo, la funcién es w = g~1 o f.

Hacemos
Z— 20 R — X2

flz) =

y esta funcién cumple con la condiciéon deseada.

Para la unicidad hay que observar que si f y ¢ mandan zg, z1, 22 a 0, 1 e oo, entonces
h = fog™! fijan 0, 1 e co. Como oo va a 0o, necesariamente h(z) = az +b. Como h(0) = 0,
b=0ycomolvaal h=Idy f=g. O

Z— 2921 — 20

Asi, una transformacion de Mobius queda determinada por la imagen de cualesquiera
tres puntos distintos. Pero atin més. Sea C el conjunto de todos los circulos euclidianos en
C, es decir, todos los circulos y rectas en C. Tenemos el siguiente teorema.

~

Teorema 1.4. Sea f € M6b(C). Entonces f(C) € C para cada C € C.

Demostracion. Basta probarlo para la involucién, homotecias y traslaciones. Para las dos
ultimas es claro asi que sélo se probaré para la primera.

Consideremos un cfrculo que no pasa por oo. Tiene ecuacién |z —a|?> =2, a € C, r > 0.
La imagen del circulo bajo la involucién w = 1/z son los puntos que satisfacen:

I1/w—al* =r? = |1 — aw|* = r?|w|?,
esto es
0 = |1 —awf—r}w?

(1 — aw)(T = aw) — r?|w|?
= (la]* = r*)|w|* — aw —aw + 1

(|a|* = 7?)(u® 4 v?) — 2Re(a)u + 2Im(a)v + 1

donde w = u + v. La dltima ecuacién es la ecuacién de una recta si r = |a| y de un circulo
sir #|al.

Consideremos ahora la ecuacién general de una recta Az + By = C donde z = = + iy,
su imagen bajo w = u + iv = 1/z son los puntos que satisfacen:

A L—C:Au—Bv:C(uZ—i—vZ)

2 2
|wl |w]
De aqui que si C # 0 obtenemos la ecuacién de un circulo; y si C' = 0, una recta que pasa
por el origen. O

A veces es 1til considerar un grupo més grande: El grupo de los difeomorfismos conformes
de la esfera de Riemann. Para esto basta agregar al conjunto de generadores la inversion
geométrica

_1 z

1(z) =

Notemos que este es un difeomorfismo que invierte la orientacién y que fija todo punto
de la frontera D del disco unitario D. Si C' € C y ¢ € M6b(C) manda 0D en C, entonces
Io(z) = ¢polog™1(2) es decir, si C es un circulo de radio r y centro o podemos tomar

z |2

#(2) = rz + a y obtenemos I¢(z) = LA a; y si C es una recta que pasa por un punto «

z—a

y hace un dngulo 6§ con el eje real, podemos tomar #(2) = €z + a y obtenemos la reflexion
Io(z) = €?¥(z — @) + a. Claramente I es la inversién geométrica con respecto al circulo C.



Proposiciéon 1.5. Toda trasformacion de Mébius es la composicion de dos inversiones.

Demostracién. Basta probarlo para los generadores. Notemos que M (2) = Z es una reflexién
con respecto al eje real, pero lo podemos ver como un inversion generalizada con respecto
al circulo R U {co}, o si se prefiere como un difeomorfismo conforme. Luego I(z) = M; o L.
Del mismo modo, las funciones M, (z) = aZ y Ty(z) = Z + b son difeomorfismos conformes
yMa:MaOMth:TbOML O

~

El grupo Mo6b(C) puede ser identificado con GL(n, C)

a b az+b
L hiadiliig
GL(n,C) > <c d) = cz+d’

Pero si una matriz es multiplicada por un nimero complejo, no afecta su correspondiente
transformacién de Mobius, asi que podemos tomar en cuenta sélo las matrices con determi-

nante 1: b
a b az +
L
SL(n,C) > (c d) ot d

~

y este mapeo es de hecho un homomorfismo de grupos con kernel {—1,1}. Asi, Mob(C) =

PSL(2,C) = SL(2,C)/{—I,1} = GL(2,C)/CI.

1.2. Dindmica de las transformaciones de Mobius.

La dindmica de las transformaciones de Mobius es bastante sencilla. S6lo tenemos dos
posibilidades para puntos fijos: una transformacién de Mobius tiene por lo menos uno y a lo

més 2 puntos fijos. Pues si queremos resolver la ecuacion zjis = 2z, llegamos a una ecuaciéon

cuadratica. Supongamos que ¢ € Mo6b(C) tiene dos puntos fijos. Tomemos otra transfor-
macién de Mébius 9 tal que mande los puntos fijos a 0 e co. Entonces la transformacién
™l o ¢ o1l tiene como puntos fijos 0 e co ¥ por tanto tiene la forma z — az, donde
a € C~ {0}.

Si |a| # 1 entonces un punto fijo es atractor y el otro repulsor y cualquier orbita converge
al atractor (repulsor) bajo iteraciones positivas (negativas). Estos mapeos son llamados
lozodrémicos (figura la) e hiperbdlicos si a es real (figura 1b).

Si |a] = 1, entonces las transformacién de Mobius es una rotacién y tenemos dos casos:
Las érbitas son periddicas si a es una raiz de la unidad o cada una es densa en un circulo si
1o es raiz de la unidad. Estos mapeos son llamados elipticos (Figura 1c).

Ahora, si sélo un punto es periédico, podemos escoger 1 de tal manera que el punto fijo
sea enviado a 0o v que ¥ o ¢ o~ sea la traslacién z — z + 1. En este caso todas las
orbitas seran asintéticas al punto fijo bajo las iteraciones positivas y negativas. Tales mapeos
son llamados parabdlicos.

(a) Loxodrémico. (b) Hiperbdlico. (c) Eliptico.

Figura 1: Infinito un punto fijo.

Sea H = {z € C : Im(z) > 0} el semi-plano superior. Denotamos por Méb(D) (Mob(H))

o~ .

el subgrupo de M&b(C) que preserva D (H). La transformacién de Mébius F = =% es un

difeomorfismo holomorfo de D) en H. Més atin F Mob(ID) F~ = M&b(H) y los dos subgrupos




(a) Loxodrémico. (b) Hiperbdlico. ¢) Eliptico.

Figura 2: Puntos fijos diametralmente opuestos.

(a) Loxodrémico. (b) Hiperbdlico. ¢) Eliptico.

Figura 3: Puntos fijos en cualquier lugar.

son conjugados!. Para cada z € D (2 € H) denotamos por D, (H.) al conjunto de circulos
en C que son ortogonales a la frontera de D (H) y que contienen al punto z. En particular,
Dy es el conjunto de todas las lineas rectas que pasan por el origen. Es claro que la funcién
F induce una biyeccion entre D, y H.,.

Proposiciéon 1.6. Los siguientes enunciados son ciertos.

I. Dados circulos C; € D,,, z; € D, i = 1,2, existen exactamente dos elementos de
Mob(C) que mandan Cy en Cy y z1 en z3. Siz1 = z2 y C1 = Cy entonces una de ellas
es la identidad y la otra permuta el punto de interseccion de Cy con la frontera de D.

1. Siy: D — D es cualquier automorfismo de D, entonces ¢ € Mob(D).

1. La inversion con respecto a cualquier circulo ortogonal a 9D manda D en D). Cualquier
elemento de Mob(D) es composicion de tales inversiones.

Demostracion. Sea {z;7,z; } la interseccién de C; con la frontera de D. La transformacién
de Mobius que manda los puntos 2, 21, zf a 2y , 22, z; respectivamente, mapea C7 en Cy
y D sobre D pues como es conforme, manda 0D a un circulo que intersecta a Cy en z;, y
25 y preserva angulos, sélo hay una posibilidad: OD. Finalmente como un punto del interior
va a otro tenemos que D es mapeado a D). La transformacién de Mdbius que manda 2, 21,
zf a z; , %2, 25 respectivamente, tiene las mismas propiedades y queda probada la primera
parte de la proposicién.

Las rotaciones son elementos de Mob(D) que fijan 0. Por otro lado, por el lema de
Schwarz, cualquier automorfismo que fije el origen debe ser una rotacién. Ahora, si f : D — D
es un automorfismo entonces, por la primera parte de la proposicion, existe ¢ € Mob(ID) tal
que ¢(f(0)) = 0. Luego ¢ o f es una rotacién y queda demostrada la segunda parte.

Consideremos el subgrupo Inv(D) < Mi)’b(@) generado por todas las inversiones sobre
los circulos que son ortogonales a dD. Una rotacién de angulo 6 con respecto al origen es la
composicién de la conjugacién compleja y una inversién con respecto linea recta que pasa
por el origen con dngulo 0/2. (En general, la composicién de dos reflexiones en rectas que se
intersectan es una rotacién). Luego toda rotacién del origen estd en Inv(ID). Ahora, notemos
que si p € D, existe una inversion que manda el origen a p. En efecto, consideremos la

IEste resultado se probé el semestre pasado y la demostracién se puede encontrar en [6].



linea recta L que pasa por p y ortogonal a la linea recta que une p con el origen; la linea L
intersecta dD en dos puntos, p’ y p”. Si C es el circulo que pasa por p’ y p” y es ortogonal
a 0D, entonces el origen y el punto p se mapean uno a otro por Ic. Luego, si ¢ € Mob( )
y si p = ¢(0), tenemos que I¢ o ¢ fija el origen, y si la componemos con la conjugacién M;
es una transformacién de Mobius y por el lema de Schwarz debe ser entonces una rotacién
. Asf ¢ = Ic o My o 1) pero ¢ ya era composicién de elementos de Inv(D), y como ¢ fue
arbitrario, Inv(D) = Mob(D). O

inversion cirele

/

[ inversion

cenrer \

(a) Inversién de un punto fuera del (b) Inversién de un punto dentro del
circulo. circulo.

Figura 4: Inversiéon P’ de un punto P.

2. Meétrica Hiperbdlica.

Definicién 2.1. Sea U C C abierto. Una métrica Riemanniana en U es una funciéon que
asocia cada z € U un producto interno (-,-), de C tal que si X, Y : U — C son campos
vectoriales C'°°, entonces z — (X (2),Y(2)). es una funcién C'*°.

Definicién 2.2. La longitud de una funcién suave a trozos v : [0,1] — U estéd definida por

1
() = / W ()]t
0

donde |v|, = /(v,v), es la norma del vector v en el punto z.

Dada una métrica Riemanniana en un abierto U, el area del cuadrado unitario con
vértices 0, 1, i+ 1, ¢ con respecto al producto interior (-, -), en el punto z = x + iy es igual a

U(l‘,y) = \/<17 1>z<i77;>z - (<17i>z)2

y entonces el drea de un dominio D C U es

://D o(x,y)dxdy.

Decimos que la métrica Riemanniana es conforme si, para cada z, (v, w), = (p(2))?(v,w)
donde (-, ) es el producto interno euclideano de C y p es una funcién positiva C*°. En este
caso, la longitud de una curva estd dada por

1
Uy = / Py (B (1) dt



y el drea de una region D C U estd definida como

A(D) = //D pPdxdy.

En este punto introducimos una notacién. Escribimos |dz| = |v/(¢)|dt. Ahora, podemos
escribir £(vy) como

) = / p(2)ldz].

Definicién 2.3. Si una curva tiene longitud minima entre todas las curvas suaves a trozos
con los mismos puntos inicial y final, entonces es una geodésica de la métrica.

Maés generalmente, una geodésica es una curva que satisface esta propiedad en cada uno
de sus puntos, i.e., para cada to existe € > 0 tal que |, ¢+¢ tiene distancia minima entre
todas las curvas suaves a trozos con los mismos puntos inicial y final.

Se puede probar que las geodésicas son soluciones de una ecuacién diferencial ordinaria
de segundo orden?. Por el teorema de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales se
sigue que dado z € U y un vector v € C existe una tnica geodésica que pasa por z y tal que
si vector tangente es v.

Una isometria es un difeomorfismo f : U — U tal que (v,w). = (Df(z)v, Df(2)w) ¢(2)
para cada z € U. Es claro que una isometria preserva la longitud de curvas,

0(f()) /0 [(f o) (O] £yt

/0 (DS (05t

/0 I ()] oyt
()

y por lo tanto manda geodésicas en geodésicas. También preserva el area de las regiones. El
estudio de las métricas y sus propiedades, como la curvatura, son propiamente estudiadas
por la geometria diferencial pero diremos unas palabras aqui.

La curvatura de la métrica conforme inducida por p(z)|dz| es una funcién K : U — R
que esta dada por la férmula

k() == |2 ] " 5B log(0(2)).

Un resultado fundamental en geometria diferencial es el teorema de Gauss-Bonnet [8],
el cual establece que la funcién real valuada K(z), tiene la propiedad de que para cada
triangulo geodésico A con angulos internos «, 3, v se tiene

a—&—ﬂ—i—’y—wz// Kdo
A

donde do es el elemento de area de la métrica. Finalmente, decimos que la métrica es completa
si cada geodésica tiene longitud infinita.

Teorema 2.4 (Plano hiperbdlico). FEziste una métrica Riemanniana en D tal que su gru-
po de isometria coincide con el grupo de difeomorfismos conformes de D. Tal métrica es
completa y conforme y tiene curvatura constante negativa. Existe una unica tal métrica con
curvatura —1. Las geodésicas de esta métrica son los circulos ortogonales a la frontera de D.

. . 2 dryj . .
28i v = (1,72) las ecuaciones son dd;’“ +Zi,j l"i.“j () dJi* % = 0 donde Ffj : U — R son ciertas funciones

suaves. Esto se puede encontrar con detalle en [7].



Demostracion. Si (-,-) denota cualquier producto interno en C que preserva rotaciones y
reflexiones con respecto al eje real (z — %) entonces (a + ib, x +iy) = (a —ib, x — iy) implica
que (1,i) =0y si (a+ib,x + iy) = (ia — b,ix — y) implica que (1,1) = (i,4). Luego (-, -)
debe ser un multiplo positivo del producto interno euclideano.

En primer lugar, cualquier métrica Riemanniana en D que tiene el grupo conforme como
grupo de isometrias debe inducir un producto interno en el origen el cual es un miltiplo
positivo del producto interno euclideano. Por otro lado, sea (-, -)¢ cualquier miltiplo positivo
del producto euclideano. Cualquier automorfismo del disco unitario se ve como ¢(z) =
e’ 2=% [6]. Podemos definir un producto interno (-,-). por (v,w). = ((¢~1)v, (¢7)'w)o y
por la invarianza de (-, )¢ bajo rotaciones no depende de la eleccién de ¢. Es suave pues si
X e Y son dos campos vectoriales en U, la funcién f : U — R tal que z — (X (2),Y(2)).
estd dada por la ecuacion

1) = T (KLY (@ = 2T (X, Y6, 1)
z| 1—|z]
para algin m > 0. Esto prueba la métrica es conforme.

Por lo tanto esto define una métrica Riemanniana tal que todos los difeomorfismos con-
formes de D son isometrias. Como el grupo de isometrias actiia transitivamente, i.e. para
cada z1, 2o € D existe ¢ € D tal que ¢(z1) = 22, se sigue que la curvatura de la métrica es
constante. Del teorema de unicidad de las geodésicas se sigue que cualquier curva que es el
conjunto de puntos fijos de una involucién isométrica debe ser una geodésica. En efecto, sea
f una involucién isométrica, i.e. f # Idy fo f = Id, y sea C una curva de puntos fijos de
f- Si C no es geodésica, existe una geodésica ~y diferente de C' que es tangente a C' en algin
punto z € C pero entonces f(v) es diferente de v y es también una geodésica con el mismo
vector tangente lo cual es una contradicciéon. Ahora, cualquier circulo ortogonal a dD es el
conjunto de puntos fijos de la correspondiente inversion, la cual es una involucién isométrica
de la métrica. Luego cada circulo de esa forma es una geodésica. Por otro lado, dado z € D
y cualquier vector v € C, existe un circulo C' € D, que es tangente a v. Luego estos circulos
son todas las geodésicas. Mds atn, de la ecuacién (1) vemos que las geodésicas son infinitas.

Ahora, consideremos tres puntos distintos en la frontera de D y las geodésicas que co-
nectan cada par (Figura 5). Esto da un tridngulo geodésico con vértices al infinito y angulos
internos igual a cero. Perturbando las geodésicas un poco obtenemos un tridngulo geodésico
con vértices cerca de infinito y dngulos internos cercanos a cero. Como la curvatura de la mé-
trica es constante, obtenemos de la férmula del teorema de Gauss-Bonnet que la curvatura
debe ser negativa.

Figura 5: Tridngulo geodésico.

Por dltimo, notemos que hemos construido métricas que dependen de un parametro
m > 0y todas tienen las mismas geodésicas. Si fijamos un tridngulo geodésico A con dngulos
internos «a, 3, v tenemos que o + 8 + v — 7w = K(m)A(m), donde K(m) es la curvatura de



la métrica dada por el valor m del pardmetro y A(m) es el drea del tridngulo A. Como la
longitud de un vector en la métrica correspondiente al valor m es y/m veces la longitud del
mismo vector en la métrica correspondiente a m = 1, tenemos que A(m) crece de manera
lineal con m. Entonces existe un valor tinico m tal que K(m) = —1. O

La métrica construida en la demostracién es llamada la métrica hiperbdlica o la métrica
de Poincaré. Como H es difeomorfo a D via una transformaciéon de Mébius, existe una tnica
métrica Riemanniana en H para la cual dicha transformacién de Mobius es una isometria.
Esta es llamada la métrica de Poincaré en H.

Terminamos con otra version del lema de Schwarz.

Lema 2.5 (Lema de Schwarz). Si f : D — D es un mapeo holomorfo, entonces f estricta-
mente contrae la métrica hiperbdlica o es una isometria.

Demostracion. Supongamos que f no es isometria. Sea z € Dy v € C v # 0. Debemos
probar que |f'(2)v|¢:) < |[v].. Si f(2) = 2z = 0 entonces es el cldsico lema de Schwarz. Si
no, sean ¢ y ¢ automorfismos de D tales que ¢(0) = z y ¥(f(z)) = 0. Ahora, aplicamos el
clasico lema de Schwarz a ¥ o f o ¢ y usamos el hecho que ¢ y ¥ son isometrias. O

A. Apéndice.

Ya sabemos que existe una métrica Riemanniana en el disco unitario con curvatura

constante —1, pero no se especifica una férmula explicita de la distancia. En la demostracion

del Teorema 2.4 vimos que de hecho tal métrica era conforme, con p(z) = 7|5z bara alguna

m > 0. En algunos textos, primero se define una métrica en D y a partir de ahi se construye
una distancia hiperbdlica como veremos a continuacién. Sélo se enunciaran los teoremas y
proposiciones pudiéndose consultar las demostraciones en [5]

Definicién A.1. El plano hiperbélico es el disco D con una métrica

2|dz]|

dz| = =L
pCEl = T

Esta métrica induce una distancia hiperbdlica de la siguiente manera. Primero se define la
longitud de una curva v como antes

b
l(y) = /p(Z)IdZI = / p(y() 1y (t)]dt
¥ a
v luego definimos la distancia entre dos puntos z1, zo € D como
d(z1,22) = inf £(7)
¥

donde el infimo se toma sobre todas las curvas suaves a trozos que unen z; con 2zs.

Notamos que el m necesario es 2. Y de hecho, aplicando la definiciéon de curvatura dada
anteriormente y haciendo los célculos se llega a que K(z) = —1 para cada z € D.

Teorema A.2. Para cualquier funcion holomorfa f : 1D — D los siguientes enunciados son
equivalentes.

(a) [ es un automorfismo conforme de D;
(b) f es una isometria de la métrica p;
(c) [ es una isometria de la distancia d.

Observacion. Se probd este teorema por partes en las tareas del curso pasado. Para referencia
vedse [5] o [6].



Teorema A.3. La distancia hiperbélica d(z,w) en D estd dada por

1+p(z,w)
1—p(z,w)

donde la distancia pseudo-hiperbolica p estd dada por

d(z,w) = log = 2tanh ™' p(z, w),

p(z,w) - 1_ 20

z—w‘

De la demostracién del teorema 2.4 deducimos que las geodésicas con precisamente los
segmentos de circulos que son ortogonales a JD. El siguiente teorema nos dice que d es
aditiva a lo largo de geodésicas y que p nunca lo es.

Teorema A.4. Siu, v, w € D son tres puntos distintos que estdn sobre una misma geodésica
(en ese orden) entonces d(u,w) = d(u,v) + d(v,w). Si u, v, w € D son cualesquiera tres
puntos distintos siempre se tiene p(u,w) < p(u,v) + p(v,w).

Hasta ahora siempre habiamos considerado los abiertos en ID con la topologia inducida de
R2, pero la métrica induce otra topologia en el disco unitario. Sin embargo, afortunadamente
tenemos el siguiente teorema.

Teorema A.5. La topologia inducida por d en D coincide con la topologia euclideana. Fl
espacio D con la distancia d es un espacio métrico completo.

Por ultimo, damos un teorema cuya demostracién se puede encontrar en [3] y que utiliza,
entre otras cosas, el teorema del mapeo de Riemann y el principio de reflexién de Schwarz.

Teorema A.6. Si D = C ~ {0,1} es la esfera con tres agujeros, entonces el cubriente
universal de D, D>, es conformemente equivalente a .
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