Contraccion Hiperbdlica

1 Meétricas Inducidas

Sean U,V C C abiertos, 7 : U — V un cubriente clase C*°. Sea g, la métrica hiperbdlica
sobre D y p(z) = 2/(1 — |2|?) su densidad hiperbdlica.

Pullback de la métrica
Denotemos por (V, gy, py) el abierto V' dotado de una métrica Riemanniana gy de densidad
pv- Bajo la accién del cubriente podemos inducir una métrica en U dada por

gu (@, B) = (@, B)z = (Dn(2)@, Dn(2)B). = gv(Dr(2)&, D (%)) (1)
para todo Z € U donde 7(2) = z y vectores &, 3 € C, donde Dr(Z)a = a, DW(Z)B =4. La
métrica gy tiene por densidad

pu(2) = |Dm(2)|p(7(2))-

Se sigue de (1) que 7 : (U, gu) — (V, gv) es una isometria con respecto a las métricas.

Push forward de la métrica

Dado (U, gu, pv), supongamos que U es simplemente conexo y los automorfismos del cubri-
ente (esto es, automorfismos ¢ : U — U C™ tales que mp = m) son isometrias de gy. Es
decir, con respecto a la densidad,

pu(De(2))|De(2)| = pu(Z).

La métrica inducida en V por el cubriente estd definida por

gv (e, B) = (a, 8). = (D7(2)) " a, (D7(2)) 7' B): = gu(@, B) (2)
para todo z € V' y vectores o, 3 € C. En términos de la densidad, se tiene
_ pu(®)
) on G



Por (2) y la hipétesis sobre los isomorfismo cubrientes, se sigue que 7! es localmente una
isometria de las métricas y la definiciéon de gy no depende de Z.

Ejemplo

Sea (U, gv) = (D, g,), por lo que 7 : (D, g,) — V es el cubriente universal de V. Ya que los
automorfismos del cubriente forman un subgrupo de los difeomorfismos conformes y estos
son a su vez, isometrias de la métrica hiperbdlica, entonces podemos inducir una (inica)
métrica Riemanniana gy en V con densidad

p(Z) 2

" [Dr(3)] T [Dr(E)I(1 - [ER) (3)

pv(2)

Llamaremos a gy la métrica hiperbolica en V. Cuando se pueda dotar a un abierto V C C
de tal métrica, le llamaremos un dominio hiperbdlico.

1.1 Lema de Schwarz

Sean Vi,Vs C C dos dominios hiperbdlicos con métricas g1,¢g2 y densidades pi,ps. El
siguiente es el Lemma de Schwarz en su versién para dominios hiperbdlicos.

Teorema
Sif:(Vi,q1) — (Va,92) es holomorfa, entonces f es una contraccién con respecto a las
métricas, esto es

p2(f()If'(2)] < pr(2)

para todo z € V1. En particular, si f es una isometria, entonces es también un cubriente.

Demostracién: Sabemos que existe un levantamiento holomorfo de f dado por f : (D, g,) —
(D, gp), donde fom =m0 fenD (ref. notas de Perla). Luego, por el Lema de Schwarz
en su versién del disco con la métrica hiperbdlica (ref. notas de Emilio) se sigue que para
todo z € D,

p(f)IF' (2] < p(2), (4)
esto es, f es una contraccién con respecto a la métrica hiperbdlica g,. Si m; denota el
cubrimiento (universal) de cada V; y definimos w = f(z), Z € D tal que m1(2) = z, luego,
existe w € D tal que me(w) = w y f(Z) = w. Notando que

72 = 16w ) FEDIS )l (2)]

podemos reescribir la desigualdad en (4) usando (3) para obtener

p2(fTFENIS (E)] < i ()T (G-



Al reescribir la norma de la derivada de f y cancelando las derivadas de m y 75 U se
sigue

p2(f(DIf ()] < pr(2)].

Finalmente, si f es una isometria entre g; y go, entonces f lo es par g,. Por lo tanto f
es un difeomorfismo conforme y es invertible. Luego m = f om o f~1, por lo que f es
sobreyectiva y un homeomorfismo local, por lo tanto cubriente. O

2 Transformaciones de Markov

Sean U,V C C abiertos y f: U — V una funcién holomorfa. Si se satisfacen
(i) V es un disco topolégico (i.e., simplemente conexo, acotado),
(ii) U es la unién finita de d discos topoldgicos U; compactamente contenidos en V', y
(ili) f:U; — V es un homeomorfismo,
entonces decimos que f es una transformacion de Markov.

La dindmica de transformaciones de Markov puede describirse totalmente por medio de la
dindmica simbdlica esto es, la dindmica sobre el espacio de sucesiones infinitas

Ya={a=apar... | a; €{1,2,...,d} para cada j > 0}

dotado con la métrica

a: — b
d(a7b):z|32jj’.

J=0

No es dificil mostrar que d es una métrica para Y4, pues claramente satisface d(a,b) > 0
y d(a,b) = 0 si y sélo si @ = b. Ademds d(a,b) = d(b,a). Por dltimo, si a,b,c € ¥4
distintos, entonces para cada j

|aj — ¢jl < laj = bj| + |bj — ¢
por lo que d satisface la desigualdad del tridngulo.

Con esta métrica, un disco abierto D de radio 27" y centrado en a consiste de todas las
sucesiones b que satisfacen b; = a; para j < m. El shift izquierdo (o simplemente shift) es
una funcién o : X3 — X, tal que

o(a) =o(apajaz...) = ajay...

El shift es una funcién continua con respecto a la métrica en X4. Efectivamente, dado
>0y m> 0 entero tal que 27™ < ¢, si definimos § = 2-(™*Y ge tiene que para todo b



tal que d(a,b) < 9§, entonces b; = a; para j < m+ 1. Por lo que o(a) y o(b) comparten
los primeros m digitos, esto es d(o(a),o(b)) < e.

El siguiente resultado muestra como la dinamica de f restringida al conjunto compacto
f-invariante

Jy={2€U| f*"(z) € U para todo n > 0}
se conjuga con la accién del shift sobre el espacio Y.

Teorema
Si f: U — V es una transformacion de Markov, entonces existe un homeomorfismo
p:Jy—XYgtal que po f=0co0¢pen Jy.

Demostracion: Ya que U y V son discos topoldgicos, su cubriente universal en ID. Por lo
que podemos definir métricas hiperbdlicas gy, gy en los respectivos dominios. Para cada
J, el homeomorfismo f : U; — V' y la inclusién ¢ : U; — V son funciones holomorfas sobre
dominios hiperbdlicos, se sigue del Lema de Schwarz que, con respecto a g; y gv

(1) ¢ es una contraccién estricta, esto es py (i(2))]7'(2)| < p;j(z) para todo z € Uj,
(2) f es una isometria, es decir py (f(2))|f'(2)| = p;(2), para todo z € Uj.

De aqui que foi~!:V — V (definida sélo sobre U;) es una expansién de la métrica
gv. Luego, podemos encontrar una constante \; > 1 tal que \; < [(f oi™1)(2)] = |f'(2)]
para todo z € Uj. Si A denota el minimo de los \;, tenemos 1 < A < |f/(z)| para todo
zeU.

Para cada sucesién finita ag ... a, con aj € {1,2,...,d}, definamos el conjunto
Uag...an, = {7 € Uy, | fi(z) € U,; para cada j < n}.

Estos conjuntos satisfacen

(a) Uao...an - Uag...an_l c... 9 Uao,

= =

(b) f(Uao...an) == Ual...a,”
(c) diam(Uyy..q,) < A" "diam(U,,,),

donde el didmetro se define con respecto a la distancia hiperbdlica py(-,-) en V, esto
es

diam(Ung.a,) =  sup  py(zw)= sup  inf / p(Oldc],
Y

szEUao..,an Z7weUa0...an

donde el infimo es tomado sobre toda curva v C Uy,.. 4, que tiene por puntos extremos z
v w.



Los dos primeros incisos son faciles de demostrar. Para el tercero, se sigue por definicién que
Uag..an = Uag N fHUg )N .0 f7(Uy,)- Luego Uny..a, S f7"(Ua,) v de las propiedades
de la distancia y la definicién de didmetro

diam(Uy...q,) < diam(f (U, )) < A"diam(U,, ).

Ya que la métrica hiperbdlica sobre cualquier dominio hiperbdlico es equivalente a la
métrica euclideana (Corolario 7.2.1 en [KL]), se sigue que los didmetros euclideanos de
Uag...a,, decrecen a cero cuando n — oo, por lo que

ﬂ Uao...an = {Za}a (5)

n>0

donde, por definicién, f7(zq) € U,; para todo j > 0. Claramente, zq € Jy. Definamos la
funcién itinerario
p:Jp— Xg

donde ¢p(z) = a si para cada j > 0, a; = i si y sélo si f(2) € U;. Veamos que ¢ es un
homeomorfismo.

Dados z,w € Jy, supongamos que p(z) = ¢(w). Esto es, para cada j, f(2), f1(w) € Uaj»
por lo que z,w € U,,. 4, para cada n. Pero diam(Ug,. 4,) — 0, por lo tanto z = w. Esto
muestra que @ es inyectiva. La suprayectividad se sigue de (5), pues dada una sucesion a,
existe un punto, z4 que realiza dicha sucesion como itinerario.

Veamos finalmente que ¢ es continua. Sea z € Jy con ¢(2) = a. Sea € > 0 y un entero m
tal que 27 < e. Consideremos los d"*! discos topolégicos Uy, p, asociados a cualquiera
de las posibles sucesiones finitas by . .. b,. Por definicién, todos los discos son disjuntos y
Jr CUUsg...b,- Entre todos estos discos esta Ug,...q, que contiene a z. Por lo que si w € Jy
y su distancia hiperbdlica, py (z,w) es suficientemente pequena, entonces |z — w| también
es pequena, implicando w € Uy, 4, Por lo tanto ¢(z) y ¢(w) coinciden en sus primeros
n + 1 digitos. De aqui que d(p(2), p(w)) <27 < e.

1

De forma analoga se demuestra que ¢~ es continua.

Dado z € Jy, con ¢(z) = a, se sigue f(z) € U,,...q, para cada n, luego ¢(f(2)) = araz... =
o(p(2)). Por lo tanto o f =g o ¢. O

2.1 Dinamica de Polinomios Cuadraticos

Sea Q(z) = agz® + a1z + az con ag # 0. Todo polinomio cuadrético escribirse en la forma,
P.(z) = 2% + ¢, esto se logra definiendo P. = ho Qo h~!, donde h(z) = az + 3 es una
transformacion afin. Por ello, trabajaremos tnicamente con la representacion P..



Dado cualquier ¢ € C, si |z| > 2 entonces |P.(z)| > |z| y por lo tanto Pl(z) — oo.
Supongamos que ¢ es un parametro de norma |c| > 2. Definamos el disco V = {z | |z| < |c|}
ysea U = P71(V), el cual es la unién disjunta de dos discos topoldgicos denotados por Dy
y D1. Sea

J.={z€U | P!(z) € U para todo j > 0}.

Como el valor critico c estd en la frontera de V', el conjunto U tiene en su frontera el origen
y consiste de dos discos topolégicos que son enviados por P, inyectivamente sobre V' (ver
la siguiente figura).

De aqui que J. C Dy U Dy. Como P, es una transformacién de Markov, se sigue que J,.
es homeomorfo a ¥ bajo la transformacién itinerario ¢. De hecho, J. es homeomorfo al
conjunto de Cantor.
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