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1. ResuMEN

En este trabajo demostraremos que cualquier subconjunto abierto simplemente
conexo y acotado del plano, es holomorfamente equivalente al disco unitario. Pos-
teriormente el resultado se extiende para todos los subconjuntos propios abiertos
simplemente conexos del plano.

2. UNIFORMIZACION DE DOMINIOS SIMPLEMENTE CONEXOS Y ACOTADOS.

Proposiciéon 1. Dado v € D existe una funcién holomorfa f : 1D — ID con un tinico punto
critico c € D tal que f : D\ {c} = D\ {v} es una funcién cubriente de grado 2 y f(0) = 0.

Demostracion. Sea q(z) = z2. Considérese una transformacién de Mobius ¢ : D — D
tal que ¢(0) = v. Note que la funcién g:=pogo¢ es tal que g(v) = v. Ahora,
por la 3-transitividad del grupo de transformaciones de Mobius podemos tomar
w € D tal que g(w) = 0y otra transformacién de Mobius 1 : ID — ID tal que 1(0) = w.
Finalmente, la funcién f := g o1 claramente fija a 0, pues f(0) = g(¥(0)) = g(w) =0
y dado que ¢’ (¢~ o p(¥71(v))) = ¢'(¢71(v)) = q’(0) = 0 se tiene que f'(Y~1(v)) =
¢ (God Lo P )¢ @ P ) 10" (Y () ¢ (§1(©) = 0, es decir,
y~1(v) es punto critico de f, la unicidad de este punto critico se obtiene por la
férmula de Riemann-Hurwitz:

€))] np—-2=dnp-2)+r.

Donde np representa el ntimero de componentes frontera de ID, d = grad(f) y r es
el ntimero de puntos criticos de f. Para nuestro caso np =1y d =2 por lo que en (1)
se tiene que r = 1. Ademas, el valor critico de f es f("1(v)) = go (Y~ (v)) = (v) =
v. O

Corolario 1. Sea U C ID un subconjunto abierto simplemente conexo que contiene a 0. Si
U # ID entonces existe una funcion holomorfa y univalente (inyectiva) F : U — D tal que
F0)=0y|F(0) > 1.

Demostracion. Seave€ID\Uy f:ID — ID como en la proposicién 1, de esta forma
tenemos que f(0) = 0 por lo que por el lema de Schwarz tenemos que | f/(0) [<1,
perosilaigualdad se cumple entonces f es una rotacion, es decir f(z) =kzcon|k|=1
para todo z € ID. Sin embargo, de esto tltimo tenemos que f'(z) = k # 0 lo cual es
una contradiccién, pues f tiene un punto critico, asi| f’(0) |< 1. Por otro lado, como
f:D\{c} = D\ {7} es una funcién cubriente y U c D\ {v} es simplemente conexo
existe una funcién holomorfa univalente F: U — ID tal que F(0)=0y foF =1y
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(identidad en U). Al derivar vemos que f’(F(0))-F’(0) = f'(0)-F’(0) =1 y se tiene
que | F’(0) |> 1, pues | f'(0) |< 1. ]

Lema 1. Sea W C C dominio, f, : W — C holomorfas e inyectivas tal que f, converge
uniformemente en subconjuntos compactos de W a una funcién fy entonces fy es inyectiva
o0 constante.

Demostracion. Supongamos que fp no es inyectiva entonces existen a, f € W, a #
tal que fo(@) = fo(B). Definimos la funcién g,(z) = fu(z) — fu(ar), observese que g, (z) =
0siysoélosiz=a.Porhipbtesis g,(z) converge uniformemente a go(z) := fo(z) — fo(@),
si go(z) # 0 entonces go(f) = 0, es decicr  es un cero aislado de la funcién go, por
lo que podemos tomar € > 0 tal que g,(z) # 0 en D = D(,€), ademads g,(z) converge
uniformemente en subconjuntos compactos de W a la funcién gg por lo que por el
teorema de Hurwitz (ver[4,p.178]) se tiene que go(z) # 0 6 go(z) =0, asi, si go # 0
entonces fp es inyectiva y si gop = 0 entonces fy es constante. O

Teorema 1. Sea W C C un subconjunto abierto simplemente conexo y acotado, conzo € W.
Entonces existe un difeomorfismo holomorfo ¢ : W — ID tal que ¢(zp) = 0. Cualquier otro
difeomorfismo holomotfo es la composicion de ¢ con una rotacion.

Demostracion. Consideremos la familia ¥ que consiste de todas las funciones holo-
morfas y univalentes de W en ID que mandan zg en 0. Como W es acotado, esta
familia claramente no es vacia, dado que la composicién de una traslacién con
una contraccion lineal sirve como un ejemplo,mds atin sin perdida de generalidad
podemos suponer W ¢ ID. Como para toda f € ¥ se tiene que | f |< 1 entonces ¥ es
una familia de funciones holomorfas uniformemente acotada, es decir equicontin-
ua y por lo tanto una familia normal por el teorema de Montel. Note que la funcién
feF tal que f —| f’(0) | es acotada, por el lema de Schwarz.

Ahora, para r > 0 adecuado tal que D = D(0,r) C W tenemos por la desigualdad de
Cauchy que:

, 1 1
| (0)|< ~SUpap [ fI< - para toda feF.

Por lo que s = sup{| f’(0) |: f € ¥} existe. Asi, por definicién de supremo existe una
sucesion f, € F tal que| f,,(0) | convergeas. Como ¥ es una familia normal,podemos
asumir, pasando por una subsucesion, que f, converge uniformemente en subcon-
juntos compactos de W (recordar que esto se puede porque W es un dominio y
por lo tanto tiene una extenuacién) a una funcién ¢ la cual es holomorfa por el
teorema de Weierstrass de convergencia uniforme (ver [3,p.53-54]), mas atin sabe-
mos que la derivada de f,; también converge uniformemente sobre subconjuntos
compactos a la derivada de ¢ por lo que | ¢’(z¢) |= s, como s # 0 se tiene que ¢ no es
constante entonces ¢ es univalente por el lema 1, se sigue que también su imagen
U = ¢(W) debe ser un subconjunto simplemente conexo de ID. Finalmente, si U # ID
entonces por corolario 1 sabemos que existe una funcién univalente F: U — ID tal
que F(0) =0y | F’(0) |> 1. Esto no puede ser posible porque F o ¢ estaria en ¥ y el
valor de absoluto de su derivada en 0 serid mayor que supf| f'(0) | : f € ¥}. Por lo
tanto dicha funcién F debe ser una rotacién. O

Nota 1. La inversa del difeomorfismo ¢ construido en el teorema 1 es llamada
la funciéon de Riemann del conjunto abierto simplemente conexo W. El compor-
tamiento de la funcién de Riemann en la frontera del disco depende mucho de las
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propiedades topoldgicas de la frontera de W. Para la demostracién del siguiente
teorema ver [5,p.70].

Definicién 1. Una curva 6 un arco de Jordan es un conjunto homeomorfo a S! 6 a
[0,1] respectivamente.

Definicién 2. Un dominio de Jordan G es un conjunto abierto simplemente conexo
tal que su frontera dG es 6 una curva de Jordan 6 unién finita de arcos de Jordan.

Teorema 2. Sea W un dominio simplemente conexo de la esfera de Riemann € = C U co
cuyo complemento contiene al menos dos puntos entonces
» La funcién de Riemann de W se extiende continuamente a la frontera de ID si y
s6lo si W es localmente conexa.
» La funcién de Riemann se extiende a un homeomorfismo de la clausura de ID sobre
la clausura de W si y sélo si IW es una curva de Jordan.

Ejemplo 1. Considere el conjunto A obtenido al suprimir del cuadrado S = {z:
0 <Rez<2y0<Imz<2} los segmentos verticales |, = {z=1+iy: 0<y<1},
n=1,2,3,.... El teorema de la funcién de Riemann garantiza que existe una funcién
conforme de A sobre D, pero el pretender extenderla continuamente a la frontera
de A, particularmente a 0, crea problemas.

Nota 2. La funcién de Riemann también depende continuamente del dominio
de Jordan si antes es convenientemente normalizado. El siguiente teorema fue
provado por Markushevich [5,teorema 2.26,p.72], y O.]. Farrel [6,teorema II1,p.373].

Teorema 3. Sea V1 DV, D -+ una sucesion decreciente de dominios de Jordan uniforme-
mente acotados cuya interseccion es un dominio de Jordan V. Seaz € V y sea ¢, : V,, = D
la funcién de Riemann normalizada de tal forma que ¢,(z) = 0 y la derivada de ¢, en z
es un niimero real positivo. Entonces la restriccion de ¢, a la clausura V de V converge
uniformemente a la funcién de Riemann de V.
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