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1. Cubriente holomorfa de C\ {0, 1}

En esta seccién vamos a demostrar la existencia de una métrica hiperbélica
en el complemento de tres puntos en la esfera de Riemman y estudiaremos la
propiedades de dicha métrica.

Teorema 1 Existe una funcion cubriente holomorfan : D — C\ {0, 1}.

PRUEBA. Sea Tt C D el tridngulo geodésico ideal con vértices —1,1,i. Por teo-
rema 2 (ver notas de Pablo) existe un homeomorfismo ¢ que manda la cerra-
dura de T sobre la cerradura de H, es decir, un difeomorfismo holomorfo de
Tt sobre H. Tomamos la composicién con una transformacién de Mobius ade-
cuada, podemos suponer que ¢ manda —1a0,1a 1y ¢a co. Por el principio
de reflexion de Schwarz, podemos extender ¢* a un difeomorfismo ¢~ de el
tridngulo ideal T~ que se obtiene al reflejar 7" con respecto al lado (—1,1)
sobre el semiplano inferior H~. Definimos

[ ¢t enTT
T ¢~ enT™,

el principio de reflexién de Schwarz, nos dice que ¢ sera holomorfa no sélo en
la unién de los tridngulos, sino también en el lado comun. Del mismo modo,
podemos extender ¢t a nuevos tridngulos mediante reflexiones con respec-
to a los otros lados. Los dos nuevos tridangulos también se proyectan sobre el
semiplano inferior. Ahora, utilizando la reflexién con respecto a los lados de
los nuevos tridngulos, extendemos = a los tridngulos adyacentes mediante la
asignacion de ellos en el semiplano superior.

Continuando con este proceso indefinidamente, obtenemos una triagulacién
de D y una funcién holomorfa = que manda cada tridngulo sobre el semiplano
superior o bien al semiplano inferior y cada lado de un tridngulo sobre un seg-
mento de la recta real: (—o0,0), (0,1) o (1, 00). Esto es, claramente una cubriente
holomorfa de C \ {0, 1}; ver figura 1. ]

El teorema anterior prueba la existencia de una métrica hiperbdlica en la
esfera de Riemann menos tres puntos, es decir, C\ {0,1,00}. El siguiente paso
es comparar esta métrica conforme con la métrica esférica.



Figura 1: Cubriente holomorfa de C \ {0, 1}. La figura superior muestra lineas
geodésicas de tres tipos (representada por lineas quebradas, sélidas y que-
bradas y punteadas). Estas se mandan respectivamente sobre lineas quebradas,
solidas y quebradas y punteadas.

Definicién 1 Decimos que dos funciones positivas p1, p2 son comparables si existen
constantes positivas Cy y Cs tal que Cyp1 < pa < Capy, escribimos py < po.

Teorema 2 Consideremos la métrica esférica

2|dz|
jas| = 222
1+ |z

y la funcion distancia d : C x C — R™T. Sea po|ds| la métrica hiperbélica de S =

C\ {0, 1, 00}. Entonces, para todo w € S existen constantes positivas Cy y Cs tal que

& < po(w) < s
d(w, 0S)|log d(w,0S)| — ~ d(w,dS)|log d(w,dS)|’

donde 9S = {0,1, 0}



PRUEBA. Queremos probar que la funcién py es comparable con la funcién
p(w) = d(w,@S)\l(}gd(w,BS)r Seam : D — C\ {0,1} la funcién cubriente del
teorema 1 y sean Bj, j = —1, 1,4, las horobolas disjuntas con vértices en los
puntos —1, 1,4, es decir, B; C D es un disco euclideano tangente a dD en el
punto j. Notemos que cada horobola B; es invariante bajo el subgrupo ciclico
del grupo de los automorfismos cubrientes que fijan el vértice de la horobola y
que la restriccién de 7w a cada horobola es una funcién cubriente sobre un disco
topolégico D; de la esfera de Riemman, donde D_; contiene a 0, D; contiene a
1y D; contiene a co. El complemento de la unién de estos tres discos topoldgi-
cos es una regién compacta de S donde las dos funciones son comparables.
Falta demostrar que son comparables en cada D;. Sea ¢; : D — D; la funcién
de Riemman tal que 0 — 0sij=—1,0+—1sij =1y 0+ oo sij=i. Vamosa
demostrar que las dos funciones son comparables en D_;.

Sea Q C D el cuadrilatero geodésico con vértices -1, —i, 1, 4, y consideremos
la funcién 7 de Q sobre C \ {0, 1}. Como ¢, es una transformacién de Mébius,
se sigue que la distancia esférica d(Z,c0) es comparable con d(w, —1) donde
W = ¢_1(2). De la misma manera, d(z,0) es comparable con d(w, 0) donde w =
$o(z). Sin embargo, d(%, o) es comparable con |logd(z,0)|~ y [|[DU(2)| spn =
d(z,0), donde || DY |5, es lanorma de la derivada en la métrica esférica. Por lo
tanto, las normas de las derivadas de ¢g y (50 y de sus inversas estan acotadas
con respecto a la métrica esférica y tenemos que d(w,—1) =< |logd(w,0)|~*
y | D7 ()| spn, =< d(w,0). Finalmente, po(w) = pp(w)||Dw(w)]|spn ya que 7 es
una isometria local con respecto a la métrica hiperbdlica. Esto demuestra que
las dos funciones son comparables en D_;, pues pp(w) =< 1/d(w,—1). De la
misma manera, podemos demostrar que las dos funciones son comparables en
D1 y D; respectivamente. ]

Como consecuencia del teorema tenemos el siguiente:

Corolario 1 Sea € > 0. Entonces existe una constante positiva C'(¢) con la siguiente
propiedad. Sea U  C abierto, cuyo complemento contiene al menos tres puntos y es
tal que, dado z1 € OU existen zo, z3 € OU con d(z;, zj) > €. Si py|ds| es la métrica
hiperbélica de U entonces

C(e) < pu(w) € ———
d(w, d0)|log d(w, d0)| = P = G(w, 00

para todow € U.

PRUEBA. Sean w € U y z; € 9U tal que d(w,0U) = d(w, z). Sean z2, 23 €
OU como en el enunciado (para esta eleccién de z;) y L una transformacién
de Mdbius tal que (z1,22,23) +— (0,1,00). Si la métrica hiperbdlica de C\
{21, 22, 23} es p|ds|, ahora la inclusién i : U < C \ {21, 22, 23} es una funcién
holomorfa sobre dominios hiperbélicos entonces por el lema de Schwarz (ver
notas seccién 3.3) por un lado tenemos que ¢ contrae la métrica hiperbdlica de U
con respecto a la métrica hiperbolica de C\ {z1, 22, 23} pues U & C\ {21, 29, 23},
es decir, p(w) < py(w). Por otro lado, L es una isometria entre la métrica



hiperbélica de C\ {z1, z2, 23} y el de S = C\ {0, 1, 00 }. También, con respecto a
la métrica esférica, tanto L y su inversa son Lipschitz con constantes acotadas
por una funcion de e. Por tltimo, podemos utilizar la desigualdad de la izquier-
da del teorema 2 para finalizar la prueba de la desigualdad de la izquierda en
el corolario. La desigualdad de la derecha se sigue directamente del lema de
Schwarz, ya que el disco en la métrica esférica con centro w y radio d(w, 9U)
estd contenida en U, y la densidad de la métrica hiperbélica de este disco en w
estd dada por el lado derecho de la desigualdad. |

En particular, la métrica hiperbdlica de cualquier regién U de la esfera de
Riemann es producto de la métrica esférica y una funcién positiva que tiende
a infinito en OU.

Lema1 La familia de todas la funciones holomorfas de D a C \ {0, 1} es una familia
normal.

PRUEBA. Sea f,, : D — C\ {0, 1} una familia de funciones holomorfas. Toman-
do una subsucesion si es necesario, supongamos que la sucesién z, = f,(0)
converge a algiin punto z en la esfera de Riemann. Por el lema de Schwarz, la
imagen bajo f, del disco hiperbdlico con centro en 0 y radio r esta contenido
en el disco hiperbdlico con centro z, y radio r. Si z, tiende a cero entonces el
diametro esférico de este disco debe tender a cero. Por lo tanto, f,, converge
uniformemente a cero en subconjuntos compactos. Lo mismo sucede si z = 1
0 z = co. Supongamos que z € C\ {0,1,00}. Sea 2 € D tal que 7(2) = z,
donde 7 : D — C\ {0,1} es la funcién cubriente del teorema 1. Tomamos una
sucesién Z,, tal que 2, — Z con 7w(%,) = z, y sea fn un levantamiento de f,,
con fn(O) = 2,. Como fn es una sucesion de funciones holomorfas acotadas,
se sigue del teorema clasico de Montel que existe una subsucesién f,,, que con-
verge uniformemente a una funcién holomorfa f en subconjuntos compactos.
Claramente f(0) = 2y, por lo tanto, f manda D en D. Luego, la composicién
f=mo f es el limite de la sucesion f,,,. [

Teorema 3 (Montel) Sea € > 0 dado y F una familia de funciones holomorfas de un
dominio U de la esfera de Riemann en C. Si para cada f € F existen tres puntos z, (f),
20(f),23(f) en C\ f(U) tal que la distancia esférica entre cualesquiera dos de estos
puntos es mayor que € entonces F es una familia normal.

PRUEBA. Sin pérdida de generalidad supongamos que U = D. Sea f,, una suce-
sién de funciones en F. Para cadan € N, sea L,, una transformacién de Mobius,
que manda z1(fn) a0,22(f,) aly z3(fn) a co. Tomamos una subsucesion si es
necesario, podemos suponer que z;( f,,) converge a z;. Se sigue que la distancia
esférica entre z; y z;, es al menos € si j # k. En particular, los tres puntos son
distintos y L, converge uniformemente a la transformacién de Mébius L tal
que L(z1) = 0, L(z2) = 1, L(23) = oc. Por lo tanto, la familia L,, o f, satis-
face la hipétesis del lema 1. Asi, pasando otra vez a una subsucesién, podemos
suponer que L, o f,, converge uniformemente a una funcién g en subconjun-
tos compactos. Luego, f,, converge uniformemente a L~' o g en subconjuntos
compactos. u
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