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Resumen

En esta seccién vamos a mostrar una version del célebre teorema de uniformizacion
de Poincaré, Klein y Koebe. Dicha versién trata sélo con dominios en la esfera de
Riemann, pero es mas conveniente para aplicaciones dindmicas y también contiene
el teorema del mapeo de Riemann como un caso especial. Antes de enunciar y probar
el teorema, vamos a dar algunos conceptos introductorios a superficies de Riemann.

1. Preliminares

La idea béasica de una superficie de Riemann es que localmente se ve como un subconjunto
abierto del plano complejo.

Definicion 1.1. Una superficie de Riemann M estd formada por una coleccion (Miop, Us, ¢;)
tal que:

I. My es un espacio topoldgico Hausdorff.
11. U; C My, son conjuntos abiertos que forman una cubierta numerable.

1. ¢; : Uy — V; C C son homeomorfismos (para V; subconjuntos abiertos de C). Al
conjunto de parejas A = {(U;, ¢;) }ic 1 se le llama un atlas para M; si s € U; decimos
que (U;, ¢;) es una carta en s.

1v. Cada vez que U;NU; # 0 las funciones de transicion de coordenadas
gbj e} ¢Z—1 : ¢i(Ui N UJ) — Qb](Ul N U])

son holomorfas con inversa holomorfa. Esta propiedad nos dice cuando dos cartas
son compatibles.

Se puede tener el caso en que dos atlas diferentes den la misma nocién local de un anélisis
complejo sobre una superficie de Riemann. Diremos que dos atlas A y B son compatibles
si toda carta de uno es compatible con toda carta del otro. La compatibilidad de atlas
es una relacion de equivalencia. Una estructura compleja sobre M es una clase de
equivalencia de atlas sobre M. De manera que cualquier atlas sobre M determina una
unica estructura compleja.



Ejemplo 1.2. Dominios. Todo U C C (subconjunto abierto y conexo) es superficie de
Riemann, definida por una unica funcion coordenada ¢ : U — C, enviando z + z.

Ejemplo 1.3. La esfera de Riemann. Colocamos en C dos copias C,,C,, del plano com-
plejo mediante la proyeccion estereogrifica, con z y w sus correspondientes coordenadas.
Teniendo entonces dos funciones coordenadas

¢r:U; =C, C (C\{o0}) = C, ¢:Us=C, C (C\{0})—C

donde ¢1(z) = z y ¢o(w) = 1/w. En Uy N Uy = C\ {0} la funcion de transicion de
coordenadas ¢y 0 ¢7' 2+ 1/2 = w estd bien definida y es holomorfa.

Definicion 1.4. Una funcion f: M — C es holomorfa si y solo si para cada U; C M, la
COMPOSICION

fogbi_l : QZ)Z(UZ) cC—C
es holomorfa en el sentido usual.

Definiciéon 1.5. St M, y M, son dos superficies de Riemann, decimos que f : My — My es
holomorfa, si f es continua y si UyNf~(Us) # 0 entonces ¢pgo fody = ¢ (UyNF~H(Uy)) —
¢2(Us) es holomorfa para toda carta (Uy, ¢1) € Ay, y (Us, ¢2) € Angy.

f

M, M, (1.1)
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Proposicion 1.6. Sea f: My — My una funcion holomorfa e inyectiva entre superficies
de Riemann. Entonces f es un isomorfismo entre M y su imagen f(M).

2. Teorema de Uniformizacion

Teorema 2.1. Sea U C C un dominio cuyo complemento contiene al menos tres puntos.
Entonces existe una funcion cubriente holomorfa m : D — U. En particular, si U es
simplemente conexo entonces m es un difeomorfismo (de este caso se deduce el teorema
de la aplicacion de Riemann).

Demostraciéon. Suponemos que U C C\ {0,1}, esto es, 0,1,00 ¢ U. Sea A\ : D —
C\ {0,1} la funcion cubriente holomorfa dada en la seccion 3.5 de [FM].

Podemos asumir A(0) = z, € U, si no es asi, componemos \ con una transformacion de
Mobius para que esto suceda. Sea ¢ : U — U el cubriente universal topologico de Uy
elegimos un punto zp € U tal que ¢(Zy) = 2zo. Vamos a considerar en U la tnica estructura
de superficie de Riemann que hace ¢ holomorfa. Luego, consideramos la familia F de
todos las funciones holomorfas F : U — I con las siguientes propiedades:

a. F(%) =0.



b. F' es una funcién cubriente holomorfa sobre un dominio Vy C D.

c. Existe una funcion cubriente holomorfa W : Vi — U tal que Vo F = ¢.

Por ser U simplemente conexo (dado que U es cubriente universal) existe una funcion
holomorfa ¢ : U — D tal que ¢ = Ao ¢ y se satisface:

I. Por ser ¢ una funcion cubriente, existe una vecindad U; de zy tal que ¢ ]511 es un
difeomorfismo local y por un argumento similar existe una vecindad U, de z, tal que
A |{]21 es un difeomorfismo local, por lo tanto U; N U; es una vecindad de 2z, donde es

posible considerar QAS(;?O) = A"1o(%)) = A Hz0) = 0.

I1. gg es holomorfa en una vecindad de Z0 Y por ser U simplemente conexo, para cualquier
otro punto z € U y 7 una curva que une Z; con z, podemos extender analiticamente
através de v y por el teorema de Monodromia, sabemos que la extension no depende
de la curva, concluyendo asi que ¢ es una funciéon cubriente holomorfa sobre un

dominio V3 = A™'(U) C D.

111 Satisface (c) dando ¥g = A.

Por lo tanto, ¢ € F, es decir, F # 0.

Ahora, vamos a identificar una vecindad de Z; con una vecindad de zy mediante ¢ y
usaremos esta identificacion para medir el tamano de las deriavadas. Sea G,, € F una
sucesion de funciones tales que |G',| — sup{|F'(%)| : F € F} cuando n — oo, por
la desigualdad de Cauchy para derivadas y la caracterizaciéon del supremo es posible
encontrar dicha sucesion {G,}, ademéas por ser elementos de F se sigue que {G,} es
una sucesion de funciones holomorfas uniformemente acotada. Entonces por el teorema
de Montel se tiene que {G,} converge uniformemente (tomando una subsucesion si es
necesario) sobre subconjuntos compactos a una funcién holomorfa G' que envia Zy a 0
y para la cual |G'(%)| = sup{|F'(%)| : F € F}. Ahora bien, si |G'(Z)| = 0, entonces
|F"(Zy)| = 0 para toda ' € F con Z, arbitrario, es decir, F' es constante, lo cual contradice
el hecho de que F' es uno a uno, por ser un homeomorfismo local. Por lo tanto G es un
holomorfa y no constante, entonces por el teorema del mapeo abierto, se sigue que la
imagen de GG es un subconjunto abierto Vi de D. Ahora, cualquier ¢ € Vi pertenece a Vi,
para n suficientemente grande. Por lo que puntualmente ¥, (¢) converge a algin Vs(q),
ésta funcion satisface W o G = ¢ y por lo tanto es holomorfa.

Para deducir que G pertenece a la familia F, debemos probar que Gy W son funciones
cubrientes. Primero probaremos que V¢ es suprayectiva. Dado w € U elegimos w € U tal
que ¢(w) = w. Puesto que ¢ satisface Vg o G = ¢, entonces Vg o G(W) = ¢(w) = w, lo
que implica que V¢ es suprayectiva.

Luego, sea B C U un dominio simplemente conexo cuya cerradura es compacta y simple-
mente conexa. Entonces por ser ¢ una funcion cubriente ¢~'(B) = UB;, donde los B; son
dominios disjuntos dos a dos, simplemente conexos y satisfacen que la restriccion de ¢ a
cada B; es un difeomorfismo sobre B. Como la cerradura de B; es compacta, entonces la



restriccion de G, a B; converge uniformemente, en particular la restriccion de G,, a B;
converge uniformemente a la restriccion de G a B;, el cual es un difeomorfismo sobre un
dominio simplemente conexo B;¢ := G(B;) C Vg. Luego, por la propiedad ¥ o G = ¢,
se tiene que la restriccion de U a cada B, es un difeomorfismo sobre B. Ademés como
G, vy V¢, son funciones cubrientes y satisfacen ¥, oG, = ¢, por la eleccion de los B;, es
decir, dominios disjuntos dos a dos y simplemente conexos, se tiene por la inyectividad de
Gn (por ser difeomorfismo local) que B;%" N BjG” = ) o bien B;%" = BjG”. Nuevamente
usando el hecho de que ¥ o G = ¢, se tiene que ¥ ' (B) es la union de B;%, donde la
restriccion de Ug a cada B;“ es un difeomorfismo sobre B. Teniendo asi que VY es una
funciéon cubriente. Sin embargo G—'(B;%) = G~'(G(B;)) es la unién de todos los B, tales
que B = B¢ y la restriccion de G a cada B; es un difeomorfismo sobre B;“. De manera
que el conjunto de todos los B;¢ para toda i y todo B C U es un cubriente de Vi y por
lo tanto G es una funcién cubriente. Asi hemos probado que G € F.

Por dltimo vamos a mostrar que Vg = D. Supongamos que Vi # D, es decir, existe
v € D\ Vg, claramente v # 0. Sea f : D — D la funcién holomorfa construida en la
seccion 3.4 de [FM], que es una funcion cubriente de grado 2, D\ {¢} — D\ {v} ¥y
envia el 0 en el 0. Sea W la componente conexa de f~'(Vz) que contiene al 0. Entonces
Jf W — Vg es una funcion cubriente, y podemos levantar G a una funcién holomorfa
G:U — W. Donde G pertenece a la familia F, ya que:

L G(%) = fUG(%)) = f71(0) = 0.
1. G es una funcién cubriente holomorfa sobre W C D.

I11. se satisface (c), dando W5 = Vg o f.
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lo cual contradice el hecho de que |G'(%)| = sup{|F'(%)|: F € F}. Porloque Vo =Dy
asi G es un difeomorfismo holomorfo de U sobre D, teniando entonces el resultado deseado,
esto es, existe U una funcion cubriente holomorfa de D a U y si U es simplemente conexo
Vs es un difeomorfismo. O



Todas aquellas superficies M que tienen como cubriente universal al disco D se llaman
superficies hiperbdlicas. En la seccion 3.5 de [FM] se prob6 que D induce una métrica (la
métrica hiperbdlica) en la superficie M.

Por lo tanto, se ha mostrado que cualquier dominio U de la esfera de Riemann cuyo
complemento tiene al menos tres puntos tiene una métrica hiperbolica (puesto que en el
teorema anterior se probo que ID era el cubriente universal de U). La esfera de Riemann
en si misma tiene una métrica completa de curvatura constante 1, que es la métrica es-
ferica. El plano complejo tiene una métrica de curvatura constante 0, que es la métrica
Euclideana. El complemento de dos puntos en la esfera (es decir, el plano complejo agu-
jerado) es cubierto por el plano C (como se vio en un ejemplo de la seccion 3.2 de [FM])
y por lo tanto también tiene una métrica completa de curvatura 0.

2.1. Dominios anulares

Un ejemplo importante de uniformizacion se da en los dominios anulares.

Definiciéon 2.2. Un subdominio A de la esfera de Riemann es llamado un dominio anular
st su complemento tiene exactamente dos componentes conexas.

Si cada componente conexa es homot6pica a un punto, entonces como se ha visto, A
tiene una métrica completa de curvatura 0. Si una componente no es homotoépica a un
punto, entonces existe un mapeo cubriente holomorfo = : D — A (por el teorema de uni-
formizacion). El grupo de automorfismos de D es generado por una tnica transformacion
de Mobius ¢ que actua sin puntos fijos en D (si un automorfismo del disco fija un punto,
se tendria una rotacion o una contraccion y no podria ser funciéon cubriente; por otro lado,
si fija dos puntos entonces es la identidad, como se probo en el ejercicio 4 tarea 10 del
curso de variable compleja 1), ademés este grupo es isomorfo al grupo fundamental de A.
Por lo tanto, si ¢ tiene puntos fijos, deben estar en la frontera de D.

Si ¢ tiene un tnico punto fijo p, podemos conjugar ¢ con una transformacion de Mobius,
que mande D en H y p +— oo, de manera que tengamos la isometria hiperbolica de H,
z +— z+1. Por lo tanto, existe una funcion cubriente de H en A cuyo grupo de automorfismo
es {z+— z+n:n € Z}, que es justo el grupo de automorfismos de la funcién cubriente
de D\ {0}, como se vi6 en la seccion 3.2 [FM].

Supongamos ahora que el generador ¢ del grupo de automorfismos del cubriente 7 : D — A
tiene dos puntos fijos en la frontera de D, entonces mediante una transformacion de Mébius
podemos enviar D sobre H y mandar los puntos fijos de ¢ a 0 y a co. Esta transformacion
de Mobius conjuga ¢ obteniendo una homotecia z — Az, donde A es un nimero real mayor
que 1. Entonces al componer 7 con la inversa de esta transformacion, se tiene una funcion
cubriente 7w : H — A cuyo grupo de automorfismos es {z — A"z}, el cual es el grupo de
automorfismos de un anillo Ag con log R = 27/ log A. De manera que A es conformemente
equivalente al anillo Ap = {z € C:1<| 2z |< R}.

La imagen de la geodésica vertical que conecta los puntos fijos de los automorfismos es
una geodésica cerrada en A cuya longitud es log A\, puesto que minimiza la longitud de las
curvas cerradas en su clase de homotopia. Por lo que la longitud de estas geodésicas es



un invariante conforme del anillo. Es usual considerar un invariante relativo, llamado el

mddulo del anillo, denotado como mod(A), el cual es el cociente de 27 entre la longitud
de la geodésica cerrada. Obteniendo que mod (Ag) = 102;/\ = log R.

Proposicion 2.3. Sea f : A1 — Ay una funcion cubriente holomorfa de grado d entre
dos anillos. Entonces

mod (A4;) = cll mod (Ay).

Demostraciéon. El mapeo cubriente f, por el Lema de Schwarz version dominios hiper-
bolicos es una contraccion o una isometria, pero no puede ser una contracciéon, entonces
f es una isometria local entre las métricas hiperbolicas. Por lo tanto la restriccion a la
geodésica cerrada de A; es una cubriente de grado d de la geodésica cerrada de A,. En-
tonces la longitud de la geodésica cerrada de A; es d veces la longitud de la geodésica

cerrada de A,, es decir, log(A;) = dlog()A2), lo que implica log2(7}r%1) = legQ(EQ) y despejando
tiene que mod(A;) = mod(Ay). O
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