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Sea I' una familia de curvas de clase C' a trozos en el plano. Vamos a asignar una
cantidad geométrica A(I"), llamada longitud extrema de I' que es una especie de longitud
minima promedio. Es importante su estudio por el hecho de ser invariante bajo funciones
conformes, en el sentido de que si f es una funciéon conforme cuyo dominio contiene todas
las curvas de la familia entonces A\(f(I')) = A(I"), o bien, es un cuasi-invariante bajo
funciones cuasiconformes.

Sea p es una funcién medible no negativa, definimos la p—longitud de una curva ~ de
clase C'' mediante

) = [ oldel = [ pa()ly olat
gl
si la funcion ¢ — p(y(t)) es medible y () = oo en otro caso.

Ahora, definimos la p—longitud de la familia I" como

L,(T) = fnf 1,(7).

Podemos ahora definir la longitud extrema de la familia mediante

)= Ll

donde el supremo se toma sobre el conjunto de todas las funciones p medibles no negativas

y con area finita, es decir,
A, = // pPdrdy < .
C

Recordemos que una métrica Riemanniana es conforme si, para cada z, < v,w >,=
(p(2))* < v,w > donde <-,- > es el producto interno Euclideano de C y p es una funciéon
positiva de clase C'*°.

Si existe una métrica conforme p|dz| que realiza la longitud extrema, ésta es llamada una
métrica extrema de la familia.

Teorema 0.1. Si f : U — V es un difeomorfismo K—cuasiconforme y I es una familia
de curvas de clase C! a trozos en U, entonces

A £ AUD) £ KAD).



Demostraciéon. Para estimar la longitud extrema de I', podemos restringirnos a métricas
conformes que se anulen fuera de U, pues sabemos que al menos la métrica Euclideana es
conforme y dado que A, es finita, p se anula fuera de un conjunto, de lo contrario el area
seguirfa creciendo.

Para cada una de éstas métricas p|dz|, sea w = f(2) y p|dw| la métrica conforme definida
como

) = B = 1)
p§f‘ (w)) (0.1)

O (f=Hw)] = [0f(f~H (w))]

ademds por ser f un difeomorfismo, establecemos p(w) = 0 para toda w ¢ V. Observese
que p(w) > 0, puesto que p > 0y |0f(z)] —|9f(2)| > 0 por considerar que f es un
difeomorfismo que preserva orientacion. Ahora, siy € 'y 4 = fo~y € f(I'), entonces

F(t) = 0f (21 (t) + D ()7 (D),

de manera que por la desigualdad del tridngulo alrevés

OF (YO (&) +0F (Y)Y (B = [0F (V) (D] = 10F (+(8))7' (¢
= 0f (@) V@O = 10 (v(®))]
= ) ')

)l

' ()]
|.

(10 (v = 10f (v(1)) (0.2)
Calculamos
[ otwldul = [ 35 o) OO + 37 OF D]
donde, al sustituir p en (0.1) y por la desigualdad (0.2) se sigue que
[itwan] > [ e S (0 ()] SO Ol
B p(v(t)) 15 '
| i a0 o) = e @l
= [ ot
~ [ ota
esto es,
lp('s/) > l,0</y)7
y por lo tanto
Ly(f(I)) = Ly(). (0.3)



Por otro lado, al integrar mediante el cambio de variable propuesto w = f(z), donde

(2) = 05 (=) — |0f (2)[? se tiene que

// ) dudv = //fl(V) P*(f(2)) J¢(z) dxdy
-/ <|af<z>|p—(%f<z>r>2 (10(2)* = 9f(=)P) dedy
B // (|0f(2) ffjéf(z)’)2(|3f(z)| —10f()D((0f ()] + [0 (2)])dady
_ s+ rE,
= [ g
= / K p*(2)dwdy (0.4)

- K// 2)dudy

donde la desigualdad (0.4) se tiene por ser f un difeomorfismo K-cuasiconforme, observe-
mos

A 0 (2)]
Of ) +10f(=)] _ 1+ Bral
o7 —107G) 1
L+ ()]
1—p(z)|
< K.
Por lo tanto se sigue que A; < K A,, es decir,
1 1
< — .
KA, = A; (0:5)
De esta manera, por (0.3) y (0.5) obtenemos que
L) _ Ly(f(D))
KA, = A
lo que implica
1
LAD) <A, (0.6)

Para la otra desigualdad, usamos el hecho de que si f es un difeomorfismo K —cuasiconforme,
entonces f~! es también K —cuasiconforme. Asi al aplicar la desigualdad (0.6) a I' = f(T")
se tiene que

%)\(f)g)\(fl(f)) = ZA(D) <A

P
=
Z
IA
=
=
=



Corolario 0.2. La longitud extrema es un invariante conforme.

Demostraciéon. Si f es un difeomorfismo conforme, entonces K = 1 y por lo tanto
ACf(I)) = AD). O

Ejemplo 0.3. El mddulo de un rectangulo como una longitud extrema.

Sea R = R(0,a,a + ib, bi) el rectangulo con vértices 0, a,a + ib,ib, y sea I' la familia de
curvas de clase C! por tramos en R, las cuales conectan los dos lados verticales de R.

Consideremos p. =1 en Ry p. = 0 en el complemento de R, entonces

L, () = inf l,.(7) = a,

~yel
y
b ra
Ape:// pegdxdy://dxdy:ab.
R 0 Jo
Por lo tanto,
(Lo(D)? _ (Lp)? _a® _a
A = > = — =, 0.7
(B) = sup e = =% T (0.7)

Por otra parte, para cualquier p > 0 y la curva z — x + iy, y € (0,b) se tiene que

[ ol + inyde = 1,0) = int 1,3,
0

vyel

J[ pady= ) | "y = b L,(0),
(//Rp d:zcdy)2 > b” (L, (1)) (0.8)

Observese que al definir el producto interno entre dos funciones medibles no negativas

como
< p,0 >= // podxdry
R

1/2
loll = (< py p )2 = ( Il /fdmy) |
R

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

lo que implica que

asi

induce una norma

< p, 1 ><|lpl[ [1]],



esto es,

1/2 1/2
// p drdy < (// p%la:dy) <// da:dy) ,
R R R
lo que implica
(// p dxdy) 2 < // prdxdy // dxdy = ab // plddy.
R R R R

De esta tltima desigualdad y de la ecuacion (0.8) se tiene que

b* (L,(T))* < ab // p*dxdy < ab A,
R
Entonces
(L) _ab_a
A, 0
y por lo tanto
AI) < % (0.9)

De manera que (0.7) y (0.9) implican que la longitud extrema de la familia ' es igual a
7y |dz| es la métrica extrema. Si consideramos I'* como el conjunto de curvas en R que
conectan los dos lados horizontales, entonces aplicando un argumento similar se sigue que
AI™) = g Por lo tanto el producto de las longitudes extremas de ambas familias es igual
a 1.

Ejemplo 0.4. Modulo de un anillo como longitud extrema.

Sea T el conjunto de curvas de clase C'! a trozos en el anillo Ag = {2 € C: 1 < |z| < R},
las cuales conectan las componentes fronteras.

Consideremos p,(z) = ﬁ con z = re? r > 0. Calculamos

dz 1
lpa('y)—/pa IdZ\—/%—/ Sdr=log R,
vy ¥ 1

L, (I') =logR.

es decir,

Teniendo ademas que

27 rR 1 27 Rl 27
A, = // pcﬂdz\ :/ / —T drdf :/ / —drdf :/ log R = 27 log R.
Ag o J1 T o J1 T 0

De esta manera,

(Lp. (1) _ (logR)* _log R
b 2mlogR 271

(0.10)



Por otro lado, para cualquier p > 0 y la curva r — 7, € [0,27] se tiene que

R
/ pdT’ Z LP<F>7
1

luego al integrar respecto de 6

21 R 27
/ / p drdf = // p drdf > LP(F)/ df =2nL,(I),
0o Ji Ap 0
elevando al cuadrado y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue que
47 (L,(0))* < (// p drd@) 2
AR
= (// P rdrd&) 2
Ar T
1
< // pQTdrdG// — rdrdf
Agr A T
1
= // 0* rdrdf // —drdd
Agr A T

= 2mlogR A,

esto es,
(L,(T))? L 2rlog R
A, T 4w

y por lo tanto
(Ly(I))? _ logR

AT = 11
()St;p A S (0.11)
concluyendo asi por (0.10) y (0.11) que
log R
M) = =5,
2
y p(z)|dz| con p(z) = é es la métrica extrema. Para cualquier anillo topologico A, la

longitud extrema de la familia de curvas de clase C* a trozos, las cuales conectan las com-
ponentes fronteras de A es igual al médulo de A, salvo multiplicacién por una constante,

es decir, A\(I') = %mod A, por lo que hay una tnica métrica extrema.

Sean C] y Cy las componentes fronteras del anillo Ar (respectivamente la componente
acotada y la no acotada), decimos que una curva cerrada v en Ag separa a C7 y Cy si vy
tiene indice distinto de cero en los puntos de (. Si denotamos a ['* como el conjunto de
curvas cerradas que separan las dos componentes de C\ Ag, entonces la longitud extrema

* 1
de I'* es Ok

En efecto, para cualquier p > 0 y la curva r — re, r € (1, R) se tiene lo siguiente



lo que implica

luego al integrar respecto de r

"1
L,(I') logR = LP(F*)/ —dr < // p drdd,
1 Ag

r

entonces al elevar al cuadrado y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

(L,(T*)?log? R < (//AR p drd@) 2

< 27TlogR// p* rdrdf,
AR

de manera que

< Y
A, ~logR
es decir,
2
AT : 0.12
)< o (012)
Por otro lado, al considerar p, = ﬁz‘ = 2—71Tr, se tiene que para toda vy € I'*

1 dz 1 1
1< |1(,0 :‘— Cle 2 [ 221 (y),
<0 =gz [ Tl < 5 [ =)

donde I(,0) denota el indice del origen (para facilitar calculos) respecto a la curva 7,
entonces al tomar el infimo sobre v en la desigualdad, implica que

Lpa (F*) 2 L.

Calculamos

1 1 [ f1 1 1
Apa:// 2rdrd9:—2/ / Lardo = L omlog = 1281
Ay (277) Ar? o Ji o7 4 27

por lo tanto,

, 0.13
P Ap Aﬂa 1OgR ( )
concluyendo de esta forma por (0.12) y (0.13) que
2m 1
A = = —.
() logR M)

Como una aplicacion geométrica, podemos deducir una prueba facil del siguiente resultado
ya conocido:



Teorema 0.5. Sea A(r,R)={2€C: r<|z|<R}, 0<r<R<o0). Si Ai(r;,R1) y
As(r9, Ro) son conformemente equivalentes, entonces mod A; = mod A,.

Demostraciéon. Sea 'y la familia de todas las curvas en A, las cuales unen los dos
contornos, entonces como se demostro en el ejemplo 0.4, A\(I'y) = % = 5-mod A.
Sea f una funcion conforme de A; sobre As; entonces por la invarianza de la longitud

extrema

1 1
%mod Al = )\(FA1> = )\(f(FAl)) = )\(FA2) = %mod AQ.
O
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