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Sea Γ una familia de curvas de clase C1 a trozos en el plano. Vamos a asignar una
cantidad geométrica λ(Γ), llamada longitud extrema de Γ que es una especie de longitud
mínima promedio. Es importante su estudio por el hecho de ser invariante bajo funciones
conformes, en el sentido de que si f es una función conforme cuyo dominio contiene todas
las curvas de la familia entonces λ(f(Γ)) = λ(Γ), o bien, es un cuasi-invariante bajo
funciones cuasiconformes.

Sea ρ es una función medible no negativa, de�nimos la ρ−longitud de una curva γ de
clase C1 mediante

lρ(γ) =

∫
γ

ρ|dz| =
∫
ρ(γ(t))|γ′(t)|dt

si la función t 7→ ρ(γ(t)) es medible y lρ(γ) =∞ en otro caso.

Ahora, de�nimos la ρ−longitud de la familia Γ como

Lρ(Γ) = ı́nf
γ∈Γ

lρ(γ).

Podemos ahora de�nir la longitud extrema de la familia mediante

λ(Γ) = sup
ρ

(Lρ(Γ))2

Aρ

donde el supremo se toma sobre el conjunto de todas las funciones ρ medibles no negativas
y con área �nita, es decir,

Aρ =

∫∫
C
ρ2dxdy <∞.

Recordemos que una métrica Riemanniana es conforme si, para cada z, < v,w >z=
(ρ(z))2 < v,w > donde <· , ·> es el producto interno Euclideano de C y ρ es una función
positiva de clase C∞.

Si existe una métrica conforme ρ|dz| que realiza la longitud extrema, ésta es llamada una
métrica extrema de la familia.

Teorema 0.1. Si f : U → V es un difeomor�smo K−cuasiconforme y Γ es una familia
de curvas de clase C1 a trozos en U , entonces

1

K
λ(Γ) ≤ λ(f(Γ)) ≤ Kλ(Γ).
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Demostración. Para estimar la longitud extrema de Γ, podemos restringirnos a métricas
conformes que se anulen fuera de U , pues sabemos que al menos la métrica Euclideana es
conforme y dado que Aρ es �nita, ρ se anula fuera de un conjunto, de lo contrario el área
seguiría creciendo.

Para cada una de éstas métricas ρ|dz|, sea w = f(z) y ρ̂|dw| la métrica conforme de�nida
como

ρ̂(w) =
ρ(z)

|∂f(z)| − |∂̄f(z)|

=
ρ(f−1(w))

|∂f(f−1(w))| − |∂̄f(f−1(w))|
(0.1)

además por ser f un difeomor�smo, establecemos ρ̂(w) = 0 para toda w 6∈ V . Observese
que ρ̂(w) ≥ 0, puesto que ρ ≥ 0 y |∂f(z)| − |∂̄f(z)| > 0 por considerar que f es un
difeomor�smo que preserva orientación. Ahora, si γ ∈ Γ y γ̂ = f ◦ γ ∈ f(Γ), entonces

γ̂′(t) = ∂f(z)γ′(t) + ∂̄f(z)γ′(t),

de manera que por la desigualdad del triángulo alrevés

|∂f(γ(t))γ′(t) + ∂̄f(γ(t))γ′(t)| ≥ |∂f(γ(t))γ′(t)| − |∂̄f(γ(t))γ′(t)|
= |∂f(γ(t))| |γ′(t)| − |∂̄f(γ(t))| |γ′(t)|
= (|∂f(γ(t))| − |∂̄f(γ(t))|) |γ′(t)|. (0.2)

Calculamos ∫
γ̂

ρ̂(w)|dw| =
∫
ρ̂(f ◦ γ) |∂f(γ(t))γ′(t) + ∂̄f(γ(t))γ′(t)|dt,

donde, al sustituir ρ̂ en (0.1) y por la desigualdad (0.2) se sigue que∫
γ̂

ρ̂(w)|dw| ≥
∫

ρ(f−1(f ◦ γ(t)))

|∂f(f−1(f ◦ γ(t)))| − |∂̄f(f−1(f ◦ γ(t)))|
(|∂f(γ(t))| − |∂̄f(γ(t))|)|γ′(t)|dt

=

∫
ρ(γ(t))

|∂f(γ(t))| − |∂̄f(γ(t))|
(|∂f(γ(t))| − |∂̄f(γ(t))|)|γ′(t)|dt

=

∫
ρ(γ(t))|γ′(t)|dt

=

∫
γ

ρ(z)|dz|

esto es,
lρ̂(γ̂) ≥ lρ(γ),

y por lo tanto
Lρ̂(f(Γ)) ≥ Lρ(Γ). (0.3)
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Por otro lado, al integrar mediante el cambio de variable propuesto w = f(z), donde
Jf (z) = |∂f(z)|2 − |∂̄f(z)|2 se tiene que∫∫

V

ρ̂2(w) dudv =

∫∫
f−1(V )

ρ̂2(f(z)) Jf (z) dxdy

=

∫∫
U

ρ2(z)

(|∂f(z)| − |∂̄f(z)|)2
(|∂f(z)|2 − |∂̄f(z)|2) dxdy

=

∫∫
U

ρ2(z)

(|∂f(z)| − |∂̄f(z)|)2
(|∂f(z)| − |∂̄f(z)|)(|∂f(z)|+ |∂̄f(z)|)dxdy

=

∫∫
U

ρ2(z)
|∂f(z)|+ |∂̄f(z)|
|∂f(z)| − |∂̄f(z)|

dxdy

≤
∫∫

U

K ρ2(z)dxdy (0.4)

= K

∫∫
U

ρ2(z)dxdy

donde la desigualdad (0.4) se tiene por ser f un difeomor�smo K-cuasiconforme, observe-
mos

|∂f(z)|+ |∂̄f(z)|
|∂f(z)| − |∂̄f(z)|

=
1 + |∂̄f(z)|

|∂f(z)|

1− |∂̄f(z)|
|∂f(z)|

=
1 + |µ(z)|
1− |µ(z)|

≤ K.

Por lo tanto se sigue que Aρ̂ ≤ K Aρ, es decir,

1

K Aρ
≤ 1

Aρ̂
. (0.5)

De esta manera, por (0.3) y (0.5) obtenemos que

Lρ(Γ)

K Aρ
≤ Lρ̂(f(Γ))

Aρ̂

lo que implica
1

K
λ(Γ) ≤ λ(f(Γ)). (0.6)

Para la otra desigualdad, usamos el hecho de que si f es un difeomor�smoK−cuasiconforme,
entonces f−1 es también K−cuasiconforme. Asi al aplicar la desigualdad (0.6) a Γ̂ = f(Γ)
se tiene que

1

K
λ(Γ̂) ≤ λ(f−1(Γ̂)) ⇐⇒ 1

K
λ(f(Γ)) ≤ λ(f−1(f(Γ)))

⇐⇒ 1

K
λ(f(Γ)) ≤ λ(Γ)

⇐⇒ λ(f(Γ)) ≤ Kλ(Γ).
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Corolario 0.2. La longitud extrema es un invariante conforme.

Demostración. Si f es un difeomor�smo conforme, entonces K = 1 y por lo tanto
λ(f(Γ)) = λ(Γ). �

Ejemplo 0.3. El módulo de un rectángulo como una longitud extrema.

Sea R = R(0, a, a + ib, bi) el rectángulo con vértices 0, a, a + ib, ib, y sea Γ la familia de
curvas de clase C1 por tramos en R, las cuales conectan los dos lados verticales de R.

Consideremos ρe = 1 en R y ρe = 0 en el complemento de R, entonces

Lρe(Γ) = ı́nf
γ∈Γ

lρe(γ) = a,

y

Aρe =

∫∫
R

ρe
2dxdy =

∫
0

b∫
0

a

dxdy = ab.

Por lo tanto,

λ(Γ) = sup
ρ

(Lρ(Γ))2

Aρ
≥ (Lρe)

2

Aρe
=
a2

ab
=
a

b
. (0.7)

Por otra parte, para cualquier ρ ≥ 0 y la curva x 7→ x+ iy, y ∈ (0, b) se tiene que∫
0

a

ρ(x+ iy)dx ≥ Lρ(Γ) = ı́nf
γ∈Γ

lρ(γ),

lo que implica que ∫∫
R

ρ dxdy ≥ Lρ(Γ)

∫
0

b

dy = b Lρ(Γ),

así (∫∫
R

ρ dxdy

)2

≥ b2 (Lρ(Γ))2. (0.8)

Observese que al de�nir el producto interno entre dos funciones medibles no negativas
como

< ρ, σ >=

∫∫
R

ρσdxdxy

induce una norma

||ρ|| = (< ρ, ρ >)1/2 =

(∫∫
R

ρ2dxdy

)1/2

,

y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

< ρ, 1 >≤ ||ρ|| ||1||,
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esto es, ∫∫
R

ρ dxdy ≤
(∫∫

R

ρ2dxdy

)1/2(∫∫
R

dxdy

)1/2

,

lo que implica (∫∫
R

ρ dxdy

)
2 ≤

∫∫
R

ρ2dxdy

∫∫
R

dxdy = ab

∫∫
R

ρ2dxdy.

De esta última desigualdad y de la ecuación (0.8) se tiene que

b2 (Lρ(Γ))2 ≤ ab

∫∫
R

ρ2dxdy ≤ ab Aρ

Entonces
(Lρ(Γ))2

Aρ
≤ ab

b2
=
a

b
,

y por lo tanto

λ(Γ) ≤ a

b
. (0.9)

De manera que (0.7) y (0.9) implican que la longitud extrema de la familia Γ es igual a
a
b
y |dz| es la métrica extrema. Si consideramos Γ∗ como el conjunto de curvas en R que

conectan los dos lados horizontales, entonces aplicando un argumento similar se sigue que
λ(Γ∗) = b

a
. Por lo tanto el producto de las longitudes extremas de ambas familias es igual

a 1.

Ejemplo 0.4. Módulo de un anillo como longitud extrema.

Sea Γ el conjunto de curvas de clase C1 a trozos en el anillo AR = {z ∈ C : 1 < |z| < R},
las cuales conectan las componentes fronteras.

Consideremos ρα(z) = 1
|z| con z = reiθ, r > 0. Calculamos

lρα(γ) =

∫
γ

ρα |dz| =
∫
γ

|dz|
|z|

=

∫
1

R1

r
dr = logR,

es decir,
Lρα(Γ) = logR.

Teniendo además que

Aρα =

∫∫
AR

ρα
2|dz| =

∫
0

2π∫
1

R 1

r2
r drdθ =

∫
0

2π∫
1

R1

r
drdθ =

∫
0

2π

logR = 2π logR.

De esta manera,

λ(Γ) = sup
ρ

(Lρ(Γ))2

Aρ
≥ (Lρα(Γ))2

Aρα
=

(logR)2

2π logR
=

logR

2π
. (0.10)
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Por otro lado, para cualquier ρ ≥ 0 y la curva r 7→ reiθ, θ ∈ [0, 2π] se tiene que∫
1

R

ρdr ≥ Lρ(Γ),

luego al integrar respecto de θ∫
0

2π∫
1

R

ρ drdθ =

∫∫
AR

ρ drdθ ≥ Lρ(Γ)

∫
0

2π

dθ = 2πLρ(Γ),

elevando al cuadrado y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue que

4π2(Lρ(Γ))2 ≤
(∫∫

AR

ρ drdθ

)
2

=

(∫∫
AR

ρ

r
rdrdθ

)
2

≤
∫∫

AR

ρ2 r drdθ

∫∫
AR

1

r2
rdrdθ

=

∫∫
AR

ρ2 rdrdθ

∫∫
AR

1

r
drdθ

= 2π logR Aρ,

esto es,
(Lρ(Γ))2

Aρ
≤ 2π logR

4π2
,

y por lo tanto

λ(Γ) = sup
ρ

(Lρ(Γ))2

Aρ
≤ logR

2π
, (0.11)

concluyendo asi por (0.10) y (0.11) que

λ(Γ) =
logR

2π
,

y ρ(z)|dz| con ρ(z) = 1
|z| es la métrica extrema. Para cualquier anillo topológico A, la

longitud extrema de la familia de curvas de clase C1 a trozos, las cuales conectan las com-
ponentes fronteras de A es igual al módulo de A, salvo multiplicación por una constante,
es decir, λ(Γ) = 1

2π
mod A, por lo que hay una única métrica extrema.

Sean C1 y C2 las componentes fronteras del anillo AR (respectivamente la componente
acotada y la no acotada), decimos que una curva cerrada γ en AR separa a C1 y C2 si γ
tiene índice distinto de cero en los puntos de C1. Si denotamos a Γ∗ como el conjunto de
curvas cerradas que separan las dos componentes de C\AR, entonces la longitud extrema
de Γ∗ es 1

λ(Γ)
.

En efecto, para cualquier ρ ≥ 0 y la curva r 7→ reiθ, r ∈ (1, R) se tiene lo siguiente

Lρ(Γ
∗) ≤

∫
0

2π

ρ(reiθ) rdθ,
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lo que implica
Lρ(Γ

∗)

r
≤
∫

0

2π

ρ dθ,

luego al integrar respecto de r

Lρ(Γ
∗) logR = Lρ(Γ

∗)

∫
1

R1

r
dr ≤

∫∫
AR

ρ drdθ,

entonces al elevar al cuadrado y usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que

(Lρ(Γ
∗))2 log2R ≤

(∫∫
AR

ρ drdθ

)
2

≤ 2π logR

∫∫
AR

ρ2 rdrdθ,

de manera que
(Lρ(Γ

∗))2

Aρ
≤ 2π

logR
,

es decir,

λ(Γ∗) ≤ 2π

logR
. (0.12)

Por otro lado, al considerar ρα = 1
2π|z| = 1

2πr
, se tiene que para toda γ ∈ Γ∗

1 ≤ |I(γ, 0)| =
∣∣∣ 1

2π

∫
γ

dz

z

∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
γ

1

|z|
= lρα(γ),

donde I(γ, 0) denota el índice del origen (para facilitar cálculos) respecto a la curva γ,
entonces al tomar el ín�mo sobre γ en la desigualdad, implica que

Lρα(Γ∗) ≥ 1.

Calculamos

Aρα =

∫∫
AR

1

(2πr)2
rdrdθ =

1

4π2

∫
0

2π∫
1

R1

r
drdθ =

1

4π2
2π logR =

logR

2π
,

por lo tanto,

λ(Γ∗) = sup
ρ

(Lρ(Γ
∗))2

Aρ
≥ (Lρα(Γ∗))2

Aρα
≥ 2π

logR
, (0.13)

concluyendo de esta forma por (0.12) y (0.13) que

λ(Γ∗) =
2π

logR
=

1

λ(Γ)
.

Como una aplicación geométrica, podemos deducir una prueba fácil del siguiente resultado
ya conocido:
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Teorema 0.5. Sea A(r, R) = {z ∈ C : r < |z| < R}, (0 < r < R <∞). Si A1(r1, R1) y
A2(r2, R2) son conformemente equivalentes, entonces mod A1 = mod A2.

Demostración. Sea ΓA la familia de todas las curvas en A, las cuales unen los dos
contornos, entonces como se demostró en el ejemplo 0. 4, λ(ΓA) = log(R/r)

2π
= 1

2π
mod A.

Sea f una función conforme de A1 sobre A2; entonces por la invarianza de la longitud
extrema

1

2π
mod A1 = λ(ΓA1) = λ(f(ΓA1)) = λ(ΓA2) =

1

2π
mod A2.
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