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1 Preliminares

Iniciemos mencionando que el conjunto de las funciones C*° de soporte com-
pacto se denota por C§°. Recordemos los siguientes teoremas vistos al incio del
curso:

Preliminar 1:

Sea f : 0 — C una funcién continua cuyas derivadas distribucionales f,, fz son
tales que |f.|P, | fz|? son localmente integrables en €2, para algin p > 1. Entonces
para cualquier conjunto compacto K C £ existe una sucesion f,, € C§° tal que
fn converge uniformemente a f en K y tal que:

lim // |0fn — fz|Pdxdy =0
n—oo K

y también,

lim // |0f, — fz|Pdxdy = 0.
n—oo K

Notemos que este teorema nos dice que podemos aproximar funciones con-
tinuas con funciones C'*° de soporte compacto, y un corolario de la demostracién
(que no pondremos aqui) nos asegura que dicho soporte puede tomarse dentro
del compacto K. También tenemos el siguiente teorema:

Férmula de Pompeiu:

Sea 2 un dominio en C y f : 2 — C una funcién continua cuyas derivadas
distribucionales Jf,df son localmente integrables para algun 2 < p < co. Sea
D un disco con D C €2, entonces para todo z € ) tenemos que:

_ 1 f(n) 1 9f(n) -
f(Z)—% aande%//Dn—zd”m”'

Mucho del trabajo que haremos serd siempre pensando en el sentido de
derivadas distribucionales. Utilizaremos la siguiente definicién:



Definicién (Tangente a la identidad en infinito):

Decimos que una funcién f : C — C es tangente a la identidad en co si podemos
escribir:

f(z)=2z+ O(%)

Finalmente recordamos algunas cosas de Teoria de la medida:
Norma infinito:

Dada una funcién f : Q — C definimos una norma esencial como un C' > 0
tal que |f(z)| < O para casi todo z € Q. Definimos su norma infinito, ||f||co,
como el infimo de dichas cotas esenciales.

Tenemos el siguiente teorema que nos serd util:
Desigualdad de Holder:

Si 1< p,q < oo son conjugados y €2 es medible, entonces se cumple que:

i ([ o ([ or)

Definicién(Localmente integrable):

Sea f : Q — C, decimos que es localmente integrable en LP si f € LP(K).
También decimos que f esta localmente en LP.

2 Teorema de Ahlfors-Bers

Dados los comentarios de la seccién anterior ahora podemos dar el enunciado
del Teorema de Ahlfors-Bers:

Teorema de Ahlfors-Bers:

Sea U un dominio de la esfera de Riemann.

1. Dada una funcién medible g : U — D tal que |||l < 1 existe un
homeomorfismo cuasiconforme f : U — Vque es solucién a la ecuacién
de Beltrami: 0f = pdf. Cualesquiera dos soluciones difieren por post-
composicién con una difeomorifsmo holomorfo. En particular, si U es la
esfera de Riemann entonces existe una tnica solucién que fija tres puntos
dados.

2. Sea A un abierto de un espacio complejo de Banach y consideremos un
mapa



AxC—D,(\z)— ur(z)

tal que se satisfacen las siguientes dos propiedades:

e Para cada A la funcién py es medible, y ||ua]| < k, para algin k < 1.
e Para casi todo z, el mapa A — D dado por A — pux(z) es holomorfo.
Para cada A sea fy el tnico mapa cuasiconforme de la esfera de Riemann

que fija 0,1,00 y cuyo coeficiente de Beltrami es u). Entonces el mapa
A — fa(2) es holomorfo para cada z.

Nosotros probaremos tunicamente la primera parte del teorema. Lo haremos
dividiendo la prueba en 7 pasos, a continuacion se enlista la idea esencial que
se llevard acabo en cada paso.

1.
2.

3

Demostraremos que basta considerar p con soporte compacto.

Estudiamos, mediante un lema, los homeomorfismos cuasiconformes que
tienen dilatacién compleja con soporte compacto.

. Obtenemos cierta cota que nos asegura continuidad de tipo Holder para

ciertas funciones.

. Definimos la ecuacién generalizada de Beltrami.

Resolvemos la ecuacion generalizada de Beltrami.

Vemos que la ecuacion generalizada de Beltrami tiene soluciones que son
difeomorfismos.

Demostramos que la ecuaciéon de Beltrami siempre tiene solucién con-
cluyendo la demostracién.

Paso 1

Supongamos que podemos resolver la ecuacién de Beltrami para cualquier forma
de Beltrami que tiene soporte en el disco unitario (en particular, esto nos dice

que es compacto por ser acotado). Dada p € L°(C) con ||p||ec < 1, definamos
fo COmo:

uo(2)=0sizeD
to(2) = p(z) en otro caso.

Es medible pues para cualquier conjunto medible A de la esfera de Riemann
ocurre uno de tres casos:

e A se encuentra en D¢ en cuyo caso el resultado se sigue de que p es medible,

e A se encuentra en D) en cuyo caso el resultado se sigue de que {0} es

medible,



e A intersecta a D y a su complemento, en cuyo caso se tiene el resultado
pues DN A es medible.

Mas atn, como trabajamos con la norma infinito y el valor de p fue alterado
en D volviéndolo 0 las cotas esenciales que acotaban a p siguen acotando a pg.
Por lo tanto, ||10]/cc < 1. Consideremos ahora la funcién:

*(2) = Mo(%)%.
52

Como dividir, multiplicar y componer funciones medibles no destruye la medi-
bilidad obtenemos que esta funcién es medible. Mdas ain, como z y Z tienen la
misma norma entonces las cotas esenciales de pp son las mismas que las de pug.
De alli que ||pllo < 1. Notemos que el soporte de esta funcién se encuentra
en I, esto por que % es una funcién que cambia de coordenada y como pg se
anula en el disco entonces pf se anula fuera de él. Por nuestra suposicién existe
g : C — C tal que:

dg = pusdg.
Ahora definamos:
1
f() (Z) = .
9(1)

Se tiene que fp es un homeomorfismo conforme y por lo tanto fj(z) existe en D
y se anula en una cantidad finita de puntos. Gracias a esto podemos definir:

_ mfo (W) fo(fo ' (w)
F(fa " (w))

en el conjunto f(ID) = W, el cual es acotado por ser fp un homeomorfismo. Si
definimos 1 (w) = 0 en D€, entonces tendremos que p tiene soporte compacto
por estar contenido en W. Nuevamente, por la hipdtesis tenemos que existe
f1 : C — C que es solucién a la ecuacién de Beltrami utilizando p;. Entonces
la funcion

pa (w)

f="rfiofo

es una funcién tangente a la identidad en oo y tal que py = p.

4 Paso 2

A partir de ahora supondremos que p tiene soporte compacto en C. Probaremos
el siguiente:

Lema 1:

Sea f : C — C un homeomorfismos cuasiconforme con las siguientes propiedades:



1. f es tangente a la identidad en oo,
2. puy € L>=(C) tiene soporte compacto en C,
3. O0f es localmente LP para algun p > 2.

Entonces para todo z € C se tiene:

f(z)_”;m//cwcimdn.

Demostracion:

Como Of = us0f y s pertenece a L™ entonces se tiene que Jf también
estd en LP localmente. Ahora, dado z € C sea D = D(0, R) un circulo de radio
R suficientemente grande y centrado en 0 tal que contenga a z y al soporte de
py (existe por (2)).

Por (1) podemos escribir f(z) = z +(z), donde v(z) es holomorfa en C— D y
W(n) = O(%) Esto nos dice:

1 1
1 f(n) =24 v 4
2mi Jopm— 2 2w Jopm — 2

Como 9(z) = O(1), existe N > 0 tal que [¢(2)| <
¥ (n)] M M
In—=z[ = Inlllnl = Izl R(R—|z])

L/ () 4| < 2R M
2t ) n—=z 27 R(R —|z]|)

M
— 2|

si |z| > N. De aqui

M
||

se sigue que: — 0 cuando R — oo. Por

consiguiente:

—0

Por lo tanto, al sustituir en la férmula de Pompeiu se obtiene:

f)=z+ m//ufnf)f dn A df.

pues en la segunda integral se sustituye la ecuaciéon de Beltrami y en la primera
integral por el argumento anterior la integral sobre ¢ vale 0.

5 Paso 3

Denotemos por QC(k,R) el conjunto de todos los homemorfismos conformes
f: C — C tales que || f|loo < k < 1 que satisfacen 1,2,3 del lema 1. Tenemos



la siguiente breve proposiciéon que enunciamos sin demostracion.
Proposicion 2:

Sea f € QC(k, R), entonces f~* € QC(k,4R).

También se tiene el siguiente lema:

Lema 3:

Sea f € QC(k,R) yp > 2talque df € L
se cumple

entonces para todo z1, 2z € D(0, R)

loc?

[F(z1) = f(z2)] < Clay — 277,
donde C > 0 es una constante que depende k, Ry ||0f||, en D(0, R).
Demostracién:

Sean z1, 2y cualesquiera en D(0, R), entonces gracias al Lema 1 podemos
escribir:

f(21)—f(22)—21—Zz+zl_zz// . 77) dn A dn.

_ 22)

Al aplicar la desigualdad de Holder a la integral en el lado derecho obtenemos:

£(e1) — £(e2)] < P21~ z|<1+'““af|p L _'Z’j”j'@)m)é).

Ahora acotaremos esta tltima integral. Sea 2p = |21 — 23| y definamos

Di={z:]z—z|<pli=12

Es claro que por definicién D1 N Dy = (), y entonces se tiene lo siguiente:

// |dn A dn| // IdnAdnl
by ([0 —21l[n — 22])4 pq b, (In—=))4

Esta tltima integral podemos calcularla explicitamente mediante el uso de co-
ordenadas polares y la formula de cambio de variable:

// |dn A dn| _|_2i|/”/2”rd9dr
p, (In—=z1)4 o Jo rd

2—q

De aqui obtenemos que:

2q
// |dn A dn| §2 W|zl—zQ2’2q.
p, (In—21lln—22[)? = 2—¢q




De forma andloga obtenemos una estimacién para Ds:

dn A dn 22a
// | Ul 77| < 7T |Z1 o 22|272q.
D, (In—21lln—2[)7 — 2—¢

Utilizando la simetria con respecto a la recta |n — 21| = |n — 22| tenemos:

// |dn A dn] // |dn A dn|
c—Dyup, (In—21|In — 22])9 C—Dy | — 20|
:4/ /2’r rdrd
0 224

2%
= T |2’1 — 22|272q
q—
También notemos lo siguiente:
2 _2 2 2
|21 — 20| = |21 — 207 |21 — 20|' 7 < (2R)7 |21 — 27

donde hemos utilizado que la distancia entre dos puntos de D(0, R) estd acotada
por la longitud del diametro, es decir, 2R. Finalmente, sustituyendo todo lo
anterior obtenemos:

£(1) = f(z2)| < |1 - |<1+k'af”p (/L _@?Adﬁ'zmq);> 1)

1

k|lo 2247 o\ ¢
<21 — 2 (1 + H27{||p <q— 1\21 — 2 2q) > (2)
S O|21 —Z2|%71 (3)
=Clar = 2|7, (4)

donde C' es alguna constante que depende de k, R y ||0f]||, como querfamos
probar.

6 Paso 4

En esta secciéon haremos simplemente una observacién que nos sera tutil después.
Supongamos que f € QC(k,R) y sea ¥(z) = f(z) — z. Podemos notar que 1
tiene las siguientes propiedades:

1. 9y € LP(C) para algin p > 2,
2. 1) es holomorfa en co y ¢(2) = O(1),

3. 0y = fy + 1 rO casi en todas partes.



Conversamente, si ¢ satisface estas tres propiedades y ||ulloc = k < 1 en-
tonces podria esperarse que f(z) = z + 9(z) sea un homeomorfismo cuasicon-
forme en QC(k, R). Esto motiva la siguiente definicién:

Definicién:
Sean v, v funciones en L. La ecuacién

oY = v + pdp,

se conoce como la ecuacion generalizada de Beltrams.

7 Paso 5:

En esta seccidn resolveremos la ecuacién generalizada de Beltrami valiéndonos
de un resultado que enunciaremos sin demostracién. Comenzaremos notando
algunas cosas que motivaran nuestra necesidad de cierto teorema. Supongamos
que v es una solucién a la ecuacién generalizada de Beltrami con p, v de soporte
compacto y 9y, 0y € LP(C), entonces tenemos que:

ww%//@ (mdm(n)-

Si consideramos el operador 1" definido por:

7o) = oo [[ 2%y

estamos diciendo que ¢ = T(0¢). Este es un operador no acotado, lo cual
dificulta trabajar con él. Sin embargo, podemos escribir:

Oy = 0(T(9y)) = S(9v),

donde S es la transformada de Beurling, dada por:

1 ¢(n) -
S = — ——=dnNd
¢z) = 5 //(C TR
donde entendemos esta integral como:
o1 ¢(n) -
So(z) = lim — // ————=dn A d.
e—0 21 In—z|>e (77 - 2)2
Tenemos el siguiente teorema que enunciamos sin demostracion:
Teorema de Calderén-Zygmund:
La transformada de Beurling se extiende a un operador acotado S : LP(C) —

L?(C) para cualquier 1 < p < co. Mds precisamente, existe una funcién continua
logaritmicamente convexa p — C, > 0 con Cy = 1 tal que [|S¢||, < Cpllo|lp



para toda ¢ € LP(C).
Con este teorema a la mano podremos resolver la ecuacién de Beltrami:
Teorema (Beltrami Generalizado):

Sean p, v € LP(C) con soporte compacto y ||u||s < 1. Entonces existe una inico
1

mapa continuo ¢ : C — C que es holomorfo cerca de oo, satisface 1(z) = O(2)
y tal que:
N = v+ pdy

casi en todas partes. Mds atin, 9¢, 9y € LP(C) para algun p > 2.
Demostracién:

Sea k = ||p||loc < 1y seap > 2 tal que kCp, < 1, donde C), es la constante
dada por el teorema de Calderén-Zygmund(C-Z). Supongamos que v es una
solucion, entonces la ecuacion:

¢ =v+puS(9)

debe ser resuelta por 9y en LP (por hipétesis del teorema). Asi que lo que
haremos serd resolver esta ecuacién en LP. Sea ¢y = pS(v) y definamos in-
ductivamente ¢, 1 = uS(¢n) € LP(C). Utilizando la desigualdad dada en C-Z
tenemos:

fn1llp = 1S (@n)l] < llpelloclS(@n)llp < ECpllnl|-

De aqui obtenemos que:

[|n41ll < (RCp)"[[ol|

y por la eleccién de C), obtenemos que estas normas convergen geométricamente.
Por lo tanto, la serie de Neumann:

d=v+> ¢n
n=0

converge pues sus sumas parciales forman una sucesién de Cauchy. Més aun,

pS(@) = uSw) + Y nS(¢n)

n=0
n=0
= ¢ —v

y por lo tanto, ¢ es la tnica solucién a la ecuaciéon dada en el espacio LP. Por la
definicién de ¢,, se tiene que su soporte se encuentra contenido en el soporte de



oo
1 v por lo tanto serd de soporte compacto. De aqui se deduca que Z wS(on)
n=0
es de soporte compacto y por ende ¢ lo es. Ahora, tenemos que encontrar 1
conociendo ¢, es decir, hay que resolver 0y = ¢. Escribamos:

w(z)=21m//c¢(_77)zaman

la cual tiene sentido pues ¢ € LP. Finalmente se puede demostrar (pero omiti-
mos los argumentos) que:

e En efecto, 1 asi definida es la solucién a la ecuaciéon deseada. La idea
es mediante un proceso de aproximacion: se demuestra para funciones en
Cg° con el uso de la férmula de Pompeiu y luego se aproxima con estas
funciones utilizando el hecho que son densas.

e 1) es Holder-continua con exponente 1 — % y por ende continua.

Finalmente, tenemos el siguiente corolario de la demostracién:
Corolario 4:

La familia QC(k, R) es compacta con la topologia de convergencia uniforme en
compactos de C.

Demostracion:

Tenemos que

¢:V+Z¢n
n=0

y al sacar normas se cumple lo siguiente:

oo
l1olly < llvllp + D lnll
n=0

< lllp + Y (kCp)"lloll,

n=0

||¢)O||p
1—kC,

[l ool [l
1-kC,

kC,
1]y (1 + 1—k0p>

[l
1-kC,

= [lvllp +

<|wllp +

IN

10



. Recordemos que en el Lema 2 la constante C' depende de k, R y [|0f]|,. La
dependencia en ||0f||, es que se utiliza que esté acotada superiormente por
alguna constante que se sustituye, pero dicha constante en principio varia con
f, pero por lo dicho en el Paso 4, tenemos que Jf satisface la ecuacién de
Beltrami generalizada con v = p y por lo tanto por la cuenta anterior hay una
cota que funciona para toda f € QC(k, R) para acotar a ||0f]|,. Por lo tanto,
QC(k, R) es equicontinua, pues la constante de Holder serd la misma para toda
f. Entonces, por Arzela-Ascoli tenemos que QC(k, R) es compacto.

8 Paso 6:

Lema 5:

Sea €2 C C un dominio simplemente conexo, sea a € {2 un punto fijo. Supong-
amos que u,v : {2 — C son continuas, y tienen derivadas parciales localmente
integrables que satisfacen du = dv en ). Entonces f : Q@ — C dada por:

)= | " um)dn + v(n)dn

es una funcién C' bien definida con f =u y df = v.
Demostracién:

Si u,v son C* _entonces la condicién Ou = Ov significa que la 1—forma w =
u(n)dn + v(n)d(n) es cerrada y por ende exacta y por lo tanto el lema se sigue
por el Teorema de Green. En el caso general, utilicemos una secuencia suave en

L' para aproximar u,v, digamos ., v,, donde se cumple que:
ou,, = Ovuy,.
Luego por el teorema de convergencia dominada se sigue el lema.

Una vez que tenemos este lema podemos hacer lo siguiente: Sea p de soporte
compacto y C'. Al poner u = v sabemos que existe una funcién continua
f : C — C tal que sus parciales estén localmente en LP y que satisface la
ecuacion de Beltrami casi en todas partes. Lo anterior por el teorema del paso
5. Si f es un difeomorfismo entonces u = df y v = df son funciones continuas,
la 1—forma udn + vo7 es cerrada y por lo tanto, du = dv. De aqui obtenemos
que u satisface la ecuacion:

ou = pou + pu

11



donde p, es continua y de soporte compacto. Mas aiin tenemos que:

0#J(f)
=|ofF —[ofI?
= (1= |uf)ul®

por lo que u nunca se anula. Por lo tanto, existe ¢ continua tal que u = €.
Sustituyendo esto en la ecuacién que sabemos g cumple obtenemos:

0e? = e’ + e’
y al cancelar e, obtenemos:
00 = pdo + .

Notemos que todos estos pasos son invertibles siempre que comencemos con una
funcién p, continua y de soporte compacto. Pongamos v = u, y entonces el
teorema del paso 5 son asegura la existencia de una funcién continua o que
satisface la ecuacién de Beltrami Generalizada. Luego, poniendo u = e%,v =
pe? obtendremos mediante el Lema 5 un mapa f : C — C con J(f)(z) # 0. Por
ende, localmente, f es un difeomorfismo y como C es simplemente conexo f es
un difeomorfismo global.

9 Paso T:

Finalmente terminaremos la demostracién de la primera parte de Ahlfors-Bers.
Sélo aplicaremos todo lo demostrado en pasos anteriores de manera adecuada y
obtendremos el resultado:

Sea 1 € L*(C) con k = ||p||s < 1 con soporte compacto, y por el Paso 1
podemos suponer que su soporte estd en el disco D(0, R). Por la proposicién
mencionada en los preliminares existe una sucesién pu,, € L°(C)tal que:

i H:un _NHOO Y Hn €8 Cla

e El soporte de pu, se estd contenido en el disco D(0, R).

Gracias al paso 6 sabemos que existe una funcién f,, que es solucién a la
ecuacion de Beltrami cuando utilizamos pu,,. Para cada n € N tenemos que f,, €
QC(K', R) para algiin k. Por la proposicién 2 tenemos que f, ! € QC(k',4R).
Luego, por el corolario 4 estos conjuntos son compactos y por ende, al pasar
a subsucesiones de ser necesario, podemos suponer que f, converge a alguna
funcién f € QC(K', R). Recordemos que la topologia es la de convergencia en
compactos y por ende df,,0f, convergen a Of,0f, respectivamente, y por ser

12



subsucesién se tiene que:

. Ofn
m —
T
lim Of

lim Of

_of
- 57

—
jay

Por lo tanto, obtenemos que

of = udf,

resolviendo la ecuacién como queriamos. Notemos que f es un homemorfismo
cuasiconforme pues tiene una inversa continua y esto termina la prueba de la
primera parte del teorema de Ahlfors-Bers.
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