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Parte restante de la seccién 4.6

Definiciéon 1 Una diferencial de Beltrami i € D se dice trivial si existe un
campo vectorial v tal que Ov =p yv =0 en OD.

Lema 2 Euxiste un espacio vectorial infinito V-C M(D) de diferenciales de
Beltrami con soporte compacto tales que p € M(D) es trivial si y sélo si
w=0.

Demostracion :
Se define para cada n—tupla (aq,aq, ..., a,) € C",
n
Zakék_l sifz] <1
Na1,a2,---7an(z> = it
0 si|z| > %

Sea V el conjunto de fig, 45,0
n—tupla (aq,as, ..., a,) € C".

al variar n € Ny la

n

Obsérvese que:

D=

n
chik_l si|z| <
k=1

0 si|z| >

1) (Mahaz,---,anl + Hby o, bnz)(z) =

N =

donde n = mazx{ny,na} y ¢, = ap + by
luego V' es cerrado bajo la suma.

2) V es asociativo.
3) Tomando a; = 0, para todo i € {1,...,n} se tiene ug(z) =0
para todo z € Dy (ko + Haraz,....a0) (2) = Hay,az,...a0 (2)-
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4) Para todo fia, ay,..a,(2) € V existe p_g, —ay..—a,(2) € V tal que
(Hay.as,....an + H—ay.—as....—an ) (2) = 0 para todo z € D.

Sean ay g € C

5) &((Mal,az,-..,anl + :ubl,bQ,.-‘,an)(Z)) = (Oé:ual,az,-..,anl + &ub17b27~~-7bn2)(2>7
Vz € D.

6) (a + B)Naham...,an (Z> = Qlay,as,....an (Z) + /Blual,az,.-.,an(z)a VzeD

7) (aﬁ)ﬂahaz,---,an (2) = a(ﬁﬂa1,a2,---,an<z))7 Vz eD.

8) Litay as,....an (Z) = :uahaz,.-.,an(z)v Vz € D.

Por todo lo anterior se tiene que V C M (ID) es un espacio vectorial infinito.

Ademas
ﬂahaz,..-,an('z) = 6va1,a2,...,an
donde )
n
a
ffk sifz] <1
k=1
Ua1,a2,..‘,an (Z) -
n
ag )
T Fosife] > 3
L k=1

es un campo vectorial continuo.

Si eV, tal que u = 0, entonces se tiene que v = 0, en particular v =0
en 0D.

Supdngase que [ = fg; 0,0, € V €s trivial, luego Ow = y para algin w,
con w =0 en JD

Dado que O(Vay ay....an — W) = Oy as....an — Ow = . — g1 = 0, se tiene que
Vay.as,...an — W €s holomorfa en D, al tomar la restriccién de vg, 49,0, — W &
la frontera del disco se tiene que Vg, 4y, 4, —w|0D = v, ya que w = 0 en ID,
de esto se sigue que vy, 4y, q,|0D tiene una extension holomorfa a D dada
POT Vg, .as....an — W, AdEMAS Vg, 45 a,|0D es un polinomio en 27! de forma
que a; = ag = ---a, = 0, por tanto pu = 0. O



Como consecuencia del lema anterior se tiene el siguiente resultado:

Lema 3 Sea U C C un dominio simplemente conexo, y sea ¢ : D — U la
aplicacion de Riemann. Supongase que v es un campo vectorial en la esfera
de Riemann tal que se anula en OU y p = Ov|U es compactamente soportado.
Enctonces el pull-back ¢*(v) de v al disco unitario se anula en D, y el pull-
back ©* (1) es trivial en M (D). O

Comportamiento en la Frontera de
Mapeos Cuasiconformes

En la seccién 4.3 se obtuvo un resultado en el que un homeomorfismo
K —cuasiconforme ¢ : D — D se extiende a un homeomorfismo K —cuasiconforme
¢ : C — C, tomando ®(z) = [ o ¢p o I(z), luego en particular define un ho-
meomorfismo del circulo unitario.

De manera similar se un homeomorfismo K —cuasiconforme de H en H se
extiende a un homeomorfismo K —cuasiconforme de la esfera de Riemann en
sf misma, por tanto se tiene un homeomorfismo de R en R.

Definicién 4 Un homeomorfismo ¢ : R — R se dice M —cuasisimétrico
St

1o+t — 6l)]
M= o) — o0 =M

para todo x € R y para todo t # 0; la M mas pequena tal que se cumple
la desigualdad, es llamada la distorsion cuasisimétrica de ¢.

De manera similar, un homeomorfismo h : S' — S! se dice M —cuasisimétri-
co si existe M > 0 tal que




Proposicién 5 Dado K > 1, existe M > 1, (el cual depende solamente de
K), tal que el mapeo determinado por los valores en la frontera de cualquier

homeomorfismo K— cuasiconforme de H es un homeomorfismo M — cuasisimétri-
co de R.

Demostracion :

Sea f : H — H un homeomorfismo K —cuasiconforme con valores en la
frontera ¢(x) tal que ¢(o0) = oo, luego ¢ es una funcién creciente que cumple
d(00) = 0y ¢(—o0) = —o0 ya que [ preserva orientacion.

Sean x —t, x, x + t tres puntos en R y considere los cuadrilateros
H(x —t,x,z 4+ t,00), estos son conformemente equivalentes a H(—1,0, 1, 00)
por medio de una transformacién de Mobius dada por T'(z) = (2 — x)t ™!,
por tanto tienen el mismo modulo.

Tomando en cuenta el siguiente resultado:
" Un cuadrildtero Q = Q(z1, 22, 23,00) es conformemente equivalente a un
cuadrado si z3 — 29 = 29 — 21 .
(O. Lehto, K. I. Virtanen, Quasiconformal Mappings in the Plane, 1970,
pag 81)

Asi H(—1,0,1,00) es conformemente equivalente a un cuadrado de lado
a, pero éste a su vez es conformemente equivalente a un cuadrado de lado 1
y por tanto tiene modulo igual a 1 .

De forma que mod(H(x —t,x,x + t,00)) = mod(H(—-1,0,1,00)) = 1.

Dado que f es K—cuasiconforme y H(—1,0,1,00) C H se tiene que la
imagen de éste cuadrilatero es un cuadrildtero cuyo médulo esta acotado lejos
de infinito y lejos de cero por constantes que dependen solo de K
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Como f preserva orientacién se toman ¢(x) =y, ¢(z —t) =y— Ay
¢(r+t)=y+ B,con A, BER

Considerando el cuadrilatero H(y — A, y,y + B, 00), se tiene que
mod(H(y — A, y,y + B,o0)) es acotado lejos del cero y de infinito si y sélo si
% es acotado lejos del cero y de infinito.

Como mod(H(y — A, y,y + B, 0)) estd acotado por ser la imagen bajo f
de H(x — t,z,x + t,00)

Asi existe una M > 0 que solo depende de K tal que
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M~ |p(x) — ¢(z —t)
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Teorema 6 Dado L > 1, existe K > 1,(el cual depende solamente de L),

tal que cualquier homeomorfismo L—cuasisimétrico ¢ : R — R tiene una
extension a un homeomorfismo K —cuasiconforme ¢ : H — H.

Para la demostracién se da una férmula explicita de la extension

Tomando

1 Yy
o) = o / oz + tdt,
-y
Y

m%m=~ljkax+w—¢w—wMt

2y Jo

La extension estd dada por ®(x) = u(z,y) + iv(z,y), ¢ extiende a ¢ de
forma continua, haciendo el cambio de coordenadas se obtiene

T+y
o) =5 [ ot

5



)= | o - | :jﬁb(t)dt}

La extension de Douady-Earle

Douady-Earle probaron la existencia de una funcion £ del espacio de
homeomorfismos del circulo que preserva orientacion al espacio de homeo-
morfismos de la cerradura de D, esto es naturalmente conforme en el sentido
en que & es equivariante con respecto a la accién del grupo de Mobius.

Si un grupo G actua en dos espacios X e Y, un mapeo F' : X — Y se
dice equivariante si F(gz) = gF(x).

Considérese la accién del grupo M (D) de transformaciones de Mobius que
preservan el disco unitario en la clausura del disco: M (D) x D — D, dada
por (g,z) — g(z). Esto restringe a una accién en el circulo S*, el cual induce
una accion en varios espacios:

1) En el espacio P(S') de medidas de probabilidad en S* por medio de
un push-forward: (g, 1) +— g*u, donde g*p(A) = u(g~*(A));

2) En los espacios de funciones continuas C°(S') y C°(D) por medio de
9f(x)=fog™h

3) En el espacio de campos vectoriales continuos en D, x°(ID), por gV () =
Dg(g7'(t))V(g7'(t)) y en los espacios de homeomorfismos Homeo(S!) y

Homeo(ID) por composicién, (g, ¢) — ¢ o g~ ', y también por (g, ¢) — g o ¢.
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