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Resumen

La teoria de transformaciones tipo-polinomiales de A. Douady y J. Hubbard
ayuda a entender una clase mas amplia de funciones: las que localmente se
comportan como polinomios. Este trabajo muestra el teorema de rectificacién
como consecuencia de la cirugfa cuasiconforme por M. Shishikura.

Definicién 1. Sean U; y Us subconjuntos abiertos de C simplemente conexos, cuya
frontera consiste en curvas real-analiticas de Jordan y satisfacen Uy C Us,. Sea f :
U, — Uy holomorfa, propia de grado d > 2 y que se extiende continuamente a OU.
Entonces (f,Uy,Us) es una transformacion tipo-polinomial.

Ejemplo 1. Sean f(z) = mcos(z), U' ={z€ C: |[Im(2)| < 1.7y | —7— Re(z)| < 2}
y U= fU").

U’ es un dominio simplemente conexo y U' C U. Como U’ tiene sélo un punto
critico w = —7 se sigue que f mapea U’ en U con grado 2. Por lo tanto (f|y,U',U)
es una transformacion tipo-polinomial de grado 2 (ver Figura 1).

f,(\ "

Figura 1: La restriccion de f(z) = mcosz para crear una transformacion tipo-
polinomial de grado 2 (figura cortesia de N. Fagella [3]).

Ejemplo 2. Cualquier polinomio p puede ser restringido a un dominio Uy tal que
(plu,, U1, p(Uy)) sea una transformacion tipo-polinomial del mismo grado.
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Ejemplo 3. Sea p un polinomio de grado d y sea U C C abierto, tal que p~t tiene
varias componentes coneras Uy, ..., Uy con 'k < d. Si Uy C U, entonces (plyr, Uy, U)
es una transformacion tipo-polinomial de grado dy < d.

En esta situacién se puede obtener mejor informacion del comportamiento de p en
U] considerandolo como una transformacion tipo-polinomial de grado d;, que como
un polinomio de grado d, especialmente cuando d = 128 y d; = 2 (ver [1]).

Definicién 2. Sea (f,Uy,Us) una transformacion tipo-polinomial. El conjunto lleno
de Julia de f, Ky se define como el conjunto de puntos en Uy que bajo iteracion no
se salen de Uy, es decir,

Ki={z€U : f"(2) € Uy, para todan > 0}.

Una definicién equivalente es Ky = ﬂ (Uh).

n>0

Y definimos el conjunto de Julia de (f, Uy, Us) como J; = OKjy.

El teorema de rectificaciéon muestra que la relaciéon entre polinomios y transforma-
ciones tipo-polinomiales es muy fuerte. Veamos algunos tipos de equivalencias entre
transformaciones tipo-polinomiales:

Sean (f,Uy,Us) y (g, V1, Va) dos transformaciones tipo-polinomiales de grado d. La
equivalencia mas débil, pero muy importante entre f y g es la equivalencia topoldgica
o la conjugacién topoldgica, y se denota por ~y,.

Definicién 3. Decimos que f ~i4, g St existe un homeomorfismo ¢ de una vecindad
N(Ky) de Ky a una vecindad N (K,) de K, tal que el siguiente diagrama

N'(Kf) —L= N (/)

‘| |+

N/(Kg) TN(KQ)
conmuta, donde N'(Ky) C N(Ky) y N'(K,) C N(K,).

Si dos funciones son topoldgicamente conjugadas, su dindmica es cualitativamente
“la misma”, ya que la conjugacion ¢ mapea érbitas de f a drbitas de g, puntos peridédi-
cos de f a puntos peridédicos de g, puntos criticos de f a puntos criticos de g, etc. En
particular, Ky deberfa ser transformado a K, pero como ¢ sélo es un homeomorfismo
estos conjuntos pueden verse bastante diferente.

Por otro lado, la equivalencia méas fuerte entre dos transformaciones holomorfas
es la equivalencia conforme.

Definicién 4. Decimos que f y g son conformemente equivalentes si f ~iop g y €l
homeomorfismo ¢ es conforme. Se denota f ~cons g



El concepto de transformacion cuasiconforme aparece cuando queremos conside-
rar clases de conjugaciones més fuertes que la topoldgica, pero mas débiles que las
conformes.

Para homeomorfismos, no tenemos ningiin tipo de control en como los angulos
estan distorsionados. Por otro lado, las transformaciones conformes preservan angulos.
Intuitivamente, una transformacién es cuasiconforme si tenemos algin control en la
distorsion de los dngulos atin cuando no se preserven, es decir, la distorsion de los
angulos esta acotada.

Definicién 5. Definimos la conjugacion cuasiconforme (f ~qe g) si f ~op g y €l
homeomorfismo ¢ es K-cuasiconforme para algun K > 1. Y decimos que f y g son
hibrido equivalentes (f ~np g) si f ~g g y @ puede ser escogido de tal forma que
0.0 =0 casi en todas partes en Ky.

Claramente f ~conf 9= f ~m 9= f ~g 9= f ~iop G-

El teorema de rectificacion es un ejemplo de cirugia para transformaciones tipo-
polinomiales (Lema 4.9.2 en [5]). Y nos dice que una transformacién tipo-polinomial
es hibrido equivalente a un polinomio del mismo grado.

Teorema 1 (Teorema de rectificacion). Sea (f,Uy,Us) una transformacion tipo-
polinomial de grado d > 2. Entonces existe un polinomio p(z) y una transformacion
cuasiconforme ¢ tal que ¢ o f =po ¢ en Uy. Si Ky es conexo, entonces p es tnico
salvo una transformacion afin.

Demostracién. Sean R > 1y ® : C—Us — {2z € C: |z| > R?} conforme tal que
®(00) = oo. Entonces ® se extiende (real) analiticamente a 90Uy y f a 0U;. Como
f:0U = 0Usy z+5 z%en {z € C: |z| = R} son cubrientes de grado d, ® : 90U —
{z ¢ C: |z| = R} puede ser levantada a una transformacién suave ® : 9U; —
{z€C: |z] =R} tal que ®o f(2) = (®(2))? en OU;.

oUy —={|2| = R}
f 2329

_ nd
U, —= {|2| = R’}

Es posible extender ® a U, — U; como una transformacién cuasiconforme en
{z €cC: R< |zl < Rd}. (Para justificar la construccién anterior ver secciones 3.3
y 4.3 en [5]).

Definamos

> (D(2)Y) z2eC-U,

g es continuo en OU; y define un mapeo cuasiregular.

d@:{f@) z €U

Sea E = C — Uy, entonces ¢(E) = & H(D(2)")(F) C E. Ademés ® o go &' es
analitica en ®(E) pues ®gd1(P(E)) = dg(E) = @D~ 1(P(2)?) = ®(E)? y g- = 0 ctp
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en C — g Y(E), ya que g ' (E) C U,.

Aplicando el lema fundamental de cirugfa a g, E = C — Uy, ® y N = 1 existe un
mapeo cuasiconforme ¢ de C y una funcién racional tal que p(z) = ¢ogo¢~'. Notemos
que p es un polinomio de grado d ya que p~!(oo) = {oc} siempre que ¢(o0) = {oo}
(ver Teorema de la aplicacién medible de Riemann).

Para la unicidad ver [1] y [5].
[l

Corolario 1. 5i f es un polinomio de grado d > 2, entonces el numero de drbitas
periodicas de f que son atractoras o indiferentes es menor o igual a d — 1.

Demostracion. Supongamos que no, entonces podemos elegir £ C C finito que con-
siste en mas de d—1 orbitas periddicas de f que son atractoras o indiferentes. Restrin-
jamos f a una transformacién tipo-polinomial f : U; — f(Uj). Sea p un polinomio
con las siguientes propiedades:

1. p se anula en E.
2. Si f'(z) = 0 para z € E, entonces p'(z) = 0.

3. Para cada z € E que no es punto critico de f, tenemos |f'(2) +tp/(2)| < |f/(2)|
para todo 0 <t < 1.

Entonces todos los puntos en E son periddicos atractores para la funcion f + tp
para cualquier 0 < ¢ < 1. Sin embargo, si t es suficientemente pequeno, (f + tp)|u,
es nuevamente una transformacién tipo-polinomial de grado d. Por el teorema de
rectificacion existe un polinomio de grado d que tiene mas de d — 1 6rbitas periddicas
atractoras, que es una contradiccién (ver Corolario 3.7.2 en [5]). O
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