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Notas Complementarias
Lección 18

El resultado principal demostrado en la lección 18 es el siguiente.

Teorema 1. Para U ⊂ E abierto, f : U → E, C1, x̂ ∈ U punto de equilibrio
para el sistema x̄′ = f(x̄), si x̂ es estable, entonces Re(λ) ≤ 0 para todo λ ∈
Spec(Df(x̂)).

El espacio E tiene una descomposición E = Eu ⊕ Es, y para x̄ = (xu, xs), el
campo f se descompone como

f(x̄) = (Auxu +R1(xu, xs), Asxs +R2(xu, xs)) ,
= (fu(xu, xs), fs(xu, xs)) , (1)

donde A = Au ⊕ As = Df(x̂). En cada subespacio Eσ podemos aplicar el lema
de normas adaptadas y mostrar que existen constantes α > β > 0 tales que

〈Auxu, xu〉 ≥ α|xu|2, y 〈Asxs, xs〉 < β|xs|2, (2)

para todo xu ∈ Eu y todo xs ∈ Es. Denotamos por C el cono |xu| ≥ |xs|.

Lema 1. Existe δ > 0 tal que, si Bδ(0) ⊂ U , entonces para todo (xu, xs) en
Bδ(0) ∩ C,

(a) si xu 6= 0, entonces

〈xu, fu(xu, xs)〉 − 〈xs, fs(xu, xs)〉 > 0.

(b) Existe c > 0 tal que
〈f(x̄), x̄〉 ≥ c|x̄|2.

Demo: Sea x̄ ∈ Bδ(0) ∩ C fijo. Recordemos que el producto interior en E es la
suma de los productos adaptados en cada subespacio Eσ, esto es,

〈x̄, ȳ〉 = 〈xs, ys〉+ 〈xu, yu〉.

A partir de la descomposición del campo dado en (1), se obtiene

〈f(x̄), x̄〉 = 〈Auxu, xu〉+ 〈Asxs, xs〉+ 〈R(x̄), x̄〉.
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Usando las acotaciones en (2) de los productos adaptados en cada subespacio,

〈f(x̄), x̄〉 ≥ α|xu|2 − β|xs|2 + 〈R(x̄), x̄〉. (3)

Sabemos que |R(x̄)| ≤ ε|x̄|2 para todo x̄ ∈ Bδ(0) y ε > 0 suficientemente pequeño.
Aplicando la desigualdad de Cauchy al último término del lado derecho de (3) y
usando |x̄|3 < |x̄|2 pues |x̄| < δ << 1, se sigue

〈f(x̄), x̄〉 ≥ α|xu|2 − β|xs|2 − ε|x̄|2. (4)

Como hemos elegido x̄ ∈ C, entonces |x̄|2 := |xu|2 + |xs|2 ≤ 2|xu|2. Reescri-
biendo el lado derecho de (4) en términos de |xu|2 y notando que |xu|2 ≥ |x̄|2/2,
se obtiene

〈f(x̄), x̄〉 ≥ c|x̄|2

para c > 0, lo que demuestra (b).
Para demostrar (a), notemos que al usar la descomposición del campo dado

en (1), la diferencia

〈xu, fu(x̄)〉 − 〈xs, fs(x̄)〉 = 〈xu, Auxu〉 − 〈xs, Asxs〉+ 〈xu, R1(x̄)〉 − 〈xs, R2(x̄)〉.

Por otro lado,∣∣〈xu, R1(x̄)〉 − 〈xs, R2(x̄)〉
∣∣ ≤ 2|〈R(x̄), x̄〉| ≤ 2ε|x̄|2.

Por lo tanto, usando de nuevo las acotaciones de las normas adaptadas,

〈xu, fu(x̄)〉 − 〈xs, fs(x̄)〉 ≥ α|xu|2 − β|xs|2 − 2ε|x̄|2

≥
(
α

2
− β

2
− 2ε

)
|x̄|2

> 0.

si elegimos ε > 0 suficientemente pequeño.
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