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Capitulo 1

Métodos de Punto Interior
para Programacion Lineal

Estos métodos surgen a mediados de la década de los 80’s, y sin ttiles para
problemas lineales de gran escala. Estan basados en el método de Newton.

Consideremos el problema de PL en forma estandar:

min ¢’ z, subject to Az = b,x >0 (1.1)

donde ¢ y z son vectores en R™, b es un vector en R™ y A es una matriz de
m X n.
Los algoritmos de PI se caracterizan por requerir que todas las iteraciones sat-
isfagan las restricciones de desigualdad en forma estricta (de ahi el nombre de
punto interior). El método Simplex actia alrededor de la frontera del politopo
factible, probando una secuencia de vértices hasta que encuentra el 6ptimo. Los
métodos de PI se aproximan a la frontera del conjunto factible solamente en el
limite. Pueden aproximar la solucién ya sea desde el interior o el exterior de la
region factible, pero no en la frontera de esta region.

1.1. Métodos Primal-Dual

El problema dual para (1.1) es

méx b’ \, subject to AN\ +s=1¢,5>0 (1.2)

donde A € R™ y s € R™. Las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
que caracterizan las soluciones para el problema dual son:

AT +s = ¢ (1.3)



Az = b (1.4)
s = 0
(x,8) > 0
Los métodos primal-dual encuentran soluciones (z*, \*, s*) de este sistema
aplicando variantes del método de Newton para las tres igualdades en (1.3) y
modificando las direcciones de busqueda y tamafios de paso tales que las de-
sigualdades (z, s) > 0 se satisfacen estrictamente en cada iteracién.
Recordemos el método de Newton, que busca resolver:

min f(z), =ze€R"

si f(x) es convexa, equivale a resolver

usando Newton:

con p como solucién de
V2 f(a*)p* =~V f(a")

Entonces puede verse el método de optimizaciéon de Newton como un método
de solucion de sistemas no lineales.

Las ecuaciones (1.3) pueden reescribirse en la siguiente forma (sistema KKT):

AT +s—c¢
F(z,\,s) = Az —b =0 (1.7)
XSe
(z,8) >0 (1.8)
donde
X = diag(z1,x2,...,2,), S = diag(s1,s2,...,5n) (1.9)
y e = (1,1,...,1)T. Entonces, los métodos primal-dual generan iteraciones

(% AF  s¥) que satisfacen estrictamente las restricciones de frontera (1.8). De-
finamos los conjuntos primal-dual factible F y estrictamente factible F° como

F = {(z\s)|Az=b AT +s=c,(z,5) >0} (1.10)
Fo = {(:c,)\,s)|Ax:b,AT)\—|—s=c, (z,5) >0} (1.11)



asi, podemos escribir la condicién de factibilidad estricta como (¥, \F, s¥) €
Fe.
Como la mayoria de los algoritmos iterativos de optimizacién, los métodos
primal-dual de PI tienen un procedimiento para determinar las direcciones de
descenso y el tamano de paso. Esto se realiza siguiendo el método de Newton, el
cual forma un modelo lineal para F' alrededor del punto actual y obtiene la di-
reccién de bisqueda (Ax, AN, As) resolviendo el sistema de ecuaciones lineales
que se muestra:

Ax
J(@, A 8) | AN | =—=F(z,\s)
As

donde J es el Jacobiano de F. Si (z*, \¥, s*) € F°, las ecuaciones de Newton
se vuelven:

0 AT I Az 0
A 0 0 AN | = 0 (1.12)
S 0 X As —XSe

y la nueva iteracion serd (z, A, s) + a(Ax, A\, As), pero que no viole la re-
striccién (1.8).

Un problema es encontrar un punto inicial estrictamente factible, pero el
algoritmo anterior puede modificarse en la siguiente forma. Definamos los resid-
uales para las dos ecuaciones lineales mediante

ry=Ax —b, ro = ATA+s5—¢ (1.13)

y la ecuacién de paso queda como

0 AT I Az -7
A 0 0 AN | = —Tp (x,8) >0 (1.14)
S 0 X As —XSe+ oue

y esta direcciéon de bisqueda es aiin un paso de Newton que trata de corre-

gir la no factibilidad en las ecuaciones de igualdad en un solo paso. Puede verse
que estos residuales se vuelven cero en las primeras iteraciones del algoritmo y
las subsecuentes iteraciones permanecen estrictamente factibles. A este proced-
imiento se le llama métodos de punto interior infactibles.
Nétese que si tengo un (z°, A%, s) € F pero no son éptimos y adema4s se satisface
7;8; ~ 0, entonces una solucién trivial al sistema de Newton es (2%, \%,s%) =0
y no puede avanzar. La solucién es modificar el vector X Se de forma tal que se
garantice que no sea cero:

7,
1y
—XSe+er



con 7 — 0 para k grandes. Una opcién para elegir 7 es 7 = 0,99%. Una mejor
opcién es elegirla dependiendo de los productos s;x;:

T=0W

con o € [0,1] como pardmetro de centrado y p como medida de dualidad
definida por

1 z": xTl's (1.15)
= — XT;iS; — — .
a n i—1 n

Si o; = 1, entonces s;x; = p y el método sesga la iteracién al interior del
octante. Por ejemplo, para i = 2, el comportamiento seria como se muestra en
la figura 1.1.

X151

X287

Con todo esto, podemos expresar un esquema de un método primal-dual de
PI, que se muestra en el algoritmo 1.

1.2. Resolucidon del sistema de Newton

Del tercer renglén de (1.14):

SAx+ XAs=—-XSe+ oue

luego,
NAs=—Se+opuXte— X"1SAz
obteniéndose
0 AT T L -7,
A 0 0 oA -
—s+opuXle— X"1SAx b



Algorithm 1 Primal-Dual
1: Given (2°,)\°, %) € F°
2: for k=0,1,2... do

3:  Solve
0 AT I AN 0
A 0 0 M| = 0 (1.16)
Sk 0 Xk AsF —XFkSke + oppre
k)T k
where o, € [0, 1] and Mk(sz
4: Set
(1AL ) — (R N ) 4 ag(Adk AN AR (117)
choosing ay, such that (zF+1 sk+1) >0
5: end for

Del primer renglén:

ATAN+ (—s+opXte— X71SAz) = —r.

luego
ATAN - X718 Az = —r.+5—opuX e
Definiendo
D def §—1/2x1/2
-D?=-X"1'8
y tenemos:
0 A AN —7p
( AT _D™2 ) ( Az ) - ( —re+s5—ouXle ) (1.18)
con

Ns=—s+ouX te— X157 Az

A este sistema se le conoce como Sistema Aumentado.
Como X 'S es diagonal y no singular, podemos resolver para Az del se-
gundo renglén de (1.18), obteniendo:

AD?*ATAN = —ry+ A(=S7'Xr.+ 2 —ouSte) (1.19)
NAs = —r.—ATAN (1.20)
Nz = —x+opSte—ST1XAs (1.21)

que se conocen como Ecuaciones Normales.



1.3. Meétodos seguidores de la ruta (path-following)

Estos métodos restringen explicitamente las iteraciones a una vecindad de
la ruta central C y siguen C para una solucién del problema de PL. Previniendo
que las iteraciones se acerquen demasiado a la frontera del octante no negativo,
se asegura que las direcciones de busqueda calculadas en cada iteracién hagan
al menos algtina cantidad minima de progreso hacia la solucién.

Definamos las siguientes vecindades:

Na(8) = {(z, A\, s) € F°: || X Se — pello <0,} (1.22)
para un 6 € [0,1)

N_oo(y) ={(x,\,8) € F°lzis; > v, parai =1,2,... . n} (1.23)
para algin v € (0, 1].
N2(0) es mds restrictiva, no importa si § = 1, algunos puntos de F° no

estardn en Ms. A medida que se acerca uno al éptimo, z;s; — 0 y se reduce N,
también g — 0. La figura 1.3 muestra el comportamiento del algoritmo.

veci ndad

El algoritmo 2, muestra el procedimiento para un método seguidor de ruta,
que puede hacer un répido progreso por el uso de la vecindad amplia N_(7)
para v cercana a 0. Aqui,

(@F(a), ¥ (), s®(a)) = (28, \F, %) + a(Lxk, ANE, AsF)



Algorithm 2 Long-Step Path-Following

1: Given v, Cmin, Omazs con ¥ € (0,1),0 < opmin < Tmae < 1, and (2%, 20, s%) €
N ooe(v)

2: for k=0,1,2... do

3:  Choose ok € [0min, Omaz)

4: Solve (1.16) to obtain (AxF, ANF, Ask)

5. Choose ay, as the largest value of « € [0, 1] such that

(" (), A*(a), 8" (@) € Moo () (1.24)

6: Set
("N S = (2% (ag), A (), 8" (o))

7: end for
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