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1 Resumen

El problema de planificacion de movimientos para un robot en un espacio
con obstaculos es el problema fundamental en robdtica.

Una algoritmo completo que resuelva este problema en tiempo computa-
cionalmente razonable (polinomial o menor) sigue siendo un problema abierto.
La complejidad de este problema es tan grande que resulta intratable tratar
de resolverlo con exactitud. En lugar de esto, se tratan de buscar simplifi-
caciones al problema reduciendo el nimero de grados de libertad del robot,
utilizando la informacién disponible sobre el espacio ambiente o empleando
métodos probabilisticos que permitan encontrar una solucién (si ésta existe)
con alta probabilidad.

El problema de decidir en tiempo finito si una solucién existe o no es muy
dificil, y la mayoria de los algoritmos modernos en planeaciéon de movimien-
tos han abandonado la tarea de resolver este problema.

El algoritmo del mapa de caminos, el cual se desarrolla en este trabajo, es un
algoritmo completo que resuelve el problema de planificaciéon de movimien-
tos. Es capaz de construir una solucién o reportar que no existe solucuén
en tiempo finito.

Este algoritmo es exponencial en el nimero de grados de libertad, lo que lo
vuelve computacionalmente inviable.

Se consideran también posibles mejoras al algoritmo que reducen el tiempo
computacional. En ciertos casos particulares, el tiempo de ejecucién puede
reducirse a un tiempo polinomial. Si es posible para el problema en cuestién



reducir considerablemente el nimero de grados de libertad, este algoritmo
puede implementarse en tiempo razonable.

2 Introduccion.

El algoritmo del mapa de caminos, presentado por primera vez por John
Canny en 1987 en una disertacion de su tesis doctoral, presenta tal vez el
Unico algoritmo completo que resuelve el problema de encontrar un mapa
de caminos para un robot en un espacio de configuraciones de cualquier di-
mensién.

La construccién del mapa de caminos requiere herramientas de variedades
diferenciables, topologia diferencial y geometria algebraica. El concepto fun-
damental es el de estratificacion de variedades, la cual es una particién de
una variedad en variedades de dimensién menor, llamados estratos.

El algoritmo, conocido también como el método silueta, construye recur-
sivamente el mapa de caminos considerando la cerradura del espacio libre
cl(Cree) en el espacio de configuraciones C como una hipersuperficie. Se
consideran los puntos criticos de las proyecciones a un eje. Tomando cortes
con un plano perpendicular a la superficie, el algoritmo trata de conectar
estos puntos criticos con el mapa de caminos en el plano, el cual es menor
en uno a la dimensién de C. Recursivamente llamando el algoritmo en di-
mensiones menores, se construye el mapa de caminos.

Para ilustrar el método silueta, sea S = cl(Cfree) un subconjunto com-
pacto de R™, donde m es la dimensién de C. El primer paso en el método
silueta es construir un mapa de caminos R de S. El algoritmo es aplicado
recursivamente en dimensiones menores. En el nivel 0 de la recursién, un
hiperplano de dimensién m — 1 forma cortes a través de S. Este plano se
toma perpendicular a uno de los ejes (la eleccién es arbitraria), digamos al
eje x, y se traslada a lo largo del eje x. Denotamos por P. al plano corre-
spondiente a x = c¢. Elegimos uno de los ejes convenientemente, digamos
el eje y, y calculamos los extremos en S N P. de la proyeccién al eje y. R
todos los extremos locales (méximos, minimos y puntos de infleccién) en
esta direccion. La eleccién de estos ejes se toma de tal forma que existan un
nimero finito de puntos extremos en cada corte SN FP.. Ya que SN P, es
compacto, existen los extremos en cada componente conexa de S N P.. Por
tanto cualquier punto en S N P. puede conectarse mediante una curva a R
que esté totalmente contenida en S N P..

Cuando ¢ varia, es decir, cuando el plano es "barrido” a través de .S, los



puntos extremos trazan curvas algebraicas llamadas las curvas silueta. Es-
tas curvas estan contenidas en el contorno de S. La curvas silueta sélo son

[

Figure 1: El conjunto tridimensional S es un elipsoide con un agujero
cilindrico. El plano P, se desliza a través del eje x. Se muestran las curvas
silueta obtenidas de los puntos extremos de SN P, en la direccién y durante
el deslizamiento

una parte del mapa de caminos. Queremos que el mapa final R sea conexo
en cada componente conexa de S. En la figura anterior, podemos ver que la
union de las curvas silueta no es conexa.

El proceso comienza en una abscisa x = ¢y tal que S C {z > ¢p}. De aqui, ¢
se incrementa continuamente. Para la mayoria de valores de ¢, si la silueta
trazada hasta x < ¢ es conexa, permanecerd conexa para £ = ¢ + 0 para
d pequeno, excepto en un numero finito de valores ¢; de ¢ donde cambia la
conectividad. Estos valores se llaman valores criticos,y los correspondientes
extremos se denominan puntos criticos. Cuando el plano pasa a través de
un punto critico ¢; en ¢ = ¢;, conectamos ¢; al resto de la silueta por un
conjunto de curvas contenidas en S N F,,. Esto siempre se puede hacer ya
que cualquier componente conexa de S N P, contiene al memos un punto
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Figure 2: Durante el deslizamiento del plano, nuevos extremos aparecen,
llamados puntos criticos. En la figura se muestran los puntos criticos y los
valores criticos correspondientes cuando un plano se desliza a través del eje
x y los puntos extremos se calculan en la direcciéon y

de la silueta. La forma de concectarlo es llamar al algoritmo en dimension
m — 1, donde un hiperplano de dimensién m — 2 (una linea en el ejemplo de
la figura) se desliza a través de un eje, digamos el eje y, y se calculan los ex-
tremos respecto a una direccion, digamos z. Por tanto, el algoritmo reduce
el problema de calcular el mapa de caminos de S a varios subproblemas de
calcular los mapas de caminos en dimensién m — 1. La recursién termina
cuando no hay puntos criticos que conectar a las siluetas en el actual con-
junto, o cuando este conjunto tiene dimensién 2. De hecho, en dimension 2,
si la linea de barrido pasa a través de un punto critico, unimos este punto
critico a la silueta mediante una linea recta. Esta es otra forma de decir que
el mapa de caminos en dimensién 1 es el conjunto mismo.
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Figure 3: Las curvas (lineas oscuras) construidas por el llamado recursivo
al mapa de caminos cuando el plano P, pasa a través de los valores criticos
c1 — ¢4, los correspondientes puntos criticos se denotan por q; — qq4

Para el problema de conectar una configuracién inicial ¢;n;+ con una con-
figuracién final qg0q;, simplemente tratamos a estas configuraciones como
puntos criticos y los conectamos llamando al algoritmo cuando el plano de
deslizamiento pasa a través de estos puntos.

El mapa de caminos puede representarse como un grafo cuyas aristas son
segmentos de curvas algebraicas y cuyos nodos son los puntos finales de estas
curvas.

3 Preliminares

Podemos considerar a .S = cl(Cfree) como un conjunto semi-algebraico definido
por polinomios con coeficientes racionales. Si el espacio de configuraciones es
de dimensién r, entonces estd definido por r valores reales, y los polinomios
que definen este conjunto provienen del anillo de polinomios en r variables



Figure 4: El mapa completo de caminos del ejemplo estudiado y las curvas
de conexion de ginit ¥ qgoal

con coeficientes racionales, esto es,

Qr = Q[z1, ..., zy]

3.1 Definicién

Un conjunto algebraico en R" es el conjunto de ceros simultdneos de un
sistema de polinomios en Q.

3.2 Definicién

Un conjunto semi-algebraico S C R" definido por los polinomios Fi, ..., F;. €
Q; es un conjunto obtenido de los conjuntos

S; = {z € R"|Fy(z) > 0}

mediante unién e interseccion finitas y complementos.

3.3 Ejemplo

El conjunto algebraico en R? definido por la ecuacién



2?4yt =1
es un cilindro. Para definir el interior del cilindro necesitamos la desigualdad
2?2+ 2 < 1.
Un cilindro finito cerrado esta definido como el conjunto algebraico
{F1<0,Fh<1,F,>—1}

donde Fy(z,y,2) = 22 +y*> — 1, Fy(x,y, 2) = 2. Escribimos este conjunto en
forma sintactica como

(@2+y2 < DA (EZ)A(z>-1).

Para ganar intuicién geométrica sobre los conjuntos semi-algebraicos, usare-
mos particiones de estos conjuntos en objetos geométricos simples llamados
variedades.

Recordemos que un mapeo

f:UCR — V CR™

se llama un difeomorfismo si f es diferenciable e invertible con inversa difer-
enciable. Decimos que U y V son difeomorfos.

3.4 Definicion.

Un subconjunto M C R" es una variedad diferenciable de dimensién m (una
m-variedad), si cada punto en M tiene una vecindad difeomorfa a R™

Intuitivamente, una variedad es lo que corresponde a la nocién de super-
ficie m-dimensional suave. Por ejemplo, un cubo o un cilindro cerrado no
son variedades debido a las "esquinas”. En este caso, los puntos en la fron-
tera tienen vecindades difeomorfas sélo a un subconjunto cerrado de R™.
El cilindro no acotado definido por

en R? es una variedad.

Los difeomorfismos locales en cada punto de la variedad nos permiten definir
coordenadas locales en una vecindad de cada punto.
Sea M una m-variedad, x € M, U C M una vecindad de = y

Op: U —V



un difeomorfismo, donde V' C R™ es abierto. Los mapeos

{psr :x € M}

son llamados cartas de coordenadas. Asumimos que las cartas estan adap-
tados de tal forma que ¢,(z) = 0. Las coordenadas locales alrededor de un
punto x € M son las m funcines coordenadas de ¢,.

3.5 Definicién

Sea f : R™ — R"™ un mapeo. La diferencial de f en x, denotada por df,
estd dada por el jacobiano

U@ o G
dfy = . : (*)
@ o @

3.6 Definicién (espacio tangente)

Sea M C R" una m-variedad, x € M. Sea 1 la inversa de la carta de coor-
denadas ¢,. Definimos el espacio tangente a M en x, denotado por T, M,
como dipo(R™)

Observemos que el espacio tangente 1, M es un subespacio vectorial de R"
Podemos ahora extender la definicién de diferencial a mapeos entre var-

Figure 5: Espacio tangente y su imagen bajo f

iedades. Sea f : M — N un mapeo suave de variedades. Definimos la
diferencial de f en x € M, como el mapeo inducido



Usando coordenadas locales alrededor de x y de f(x), la diferencial esta
dada por el jacobiano (x)
Podemos extender la nocién de punto critico de un mapeo entre variedades.

3.7 Definicién.

Un punto x € M es un punto critico de f : M — N si su diferencial df,
no es sobreyectiva en x, es decir, si el jacobiano (x) tiene rango menor que
dim(N) en z. El conjnto de puntos criticos de f lo llamamos su conjunto
critico, y lo denotamos por X(f). Los puntos donde df, es sobreyectiva son
llamados puntos regulares.

La imagen de un punto critico z € M se llama un wvalor critico de f. Los
valores v € R™ que no son valores criticos son llamados walores regulares.
Por tanto un valor v es regular si y sélo si f~!(v) consta de puntos regulares.
En particular, v es regular si f~!(v) es vacio.

3.8 Ejemplo
Sea M la esfera unitaria en R? definida por
2yt 422 =1
y N = R2. Sea
f=mo: M — N
la proyeccién en las coordenadas x y y restringida a M, esto es,

Para casi todo x € M, la imagen del espacio tangente 7', N es todo el plano
xy, excepto en los puntos del ecuador, donde el plano tangente contiene un
vector vertical, y la imagen del plano tangente 7', es una linea en el plano
Y.

Por tanto los puntos en el ecuador son puntos criticos, y se proyectan a un
circulo de valores criticos.

Observemos que la proyeccién no restringida 719 : R — R? no tiene puntos
criticos. La regularidad de un mapeo es la condicién que se necesita para
garantizar que la preimagen de un punto sea una variedad. Resumimos esto
en el siguiente



Tangent plane at
a critical point

Critical points of f

=3(/)

: f(zy,2) = (z)

Critical values of f\'\

Image of tangent
plane

Figure 6: Puntos criticos de la proyeccién de la esfera a R?

3.9 Teorema (Preimagen)

Sea v un valor regular del mapa f : M — N. Entonces L = f~!(v) es
vacio o una sub-variedad de M de dimensién dim (M) — dim(N). Ademas,
tenemos

T, L = ker(df,)

yva que localmente el espacio tangente a L es el espacio de desplazamientos
diferenciales que no cambian el valor de f.

Nos preguntamos ahora cuando la preimagen de una variedad V' C N es
una variedad. Esto nos lleva al concepto de transversalidad, el cual es fun-
damental en este trabajo.

3.10 Definicion

Sea f: M — N un mapeo suave, y V una sub-variedad de N. Decimos
que f es transveral a V si

dfo(T:M) + Tyo)V = Ty N (1)

en cada punto z € f~1(V). Denotamos esta relacién como f h V

10



Esta nocién la podemos interpretar como una generalizacién del com-
plemento ortogonal en &dlgebra lineal. Recordemos que, si (V,<>) es un
espacio vectorial de dimensién finita con producto interno <,> y W es un
subespacio de V' entonces

V=Waow
donde
Wt ={ueV|<uw>=0VYweW}

La transversalidad entonces significa que df(T;;M) y TtV no son parale-
los.

La transversalidad es una condicién mas débil que la regularidad. Six € M
es regular, entonces Ty,)V = N. Por tanto, si v € V' es un valor regular,
entonces f V.

3.11 Teorema (Preimagen generalizada)

Si f h V, entonces f~1(V) es vacio, o es una variedad de codimensién
codim (V).

3.12 Ejemplo

Sea M el cilindro en R? definido por 22+ 22 = 1 y sea f = ol M — N
la proyeccion al plano zy restringida a M. Sea V C N la linea y = 0.
Tenemos que df es sobreyeciva excepto en los valores criticos. Sea y € N
es un valor critico. El plano tangente a y en N es la recta y = 0, es decir,
TyN =V. Asimismo, la imagen del plano tangente a Ty-1(,)M es una recta
ortogonal a V. Por tanto estos dos supespacios generan el plano zy, de
modo que f V.

Por tanto la preimagen f~!V es una variedad, en este caso un circulo.

3.13 Ejemplo

Sean M, N y f como en el ejemplo anterior, y V el circulo unitario en el
plano zy. Existen dos valores criticos de f en V. En estos puntos, el plano
tangente a M bajo df es una recta paralela a la recta tangente en V', y por
tanto f no es transversal a V. La preimagen f~1(V) son un par de elipses
que se intersectan en dos puntos, y f~1(V) no es una variedad.

11
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Figure 7: Ejemplo de un mapa f transversal a una sub-variedad V' del plano
zy. La preimagen de V' es un circulo.

3.14 Definicién

Un mapeo suave f: M — N se llama una inmersion si cada V € N es un
valor regular de f.

3.15 Teorema

Sea f : M — N un mapeo suave y U = f~!(v) para algiin v € N. Las
siguientes propiedades son equivalentes.

(i) v es un valor regular de f.
(i) f i {v}

(iii) f|y es una inmersién.

12
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Figure 8: f no es transversal a V. La tangente en V' y la imagen del plano
tangente en M son paralelos

Demostracién. Se sigue directamente de la definicién y de que el plano
tangente a una variedad que consiste en un solo punto es el subespacio 0.
&

Cualquiera de estas condiciones implica que U es una variedad de codi-
mensién dim(N).

Uno de los teoremas importantes del Andlisis nos dice que casi todos los
valores de una funcién suave son regulares. Este resultado serd utilizado
para evitar condiciones singulares.

3.16 Teorema (Sard)

Sea f : M — N un mapeo suave de variedades, y sea C' el conjunto de
puntos criticos de f en M. Entonces f(C') tiene medida 0 en N.

13



3.17 Corolario

Sea f : R" — R™ un mapeo suave y r > n. Entonces para casi todo v € R"
el conjunto f~!(v) es vacio o una variedad de dimensién r — n

En el presente trabajo consideraremos sélo conjunto semi-algebraicos y mapeos
polinomiales, de esta forma el conjunto de puntos criticos sera siempre semi-
algebraico. En este caso, un subconjunto de medida 0 serda un subconjunto
de dimensién menor.

Una prueba del teorema de Sard y del siguiente resultado puede encontrarse
en [3].

3.18 Lema (Mapa genérico)

Sean M, N y B variedades diferenciables, y V una sub-variedad de N.
Supongamos que

. MxB—N
un mapeo suave tal que para todo b € B, &, : M — N es suave, donde
Dy (z) = O(z,b)

Si @ th V, entonces @, th V' para casi todo b € N

4 Estratificaciones

Las variedades diferenciabnes se ven localmente como espacios ecuclidianos
de dimension fija. Existen ejemplos de conjuntos importantes que tienen
vecindades euclidianas en casi todo punto, pero que no son variedades. En
particular, los conjuntos algebraicos pueden tener conjuntos singulares de
menor dimensién. Whitney [4] demostré que un conjunto algebraico o semi-
algebraico de dimensién d puede ser particionado en un numero finito de
variedades de dimensiones en el rango [0,d]. Estas particiones, llamadas
estratificaciones, poseen muchas de las propiedades de las variedades suaves.

4.1 Definicién

Una estratificacion S de un conjunto S C R” es una particién de S en un
nimero finito de subconjuntos disjuntos .S; llamados estratos tales que cada
S; es una variedad.

14



4.2 Definicién

Una estratificacion S satisface la Condicion de Frontera si, siempre que
UNV # 0 con U,V €8 se tiene que U C V. Decimos que U es adherente
aV.

La relacién de adherencia es transitiva, y define un orden parcial en los
estratos de S. Los teoremas en estratificaciones requieren las siguientes
condiciones para los estratos adherentes.

4.3 Las condiciones de Whitney

Sean U,V estratos de una estratificacién S tales que U C V. Sea x € U
y {z;},{y:i} sucesiones en U y V respectivamente que convergen a z. Las
condiciones de Whitney son las siguientes

(A) Si{Ty,}V — 7, entonces T, entonces T,U — .
(B) Si{T,,V —}7y {ZTivi} — l entonces | C T,

donde T;y; es la linea que pasa a través de xz; y ;.

Observemos que (B) implica (A). Una estratificacién que cumple con estas
condiciones se llama una estratificacion de Whitney o estratificacion reqular.

La nocién de convergencia de subespacios vectoriales es intuitiva geométricamente.
Una definicién precisa la podemos encontrar en [5].

4.4 Ejemplo (La sombrilla de cartén)

Sea A C R? el conjunto algebraico definido por y? = z22. Podemos estrat-
ificar A en los conjuntos Ay, el eje z, y A1 = A\ Ag. Esta estratificacién
no satisface la condicién de frontera, ya que Ag N A; # 0 pero Ag & Aj.
Tampoco es una estratificacién de Whitney. Consideremos una sucesién de
puntos en A; en el eje x que convergen al origen. Los planos tangentes a
esos puntos convergen al plano x — y. Pero el plano tangente a Ay en el
origen es el eje z, el cual no estd contenido en el plano zy. Por tanto no se
satisface la condicién (A).

Podemos dar una estratificaciéon de Whitney de A como sigue: dividimos Ag
en los conjuntos z > 0, 2 = 0 y z < 0. El espacio tangente al origen es 0, el
cual esta trivialmente contenido en el limite de cualquier sucesion de planos
tangentes. A continuacién veremos que la estratificacion inducida por los
conjuntos invariantes de signo de una colecciéon de polinomios satisface la
condicion de frontera y las condiciones de Whitney.

15
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Figure 9: La sombrilla de cartén y? = za?

Definimos R~ = (—o0,0),RT = (0, 00). Entonces la estratificacién
R={R",R",{0}}

es una estratificacion regular de Whitney de la recta real. Es facil probar
que el producto de estratificaciones de Whitney es una estratificacion de

Whitney (ver [5]). Asi,
R = (R)"

es una estratificacién de Whitney de R™.

4.5 Definicién

Sea F': R — R™ un mapa polinomial. Una secuencia de signo es un ele-
mento ¢ € R". El conjunto F~!(¢) es llamado un conjunto signo-invariante
de F. Se dice que el mapeo F' define el conjunto semi-algebraico S si S
puede escribirse como la unién de conjuntos signo-invariantes de F.

Podemos generalizar la nocién de transversal a una estratificacion A como
FMA < FMUparatodoU € A

El siguiente lema establece que casi toda perturbacién en los términos con-
stantes de todos los polinomios que definen S causa que los conjuntos signo-
invariantes sean una estratificacion de Whitney de R".

16



Figure 10: Estratificacién de la sombrilla de cartén. (a) Estratificacién no
regular, (b) Estratificacién regular

4.6 Lema (Posicién general 1)

Sea F': R" — R™ un mapa polinomial y € € R™ un parametro. Definimos
F.:R" — R" por

F.(z) = F(z) + ¢

Entonces para casi todo e € R™, F, M R" y Fe_l(E”) es una estratificacion

de Whitney de R".

Demostracién. Aplicamos el lema del mapa genérico a & : R" xR™ — R"
dada por

O(x,€) = F(z) + €
para concluir que el conjunto
{e € R"|F, no es transversal a o}

tiene medida 0 para cada 0. Como hay un nimero finito de o’s, se tiene que
F. M R" para casi todo e.

En [5] se muestra que la imagen inversa de una estratificacién de Whitney
es una estratificacion de Whitney bajo un mapa transversal. Como R" es
una estratificacién de Whitney entonces F.1(R™) es una estratificacién de
Whitney

17



Observemos que, si el conjunto semi-algebraico S estd definido por un mapa
polinomial F'; y F' h R", entonces los conjuntos signo-invariantes contenidos
en S consitutyen una estratificacién de Whitney de S. Asumiremos que
S puede estratificarse de esta forma, y S denota la estratificacion de S en
conjuntos signo-invariantes.

4.7 Lema

Si F: R" — R" define Sy F' th R", entonces F'~1(R") satisface la condicién
de frontera.

4.8 Ejemplo

Consideremos el cilindro cerrado definido por
(fi<O)A(f2>0)A(f3<0),

donde f=a?+y* ~ 1, fo=y+1,fs=y— 1.
El conjunto puede particionarse en estratos suaves, cada uno de los cuales
es un conjunto signo-invariante. Indexamos estos conjuntos por un triple

< Sgn(fla Sgn(fQ), Sg'l’l(fg) >

En este caso el mapa polinomial F = (fy, fo, f3) es transversal a R?® asf
que esta estratificacién es regular. Observemos que la codimension de cada
estrato es el nimero de polinomios que son 0 en su triple de signos. Esto
es cierto en general. Sea S la estratificacién descrita de un conjunto semi-
algebraico, para cada mapeo f : R — R¥, definimos el conjunto critico
de f|sg como la unién de los conjuntos criticos de f|y para todo U € S.
Asimismo, los valores criticos de f|g son las imagenes de los puntos criticos,
y todos los otros valores de R¥ son valores regulares.

Si f toma valores en R y S es semi-algebraico, f|g tiene un ndmero finito
de valores criticos.

Una propiedad crucial de las estratificaciones es que el tipo topoldgico de
las secciones f|g'(v) cambia sélo en los valores criticos de f|g.

4.9 Definicién

Una isotopia es una homotopia tal que cada mapeo es un difeomorfismo.
Una retraccion de una variedad M en una sub-variedad N de M es un mapeo
suave f: M — N tal que f|y : N — N es la identidad. Decimos que N
es un retracto de deformacion de M.
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Figure 11: Cilindro del ejemplo anterior y su estratificacion en conjuntos
signo-invariantes

4.10 Teorema (Isotopia)

Sea f: R” — R una funcion suave, S un subconjunto compacto de R” con
estratificacién de Whitney S. Sea (¢, d) es un intervalo abierto en R que no
contiene valores criticos de f|S. Entonces todas las secciones f |§1(v) con

v € (c,d) son isotépicas, y f|g'(v) es homeomorfo a f|g'(v) x (c,d).

Este resultado fue probado primero por Thom [6] y puede ser inferido de [5],
seccién 11, teorema 5.2. Se usa la notacién de cortes S|® = f|5!(B) para
B C R. La prueba hace uso del siguiente

4.11 Lema (Retraccidn)

Sea (¢,d) C R un intervalo que no contiene puntos criticos de f|g. Entonces
S|(=2 es un retracto de deformacién de S|(=>°
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5 La silueta

En la construccion de la silueta, necesitamos calcular los puntos extremos
de un estrato con respecto a alguna coordenada, digamos x;. Estos puntos
extremos son los puntos criticos de la proyeccion en la i-ésima coordenada
m; : R© — R. Generalizamos esta notaciéon para definir

i, ig - R" — Rk

como la proyeccion en las coordenadas i1, ...,7;. Entonces los puntos ex-
tremos de U con respecto a x; son los puntos criticos de 7;|yy. En nuestro
caso, cada estrato U € S es un subconjunto abierto del kernel de un mapa
f:R" — R". El siguiente lema es una prueba simple para determionar los
puntos criticos de cualquier mapa ¢g|y .

5.1 Lema

Sea U un sibconjunto abierto del kernel de un mapa f : R — R", y
supongamos que f th {0}. Sea g : R” — R un mapeo. Entonces = € U es
un punto critico de g|y si y sélo si la matriz

Wfw) - @)
0y ... Oh(y

A(f,g)e = géwi §§§ ()
Yo o G

tiene rango menor que m + n en .

Demostracién. Observemos que las primeras n filas de d(f, g), son las
filas de df;, y las siguientes m filas son las filas de dg,. Tenemos que z es
punto critico de g|i7 si y s6lo si d(g|y). no es sobreyectiva, es decir, si y sélo
si dim(dg,(T,U)) < m. Esto es cierto si y sélo si existe un vector distinto
de 0 uw € T, U tal que dg,(u) = 0. Esto implica que u es ortogonal a todas
las filas de dg,.

Como T,U = ker(df,) entonces u debe ser ortogonal a todas las filas de df,.
Tal u existe si y sélo si d(f, g), tiene rango menor que m +n en x. <
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5.2 Corolario

El conjunto critico ¥(g|U) es un subconjunto cerrado de U ya que se define
como el conjunto de ceros de un nimero finito de determinantes de d(f, g)s.
Si U es semi-algebraico y g es mapa polinomial, entonces 3(g|U) es semi-
algebraico.

5.3 Ejemplo

Sea f el polinomio f(x,y,z) = 2%+ y* + 22 — 1. Entonces U = ker(f) es la
esfera unitaria en R3. Sea g = m;. Entonces los puntos criticos de g|;; son
los puntos en U en los que la matriz

wae= (5 N %)

es singular. La matriz tiene rango menor que 2 si y solo si y = z = 0 y los
puntos en U que satisfacen esta condicién son (—1,0,0) y (1,0,0). Estos
son los puntos en los que g|y alcanza sus valores extremos -1 y 1.

5.4 Lema (Cortes)

Sea M C R" una variedad que es el kernel de un mapa f : R” — R" con
f  {0}. Entonces el conjunto critico ¥(mi2|ar) es la unién del conjunto
critico X (m1|ar) v todos los conjuntos criticos X(m2|nx), donde N es un corte
de la forma

N =7y (0) \ S(mi|m)
para algin v € R.
Demostracién. Formamos una matriz de la forma (*x), cuyas filas son
el jacobiano de f seguido por 7y, seguido por my. Entonces Y (7mi2|ar) es el

conjunto de puntos de M donde la matriz es singular. Existen dos posibili-
dades para que esto suceda,

(i) Las primeras n + 1 filas son linealmente dependientes, lo cual ocurre
si y s6lo si x es un punto critico de 71 |p;.

(ii) La 1ltima fila es dependiente en las primeras n+1 filas, lo cual ocurre si
y s6lo si = es un punto critico de |y para algin corte N = 77!/ (v)
de M. <&
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5.5 Ejemplo

Sea M la esfera unitaria definida por f(z,y,z) = 22 + y* + 22 — 1. Para la
funcién g = pii2|pr, la matriz g tiene la forma

20 2y 2z
ad(f,g)={ 1 0 0
0 1 0

la cual es singular <= z = 0. Entonces C' = X(m2|ps) es el circulo unitario
en R2. Los puntos criticos de 71| son los puntos (—1,0,0) y (1,0,0). Cada
conjunto 77 ' (v) es un corte a través de M en 2 = v. Los puntos criticos de
mo|n en cada corte

N =y (v) \ B(mi|n)

son los puntos extremos de y en N, sujetos a la restriccién z = 0. La unién
de los puntos criticos de todos los cortes junto con los puntos criticos de
1| es la curva C.

5.6 Lema
Sea f : R" — R* un mapeo, y supongamos que S es cerrado con estratifi-

cacién de Whitney S. Entonces el conjunto critico 3(f|g) es cerrado.

Queremos escoger una proyeccion a de tal forma que X(a|y7) sea una variedad
1-dimensional para todo U € S. Para formalizar los conceptos necesarios,
debemos introducir el concepto de jets.

Sean M y N variedades de dimensiones m y n, respectivamente. Defini-
mos una relacién de equivalencia ~j, en pares (f, x) de la forma

(f,l‘) ~k (flax/) — l‘:l‘/, f(SC) :f(:E/)

y en coordenadas locales en M y N alrededor de z y f(x), respectivamente,
las derivadas parciales en z en f y f’ son iguales hasta orden k.

5.7 Definicién

Sea [f,z]r la clase de equivalencia de (f,z) bajo ~g. Entonces [f,z]; es
llamado un k— jet de mapeos de M a N con fuente x y objetivo f(x). El
conjunto de todos los k-jets de M a N se denota por J*(M, N).
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JF(M, N) tiene una estructura de variedad, y es isomorfo a M x N. Por
ejemplo, si N = R" y m = dim(M) entonces J'(M, N) es isomorfo a

R™? ~ ‘C(]R’rn’]a’rz)7
el conjunto de transformaciones lineales de R en R™.

Para cada f : M — N existe un mapeo candnico
j¥f M — J*(M,N)

dado por j*f(x) = [f,z]; v es llamado el k-jet de f.
Asumimos que m > n. Para s = 1, ...,n definimos

¥ = {[f,z]1 € JH(M, N)|dimker(df,) = s}
Si ¥5(f) denota el subsconjunto de 3(s) donde df tiene kernel s, entonces
25 (f) =G HHE?)

Entonces ¥° es una variedad isomorfa a £%(R™,R"), el conjunto de trans-
formaciones lineales de R™ a R™ que tienen corango s, y tiene codimension
(m —n)s + s2. Por tanto

5.8 Lema

Sea f: M — N un mapeo suave con dim(M) =m, dim(N) =ny m > n.
Si jlf h X%, entonces X5(f) = (j1f)71(2*) es una sub-variedad de M de
codimensién (m — n)s + s2.

La condicion de transversalidad del lema anterior recibe un nombre espe-
cial. Decimos que f es uno-genérica si j' f h ¥ para todo s. Si se satisface
esta condicién, se simplificarpa considerablemente la forma de los conjuntos
criticos X(f).

Observemos que un mapeo lineal a : R" — R”™ puede ser especificado por
rn valores, y podemos escribir sin confusién a € R™. Tenemos el siguiente

5.9 Lema

Sea a : R — R™ un mapeo lineal, M C R” una variedad de dimensién
m > n. Entonces para casi todo a € R™, a|js es uno-genérica.
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5.10 Lema (Posicién general 2)

Sea a : R” — R? un mapeo lineal y M C R” una variedad con dim(M) > 1.
Entonces para casi todo a € R?", el conjunto critico X(als) es una variedad
unidimensional.

Demostracién. Si dim(M) = 1 entonces X(a|py) = M y el resultado
es trivial. Si dim(M) > 1 aplicamos el lema anterior para concluir que
j'(alar) h X% para casi todo a € R?". Los mapeos con codominio R? tienen
corango a lo mas 2, por tanto

S(alar) = EHalu) + X (alm)-

Aplicando el lema (5.8), tenemos que n = 2 y, para s = 1 tenemos que
Y(a|pr) es una variedad de codimensién (m — 2)1 412 =m — 1 en M, por
tanto es unidimensional. Aplicando el mismo lema para s = 2 tenemos que
¥2(a|pr) tiene codimensién (m — 2)2 + 22 = 2m, es decir, es vacia, y

X(alar) = St (aly)

es una variedad unidimensional para casi todo a € R?". &

5.11 Ejemplo (La silueta del toro)

Consideremos un toro con si eje proncipal normal al plano xzy. Para la
proyeccién en el plano xy, el conjunto critico consiste de dos circulos concéntricos.

6 Tubos alrededor de variedades

Podemos reducir el problema de calcular los puntos criticos en variedades
de dimensién arbitraria a encontrar puntos criticos en ciertas hipersuperfi-
cies. Supongamos que queremos encontrar los puntos criticos de un mapa
restringido al conjunto algebraico M definido por f; =0, fo =0,..., f, = 0.

Definimos el polinomio
n
g=>_f (2)
i=1

Observemos que x € M <= g(x) = 0. El resultado que se presenta a
continuacién nos permite encontrar puntos criticos de variedades arbitrarias
usando solo hipersuperficies. Se muestra que, si p es un punto critico no
degenerado de aljs, entonces para e > 0 suficientemente pequenio, existe un
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Critical set of projection on x and y coordinates

Figure 12: La silueta del toro

punto critico de a| g-1(e) cerca” de p. La prueba de este resultado ocupa
varios lemas que se prueban en [1]. Aqui solamente enunciaremos el resul-
tado.

Un punto critico de un mapeo suave f : M — N es no degenerado si el
Hessiano (es decir, la matriz de segundas derivadas parciales en coordenadas
locales) es no singular.

Otro concepto importante a considerar en lo subsecuente es el concepto de
indice de un punto critico no degenerado. Intuitivamente, el indice corre-
sponde al niimero de direcciones en los que f disminuye. Formalmente

6.1 Definicién

Sea f : M — N un mapeo suave entre variedades y p € M un punto
critico de f no degenerado. El indice de p es la dimensién del subespacio
més grande del espacio tangente 7, M en la cual el Hessiano es negativo
definido.

Observemos que el indice de p es el niimero de valores propios negativos del
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Hessiano de f.

6.2 Teorema

Sea p un punto critico no degenerado de a|y;. Entonces, para cualquier
p > 0y e > 0 suficientemente pequeno, existe un punto critico ¢ de af g=1(e)
tal que d(p,q) < p, donde d(-,-) es la distancia euclidiana en R".

7 El mapa de caminos

Ahora tenemos las herramientas para construir un subconjunto semi-algebraico
de S que sera el mapa de caminos de S, denotado por R(D). Este mapa
nos da candidatos para encontrar un camino entre dos configuraciones en
planeacién de movimientos. El mapa de caminos deberd de satisfacer la
siguiente condicion:

7.1 Definicién

Un subconjunto R C S satsiface la condicion de mapa de caminos si vualquier
componente conexa de S contiene una sola componente conexa de R.

Dada una estrtificacion S de S, definimos un refinamiento que es una estrat-
ificacién de Whitney S’, llamada la estratificacidn compatible con la silueta
de S. Esta estratificacién incluye como subonjunto una estratificacién de la
silueta ¥ = X(m12|s).

Sea ¥ = {X(m12|y)|U € S) una estratificacién de 3. Esta no es una estrat-
ificacion de Whitney, ya que los puntos las frontera de las curvas pueden
intersectarse. Definimos B = {JC|C € X. Sea B la estratificacién de B en
conjuntos de un punto. Entonces

Y =BU{U\ BJU € X}
es una estratificacién de Whitney de X. Definimos ahora
§'=2U{U\XU € S}.

Entonces S’ es una estratificacién de Whitney de S, e incluye a ¥’ como
subconjunto.
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8 EIl mapa de caminos basico

Usamos la notacién
ANV ={ANnV|Ac A
v la notacién de cortes

Al = AnaY(B) para BC R

8.1 Definicién

Sea S una estratificaciéon de Whitney de un compacto. El mapa de caminos
Ry(S) es definido inductivamente como

1. Si dim(S) = 1 entonces Ry(S) = S.

2. De otro modo sea ¥ = X(m2|g) la sileta de S y S’ la estratificacién
compatible con la silueta de S.

El mapa de caminos de un conjunto dimensional es el conjunto mismo. De
otra forma, el mapa de camninos es la unién de la silueta 3 y los mapas de
cortes a través de S’ en valores criticos de m1|g. Si la dimensién de S es k
entonces la dimensién de S’|" es a lo mas k — 1.

8.2 Ejemplo (El mapa de caminos del toro)

Consideremos el toro con eje normal al plano zy. La silueta del toro no es
conexa. El mapa de caminos consiste en la silueta y los mapas de caminos
calculados recursivamente en los cortes x = ¢ a través de puntos criticos
de 71|y. En este caso hay cuatro puntos criticos. En dos de ellos, el corte
consiste de un solo punto. Para los otros dos, los cortes son unidimensionales,
y consisten de pares de curvas que se intersectan en los puntos criticos. Para
demostrar qie Ry(.S) satisface la condicién del mapa de caminos, necesitamos
el siguiente

8.3 Lema

Si para cada corte S|V a través de un valor critico v € P., Ro(S’|V) satisface
la condicién del mapa de caminos, entonces Ry(.S) satisface la condicién del
mapa de caminos.
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Slices through critical values

Figure 13: El mapa de caminos del toro, mostrando los mapas calculados
recursivamente a través de cortes

Demostracién. Sean vy, ..., vy, los puntos criticos de m1|ss en orden as-
cendente y definimos los puntos ug, ..., U;; como

V1, 1=0
u; = H#, 1<i<m-1
Um, T=m

Entonces, aplicando el lema de retraccién dos veces, obtenemos que S| (i —1,v:]
es un retracto de S|%-1%l v §|¥ es un retracto de deformacién de S|#i-1-vil,
Esta retraccién es compatible con la estratificacién S’. Por hipétesis, el
retracto satisface la condicién del mapa de caminos, de modo que si C; es
una componente conexa de S|*~1" entonces Ry(S) N C; es conexa.

Sea ahora U una componente conexa de S. Entonces U es la unién de un
nimero finito de C;’s, que denotamos por Uy, ..., U, y los ordenamos de tal
forma que todo U; intersecta algin U para k < j. Los U;’s son cerrados,
de modo que si U; N Uy, # 0, su interseccién es compacta y mp alcanzard
su extremos en la interseccién, y este punto estd en la silueta. Por tanto
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si U; y Uy se intersectan, también lo hardn sus mapas de caminos. Asi,
Ry(S)NUy, ..., Ro(S) NU, es una secuencia ordenada de conjuntos cada uno
de los cuales intersecta un conjunto anterior. Por tanto su unién Ry(S)NU
es conexa. <

8.4 Teorema

Ry (S) satisface la condicién del mapa de caminos.

Demostracién. Si.S es una estratificacién de Whitney de S'y U es una com-
ponente conexa de S, podemos ordenar los conjuntos U N .S como Vi, ..., V,
de tal forma que V; intersecte a Vj para todo j y algin & < j. Entonces
Ro(S) N'V1,...Rp(S) N V;, es una secuencia ordenada de conjuntos con la
propiedad de interseccién, y de esta forma RyNU = Ry NU;_,V; es conexa.
La demostracién concluye aplicando el lema anterior y demostrando que S’|"
es una estratificaciéon de Whitney para puntos criticos v. <

8.5 Corolario

Para cada estrato U € S, U N S satisface la condicién del mapa de caminos
como un subconjunto de U.

Demostracién U hereda una estratificaciéon de Whitney compatible con
la silueta de S’, y los cortesse toman de los puntos criticos de la silueta de

U. $

9 Curvas de conexion

Queremos encontrar un conjunto unidimensional que satisface la condicién
de mapa de caminos dentro de la cerradura de cada estrato en S. El primer
paso es definir una curva de conexién para un estrato U que conecte cualquier
punto en p € U a otro punto ¢ en la silueta de U. Esta curva debe estar
contendida enteramente en U|°.

U esté contenido en el kernel de conjunto de n polinomios, con n = codim(U).
Similarmente, U|" estd contenido en U , que es la interseccién de este kernel
con 7 1(v). U\ {p} es una variedad de codimensién n + 1. Entonces

U ={U\{p} {p}}

es una estratificacién de Whitney de U.
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9.1 Definicién

Definimos Ly(p, U) como la componente conexa de RO(U' )N U que contiene
a p, donde la silueta es calculada usando la proyeccién mo3.

La curva Ly contiene un punto p; extremo con respecto a my. Si este punto
no estd en la silueta de U, o estd en un estrato U; adherente a U. Asimismo,
la curva Lo(p1,U;) contiene un punto en la silueta de U; o estd en un estrato
Us adherente a U;. Observemos que

dimy > dimy, > dim(Us)

Recursivamente definimos (p;, U;). Sea k el minimo valor tal que p, € 2(U),
el cual existe por argumentos de dimensionalidad. Sea

Li(p,U) = Lo(p,U) U U< Lo(pi, Us)-

Entonces Li(p, U) es una curva continua que une p con un punto de la silueta
de U.

En el caso de que varias componentes conexas se intersecten en p, que es
precisamente el caso en que p es un punto critico de 7|y de indice distinto
de 0, necesitamos conectar p a la silueta de cualquier componente conexa
de C'\ {p}, donde C es la componente conexa de U|” que contiene p. Para
esto necesitamos conectar cualquier componente conexa de Lo(p,U) \ {p} a
la silueta. Sea ¢; un punto extremo de s en la i-ésima componente conexa
de Lo(p,U) \ {p} y sea V; el estrato que contiene ¢;. Definimos

Lao(p,U) = Lo(p, U) U, L1(q:, Vi),

donde L1(qg;, V;) es vacio si g; estd ya en la silueta.

Otro tercer caso es cuando p es un punto critico de m |y de indice 0 (ver
[7]). En este caso U|" consiste s6lo del punto p. En este caso no tiene
sentido conectar a p a la silueta de U, ya que ésta consiste de un solo punto.
Entonces conectamos p a los estratos en los que p es aherente en 7 1(v). Es
suficiente hacer esto para estratos de dimensién dim(U) + 1. Sean W; tales
estratos. Definimos entonces

L3(p, S) = U; L1(pi, Ws).
Dado un punto arbitrario p definimos

Li(p,U), p es un punto regular de 71|y
L(p,S) =< La(p,U), p esun punto critico de indice # 0
Ls(p,U), p es un punto critico de indice # 0
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10 El mapa de completo de caminos

Sea ¥ = X(m2|g) la silueta de S, y S’ la estratificacién de S compatible con
la silueta. Sea

Pe=X(m|g) \ {0C|C € £}

entonces el mapa completo de caminos Ry (S) estd definido por

Ri(S)=%u | J L(p,S) (3)

pEP:

10.1 Teorema

R1(S) satisface la condicién del mapa de caminos.

Demostracién. Sean py, ..., pj los puntos criticos de 7 |gr y v1, ..., vy los cor-
respondientes valores criticos. La prueba es por induccién sobre i =1, ..., k.
Asumimos que R;(S)|l7°i-1) satisface la condicién del mapa de caminos,
asi como la restriccién del mapa a la cerradura de un estrato U|l=%vi-1)
también satisface la condicién del mapa de caminos para todo U € S .
Serd suficiene probar entonces que esta condicién se satisface para cortes
(—o0, v4].

Observemos primero que la condicién es valida para estratos U que no
"rodeen” p;, es decir, tales que p; ¢ U ya que estos estratos, junto con
sus siluetas, pueden ser retraidos a g]*"o’“ifl], por el lema de retracciom.
Para los otros estratos tenemos las siguientes posibilidades

(i) p € B = {0C|C € X}. Por el lema de posicién general, p; no es
un punto critico de X. Cualquier estrato que rodee p; también rodee
parte de la silueta que rodea p;. Como dr, (T,C) # 0 en la curva
C, deben existir puntos en las curvas que estén en pifl(vi — €) para
e suficientemente pequeno. Se sigue que estas curvas conectan p; al
corte S|(—owi-1l,

(ii) p; es un punto regular de 7 |7. En este caso p; estd ligado a un punto
en la silueta de U o a un estrato en la frontera de U. Por tanto los
mapas de caminos de los estratos que rodean U permanecen conexos,
ya que estos estratos también tienen el punto de la silueta en la frontera
(esto se sigue de la transitividad de la relacién de adherencia).

(iii) p; € U es un punto critico de 7|y de indice # 0. En este caso pueden
existir varias componentes conexas de U|(=¥\ {p;} que rodean p;.
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Sin embargo, cada una de estas componentes debe contener una com-
ponente de Lo(p,U) que conecta p; a un punto ¢; en la silueta de esa
componente. Por tanto el mapa de caminos de U|(~% satisface la
condiciéon de mapa de caminos, y lo mismo suede para cada estrato
que rodea U, por la transitividad de la relacién de adherencia.

(iv) p; € U es un punto critico de indice 0. En este caso el mapa de
caminos de U es el punto {p;}. Conectamos p; a los estratos que lo
rodean mediante L3(p,S). Por tanto estos estratos W; cumplen la
condiciéon del mapa de caminos y también los estratos que rodean a
los W;, por la relaciéon de adherencia. <

11 El algoritmo del mapa de caminos

El algoritmo se compone en varias partes. El primer algoritmo encuentra las
proyecciones de los puntos criticos de 72 al plano zy. El segundo algoritmo
nos da los puntos de interseccién de los puntos criticos de la proyeccion
con una hipersuperficie definida por los ceros de un polinomio. EI ter-
cer algoritmo nos da la gréifica de adyacencias de los puntos criticos de la
proyeccién, asi como los puntos de interseccion de esta curva con hipersu-
perficies definidas por los ceros comunes de un conjunto de polinomios.
El cuarto algoritmo construye el mapa de caminos bésico y tiene una com-
plejidad

TRo _ O(nl/QT(r_l)(2d)r(T+1)), (4)
donde la variedad M esta definida por n polinomios de grado d en r variables.
Observemos que r es la dimensién de S.
El quinto algoritmo describe la complejidad de las conexiones de los puntos
criticos a la silueta, es decir, construye las curvas de conexién descritas en
la seccion 9. La complejidad de calcular estas curvas para puntos criticos de

indice 0 es
T, = O(m‘4r1/2r(r*1)(2d)T(T+3) log? dw) (5)

Las curvas para los otros tipos de puntos criticos y regulares requieren menos
tiempo que esto.

Finalmente, el sexto algoritmo construye el mapa completo de caminos de
la estratificaciéon S de S en conjuntos signo-invariantes.

11.1 Algoritmo 1

Input Polinomios fi, ..., f, en r variables z1,...,z, de grado d que definen
una variedad M, y un mapeo lineal 5 : R” — R2.
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Output Un polinomio h(x1,z2) tal que
7T12(Z(7T12’M)) C ker(h)

Descripcion
Utilizando el lema de cortes concluimos que el conjunto critico de m2|pr es
la unién de los conjuntos criticos de sz, para todos los cortes

M, =n; e)n M

Aplicamos el teorema del tubo (6.2) y definimos el polinomio

g=>_f} (6)
i=1

Si definimos K. = g~'(¢) N7y '(c) entonces en cualquier corte, para e sufi-
cientemente pequeno, habra un punto critico de ma|g, cerca de cada punto
critico no degenerado de 7a|pz,. La unién de los puntos criticos de mak,
para todos los cortes es el conjunto critico 79| g-1(e)- Por tanto para e sufi-
cientemente pequefo, existe un punto critico de m12|,-1(€) arbitrariamente
cercano a todo punto critico no degenerado de mi2|p/.

Por tanto queremos calcular el conjunto critico de 2| g-1(e)- Este conjunto
esta caracterizado por el sistema de ecuaciones

99 9g

=¢,—=0,.. =0 7
g 673%3 ’ ’6.%7« ()

La solucidin a este problema se conoce como la reultante, descrita en [8] y
en el capitulo 3 de [1], donde encontramos que la proyeccién de los puntos
criticos como los ceros de un polinomio R(x1,x2,€) y estamos interesados
en la curva R = 0 en el plano z1x2 cuando € — 0.
Escribiendo a R como un polinomio en ¢, el término constante es un polin-
iomio h(x1,z2). Este es el polinomio que buscamos.
Para calcular la complejidad del algoritmo, requerimos calcular la resutante
de un sistema de r — 2 polinomios de grado 2d — 1 y uno de grado 2d. Cada
matriz en el calculo tiene tamano O((6d)") y necesitamos calcular sélo los
(2d)" coeficientes de la matriz como polinomios en €. El orden de compleji-
dad del algoritmo es

O(r?(12d?)* log d) (8)

operaciones binarias.
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11.2 Algoritmo 2

Input Un mapeo lineal a : R” — R? y polinomios fi,..., fn v fx en las
variables 1, ..., x, de grado d.

Output Los puntos de interseccién de la curva C' = ¥(a|ys) con la hipersu-
perficie fr, = 0.

Descripcién Formamos el polinomio g de fi, ..., f, como en (6), y encon-
tramos la resultante del sistema (7) usando el algoritmo 3.2 de [1]. La
resultante es una curva suave unidimensional. La interseccién de esta curva
con la hipersuperficie f; = 0 consiste genéricamente de un nimero finito de
puntos y, conforme € — 0 estos puntos convergen a los puntos solucién que
buscamos.
Encontrar los polinomios intermedios en el célculo de la resultante requiere
de O(r3(12d%)3" log d) operaciones binarias. Aplicando el andlisis de este al-
goritmo al presente algoritmo, el grado de los polinomios es el doble, y esto
nos da

O(r3(2d?)° log? d) (9)

operaciones binarias.

El tercer algoritmo, que calcula la gréifica de adyacencias de los puntos
criticos de Xa|ys y las intersecciones con las hiperxuperficies f = 0 hace
uso de la nocién de secuencia de Sturm de un polinomio.

11.3 Definicién

La secuencia de Sturm de un polinomio p(z) es la secuencia de polinomios
L. po=p,
2. m=p,
3. pit1 = res(pi-1,Di),

donde res(f, g) es el residuo en el algoritmo de la divisién de f/g.

11.4 Algoritmo 4.3

Input Un mapeo lineal a : R” — R? y polinomios fi, ..., f, en r variables
x1,...,xr de grado d que definen un conjunto semi-algebraico S, tales que
los primeros m < r polinomios definen una variedad M.

Output La grifica de adyacencias de una curva suave C' = 3(a|y) y todos
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los puntos de interseccién de esta curva con las hipersuperficies f; = 0 para
i =m+1,...,n. Cada punto y segmento de curva esta etiquetado con los
signos de todos los f;.

Descripcién Primeramente hacemos uso del algoritmo (11.1) para caclular
la proyeccién de la curva C. Este algoritmo regresa un polinomio h en dos
variables x1 y 9. Calculamos la secuencia de tSurm de h como un poli-
nomio en xi. El término constante de este polinomio es un polinomio en
D(z2) en la variable xg, llamado el discriminante de h. El discriminante es
un poliniomio con un numero finito de ceros. Para xo en un intervalo entre
dos ceros, nos fijamos en las soluciones de la curva h = 0 en x1, las cuales
forman curvas suaves conforme xo varia. Por tanto pueden ser ordenados
por la coordenada x1 en este rango de xs.

Dado p = (z1,x2) un punto de interseccién de C' con alguna hipersuperficie,
calculado mediante el algoritmo (11.2), podemos determinar a partir de los
signos de la secuencia de Sturm en p si la proyeccion estd en una curva, y el
nimero de curva correspondiente al orden en x1-

De esta forma construimos la grafica de adyacencias, y podemos determinar
el signo correspondiente a cada curva mediante la secuencia de Sturm.
Dado que la gréfica tiene grado 2, existe un orden lineal de los puntos a lo
largo de cada componente de la grafica. Exactamente un polinomio cambia
de signo en cada punto, por tanto, usando una estructura de datos persis-
tente, podemos almacenar los signos de los n polinomios en cada punto con
costo O(logn) por punto.

Se necesitan n —m llamadas al algoritmo (11.2) para calcular los puntos de
interseccién con las superficies, a un costo

O(nr3(2d)*" log? d)

Podemos usar aritmética aproximada para calcular las secuencias de Sturm
a un costo de O(r(2d)?"logd). La evaluacién de toda la secuencia en un
punto toma un tiempo del orden

O(r?(2d)*" log? d),
y existen menos de n(2d)" puntos. Por tanto el costo total del algoritmo es
del orden
O(nlognr®(2d)°" log* d) (10)
11.5 Algoritmo 4 (Mapa de caminos basico)

Input Polinomios fi, ..., f,, en r variables de grado d que definen un con-
junto semi-algebraico S. Los f; se asume que estan en posicién general, de
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tal forma que la estratificaciéon S de S en conjuntos signo-invariantes es una
estratificacién de Whitney.

Output La gréfica de adyecencias y coordenadas de los puntos del mapa de
caminos bésico Ry(S)

Descripcion Primeramente escogemos una proyecciéon uno-genérica a. El
mapa de caminos bésico consiste en la silueta ¥(a|g) y los mapas de caminos
bésicos a través de cortes en los puntos criticos de la silueta.

Para calcular la silueta, llamamos al algoritmo (11.4) en todos los subcon-
juntos de m < r polinomios. El grafo de la silueta se construye de los grafos
de curvas individuales en dos pasos:

(i) Identificar puntos correspondientes en curvas en estratos de la misma
dimensién.

(ii) Encontrar la posicién de puntos en curvas en estratos de menor di-
mension.

El paso (i) puede llevarse a cabo en tiempo lineal en r si ordenamos los
puntos lexicograficamente.

El paso (ii) puede llevarse a cabo considerando los puntos en la curva en
estratos de menor dimensiéon como puntos de interseccién con alguna hiper-
superficie fx = 0. Por tanto usando la expresién (9) y anadiendo el término
lineal en r y el niimero de subconjuntos de m en n, la grifica de adyacencias
de la silueta puede ser computada en

0(( " l)nlog nrt(2d)™" log d) (11)

operaciones binarias.

Para el paso recursivo, observemos que hay (Tfl) curvas cada una de las
cuales tiene a lo mas(2d)?" puntos criticos (el méximo grado de las curvas).
Si denotamos por Tg, (k) como el nimero de operaciones binarias necesarias
en el computo del mapa de caminos bésico en k& dimensiones, entonces ten-
emos la relacién recursiva

n k4
Tg, (k) = (k - 1) (2d)* TR, (k — 1) + O(nF lognﬁ@d)% log®d). (12)

Resolviendo (12), encontramos que el paso recursivo domina, y que el mapa
de caminos basico en r dimensiones requiere

Try, = 02" (24d)" (r + 1)) (13)

operaciones binarias.
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11.6 Algoritmo 5 (Curvas de conexi6n)

Input Las coordenadas de un punto p € R", polinomios fi, ..., f,, de grado
d en r variables, un mapeo lineal a y la silueta de S (incluyendo la grafica
de adyacencias).

Output La curva de conexién L(p, S) definida en la seccién 9 y una gréfica
modificada de adyacencias que incluya a esta curva.

Descripcion. Debemos determinar primero si p es un punto critico. Testeamos
los signos de los f; en p, y aquellos que sean 0 (digamos m de ellos), definen
la geometria local del estrato U que contiene a p. Si la proyeccién del espacio
tangente a este estrato no es sobreyectiva, entonces p es un punto critico.
A continuacién, si p es un punto critico, determinamos su indice. Para
hacer esto, basicamente calculamos la direccién del flujo inducido por un
campo vectorial en la direccién z. Formamos una matriz H' de tamano
(r —m) x (r —m) usando una base local para el espacio tangente de U en p.
Entonces el punto critico p serd de indice Osi y sélo si todos los eigenvalores
de H’ son positivos.

Podemos determinar qué tipo de curva de conexién se necesita. Analizamos
el caso mas complicado y el que requiere mas tiempo, cuando p es un punto
critico de indice 0, en este caso el mapa de caminos de U consiste en el punto
{p}, y debemos conectar p a la silueta de todos los estratos adherentes a U
de dimensién dim(U) + 1. Primeramente llamamos al algoritmo (11.5) en
todos los subconjuntos de tamano m — 1 de los m polinomios que definen U.
Para cada grafica de adyacencias que regresa cada una de estas llamadas,
debemos anadir las intersecciones con todas las hipersuperficies f; = 0. Nos
quedamos solamente con aquellos puntos que son los mas cercanos en una
curva a través de p. Si no hay puntos intermedios en la curva con algin
fr = 0, terminamos con la grafica, y la anadimos a la grafica principal.
De otro modo, calculamos el mapa de caminos de algin estrato de menor
dimension. Repetimos esto a lo méas r — m veces hasta que obtenemos un
punto en la silueta.

Por tanto hay m(r — m) llamadas al algoritmo del mapa bésico de caminos
en dimensién r — 1, cada uno de los cuales en a lo mas m polinomios. Del
algoritmo (11.5), estas llamadas tienen un costo de

O(T2T%(r—1)(r—2) (2d)r(rfl))

El otro paso es anadir una nueva interseccion mas cercana de alguna hiper-
superficie fr = 0. La descripcion del algoritmo (11.4) establece un tiempo
de O(r?(2d)* log? d) operaciones por punto. Considerando el ntimero de
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puntos de interseccién usando la relacién de recurrencia (12), encontramos
que hay a lo mas

O(n,r.Qr%(rfl)(rfm (2d)r(r—1))

puntos de interseccién. De esta forma el costo total de conectar puntos
criticos de orden 0 es

Ty, = O(nrrz" =1 (2d)7 3 10g? d)

operaciones binarias. Los otros tipos de curvas de conexién requieren menos
tiempo que esto.

11.7 Mapa de caminos completo

Input Una férmula que define un conjunto semi-algebraico S, cuyos poli-
nomios que lo definen estdn en posiciéon general.

Output El mapa completo de caminos R;(S) de la estratificacion S de S
en conjntos signo-invariantes.

Descripcion. El algoritmo consta de dos fases. Primero escogemos un
mapa lineal uno-genérico a y calculamos la silueta > de S. De la descripcion
del algoritmo (11.5), esto requiere de

O(n" log n% (2d)°" log® d)

operaciones binarias.
En la segunda fase, llamamos al algoritmo de conexién (11.6) en todos los
puntos criticos de a1|y. Existen (rfl) curvas silueta, y cada una delas cuales
tiene a lo més (2d)?" puntos criticos. Por tanto el tiempo total en la fase de
conexion es del orden

O(nrﬁr%r(rﬂ) log? d)

operaciones binarias. Por tanto el algoritmo del mapa completo de caminos
requiere
r 5 3 Lr(r=1)(2d)7("+3) log® d
Tr, = O[n"— logn(2d)” log? d + r27(r= AT logwd] (14)
7l

operaciones binarias.
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12 El algoritmo es exponencial en el niimero de
grados de libertad

Como vimos en la seccién anterior, el algoritmo completo del mapa de
caminos tiene un orden exponencial en el nimero de grados de libertad.
En esta seccién daremos un argumento sencillo para justificar que el orden
exponencial del algoritmo es irreducible e intrinseco del algoritmo.

12.1 Afirmacién

Sea m = dim(C). Supongamos que, para cada k = 2,...,m, existen por lo
menos dos puntos criticos en la hipersuperficie correspondiente en dimensién
k. Entonces el algoritmo es exponencial en m.
Demostraciéon

El algoritmo funciona recursivamente. Por lo menos hay dos llamadas
al algoritmo en dimensién m. Cada una de estas llamadas implica por lo
menos dos llamadas al algoritmo en dimensién m — 1. Por tanto, hasta di-
mensién m—1, hay 22 llamadas al algoritmo. Recursivamente, reduciendo en
uno la dimensionalidad en cada nivel, encontramos que hay por lo menos 2"
llamadas al algoritmo para la construccién del mapa completo de caminos.

Observaciones

o Esta suposicién es muy conservadora, ya que en general hay mas de dos
puntos criticos en cada dimension, y el algoritmo también involucra la
conexién de los puntos criticos con las curvas silueta, lo cual se resuelve
por el método de resultantes, como vimos en la seccién anterior.

e Esto involucra muchas mds operaciones binarias, de forma que 2" es
un orden muy conservador para el costo total del algoritmo.

e De esta forma, la exponencialidad del tiempo del algoritmo es irre-
ducible e intrinseca de la naturaleza del algoritmo.

13 Conclusiones

e Se ha descrito un algoritmo para planeacién de movimientos en espa-
cios de configuraciones en cualquier dimensién que es exponencial en
la dimensién de este espacio.
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El algoritmo supone que la cerradura del espacio libre es un conjunto
semi-algebraico definido por polinomios con coeficientes racionales en
m variables, donde m = dim(C).

Las estratificaciones parecen una natural abstraccion para representar
conjuntos algebraicos y semi-algebraicos geométricamente, mas que
por las ecuaciones que los definen.

Algunas de las ideas del algoritmo del mapa de caminos pueden apli-
carse a planeacién de movimientos de una mano robdtica.

Las manos roboéticas sofisticadas tienen un ntimero grande de grados de
libertad (> 12), lo cual parece fuera del alcance de la implementacién
del algoritmo del mapa de caminos. Sin embargo, el espacio de con-
figuraciones de una mano robdtica tiene una estructura muy especial.

Especificamente, si la mano tiene k dedos, el espacio de configuraciones
es un producto tensorial del espacio de un dedo. Si la complejidad
del espacio de configuraciones de un solo dedo es baja, el espacio de
configuraciones de la mano tiene una representacion eficiente sobre
éste.

Si el espacio de configuraciones tiene pocos grados de libertad, el al-
goritmo puede implementarse. Asi que una posible direccién de inves-
tigacién es encontrar modos eficientes de reducir el niimero de grados

de libertad.

En robots del tipo drones y naves en los que el nimero de grados de
libertad es alrededor de 24, y cada uno de estos grados tiene més o
menos el mismo peso o importancia, no hay mucho que pueda hacerse
para reducir el namero de grados de libertad.

Sin embargo, esto nos da una idea. Podemos asignar pesos proba-
bilisticamente a los grados de libertad p,, y seleccionar con esta dis-
tribucién de probabilidad un ntmero fijo de grados de libertad, dig-
amos b.

Construimos el mapa de caminos para los grados de libertad elegi-
dos. Repitiendo este proceso un niimero razonable de veces, podemos
escoger el "mejor camino” y planear movimientos en espacios de con-
figuraciones de dimensién alta.
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o Esta idea puede aplicarse a robots en los que hay pocos grados de liber-
tad que tienen mucho peso y, esencialmente determinan el movimiento
del robot, por ejemplo un robot del tipo humanoide, donde existe un
cerebro central que determina el movimiento del robot, o en robots
en los que el espacio de configuraciones pueda representarse equiva-
lentemente a un espacio de dimensién mucho mas baja, como la mano
robética.

e Esto es sélo es una idea y una conjetura de como podria utilizarse el
algoritmo. La filosofia es no decepcionarse por el resultado negativo
de la exponencialidad en el tiempo de cémputo, sino tomar ventaja de
la completez del algoritmo para encontrar representaciones de espacios
de configuraciones de alta dimensién en espacios de dimension mucho
menor.
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