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Introduccion

La Teoria de Probabilidad Libre (Free Probability Theory) es una teoria relativamente
reciente, la cual considera aspectos andlogos a teoria de probabilidad clasica pero en un
contexto no conmutativo (teoria de operadores). En esta teoria, se toman en cuenta variables
aleatorias no conmutativas, una nocién no conmutativa de independencia conocida como
“libertad”, y los productos tensoriales se reemplazan por productos libres. La probabilidad
libre fue introducida por Dan Voiculescu en la década de los ochentas en una serie de
articulos [40], [41], [45] con el objetivo de atacar el problema de isomorfismo entre algebras
de von Neumann generadas por grupos libres, un problema importante atin abierto en teoria

de algebras de operadores.

Después en la década de los 90, Roland Speicher en [36] mostré que desde un punto de
vista combinatorio, la transicién entre probabilidad clasica y probabilidad libre consiste en
reemplazar el conjunto de todas las particiones por particiones que no se cruzan. Para esto,
Speicher introdujo los funcionales cumulantes libres y encontré relaciones fundamentales

entre probabilidad libre y la combinatoria de las particiones que no se cruzan.

Desde entonces, la teoria de probabilidad libre se ha convertido en un area de investiga-
cién creciente y relevante, siendo actualmente un campo de investigacién bastante activo.
Ademsds, es un campo muy atractivo pues cuenta con relaciones, algunas de ellas inesperadas,
con distintas areas de las matematicas como combinatoria, algebras de operadores, probabi-
lidad clésica, matrices aleatorias, representaciones de grupos simétricos, fisica matematica,
e incluso aplicaciones a sistemas de comunicacién inalambrica, inferencia estadistica de altas

dimensiones y teoria de informaciéon cuantica.

IIT



v Introduccion

Una de las aplicaciones més relevantes de la probabilidad libre es en la teoria de ma-
trices aleatorias. Dan Voiculescu en [42], usé teoria de probabilidad libre para encontrar la
distribucién espectral del limite de ciertos ensambles de matrices aleatorias, donde la idea
principal fue darse cuenta que matrices aleatorias independientes de dimension suficiente-
mente grande se comportan como variables aleatorias libres en un espacio de probabilidad
no conmutativo. Con esta conexién, la probabilidad libre se convirtié en una herramienta
poderosa para atacar problemas de matrices aleatorias. Sin embargo, el alcance de la proba-
bilidad libre es limitado y no encaja correcta y completamente en ciertos tipos de matrices
aleatorias.

Extensiones de la probabilidad libre han surgido a raiz del problema anterior y de varias
otras motivaciones, tanto tedricas como aplicadas. Entre ellas destaca la probabilidad libre
valuada en operadores, cuya idea es reemplazar los escalares por dlgebras mas generales y
considerar esperanzas condicionales. El rango de aplicacion de esta teoria es méas grande,
en particular con aplicacién a sistemas de comunicacion inaldmbrica ([30]), y con la ventaja
de que comparte muchos resultados de probabilidad libre, en particular los asociados a la
combinatoria ([44], [37]). Otra extensién de la probabilidad libre es el concepto de libertad
de sequndo orden (second order freness), con el cual se pueden estudiar las fluctuaciones
de eigenvalores de ensambles de matrices aleatorias ([21], [20]). De las extensiones més
recientes, podemos mencionar Traffic freeness ([18]) y Polynomial convolution and finite
free probability ([19]).

Por otra parte, motivados puramente por los aspectos combinatorios de la probabilidad
libre, Biane, Goodman y Nica en [11] introdujeron la probabilidad libre de tipo B, cuya
motivacion es la de crear una teoria de probabilidad libre basada en las particiones que
no se cruzan asociadas a grupos de Coxeter de tipo B, siguiendo el planteamiento de que
la combinatoria de la probabilidad libre estd basada en las particiones que no se cruzan,
objetos que estdn asociados naturalmente a grupos simétricos, los cuales son grupos de
Coxeter de tipo A.

En este trabajo de tesis de licenciatura se estudia una de las extensiones anteriores: la



probabilidad libre de tipo B y probabilidad libre infinitesimal. El objetivo de este trabajo es
exponer los fundamentos e ideas de esta teoria, haciendo énfasis tanto como en los aspectos
combinatorios como en los analiticos, siendo los articulos de Biane, Goodman, Nica [11], y
Février, Nica [15] base de los aspectos combinatorios, y Belinschi, Shlyakhtenko [6] base de
los aspectos analiticos de esta tesis.

Como ya mencionamos anteriormente, la motivacién de Biane, Goodman y Nica para
introducir la teoria de probabilidad libre de tipo B en su articulo de 2002 fue meramen-
te combinatoria. Victor Reiner en su articulo [31] definié las particiones que no se cruzan
asociadas a los grupos de Coxeter de tipo B y D siguiendo la idea de que las particiones
que no se cruzan estan asociadas a grupos de Coxeter de tipo A. Asi pues, teniendo como
principio fundamental el que la combinatoria de las particiones que no se cruzan juega un
papel primordial en la probabilidad libre, el trio de autores de [11] buscaron inventar una
teoria analoga donde las particiones que no se cruzan de tipo B tuvieran el mismo rol que
su contraparte de tipo A. Mas especificamente, buscaron idear la nocién cumulantes libres
de tipo B de tal manera que la nocién de independencia de tipo B quedara caracterizada
de igual manera por la condicién de cumulantes de tipo B mixtos que se anulan. El ali-
ciente para tales nociones resulta ser cierta operacién que relaciona gréficas de Cayley con
probabilidad libre y cierta dlgebra de matrices 2 x 2.

Con esta extensién de la probabilidad, surgieron varias preguntas y posibles direcciones
de investigacién, principalmente buscando analogos con el tipo A. Uno de esos andlogos fue
abordar el aspecto analitico de la probabilidad libre de tipo B. Belinschi y Shlyakhtenko
en [6] trataron el caso de la convolucién libre aditiva de tipo B, especificamente, buscando
qué objeto analitico resulta estable bajo esta convolucion. La idea del par de autores fue
considerar a las variables aleatorias de tipo B como ciertas deformaciones de variables
aleatorias de tipo A, introduciendo la nocién de ley infinitesimal. Después, Février y Nica
en [15] desarrollaron ain maés la idea de ley infinitesimal, impulsando asi la probabilidad
libre infinitesimal, la cual resulta extender a la probabilidad libre de tipo B, y donde las

particiones que no se cruzan de tipo B subyacen en la combinatoria de tal teoria.
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En este trabajo exponemos las ideas principales de los tres articulos anteriores, con el fin
de entender de manera estructurada el desarrollo de la teoria de probabilidad libre de tipo
B. Mas especificamente, la tesis estda organizada de la siguiente manera. En el Capitulo 1
damos a conocer los preliminares tanto combinatorios y analiticos de la teoria de probabili-
dad libre. Definimos los espacios de probabilidad no conmutativos y presentamos la nocién
de independencia libre. Por el lado de los preliminares analiticos, presentamos varias trans-
formadas de medidas ttiles, siendo la transformada de Cauchy la mas importante. Mientras
que por el lado de los preliminares combinatorios, presentamos teoria de particiones que
no se cruzan e inversion de Mobius, para después poder definir los funcionales cumulantes
libres y sus respectivas propiedades, siendo la més importante de ellas que la independencia
libre es equivalente a la condicién de cumulantes mixtos que se anulan.

Hay dos razones por las cuales el Capitulo 1 se presenta tal cual aparece. La primera de
ellas es para tratar de hacer méas independiente la lectura de esta tesis. Aunque para hacer
la lectura més clara, sacrificamos el exponer las pruebas de los teoremas que se enuncian
en tal capitulo. Sin embargo, el lector interesado puede consultar tales demostraciones en
el texto de Nica y Speicher [26], referencia en la cual se basa la mayoria del material del
Capitulo 1, salvo la Seccion 1.3, la cual fue basada en el Capitulo 2 de la tesis de licenciatura
de Octavio Arizmendi [3] y donde aparecen las demostraciones de tal seccién. La segunda
razén es que buscamos que el Capitulo 1 sirva como referencia y resumen de las herramientas
y resultados mas importantes en teoria de probabilidad libre, tanto en aspectos analiticos
como combinatorios, usados més adelante en esta tesis.

El Capitulo 2 estudiamos las ideas de Biane, Goodman y Nica para plantear la teoria
de probabilidad libre de tipo B. Damos la definicién de particiones que no se cruzan de tipo
B y presentamos las nociones de graficas de Cayley para después introducir la convolucion
caja de tipo B. Con esta operacién en mente y su relacion con la convolucion caja de tipo A,
motivamos entonces las definiciones de espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B y
cumulantes libres de tipo B. Finalmente, exhibimos el concepto de independencia libre de

tipo B para después dar una prueba de que esta independencia es equivalente a la condicién
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de cumulantes libres de tipo B que se anulan. Terminamos el capitulo con dos ejemplos de
variables aleatorias de tipo B los cuales generalizan a variables aleatorias semicirculares y
Poisson libre en espacios de tipo A. Este capitulo estd basado en [11].

En el Capitulo 3, basado en [6], abordamos la convolucién libre aditiva de tipo B des-
de un punto de vista analitico. Es aqui donde la maquinaria analitica introducida en el
Capitulo 1 entra con toda su fuerza. Primero exponemos los preliminares necesarios, en
particular el concepto de distribucién infinitesimal y su relacién con la distribucién de tipo
B de una variable aleatorias. Después daremos tres conjuntos para los cuales la convolucion
libre aditiva de tipo B es estable y veremos cémo la nocién de ley infinitesimal encaja en
uno de estos conjuntos. Finalmente, veremos una aplicacién de los resultados obtenidos a
distribuciones estables en el contexto de probabilidad libre de tipo B.

En el Capitulo 4 estudiamos a fondo la nocién de espacio de probabilidad no conmutativo
infinitesimal introducida en el Capitulo 3, pero ahora de manera abstracta y en paralelismo
con probabilidad libre. Presentamos el concepto de libertad infinitesimal y cumulantes libres
infinitesimales. De la. misma manera, demostramos que la libertad infinitesimal es equiva-
lente a la condicién de cumulantes infinitesimales mixtos que se anulan. A partir de tal
teorema, veremos una aplicacién para construir familias de elementos Poisson libre infinite-
simales, ilustrando un método para probar cierta clase de resultados andlogos a probabilidad
libre. Después, observamos cémo es que la combinatoria de particiones de tipo B persiste
aun en este marco de trabajo, y finalmente, veremos cémo construir ejemplos interesantes
de espacios de probabilidad no conmutativos infinitesimales a partir de espacios de tipo A,
conduciéndonos a la construccién de elementos semicirculares y Poisson libre infinitesimales
a partir de sus contrapartes de tipo A.

Para finalizar, queremos mencionar que aunque existen aspectos interesantes de com-
binatoria y andlisis en esta teoria, hay una falta de ejemplos interesantes en modelos de
matrices aleatorias para esta extension de la probabilidad libre, en contraste de la probabi-
lidad libre valuada en operadores y libertad de segundo orden. Pero es importante mencionar

que recientemente han habido avances en este sentido, siendo uno de ellos el articulo de Shl-
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yakhtenko [35] de 2015 en el cual aplica probabilidad libre infinitesimal para el andalisis de
perturbaciones de rango finito a matrices aleatorias y el cédlculo eigenvalores aislados en el
espectro de tales matrices; asi como también el articulo de Collins, Hasebe, Sakuma [14] de
2016 el cual generaliza el resultado de Shlyakhtenko. Los resultados de tales investigaciones

no son abordados en este trabajo de tesis. Remitimos al lector interesado a tales articulos.



Capitulo 1

Teoria de probabilidad libre

En este capitulo presentaremos las definiciones bésicas y algunos de los resultados més
importantes en teoria de probabilidad libre que usaremos a lo largo de este trabajo de tesis.
Primero daremos la definicién de espacio de probabilidad no conmutativo, e introduciremos
los conceptos de variables aleatorias y distribuciones. En la segunda seccién hablaremos
de independencia libre de variables aleatorias no conmutativas, el cudl es un analogo de
independencia de variables aleatorias clasicas. En la Secciéon 3 expondremos la maquinaria
analitica de la teoria de probabilidad libre utilizada en esta tesis, como las transformadas de
Cauchy y funciones de subordinacién, las cuales retomaran gran importancia en el Capitulo
3 de este trabajo. En la Seccién 4 presentaremos la maquinaria combinatoria sobre la cual
esta basada la probabilidad libre: las reticulas de particiones que no se cruzan. Finalmente,
en la Seccién 5 definiremos la principal herramienta combinatoria en probabilidad libre,
los llamados cumulantes libres; enunciaremos varios resultados al respecto, donde el mas
importante de todos es que la independencia libre es equivalente a que los cumulantes mixtos
se anulen.

Para una lectura mas clara de este capitulo de preliminares, omitimos la mayoria de las
pruebas de los resultados que se anuncian en él. La mayoria del material de este capitulo esta
basado en el libro de Nica Speicher [26], a excepcién de la Seccién 3 que estd basada en [7]
y [3]. El lector interesado puede consultar las demostraciones faltantes en tales referencias.

1.1. Espacios de probabilidad no conmutativos

En esta seccién introduciremos el concepto de espacio de probabilidad no conmutativo.
Primero recordaremos lo que es un espacio de probabilidad clasico, y a partir de conceptos
como el de variable aleatoria, momentos y distribuciones, encontrar la motivaciéon para
definir sus andlogos no conmutativos.

Revisemos primero algunos elementos béasicos de teoria de probabilidad.

Definicién 1.1.1. Una terna (2, F,P) es un espacio de probabilidad cldsico si £ es un



2 Capitulo 1. Teoria de probabilidad libre

conjunto, F es una o-algebra de subconjuntos de €2 y P es una medida de probabilidad, es
decir, es una medida P : 7 — [0, 1] tal que P(2) = 1.

Podemos pensar que €2 es el conjunto de resultados posibles de un experimento aleatorio,
F es una coleccién de eventos y para A € F, P(A) es la probabilidad de que el evento A
suceda.

Definicién 1.1.2. 1. Dado un espacio de probabilidad (€2, F,P), diremos que una funcién
X : Q — C es una variable aleatoria clisica si X 1(B) = {w € Q| X(w) € B} € F, para
todo B € B(C), donde B(C) denota a la o-algebra de Borel de C.

2. Dado un espacio de probabilidad (2, F,P) y una variable aleatoria X : Q — C, a la
medida p en (C, B(C)) definida como

u(A) = P(X}(4)), AeB(C)
la llamaremos la distribucion de la variable aleatoria X .

Podemos pensar a una variable aleatoria X como una “medicién” de un resultado de
un experimento, es decir, al evento w € € le asigna el valor f(w) € Q.

Definicién 1.1.3. Dada una variable aleatoria X en un espacio de probabilidad (92, F,P),
para cualquier funcién medible f : R — R, si la integral

BU0) = [ F(X(w) dPle)
existe, definimos la esperanza de f(X) como E(f(X)).
En particular, si p es la distribucién de X, al valor
mn(p) = E(X™)

lo llamaremos momento n-ésimo de X. La definicién anterior se extiende para el caso en
que p es cualquier medida, simplemente escribiendo

ma) = [ ¢ dte).

La sucesién de momentos de una medida es de gran utilidad, pues posee mucha informacién
sobre p. Ademds, en varios casos la sucesién de momentos caracteriza a la medida, siendo
posible el reconocimiento de tal simplemente observando los momentos.

Sabemos que la suma y producto de variables aleatorias son de nuevo variables aleatorias,
por lo que forman un algebra de funciones que es conmutativa. Ademés, podemos pensar
a la esperanza E como un funcional lineal sobre cierto subconjunto de variables aleatorias,
el cual satisface que E(1) = 1y E(X) > 0 si X > 0. La idea del concepto de espacio de
probabilidad no conmutativo es la de generalizar el concepto de variable aleatoria desde
un punto de vista meramente algebraico/combinatorio, donde estas nuevas “variables” no
tienen por que ser conmutativas.
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Definicién 1.1.4. Diremos que una pareja (A, ¢) es un espacio de probabilidad no conmu-
tativo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. A es un &lgebra sobre C tal que A tiene unidad 14.
2. ¢ es un funcional lineal ¢ : A — C tal que p(14) = 1.

A un elemento a € A le llamaremos variable aleatoria no conmutativa. Al funcional ¢ se le
conoce en ocasiones como esperanza no conmutativa.

Una propiedad adicional que se puede imponer sobre el funcional ¢ es que
p(ab) = p(ba), VYa,be A.

Cuando esta condicion se cumple, diremos que ¢ es una traza.
La definicion anterior se puede extender para el caso en que una algebra compleja con
unidad A sea un *-dlgebra, es decir, un dlgebra A con una operacién antilineal

acEA—=a e A

tal que (a*)* = a y (ab)* = b*a*, para todo a,b € A. Si también consideramos el caso en
que el funcional ¢ es positivo, es decir

p(a*a) >0, VYacA,

diremos que la pareja (A, ¢) es un, x-espacio de probabilidad no conmutativo.

Cuando se estudian x-espacios de probabilidad no conmutativos, se pueden distinguir
ciertas variables aleatorias a € A, por ejemplo:

= variables aleatorias autoadjuntas, si a = a*;
= variables aleatorias normales, si a*a = a*a;
2

= variables aleatorias proyecciones, si a = a* = a”.

En el mismo contexto, dada una familia de variables aleatorias {a;};cr, al conjunto de
expresiones de la forma

© (ajz(ll))az(;)) .. a;E;Ln;) , n > 1, i(l), .o ,z(n) S I, ei(l), e 76i(n) & {1, *}

les llamaremos momentos de {a;}icr.
Cuando el funcional ¢ satisface que si p(a*a) = 0 entonces a = 0, decimos que ¢ es fiel.

Observaciéon 1.1.5. Una propiedad interesante es que si a es una variable aleatoria auto-
adjunta en un *-espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢), entonces

p(a”) = ¢(a).
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La anterior afirmacion se sigue de que ¢(x) € R para cualquier variable aleatoria autoad-
junta, y de la positividad de ¢. Otra propiedad importante es un andlogo a la desigualdad
de Cauchy-Schwarz en probabilidad:

lp(b*a)|> < p(a*a)p(b*h), Va,be A

La demostracién del resultado anterior es analoga a la prueba de la desigualdad en el caso
usual.

Ejemplo 1.1.6. A continuacién veamos ejemplos de espacios de probabilidad no conmu-
tativos.

1. Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad y consideremos el espacio LP(€2,P) de to-
das las variables aleatorias complejas que poseen p-ésimo momento finito. Definimos
entonces

L™Q,P)= () L(Q,P)

1<p<oo

el espacio de variables aleatorias complejas que tienen momentos finitos de todos los
ordenes. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el producto de dos elementos
en A es de nuevo un elemento en A y, en consecuencia, A es un *-dlgebra, donde
la operacién-* es simplemente la conjugaciéon compleja de funciones complejas. Por
otro lado E(a) es un funcional lineal tal que E(14) = 1 debido a que P es una me-
dida de probabilidad. Entonces (L~°°(£2,P),[E) es un x-espacio de probabilidad no
conmutativo.

2. Para d € N, consideremos My(C) el dlgebra de matrices complejas d x d con la mul-
tiplicacién usual de matrices. Si consideramos como operacién-* a la transposicion
conjugada, entonces M;(C) es un *-dlgebra. Si definimos tr : M, (C) — C como

d
tr(a) = = > au, Va=(ay)ij_; € My(C),
=1

ISHR

entonces (My(C),tr) es un *-espacio de probabilidad no conmutativo.

3. Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert y B(H) el dlgebra de todos los operadores lineales
acotados en H. En este caso B(H) es un *-algebra, donde el adjunto a* de un operador
a € B(H) esta inicamente determinado por el hecho de que

(a&,m) = (&, a*n), VE&neH.

Ahora, consideremos un vector &, € H tal que (&, &r) = 1. De esta manera, si defini-
mos 7 : B(H) — C como

7(a) := (a&o, o), Va € B(H),

entonces (B(H),T) es un *-espacio de probabilidad no conmutativo.
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Para el caso de espacios de probabilidad en el sentido clasico, el concepto de distribucién
es un concepto fundamental en el estudio estadistico de variables aleatorias. Un andlogo til
de este concepto para el caso de espacios de probabilidad no conmutativos, debe contener
la informacion de los momentos de una variable aleatoria. Para ello, primero denotemos por
C(X, X*) el algebra con unidad libremente generada por dos indeterminadas no conmuta-
tivas X y X*. Podemos dotar a C(X, X*) de una estructura de x-algebra definiendo que la
operacién- aplicada a X sea igual a X™*.

Definicién 1.1.7. Sea (A, ¢) un *-espacio de probabilidad no conmutativo, y a € A una
variable aleatoria. La x-distribucion algebraica de a es el funcional lineal

p:C(X,X*) - C

definido como
(XD xRy = (gD geR))
para cada k> 0y €(1),...,e(k) € {1,x}.

La definiciéon anterior se extiende para el caso de una familia de variables aleatorias

{a1,...,a,}, simplemente considerando el funcional en el dlgebra de polinomios no conmu-
tativos de 2n indeterminadas, determinado por los momentos mixtos de ay, ..., a,; es decir,
podemos definir la x-distribucion conjunta de ai,...,ay,.

Para el caso en que a es una variable aleatoria normal, podemos dar la siguiente definicién
alternativa:

Definicién 1.1.8. Sea (A, ¢) un *-espacio de probabilidad no conmutativo, y a € A una
variable aleatoria normal. Si existe una medida de probabilidad con soporte compacto p
sobre C tal que

/Czkzl du(z) = p(ak(@)), Vk,IeNU {0},

diremos que p es la x-distribucion analitica de a.

Observaciéon 1.1.9. Para el caso en particular en que a es un elemento autoadjunto en
(A, ), tenemos que la distribucién de p (en caso de existir) tiene soporte contenido en R.
En este caso la ecuaciéon de la Definicién 1.1.8 se convierte en

/Rtp dut) = p(a?), VpeNU{O}.

Si a es una variable aleatoria normal en un *-espacio de probabilidad no conmutativo, no
necesariamente existe su *-distribucion en el sentido analitico. Sin embargo, si existe para
un buen ntmero de ejemplos importantes. Mas atn, si anadimos estructura extra al algebra
A, resulta que siempre existe la distribucién analitica. El marco de trabajo apropiado es
el de algebras C*, cuya teoria garantiza la existencia de las *-distribuciones en el sentido
analitico.

Recordemos que (A, | -||) es una dlgebra C* si A es un x-dlgebra, || - || es una norma en
A tal que A es completo con dicha norma, y ademads

lza*|| = [|z]?, Ve A
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De esta manera podemos dar la siguiente definicion.

Definicién 1.1.10. Diremos que un x-espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢) es
un C*-espacio de probabilidad no conmutativo si A es una dlgebra C*.

En el contexto de C*-espacios tenemos el siguiente teorema, el cual aparece probado en
la Lectura 3 de [26].

Teorema 1.1.11. Sea (A, ¢) un C*-espacio de probabilidad no conmutativo, y a € A una
variable aleatoria normal. Entonces a tiene una *-distribucion p en el sentido analitico.

Observacién 1.1.12. Sea (A, ¢) un C*-espacio de probabilidad no conmutativo y supon-
gamos que a € A es una variable aleatoria autoadjunta. Por el teorema anterior, existe la
distribucién en el sentido analitico u, que resulta ser una medida en R con soporte compacto.
Un resultado conocido es que las medidas con soporte compacto en R estdn determinadas
por sus momentos m,,. Por lo tanto, en el contexto de C*-espacios y elementos autoadjun-
tos, las distribuciones en el sentido algebraico y analitico poseen la misma informacion y se
determinan la una a la otra.

1.2. Independencia libre

El concepto de independencia libre fue introducido Dan Voiculescu en [41] con el objetivo
de atacar problemas de teoria de algebras de operadores. Es un concepto analogo a la
nocién clasica de independencia de variables aleatorias, y estd estrechamente relacionado
con productos libres de grupos.

En el contexto de espacios de probabilidad y variables aleatorias clasicas, tenemos la
nocion de independencia de variables aleatorias. Mas precisamente, dadas dos variables alea-
torias X, Y en un espacio de probabilidad (€2, F,P), decimos que X y Y son independientes
si

P(X € AY € B)=P(X € A)P(Y € B), VA,B € B(R).

De manera andloga, una familia de variables aleatorias {X;};cr se dice independientes si

P ({Xic A} | =]]P(X; €4;), VJCI finito, Aj € B(R), Vj € J.
JjeJ Jj€j
Como consecuencia de la definiciéon de independencia, si X,Y son variables aleatorias inde-
pendientes en un espacio de probabilidad (92, F,P), entonces

E(X"Y™) =E(X™E(Y™), Vm,n>0.

Viéndolo desde una perspectiva meramente algebraica, la independencia de dos variables
aleatorias no es mdas que una “receta” para calcular momentos del producto de variables
aleatorias XY™ a partir de los momentos de X" y Y™. De esta manera, trasladar este
concepto a espacios de probabilidad no conmutativos se hace como sigue:

Definicién 1.2.1. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo e I un conjunto
de indices fijo.
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1. Una familia de subélgebras de A con unidad {A;};c; son llamadas independientes
tensorialmente si las las subdlgebras A; conmutan y ademés:

o | [Tai | =11 ¥,

jeJ jeJ
para todo subconjunto finito J C I y a; € A;, para j € J.

2. Consideremos una familia de subconjuntos de A, {X; };cs, y para cada ¢ € I, definamos
A; como la subélgebra de A con unidad generada por X;. Decimos que los subconjuntos
{&X;}ier son independientes tensorialmente si las subélgebras {A;};cr lo son.

De acuerdo a la definicién, decir que dos variables aleatorias a, b € A son independientes
tensorialmente es equivalente a decir que a y b conmutan y ademas

e(a"b™) = p(a")p(b™), para todo n,m > 0.

Desde un punto de vista combinatorio, podemos considerar a la independencia tensorial
como una regla para calcular momentos mixtos de variables aleatorias independientes a
partir de los momentos de las variables por si solas, pero ahora en el contexto general
de espacios de probabilidad no conmutativos. La independencia libre, que es el objeto de
estudio de esta seccién, serd solamente otra regla especifica.

Definicién 1.2.2. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo e I un conjunto
de indices fijo. Una familia de subédlgebras de A con unidad {A;};c; son llamadas indepen-
dientes libremente si

plar - ag) =0

siempre que k sea un entero positivo, a; € Aj(;), donde i(j) € I para todo j = 1,...,k;
¢(a;) =0 para todo j =1,...,k; y ademds i(1) # i(2), i(2) # i(3),...,i(k — 1) # i(k).

De manera andloga a la independencia tensorial, decimos que una familia de subconjun-
tos de A {X;};cs son independientes libremente si las subalgebras con unidad A; = Alg(X;)
lo son. En particular, si las subédlgebras con unidad A; = Alg(a;) son generadas por los
elementos a; € A para i € I, diremos que las variables aleatorias {a;};c; son indepen-
dientes libremente. Mas adn, en el ambito de x-espacios, si las x-dlgebras definidas como
A; = Alg(ai, a}) son libremente independientes, decimos que las variables aleatorias {a; }icr
son x-independientes libremente.

A lo largo de este trabajo de tesis, en vez de decir que algebras o variables aleatorias son
“independientes libremente”, diremos simplemente que son [ibres. También, utilizaremos
generalmente libertad para referirnos al concepto de “independencia libre”.

Como habiamos mencionado anteriormente, podemos pensar la independencia libre co-
mo una férmula para calcular momentos conjuntos de variables aleatorias libres a partir
de los momentos de las variables aleatorias individuales. Esto nos permite, en particular,
calcular los momentos de a + b y ab para a y b variables aleatorias libres; dicho de otra
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manera, las x-distribuciones de a + b y ab solamente dependen de las *-distribuciones de a
y b.

Definiciéon 1.2.3. Supongamos que a,b son variables aleatorias autoadjuntas libres en
un *-espacio de probabilidad no conmutativo (A, ), con distribuciones analiticas p, y 46
respectivamente. Definimos la convolucion libre aditiva de pg y pp como la distribucién

Ha Bty = platp,
donde pig4p es la distribucién de a + b.

Como a y b son variables autoadjuntas, el Teorema 1.1.11 nos garantiza que existen me-
didas con soporte compacto en R, u, y s, que son distribuciones de a y b, respectivamente.
Como a + b también es una variable aleatoria autoadjunta, su distribucién analitica pq4p
también existe como medida con soporte compacto en R. Por otra parte, un hecho demos-
trado en la Lectura 6 del libro de Nica y Speicher [26], asegura que si tenemos dos medidas
1y v con soporte compacto en R, entonces existen variables aleatorias no conmutativas,
autoadjuntas y libres a y b en un C*-espacio de probabilidad tales que a tiene distribucion
1y b tiene distribucion v. De esta manera, se define la convolucién libre aditiva uH vy como
la distribucién analitica de a + b. Por lo tanto, podemos pensar a HH como una operacién en
el conjunto de medidas de probabilidad en R con soporte compacto.

El hecho de que los momentos mixtos de variables aleatorias libres se pueden calcular a
partir de los momentos de las variables individuales no se aprecia tan claramente como en
el caso de independencia tensorial. Veamos a continuacién algunos ejemplos concretos del
calculo de momentos mixtos.

Ejemplo 1.2.4. Consideremos un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢), junto
con A’, B subélgebras con unidad de A y a,ai,as € A’, b,by,by € B. Recordemos que la
regla de cdlculo de momentos mixtos de la definicion de libertad requiere que cada una de
las variables aleatorias satisfaga que ¢(a) = 0. Sin embargo, para el caso general, podemos
explotar el hecho de que ¢ es lineal y ¢(14) = 1 para calcular momentos de productos
variables aleatorias del tipo a — ¢(a)l 4, cuyo momento es igual a 0.

» Veamos que p(ab) = ¢(a)p(b). En efecto, de la definicién de libertad, tenemos que
w(ab) =0 si p(a) = ¢(b) = 0. Como p(a — p(a)la) = p(b— ¢(b)14) = 0 entonces

= ¢((a—¢(a)la)(b—¢(b)1a))

= ¢ ((ab) — (a)b — p(b)a + ¢(a)p(b)14)

= p(ab) — p(a)p(b).

En consecuencia ¢(ab) = p(a)p(b) si a y b son libres.

o
S

» Calculemos ahora p(a1biagbs) con el mismo método, es decir, desarrollamos la expre-
sion
¢((a1 — p(a1)1a)(br — @(b1)1a)(az — ¢(az)1a) (b2 — p(b2)14)) =0
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para obtener
plarbrazbe) = p(araz2)p(b1)p(b2) + v(a1)p(az)(bibz) — (a1)p(az)e(b1)p(b2).

En este caso, la expresién del momento ¢(a1biazbe) difiere del caso tensorial, pues en tal
tipo de independencia obtendriamos y(ai1biasbs) = ¢(ajas)e(biby), siempre que A" y B
conmuten.

Con la idea del ejemplo anterior, se puede dar una demostracién por induccién de la
siguiente proposicién, la cual nos indica que efectivamente podemos calcular la distribucién
conjunta de una familia de variables aleatorias libres, es decir, todos los momentos mixtos
a partir de los momentos de cada variable aleatoria.

Proposicién 1.2.5. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo y considere-
mos una familia de subdlgebras de A con unidad {A;}icy libres. Si B = Alg({A;|i € 1}),
entonces ¢|p estd inicamente determinada por las restricciones ¢|a,, para todo i € I.

A continuacién probaremos un lema que serd de utilidad en capitulos posteriores, y del
cudl ademas se sigue la Proposicién 1.2.7.

Lema 1.2.6. Sea (A, @) un espacio de probabilidad no conmutativo y { A;}icr una familia de

subdlgebras con unidad de A libres. Sean ay, . .., ay elementos de las dlgebras Ay, ..., Ay
respectivamente, donde los indices i(1),...,i(k) € I son tales que

(1) #0(2),i(2) £ 8(3), .. ik — 1) # i(k),
y ademds p(a1) = - - - p(ay) = 0. De la misma manera, sean by, ..., by elementos de A;(y, ..., Ajq)
respectivamente, donde los indices j(1),...,j(l) € I son tales que

J(1) #3(2),5(2) #33),....0( =1) # j(0),
y ademds p(b1) = --- (b)) = 0. Entonces

So(al apby - bl) _ {@(albﬁ e (P(akbk) sik =1, Z(l) = .7(1)7 s ?Z<k) = J(k)? (121)

0 en otro caso.

Demostracion. Notemos que en el caso en que i(k) # j(I), entonces ¢(ay ---agb;---b1) =0
debido a la hipdtesis de libertad. En caso contrario, tenemos que

plar-axby---br) = plar--ap (axb = plaghi)1a) +(arb)1a) b -+ br)

Usando la observacién anterior reiteradamente junto con la hipétesis de independencia libre,
se sigue el resultado. |

Proposicién 1.2.7. Sea (A, @) un espacio de probabilidad no conmutativo, {A;}icr una
familia de subdlgebras con unidad de A libres, y B = Alg (Uiel Ai) . 81 |4, es traza para
todo i € I, entonces la restriccion p|p también es traza.
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Observacion 1.2.8. La independencia libre, al igual que la independencia tensorial de
variables aleatorias clasicas, satisface conmutatividad y asociatividad, en el sentido de que
si Ap, Ag, A3 C A son subdlgebras con unidad libres en (A, ¢), entonces A;, Az son libres
si, y sélo si, As, Ay son libres, y ademés:

A1, As U Az libres, A U Ay, Az libres,

Ao, Az libres = Ay, As libres < Ay, Ay, As libres.

Para finalizar esta seccién, podemos preguntarnos acerca del andlogo no conmutativo del
Teorema de consistencia de Kolmogorov. Mds precisamente, en el caso de espacios de pro-
babilidad y variables aleatorias clasicas, siempre podemos suponer la existencia de variables
aleatorias independientes con distribucién dada; en el caso de espacios de probabilidad no
conmutativos, jpodemos suponer la existencia de una familia arbitraria de variables alea-
torias libres con distribuciéon dada? Dicho de otra manera, dada una coleccion de espacios
de probabilidad no conmutativos {(4;, ¢;)}ier, iexiste un espacio de probabilidad (A, ¢)
tal que podemos ver a las dlgebras A; como subélgebras libres de A7 La respuesta a esta
pregunta es afirmativa, incluso en el caso de C*-espacios. Para una demostracién del hecho
anterior, sugerimos las Lecturas 6 y 7 del libro de Nica y Speicher [26].

1.3. Transformadas de medidas

En esta seccién introduciremos de manera breve ciertas herramientas analiticas muy
lutiles para atacar problemas relacionados a distribuciones analiticas de sumas variables
aleatorias no conmutativas, o mas generalmente, convoluciones de medidas de probabilidad
en R. La exposicion de este capitulo estd basada en el Capitulo 2 de la tesis de licenciatura
de Arizmendi [3].

La primera de las transformadas y la méas importante, es la transformada de Cauchy.
Para definirla, conviene primero denotar como C* al conjunto de ntimeros complejos en el
semiplano superior, es decir

Ct:={s+it|s tecR,t>0}
De manera anéloga, denotamos
C™:={s+it]s,t € Rt <O0}.
Definicién 1.3.1. Una funcién de Pick es una funcién analitica ¥ : Ct — CT UR.

Un estudio sobre estas funciones y su aplicacién al problema de momentos puede encon-
trarse en el texto de Akhiezer [2]. La herramienta principal sobre las funciones de Pick que
utilizaremos estd dada por el siguiente teorema:

Teorema 1.3.2. ¥ es una funcion de Pick si, y solo si, tiene la siguiente representacion:

w(2) :b0+blz+/R<t_12 - tQL) dp(t), (1.3.1)
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1
donde by € R, by > 0 y p es una medida en R tal que / mdp(t) < 0. A la repre-
R

sentacion anterior se le llama Representacion de Nevanlinna. Ademds, la terna (by, b1, p)
determina de manera unica a la funcion ¥, donde

by = Re(¥()),
by = lim wliy)
y—oo 1Y

Dada una funcién de Pick ¥ con representacion de Nevanlinna asociada (bo, b1, p), defi-

nimos a o como una medida en R tal que o((—o0,u]) = f(ioo’u} ﬁ dp(t). De esta manera

tenemos una representacién alternativa para ¥ como sigue:

1 t 1+1t2
U(z)=0bo+b — —=—— | dp(t) =byp+b do(t).
(2) o + 1Z+/R<t_z t2+1) p(t) 0 + 1Z+/R<t_z) o(t)

Ahora podemos introducir la ya mencionada transformada de Cauchy.

Definicion 1.3.3. Sea p una medida finita en R. La transformada de Cauchy de p es la
funciéon G, definida en C* como

Gol2) :/Rzitdu(t), zect (1.3.2)
Observacion 1.3.4. Sea p una medida de probabilidad en R y consideremos la funcién
U(z) = —Gu(z), para z € CT. Es claro entonces que ¥ posee una representaciéon de Ne-
vanlinna como en (1.3.1) y, en consecuencia, —G,(z) es una funcién de Pick. En particular
tenemos que la transformada de Cauchy G (z) es una funcién analitica de CT a C~.

Si consideramos una variable autoadjunta a en un x-espacio de probabilidad no conmu-
tativo (A, ¢), v u la distribucién analitica de a, definimos la transformada de Cauchy de a
G, como G,. Lo anterior es posible pues sabemos que p es una medida de probabilidad en
R.

Veamos otra manera de escribir a la transformada de Cauchy de una medida finita p.
Para un z € CT, escribimos z = x + iy, con z,y € R y y > 0; de esta manera podemos
expresar la transformada de Cauchy G, (z) como sigue:

Gulz +1iy) = /Rmdﬂ(t)

A=l
- x—t . Y
S AT O ALl

Una consecuencia sencilla de esta representacién es que podemos extender la definicion
de transformada de Cauchy para que sea una funcién definida en C\R. Ademds, con tal
representacion se puede demostrar la siguiente proposicion:
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Proposicién 1.3.5. Sea p una medida finita en R y G, (z) la transformada de Cauchy de
L
1. G,(CH) CCT y GL(z) = Gu(2).

2. G, es una funcién analitica en CT a C™.

4. Im(z) - Im(G,(2)) < 0.

5. yli)rgloy|G“(zy)\ < 0.

)

Jim iyl Gu(iy)] = p(R).

Una propiedad fundamental de la transformada de Cauchy es que podemos recuperar
la medida p a partir de su transformada de Cauchy G, a través de la Férmula de inversion
de Stieltjes. Mas precisamente:

1 t+9
p((s,t])) === lim lim Im (G (x +iy)) de, Vs<t. (1.3.3)

T =0t y—=0t Joys

Para el caso en que u sea absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue,
tenemos que

1
du(t) = —— lim Im (G,(t + i€)) dt.

T e—0Tt

En particular tenemos que si dos medidas p y v satisfacen que G, = G, entonces p = v.

Observacién 1.3.6. Supongamos que i es una medida de probabilidad en R con soporte
compacto, y denotemos por r := sup{|¢| |t € supp(r)}. Entonces, para |z| > r tenemos la
siguiente expansién en series:

1 "
P Z RS V't € supp(p).
n=0

z —

Como la convergencia de la serie anterior es uniforme para ¢ € supp(u), la integral de la
serie con respecto a du(t) es la serie de las integrales con respecto a du(t), es decir

Jet" du(t)
GH(Z):/RZ—t Z Rzn+1 ’ ‘Z|>T7

de donde concluimos que la transformada de Cauchy de u tiene la siguiente expansién en
series de potencias:

Gu(z) = Z () 2| > r.

2n+1 ’
n=0



1.8. Transformadas de medidas 13

Asi pues, podemos ver a G, como un andlogo de la funcién generadora de momentos para
la medida u, propiedad andloga de la transformada de Fourier para el caso de variables
aleatorias clésicas.

Una cuestién de interés es saber cuando una funcién analitica G : CT — C~ es la
transformada de Cauchy de alguna medida de probabilidad. El siguiente resultado que
aparece en el articulo de Bercovici y Voiculescu [7], nos da una caracterizacién de tales
medidas.

Proposicién 1.3.7. Sea G : C* — C~ una funciéon analitica. Los siguientes enunciados
son equivalentes.

1. Eziste una medida de probabilidad p en R tal que G, = G en C*.

2. lim  z2G(z) =1, donde para cada o > 0 definimos

|z|] =00, z€ly
IFo={z+iy|z,yeR, y >0,z < ay}.
3. ylg{)lo iyG(iy) = 1.
Otra transformada que utilizaremos es la reciproca de la transformada de Cauchy.

Definicién 1.3.8. Sea p una medida de probabilidad en R y G,(z) su transformada de
Cauchy. Definimos la transformada F de p como la aplicacién F, : Ct — C* dada por

1
Fu(z) = Gu()’ z€CT.

Usando la Proposicién 1.3.7 y la representacion de Nevanlinna se obtiene facilmente el
siguiente corolario.

Corolario 1.3.9. Sea F : Ct — C" una funcién analitica. Entonces los siguientes enun-
ctados son equivalentes:

1. Eziste una medida de probabilidad y en R tal que F = F,, en C™.

F
2. lim (2) =1, para todo o > 0.
|z| 200 2z€la 2
i
5 1im T _ g
y—oo 1Y

4. FExiste bg € R y una medida finita o en R tal que

F(z) = b0+z+/R (”tz) do(t), z€C* (1.3.4)

t—=z
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Corolario 1.3.10. Para una medida de probabilidad p en R se cumple que
Im(F,(z)) > Im(z),
con igualdad para todo z € C* si, y sélo si, p es una medida de probabilidad de Dirac.

Demostracion. De la representacion de Nevanlinna para F), y del corolario anterior obtene-

mos:
— +
Fu(z)_<b0+/1 t2 >+z+/ dp zeCT,

para alguna medida p. Notemos que el tltimo término del lado derecho de la expresiéon
anterior es igual a —G,(z), la cual sabemos que es una funcién de Pick, en particular
Im(—G,(z)) > 0. Por lo tanto

Im(F,(z)) = Im(z) + Im(—=G,(2)) > Im(z). (1.3.5)

Para la segunda parte de la prueba, notemos que si d, denota la medida probabilidad de
Dirac en el punto a € R, entonces Gs,(z) = 2=y Fs,(2) = 2z — a. As{ es fécil ver que
Im(Fj5,) = Im(z). Para el reciproco, supongamos que f es tal que Im(F),(z)) > Im(z). De
(1.3.5), p satisface que Im(G,) = 0, donde (b, 1, p) es la representacién de Nevanlinna de
F,,. Es facil ver que p es la medida tal que p(A) = 0, para todo A € B(R) y sustituyendo

n (1.3.1) obtenemos:

F, (z2) =bo + 2.
Por consiguiente, como la transformada F), caracteriza a i, concluimos que p es una medida

de Dirac en —by. [ ]

El corolario anterior nos dice que Im(F),(z) — z) > 0. De esta manera, la funcién
hy(2) = Fu(2) — 2

es una funcién de C* a Ct UR, y h, toma valores reales si, y solo si, 4 es una medida de
probabilidad de Dirac.

El siguiente resultado garantiza la existencia de la inversa derecha de la transformada
F', hecho que utilizaremos para definir nuestra siguiente transformada. Primero, definamos
el conjunto
Fopgi={z+iy|lz,y e R, y> B, |z| <ay}, a,B>0.

Proposicion 1.3.11. Sea p una medida de probabilidad en R. Ezxiste un dominio I' de la
formaT = J,soTap. tal que F, tiene inversa derecha F/jl definida en I'. Ademds, se tiene

Im(F,'(2)) <Im(z), zel

1m
|z|]—00, 2€T z
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para todo o > 0.

La demostracion del resultado anterior se puede encontrar en el articulo de Bercovici y
Voiculescu [7], o bien, en la tesis de licenciatura de Arizmendi [3].

En virtud de la Proposicion 1.3.11, podemos definir la transformada de Voiculescu.

Definiciéon 1.3.12. Sea p una medida de probabilidad en R y I' el dominio considerado
en la Proposicién 1.3.11. Definimos la transformada de Voiculescu de p como la aplicacién
¢, : I' = C~ dada por

ou(z) =F; 2)—2, z€T. (1.3.6)

Observacién 1.3.13. Supongamos que p y v son dos medidas de probabilidad en R tales
que ¢, = ¢, en una regién I'y g. Luego, F), = F, en una regién de C*, y por continuacién
analitica, F,, = F), en C". Lo anterior implica que G, = G, en C*, de modo que p = v.

La propiedad mas importante de la transformada de Voiculescu es que linealiza la con-
volucién libre aditiva de medidas con soporte compacto. Voiculescu en [41] demostré que
Gumv(2) = ¢u(2) + ¢u(2), donde z esta en un dominio comiin de ¢, y ¢,. De hecho, con la
idea anterior en mente y el siguiente teorema, se puede dar otra definicion méas general de
convolucién libre aditiva.

Teorema 1.3.14. Sean p1 y p2 dos medidas de probabilidad en R y ¢, y ¢, sus respectivas
transformadas de Voiculescu. Entonces la funcion ¢(z) = ¢pu,(2) + ¢us(2), donde z estd
en un dominio comin de ¢u, Y ¢u,, es la transformada de Voiculescu de una medida de

probabilidad en R.

Para terminar con esta seccién, enunciaremos las férmulas de subordinacion, las cuales
seran una herramienta bastante utilizada en el Capitulo 3. Estos hechos fueron probados
primero por Voiculescu en [43] y generalizados mds tarde por Biane en [10].

Teorema 1.3.15. Sean p1 y po dos medidas de probabilidad en R y consideremos us =
w1 B po. Entonces, existen dos funciones analiticas wi,ws : CT — CT determinadas de
manera unica por las siguientes condiciones:

L G (@1(2) = Guu(wa(2) = Gpu(2), 2 €T,
I wi(2) +we(2) = 2+ Fu,(z), z € CT.

1. 8@ p1, po tienen soporte compacto, entonces wy,ws son analiticas en una vecindad del

infinito.
v. lim M = lim wi(iy) =1, j € {1,2}.
y—oo 1Y y—00

Las condiciones anteriores determinan de manera unica a la convolucion libre aditiva de p
y po. Las funciones wy y we son llamadas funciones de subordinacion asociadas a 1 y fo.

De la condicién 1v. del Teorema 1.3.15 y el Corolario 1.3.9 obtenemos el siguiente resul-
tado:
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Corolario 1.3.16. Sean pu1 y po dos medidas de probabilidad en R y wi,ws las funciones
de subordinacion asoctadas a p1 y pz. Entonces existen dos medidas de probabilidad vy y 1o
en R tales que wy = F,, yws =F,, en CT.

Observacion 1.3.17. En la Seccion 1.2 introdujimos dos tipos de independencia: inde-
pendencia tensorial e independencia libre. Un aspecto que no se tratard en este trabajo
de tesis es que existen Unicamente 5 nociones de independencia: independencia booleana,
independencia mondétona e independencia anti-mondtona. También, de manera analoga a la
convolucién libre aditiva, se definen tipos de convoluciones dependiendo del tipo de inde-
pendencia. La transformada F), introducida en esta seccién juega un papel muy importante
en estos otros tipos de convoluciones. El lector interesado puede consultar el articulo de
Speicher y Woroudi [38] para el caso de la convolucion booleana, mientras que para el caso
de convolucion mondtona se puede consultar el articulo de Muraki [22]. Para un estudio de
las 5 nociones de independencia, se puede consultar [23].

1.4. Particiones que no se cruzan

El objetivo de esta seccién es introducir los preliminares combinatorios necesarios para
definir los funcionales cumulantes de un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ). La
primera parte de estos preliminares corresponde a las particiones que no se cruzan, mas
especificamente, a su estructura como reticula, mientras que la segunda refiere a teoria de
inversion de Mobius sobre la reticula de particiones que no se cruzan. Esta seccion estd
basada principalmente en las Lecturas 9 y 10 del libro de Nica y Speicher [26]; la mayoria
de las demostraciones de los resultados de esta secciéon pueden ser consultados en tales
lecturas.

1.4.1. Particiones y particiones que no se cruzan

Definicién 1.4.1. 1. Sea F' un conjunto. Definimos una particion de F' como una colec-
cién m = {V1,...,V;,} de subconjuntos de F tales que V; N V; = () siempre que i # j
y ademds (J;—; Vi, = F. A los subconjuntos de p les llamaremos los blogues de p.

2. Para una particion m de F' y a,b € F, diremos que a ~, b si a y b estan en el mismo
bloque en p.

3. Sea F' un conjunto totalmente ordenado. Una particion w de F' no se cruza si siempre
quea <b<c<d,a~ycybr~;d, setiene que b ~; c. En caso contrario, diremos
que la particion se cruza.

Denotaremos al conjunto de particiones y de particiones que no se cruzan de F' co-
mo P(F) y NC(F') respectivamente, y cuando F' = {1,...,n}, denotaremos simplemente
P(n) =P(F) y NC(n) = NC(F).

Una particién 7 puede ser representada graficamente de varias maneras. Una muy co-
nocida es que si m € P(n), entonces se dibuja una circunferencia donde colocamos n puntos
etiquetados en orden creciente. Luego, para cada bloque V € m, dibujamos el convexo for-
mado por los puntos etiquetados con los elementos de V. La condicién de que la particion
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no se cruza se traduce geométricamente a que los convexos no se intersequen. Por ejem-
plo, para n = 7, la particién {{1,4,5,7},{2,3},{6}} no se cruza; sin embargo, la particién
{1,3,5,7},{2,4},{6}} se cruza.

N
N

Figura 1.1: Representaciéon circular de las particiones {{1,4,5,7},{2,3},{6}} ¥y

{1,3,5,7},{2,4},{6}}

De la representacién anterior, es claro que la condicién de que la particién no se cruzce
se preserva bajo permutaciones ciclicas.

Observacién 1.4.2. Dado un bloque V' de una particién © € P(n), decimos que V es
un intervalo si V es de la forma V = {k,k + 1,...,k + p}, para algin k € {1,...,n} y
p > 0,k + p < n. El concepto de intervalo es importante puesto que en muchos casos sera
de gran utilidad trabajar con la siguiente descripcién de una particién que no se cruza: una
particion m € P no se cruza si, y sélo si, 7 tiene un bloque V' que es un intervalo y ademas
m\V es una particién que no se cruza en el conjunto {1,...,n}\V, con el orden heredado
de {1,...,n}.

En la Lectura 9 de [26], o bien, en el Apéndice A de [3], podemos encontrar férmulas para
contar la cardinalidad de ciertos subconjuntos de NC(n) y P(n). Por ejemplo, el numero de
particiones que hay en NC(n) con exactamente k bloques, o incluso cuéntas particiones hay
en NC(n) tales que haya 1 bloques de tamano 1, 7o bloques de tamano 2, y asi sucesivamente
hasta r, bloques de tamano n. A nosotros nos interesard por el momento contar cudntos
elementos posee NC(n). La respuesta a esta cuestion estd dada por la siguiente proposicién.

1 2
Proposicién 1.4.3. El nimero de elementos en NC(n) es igual a 1 ( n>
n
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1 2n ,
Observacién 1.4.4. Al nimero C,, = ) se le conoce como el n-ésimo niumero
n n

de Cataldn. Es conocido que la sucesién de nimeros de Cataldn {C), },>0 esta caracterizada
como la sucesién definida recursivamente como Co =C1 =1y

Cn = ZCj,l(?n,j, n Z 2. (1.4.1)
7=1

Observacion 1.4.5. Para n > 1, denotamos como NCs(2n) el conjunto de particiones que
no se cruzan 7 del conjunto {1,...,2n} tales que si V € 7, entonces |V| = 2. El conjunto
NCz(2n) es llamado el conjunto de particiones por pares que no se cruzan de {1,...,2n}.
Estableciendo una biyeccién entre NC(n) y NCz(2n) se prueba que

INC2(2n)| =Cp, Vn>1.

Los conjuntos NC(n) y P(n) no son solamente una coleccién de particiones, los podemos
dotar de una estructura de conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 1.4.6. Sean 7,0 € NC(n). Diremos que m < o si cada bloque de 7 estd
completamente contenido en uno de los bloques de . La relacion < es un orden parcial en
NC(n) y sera llamado orden de refinamiento en reversa.

Observacién 1.4.7. Con la estructura de conjunto parcialmente ordenado de la definiciéon
anterior, NC(n) tiene un elemento maximal que es la particién formada por un tinico bloque,
la cual denotaremos por 1,. De la misma manera, la tinica particién formada por n bloques
(cada bloque contiene un solo elemento) es el elemento minimal de NC(n), y lo denotaremos
por 0.

Mads ain, el orden de refinamiento en reversa induce estructura de reticula en NC(n).
Definicion 1.4.8. Sea P un conjunto finito parcialmente ordenado.

1. Sean 7,0 € P. Si el conjunto U = {7 € P|nm < 7,0 < 7} es no vacio y tiene un
minimo 7y, entonces 7y es llamado el supremo de o y w, y es denotado como 7V o.

2. Sean m,0 € P. Siel conjunto L = {p € P|p < m, p < o} es no vacio y tiene un
maximo pyg, entonces pg es llamado el infimo de o y 7, y es denotado como 7 A .

3. Decimos que el conjunto parcialmente ordenado P es una reticula si para cada dos
elementos m,0 € P, existen tVoy mAo.

Un hecho facil de demostrar es que si P es un conjunto finito parcialmente ordenado
tal que P tiene un elemento méaximo y para cada w,0 € P existe m A o, entonces P es
una reticula. El conjunto NC(n) verifica las dos condiciones anteriores, por lo que NC(n) es
una reticula. Es importante mencionar que los conjuntos de particiones P(n) también son
reticulas con respecto al orden dado en la Definicién 1.4.6.



1.4. Particiones que no se cruzan 19

Una diferencia fundamental entre las reticulas NC(n) y P(n) es que en las primeras se
satisface cierta propiedad de auto-dualidad que no satisfacen las segundas. Esta diferen-
cia combinatoria entre ambas reticulas resultard en propiedades importantes de teoria de
probabilidad libre las cuales no poseen un analogo clasico.

Definicién 1.4.9. Definimos la aplicaciéon complemento de Kreweras Kr : NC(n) — NC(n)
como sigue: consideremos el conjunto ordenado

J={1<1<2<2<---<n<n}

Entonces Kr(m) se define como el elemento mas grande en NC({1,...,m}) = NC(n) tal que
7 UKr(n) es un elemento de NCA)(.J).

De manera aniloga, definimos Kr’ con la misma descripcién de Kr, pero ahora utilizando
el conjunto J' = {1 <1<2<2< -+ <7< n}. En este caso se tiene Kr' oKr = id en
NC(n).

La siguiente proposicién enuncia propiedades fundamentales del complemento de Kre-
weras, las cuales se siguen de la definicién.

Proposicién 1.4.10. Consideremos la aplicacion complemento de Kreweras Kr : NC(n) —
NC(n).

1. Para cada ™ € NC(n), la particion Kr?(r) es obtenida por una permutacion ciclica de
7; es decir, si T = {V1,...,Vi}, entonces Kr?(1) = {c(V1),...,0(Vi)}, donde o es
una permutacion por el subgrupo generado por la permutacion (1,...,n) en el grupo
simétrico de n elementos, y o(V;) = {o(r)|r € V;}. En particular, Kr?(r) tiene la
misma estructura de bloques que .

2. Kr?" es la aplicacion identidad en NC(n) y de esta manera Kr es una biyeccion.

3. Kr es un anti-isomorfismo de reticulas; es decir, Kr es una biyeccion tal que si w < o
entonces Kr(o) < Kr(w), para todo m,0 € NC(n). En particular Kr(0,) = 1, y
Kr(1,) = 0,.

4. Para cualquier m € NC(n) se satisface que

|| + | Kr(m)| =n + 1. (1.4.2)

La tltima propiedad de las particiones que no se cruzan que enunciaremos en esta
seccién es que los intervalos en NC(n) se pueden factorizar en productos de otros NC(k).
Recordemos que si P es un conjunto parcialmente ordenado y 7,0 € P con 7w < ¢ denotamos
por [m, 0] al intervalo

[mo]={r€P|ln<7<0}.

Claramente [7, 0| hereda la estructura de conjunto parcialmente ordenado de P, y en el
caso en que P es una reticula, [7, o] también es una reticula.

Recordemos también que si tenemos P, ..., P, conjuntos parcialmente ordenados, en-
tonces el producto directo de ordenes parciales en Py, ..., P, es el orden parcial en el conjunto
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P x --- x P, dado por
(T1yeeoym) < (01,..cy0n) © m <oy Vi=1,...,n,

donde m;,0; € P;, para todo i = 1,...,n. Adema4s si los conjuntos Py, ..., P, son reticulas,
entonces P; X --- X P, es una reticula, donde las operaciones infimo y supremo en P estan
definidas componente a componente.

En seguida enunciamos la propiedad de factorizacién en NC(n).

Teorema 1.4.11. Para cualquier 7,0 € NC(n) con m < o existe una sucesion de enteros
no negativos (ki,...,ky) tales que tenemos el siguiente isomorfismo de reticulas:

[7,0] 2 NC(1)" x NC(2)*2 x - - x NC(n)*". (1.4.3)

La descomposicion anterior serd llamada factorizacion candnica de [w,o].

Ejemplo 1.4.12. Veamos un ejemplo de cémo obtener la descomposiciéon anterior. Consi-
deremos el intervalo [, o] C NC(12), donde

m={{1,9},{2,5}, {3}, {4}, {6}, {7, 8}, {10}, {11}.{12}} y

o ={{1,6,9,12},{2,4,5}, {3}, {7,8}, {10, 11} }.

De esta manera:
[m, o] = [{{1,9},{6},{12}},{1,6,9,12}] x [{{2,5}, {4}},{2,4,5}]
x[{3}, {3} < [{7,8},{7,8}] x [{{10}, {11}}, {10, 11}].

Ahora bien, para un bloque V' € ¢ consideramos la tinica biyeccién que preserva el orden
entre V' y {1....,|V|}. Luego, esta biyeccién identificard el intervalo [, o] restringido a los
elementos de V', con un intervalo de la forma [, 1)/(], para algin 7 € NC(|V[). Por lo tanto

[7[', U] = [{{17 3}7 {2}7 {4}}7 14] x [{{17 3}7 {2}}7 13]
X[ll, 11] X [12, 12} X [02, 12].
Luego, cada intervalo [7,1y|] es anti-isomorfo a [Kr(1jy, Kr(7)] = [0y, Kx(7)], pero nue-

vamente tenemos

Oy, Ke(n)] = [ [0 lw, Ke(#)lw],
WeKr(r)

donde [0}y||lw, Kr(7)|w] denota la restriccion de [0y, Kr(7)] a los elementos del bloque W.
Pero en este caso [0}y |w, Kr(7)[w] = NC(W) = NC(|W[). Luego, [7, 1] es anti-isomorfo a
[Twexe() NC(IW]), pero como este producto es anti-isomorfo a sf mismo, tenemos entonces
una factorizacién de [7, 1y/|] en productos de NC(k). Trasladando este argumento para los
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bloques V' € ¢ tenemos entonces:

Kr([{{1,3}, {2}, {4}}, 14]) = 1[04, {{1,2},{3,4}}] =2 NC(2)*,
Kr([{{1,3},{2}}.13]) = [03,{{1,2},{3}}] = NC(1) x NC(2),
Kr([11,11]) = [04,07] 2 NC(1),
Kr([12,15]) = [02,09] = NC(1)?,
Kr([02,12]) = [0g,15] = NC(2)

Por consiguiente
[7,0] = NC(1)* x NC(2)*.

Notemos que la receta anterior nos da una demostracion del Teorema 1.4.11, simplemente
trabajando con particiones arbitrarias 7,0 € NC(n) con 7 < 0.

Observaciéon 1.4.13. El conjunto de particiones que no se cruzan NC(n) esta relacionado
con el grupo simétrico de n elementos S,. Més precisamente, existe una funcién inyectiva
t: NC(n) — S, que es un isomorfismo de orden, donde el orden en S,, lo discutiremos mas
adelante. Una pregunta natural es si se puede generalizar de alguna manera la construccién
de particiones que no se cruzan. Resulta que Reiner en su articulo [31] definié conjuntos de
particiones que no se cruzan sobre los grupos de reflexiones clasicos B, y D,,, generalizando
la idea de que para los grupos de reflexiones de tipo A, = S, se obtienen las reticulas
NC(n). En los capitulos siguientes, el concepto de “particiones que no se cruzan de tipo B”
serd fundamental para el desarrollo de los temas tratados en esta tesis.

1.4.2. Teoria de inversién de Mobius

A continuacion definiremos la férmula de inversion de Mdbius en el contexto de con-
juntos parcialmente ordenados, para luego utilizar esta teoria en las reticulas NC(n) y
posteriormente, definir los funcionales cumulantes.

Definicién 1.4.14. Dado un conjunto parcialmente ordenado finito P, denotamos
P? = {(x,0)|m,0€ P,n <o}

1. Para F,G : P — C, definimos la funcién F * G : P@ — C dada por

(F+G)(ma)= 3 Flx,p)Glp,0).
peP
w<p<o
A la funcién F * G la llamaremos la convolucion F' y G.
2. Para f: P — Cy G: P® — C, definimos la funcién f « G : P — C dada por

=Y fnG

peEP
p<o

A la funcién f x G la llamaremos la convolucion f y G.
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Observacién 1.4.15. Las convoluciones de la definicién anterior son asociativas y se dis-
tribuyen con respecto a la suma de funciones en P?). Ademds, si definimos la funcién

§: P2 — C como
1 si n=c

5(%,0):{0 si m<o’

entonces ¢ es la unidad para las convoluciones.

Como # tiene unidad, podemos preguntarnos qué caracteristicas deben de tener las
funciones que son invertibles con respecto a *. El siguiente resultado caracteriza a tales
funciones.

Proposicion 1.4.16. Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito. Una funcion F :
P®@) — C es invertible con respecto a la convolucion  si, y sélo si, F(m,7) # 0, para cada
me P.

En este momento estamos listos para definir la funcién de Md6bius de un conjunto par-
cialmente ordenado P.

Definicién 1.4.17. Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito. La funcion zeta de P
es la funcién ¢ : P®) — C definida como

((m,0)=1, Y(mo0)eP?.

La inversa de ¢ con respecto a la convolucién sera llamada la funcion de Mobius en P,y es
denotada por u, o también como Mob.

Como ((m,m) = 1 # 0 para cada m € P, entonces p en efecto existe. A continuacién
enunciamos las formulas de inversion de Md&bius.

Proposicion 1.4.18. Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito, y u la funcion de
Mébius en P. Para cualesquiera dos funciones f,g: P — C, la formula

fr)=> glo), VreP (1.4.4)
oceP
o<m
es equivalente a la formula
g(m) = flo)ulo,m), VmweP. (1.4.5)
oeP
o<m

Demostracion. Notemos que la primera férmula equivale a f = g * (, mientras que la
segunda equivale a g = f * u. Ambas expresiones son equivalentes debido a la asociatividad
de * y a que ( y u son inversas una de la otra. |

Ejemplo 1.4.19. Calculemos los valores de la funcién de Mébius en NC(3) = {03, 71, 72, 73, 13},
donde 7 = {{1},{2,3}}, m» = {{1,3},{2}} v = = {{1,2}, {3}}. Primero notemos que la



1.4. Particiones que no se cruzan 23

condicién p * ¢ = § equivale a que

Z (71_7_): 1 si m™T=0
AT 0 si <o

TeP
T<1t<o
En particular, si 7 cubre a o, es decir, [7,0] = {m,0}, entonces pu(mw, ) + p(mw, o) = 0. Pero
el caso en m = o, tenemos entonces p(m, ) = 1. Volviendo a nuestro ejemplo, como cada 7;
cubre a 03, y 13 cubre a cada 7;, entonces

M(Og,’]’l) = ,U,(TZ', 13) = —1, 1 S ) S 3.

Solamente resta calcular el valor de 1(03, 13). Para ello, volvemos a usar la relacién p*{ = §
para obtener

1(03,13) = — (u(03,03) + p(03,71) + 1(03, 72) + (03, 73))
= —(1-1-1-1)=2

Si un conjunto parcialmente ordenado finito P también tiene estructura de reticula, se
pueden dar versiones parciales de la formula de inversion de Moibus. El enunciado preciso
se encuentra en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.4.20. Sea P una reticula finita, p la funcion de Mébius en P y consideremos
dos funciones f,g: P — C. Entonces la ecuacion

fr)=> g(x), VreP (1.4.6)

TeP
<t

es equivalente a que para todo w, T € P tales que w < 7, se cumple la ecuacion

S fouen) = Y gm). (1.4.7)

og€eP TEP
w<o<T TAW=T
Serd de interés conocer cuéales son los valores de la funciéon de Mobius en la reticula de

particiones que no se cruzan NC(n). Utilizaremos el siguiente hecho de la teoria de inversién
de Mobius.

Proposicion 1.4.21. 1. Sean P y @ dos conjuntos parcialmente ordenados y finitos, y
supongamos que ® : P — Q es un isomorfismo de conjuntos parcialmente ordenados. St jip
y g denotan las funciones de Mobius en P y Q) respectivamente, entonces

pQ(®(m), (o)) = pp(m, 0),

para cada w,0 € P tales que m < 0.

2. Sean Py, ..., P, conjuntos parcialmente ordenados y finitos, y consideramos su
producto directo P = Py x --- X Pi. Entonces, para m1 < o1 en Pi,..., mp < o en Py,
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tenemos
up ((71-17 s 77Tk)7 (Ul> s 7Jk)) = HP (71—170-1) o '/ka(ﬂ'k, Uk:)v (1'4'8)

donde pup, jip,, ..., pup, denotan a las funciones de Mobius en P, Py, ..., P, respectivamente.

Consideremos la proposicién anterior y la factorizacién candnica de los intervalos en
NC(n) del Teorema 1.4.11. Denotemos

Sp = F‘n(ona 1n)a

donde para n > 1, u, es la funcién de Mobius en NC(n). De esta manera, tenemos que ji,
estd completamente determinada por los valores sy, ..., s,. En efecto, si 7 < o en NC(n),
del Teorema 1.4.11 tenemos que existe una sucesién de enteros (k1,...,k,) tales que

[m,0] = NC(1)F* x .- x NC(n)".

De esta manera, utilizando la proposicién anterior, tenemos que

k1 k
pn(m,0) = sy -+ spm.

El siguiente resultado indica de manera explicita los valores de s, los cudles estan relacio-

nados con los nimeros de Catalédn.

Proposicién 1.4.22. Para cadan > 1, consideremos a p, la funcion de Mébius en NC(n).
Entonces

,Ufn(on, 1n) = (_1)n710n—1-

Como habfamos visto anteriormente, los valores de la funcién de Mobius en NC(n) de-
penden de los valores de la funcién de Mobius en NC(k) para k < n. Esto sugiere considerar
tales valores como una familia multiplicativa, la cual estd definida como sigue:

Definicién 1.4.23. Sea {ay }n>1 una sucesion de nimeros complejos. Definimos una familia
de funciones F, : NC(n)® — C, n > 1 por la siguiente férmula: si 7 < 0 en NC(n) y la
factorizacién canénica del intervalo [, o] es

NC(1)* x --- x NC(n)k»,

entonces

Fp(m,0) == af .. afn,

A la sucesion {F),},>1 le lamaremos familia multiplicativa de funciones en NC® deter-
minadas por {an}n>1. En general, una familia de funciones {F, : NC(n)®) — C},>1 le
llamaremos multiplicativa si proviene de una sucesion de ntimeros complejos tal como se
describi6 antes.

Observacién 1.4.24. Consideremos una familia multiplicativa {F, : NC(n)® — C},>1.
SineN, e NC(n)y nm={V,...,V;}, entonces

F.(m,1,) = F,(0,,Kr(n)), vy

Fy(On,m) = o)y,
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donde ay, = Fj(0g, 1%), para k > 1. La ecuacién anterior nos permite considerar el siguiente
tipo de funciones multiplicativas.

Definicién 1.4.25. 1. Para {a,},>1 una sucesién de nimeros complejos, defimos una
familia de funciones f, : NC(n) — C, n > 1 dada por la siguiente férmula: si 7 =
{"1,...,V;} € NC(n) entonces

fu(m) = o) -

La familia {f,}n>1 es llamada familia de funciones multiplicativas en NC determinadas
por {an}n>1. En general, una familia de funciones {f,, : NC(n) — C},>; le llamaremos
multiplicativa si proviene de una sucesién de niimeros complejos en el sentido anteriormente
descrito.

2. Sea {ap}n>1 una sucesién de ndmeros complejos y {fn}n>1 la familia de funciones
multiplicativas en NC determinadas por la sucesién anterior. Para n > 1y m € NC(n),
denotaremos

A la sucesién de numeros complejos {ar|n € N,m € NC(n)} le llamaremos extension
multiplicativa de {ap}n>1.

Con la notacién anterior, enunciamos ahora el ultimo resultado de esta seccién.

Proposicién 1.4.26. Sea {f,}n>1 una familia multiplicativa en NC, y {Fp}n>1, {Gn}tn>1
familias multiplicativas en NC® . Entonces:

w {fn* Fpln>1 es multiplicativa en NC.

v {F, + Gpln>1 es multiplicativa en NC®),

1.5. Cumulantes libres

A continuacién presentaremos una herramienta fundamental para el estudio de la in-
dependencia libre, los llamados ‘cumulantes libres”. Con la teoria de inversién de Mobius
en la reticula de particiones que no se cruzan en la bolsa, la definiciéon de estos objetos no
tendra ninguna complicacién. En esta seccién daremos la definicién y algunas propiedades
de los cumulantes, asi como un resultado clave que caracteriza la independencia libre con
cierta condicién de cumulantes mixtos. Esta iltima propiedad nos permitird tratar algunos
problemas con respecto a sumas de variables aleatorias libres (convolucién libre aditiva); en
particular daremos una demostracién sencilla del analogo del Teorema del Limite Central,
pero ahora para el caso de independencia libre. Comenzaremos introduciendo una notacién
bastante ttil que sera usada a lo largo de todo este trabajo.
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1.5.1. Definicién y propiedades basicas de los cumulantes libres

Notacién 1.5.1. Sea A un dlgebra con unidad. Dada una sucesién {py, }n>1 de funcionales
multilineales en A de la forma

Pn - A" — C
(ala"'van) = pn(al""7an)

)

construimos una familia de funcionales multilineales {p, |n € N,m € NC(n)}, donde para
n € Ny r e NC(n), pr : A" — C es un funcional definido por la férmula

prlar,...,an) = [] ppvi(a1, ..., anlV), (1.5.1)
Vem
donde si V' = {iy,i9,...,i,} € 7 tal que iy < iy < --- < i,, entonces
pivi(as, ..., anlV) = pr(ai, aiy, - . ., a;,),
para todo ai,...,a, € A. A la familia {p;|n € N,m € NC(n)} le llamaremos la familia

multiplicativa de funcionales en NC determinadas por la sucesion {pn}n>1. Esta familia es
de hecho una extension, pues si m = 1,,, entonces p1,, = pn.

En general, si una familia de funcionales multilineales {p, |n € N,7 € NC(n)} pro-
viene de una sucesién {p,}n>1 como se describi6é anteriormente, decimos que la familia es
multiplicativa.

Como un ejemplo de la notaciéon anterior, si consideramos
m = {{1,10},{2,5,9},{3,4},{6},{7,8}} € NC(10),
entonces
pr(at,...,a10) = p2(a1,a10)ps(az, as, ag)p2(as, as)pi(as)p2(ar, as).

Notacién 1.5.2. Dado un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢), podemos asociar
de manera candnica una sucesién de funcionales multilineales {¢y, }n>1 como en la Notacién
1.5.1. Para ello, consideremos la aplicacién “multiplicaciéon”

Mult,, : A" — A
(alv"'aan) = al"'an’

y definimos ¢, : A" — C como ¢,, = ¢ o Mult,,, para todo n > 1. Posteriormente, extende-
mos a la correspondiente familia multiplicativa de funcionales en NC, {¢,}. En virtud de
la inversién de Mo6bius, podemos definir los cumulantes libres como sigue:

Definicién 1.5.3. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo. Los correspon-
dientes funcionales cumulantes libres {kr |n € N,m € NC(n)} son funcionales multilineales
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Krz,conn>1ymeNC(n)

Ky : An — C
(a1,...,an) = Kglay,...,ap)
definidos por la férmula
Kre(ai,...,an) = Z oo(ar ... an)u(o,m), (1.5.2)
c€eNC(n)
o<m

para todo ay,...,a, € A, donde p denota a la funcién de Mobius en NC(n).

Denotemos por k, := k1,, para cada n > 1. A los cumulantes que no se cruzan también
se les conoce como cumulantes que no se cruzan. Usando la teoria de inversién de Mobius
y familias multiplicativas (Proposicién 1.4.26), obtenemos facilmente el siguiente resultado.

Proposicién 1.5.4. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo y {rr|n €
N, 7 € NC(n)} los cumulantes libres de (A, ¢).

1. Los funcionales cumulantes libres forman una familia multiplicativa de funcionales,
es decir, tenemos que

kr(ar, ... an) = [] rpy(ars. .. anlV). (1.5.3)
Vern

para todon > 1, 1 € NC(n) y ai,...,a, € V.

2. La Definicion 1.5.3 es equivalente a que {kr|n € N,m € NC(n)} es una familia

multiplicativa de funciones y que para todo n € N y a1,...,a, € A se satisfaga la
ecuacion
En(a,...,ap) = Z Oo(at,...,an)u(o,1y,). (1.5.4)
c€eNC(n)

3. La Definicion 1.5.3 es equivalente a que {rr|n € Ny,m € NC(n)} es una familia
multiplicativa de funciones y que para todo n € N y a1,...,a, € A se satisfaga la
ecuacion

onla, ... an) = Z Ko(Q1, ..., an). (1.5.5)

ceNC(n)
Las Ecuaciones (1.5.4) y (1.5.5) seran llamadas Formulas de momentos - cumulantes.

Ejemplo 1.5.5. Veamos algunas férmulas explicitas para k,, con n = 1,2,3. Sin = 1,
claramente tenemos que

k1 = p(ay).

Para n = 2, los valores de la funcién de Mobius en NC(2) son (0, 1) = =1y p(1p,1,) = 1.
De esta manera

ra(ar, az) = ogn 0y(a, a2) — ©gpy 21y (a1, a2) = laraz) — o(ar)e(az).
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De manera anéloga, para n = 3 la respectiva férmula es

K3(ar, a2, az) = p(arazas)—p(a1)p(azas)—p(araz)p(as) —p(arasz)p(az) —2¢(a1)p(az)p(as).

Consideremos un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢) y sus respectivos fun-
cionales cumulantes libres {£,, },>1. Como los cumulantes son funcionales lineales, su com-
portamiento con respecto a la estructura de de grupo abeliano de A es clara. Veamos qué
es lo que se puede decir para la estructura multiplicativa del algebra.

La principal propiedad de la multiplicaciéon en A es la asociatividad. Para el caso de
los funcionales multilineales asociados a ¢, la asociatividad implica que no es importante
“dénde se colocan las comas”, por ejemplo

pa(araz, az) = p((araz)as) = p(ai(azaz)) = p2(a1, azasz),

pero en general tenemos que ka(ajag,as) # ka(ai,agas). Sin embargo, resulta que hay
una férmula que nos dice cémo trabajar con cumulantes cuyos argumentos son productos
de elementos de A. Mdas precisamente, supongamos que tenemos 7 € NC(m) y ademads,
estamos interesados en

Kr(ay - “@i(1) Ai(1)4+1 7 Aq(2)r - -5 Bi(m—1)+1 """ ai(m))

donde 1 <i(1) < i(2) < ---i(m) =: n; resulta que podemos expresar el cumulante anterior
en términos de cumulantes kr(a1,...,a,) con 7 € NC(n). Para realizar lo anterior, veamos
cémo encajar NC(m) dentro de NC(n) de una manera efectiva.

Notacién 1.5.6. Sean n,m € N tales que m < n, y fijemos una sucesién de enteros
i(0) :==0<i(l) <i(2) <---i(m) =:n.

Definimos un encaje ¢ : NC(m) — NC(n), 7 — ¢ como sigue: o serd la particiéon obtenida
de 7 donde cada j € {1,...,m} es reemplazado por {i(j — 1)+ 1,...,i(j)} C {1,...,n}.
Por ejemplo, si consideramos n = 6,m = 3, i(1) = 1,i(2) = 4,i(3) = 6 y la particién
T ={{1,3},{2}} € NC(3), entonces o = {{1,5,6},{2,3,4}} € NC(6).

Esta aplicacion es inyectiva, y satisface que 1,, — 1, y

Om = t(0) = {{1,...,i(1)}, {i(1) +1,...,i(2)},... {ilm — 1)+ 1,...,i(m)}}.
Ademds, la aplicacién ¢ preserva orden, y por lo tanto
t(NC(m)) = [t(0), 1,,] € NC(n).

Dicho de otra manera, ¢ es un isomorfismo de reticulas entre NC(m) y [¢(0,,), 1,] C NC(n).
Esto en particular implica que si m,0 € NC(m), entonces pi,, (0, 7) = pn(t(0), (7)), donde
p denota la funcién de Mobius en NC(k).

Teorema 1.5.7 (Férmula de productos como argumentos). Sea (A, @) un espacio de pro-
babilidad no conmutativo, y consideremos {kr|n > 1,7 € NC(n)} los correspondientes
cumulantes libres. Consideremos m,n € N y una sucesion de enteros 1 < i(1) < i(2) <
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- < i(m) = n, junto con el encaje v : NC(m) — NC(n) definido en la Notacion 1.5.6.

Entonces, para ay,...,a, € Ay 1 € NC(m) se satisface la siguiente ecuacion:
K (G0 Q1) Qi) 41 Bi(2)s - s Bifm )41 Gim)) = D Kn(@1,. ., an). (1.5.6)
TeNC(n)

TVL(Om )=t(T)

En particular, para T = 1,, tenemos:

Km(ag - Qi(1)s Ai(1)+1 """ Ai(2)5 - -+ Qi(m—1)+1 """ ai(m)) = Z Kr(at, ... an). (1.5.7)
TENC(n)
7VL(0m)=1n
Demostracion. Denotemos por A; := a;(j_1)41 " @;(j), para j € {1,...,m}, donde i(0) = 0.

Por las propiedades del encaje ¢ y la férmula de momentos - cumulantes tenemos

K/T(A17"‘7Am) = Z ¢W(A17"'7Am)um(7r77—)
TeNC(m)
<t
= Z (PL(fr)(alv Tt 70%)””0(”)? L(T))
TENC(m)
<t
= Z on—(al,... 7an)ﬂm(7rv7-)

ceNC(n)
t(0m)<o<u(7)

= Z Kr(ai,...,an),

TENC(n)
VL0 )=1(T)

donde en la dltima igualdad aplicamos la versién parcial de la Férmula de inversién de
Mobius enunciada en la Proposicién 1.4.20. |

Observaciéon 1.5.8. Un caso particular importante del teorema anterior es cuando la
imagen de 7 es +(7) = 1,,. Si 0 € NC(n) es una particién cuyos bloques son todos intervalos,
la condiciéon 7V o = 1, equivale a que para cualesquiera dos bloques V' 'y W de o, podemos
encontrar una cadena de puntos py, ..., p, tales que p1 € V, p, € W, y que alternantemente
los puntos estan en el mismo bloque de 7w o o, por ejemplo

V9p1 ~g P2 ~o P3 Mt Yo Pr—1 prTGW

A continuacién enunciaremos el teorema mé&s importante de esta seccién, el cual nos
dice que la independencia libre puede ser descrita facilmente en términos de cumulantes. La
demostracién de este teorema fundamental puede ser consultada en la Lectura 11 de [26].

Teorema 1.5.9. Sea (A, @) un espacio de probabilidad no conmutativo, y sean {kptn>1
los correspondientes funcionales cumulantes libres. Consideremos {A;}icr subdlgebras con
unidad de A. Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. {A;}ier son libres.
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2. Para todo n > 2 y para todo aj € Ay, con i(j) € I para j = 1,...,n, tenemos que
kn(al,...,ay) =0 siempre que existan 1 <1 < k < n tales que i(l) # i(k).

Definicién 1.5.10. Consideremos un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢) con
respectivos funcionales cumulantes libres {f,, },>1. Decimos que una coleccién de subélge-
bras con unidad de A, {A;}icr satisface la condicion de cumulantes miztos que se anulan
si satisface la Condicién 2 del Teorema 1.5.9.

Usualmente estamos interesados en saber si una coleccién de variables aleatorias en un
espacio de probabilidad no conmutativo son libres. El Teorema 1.5.9 indica que en orden de
verificar la independencia libre, debemos que verificar la condicién de cumulantes mixtos que
se anulan se satisface en las subalgebras con unidad generadas por las variables aleatorias en
cuestion. Sin embargo, resulta que verificar la condicién de cumulantes mixtos que se anulan
de las subdlgebras generadas es equivalente a simplemente verificar la misma condicién pero
solamente en los cumulantes valuados en tales variables aleatorias.

Notacién 1.5.11. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo, con correspon-
dientes funcionales cumulantes libres {r,}n>1, y consideremos una familia de variables
aleatorias no conmutativas {a;}ier C A.

= Al conjunto de expresiones de la forma i (a;(1), - - - @i(n)), donden € Nyi(1),...,i(n) €
I les llamaremos cumulantes libres de {a;}ier.

» En el caso de que (A, p) sea un *-espacio de probabilidad no conmutativo, los -
cumulantes libres de {a;}icr son los cumulantes libres de {a;, a }ier.

Teorema 1.5.12. Sea (A, p) un espacio de probabilidad no conmutativo, y sean {kp }n>1
los correspondientes funcionales cumulantes libres. Consideremos {a;}icr una familia de
variables aleatorias no conmutativas en A. Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. {a;}ier son libres.

2. Para todo n > 2 y para cada i(1),...,i(n) € I, tenemos que Kn(a;1y,---, i) =0
siempre que existan 1 <1 < k < n tales que i(l) # i(k).

1.5.2. Cumulantes libres y convolucion libre aditiva

En lo siguiente pongamos nuestra atencién en entender la suma de variables aleatorias
libres. En este caso, los cumulantes proveen una manera efectiva de calcular la convolucion
libre aditiva. Si a es una variable aleatoria, denotamos

kn(a) = kn(a,a,...,a),

y alos nimeros complejos {kp(a) }n>1 los llamaremos cumulantes libres de a. Claramente los
cumulantes libres poseen la misma informacién que los momentos de a, pero éstos se com-
portan mucho mejor con respecto a sumas de variables aleatorias libres. De hecho, tenemos
la siguiente proposicion, que se sigue directamente del Teorema 1.5.9 y de la multilinealidad
de los funcionales cumulantes.
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Proposicion 1.5.13. Sean a y b variables aleatorias libres en un espacio de probabilidad no
conmutativo (A, p), con respectivos funcionales cumulantes {Hn}nzl- Se cumple entonces
que

kn(a+b) = kp(a) + kp(b), Vn>1. (1.5.8)

Si a es una variable aleatoria en (A, ¢), denotamos los momentos de a como my(a) =
p(a™), para todo n > 1. De la férmula de momentos - cumulantes tenemos la expresién

TeNC(n)

donde para m = {V1,...,V;.} € NC(n), definimos kr(a) = Ky, |(a) - Ky, (a). La ecuacién
anterior nos da una manera de obtener los cumulantes a partir de los momentos. Sin em-
bargo, como queremos trabajar con medidas de probabilidad, serd mejor una descripcién
analitica de la relacion entre los momentos y cumulantes.

Recordemos que si i es una medida de probabilidad con soporte compacto en R, entonces
su transformada de Cauchy tiene la expansién en series de potencia como

Gule) = > el

n=0

Si consideramos la serie de momentos de p M, (z) = > 2 my(p)2", entonces tenemos la

relacion

Gul2) = S M,(1/2).

La herramienta que usaremos para relacionar la transformada de Cauchy con los cumulantes
libres es la transformada R.

Definicion 1.5.14. Sea p una medida con soporte compacto en R y a una variable aleatoria
no conmutativa autoadjunta con distribucién p. Si {k, (@) }n>1 denotan los cumulantes de
a, definimos la transformada R de p como la serie formal de potencias

R.(2) = Z K1 (p) 2" (1.5.9)
n=0

Claramente, la definicién de R, no depende del espacio de probabilidad no conmutativo en
el cual yace a. Por consiguiente, en efecto podemos hablar de la transformada R de u en
vez de a.

Teorema 1.5.15. Sean u y v dos medidas de probabilidad en R con soporte compacto.

1. SiGu(z) denota a la transformada de Cauchy de p, y R,,(2) denota a la transformada
R de p, entonces
Gu(Ru(z)+1/2)) = z. (1.5.10)

2. Si R, (z) denota a la transformada R de p, y R,(2) denota a la transformada R de
v, entonces

Rumn(2) = Ru(2) + Ru(2). (1.5.11)
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El teorema anterior indica que la transformada R linealiza la convolucién libre aditiva.
Ademids, dadas dos medidas de probabilidad en R con soporte compacto, i y v, nos da una
receta para calcular p B v analiticamente de la siguiente manera:

1. Calcular las trasformadas G, y G, y usar la (1.5.10) para calcular R, y R,.
2. Usar (1.5.11) para calcular R,m,, y usar nuevamente (1.5.10) para calcular G m,.
3. Usar la férmula de inversién de Stieltjes para calcular p B v a partir de Gm, .

Con la transformada R podemos dar una prueba del analogo del Teorema de Limite
Central, pero ahora para el caso de independencia libre. Primero introduzcamos un tipo de
variable aleatoria la cual tiene un papel muy importante en la teoria de probabilidad libre.

Definicién 1.5.16. Sea (A, ) un *-espacio de probabilidad no conmutativo, z € A una
variable aleatoria autoadjunta y = un nimero positivo. Decimos que z es un elemento
semicircular de radio r si sus momentos estan dados por:

() cp st n=2k,
p(z") = . (1.5.12)
0 si  n es impar.

Si r = 2, decimos simplemente que x es un elemento semicircular estandar.

Si definimos la varianza de x como Var(z) = ¢(z%) — ()2, decir que  es un elemento
semicircular de radio r es equivalente a decir que x es un elemento semicircular de varianza

72 /4.

Observacion 1.5.17. Consideremos un elemento semicircular x de radio r en un *-espacio
de probabilidad no conmutativo (A, ¢). Dados los momentos de x, podemos calcular su
transformada de Cauchy via la expansion en series de potencias alrededor de infinito. De esta
manera podemos usar la férmula de inversion de Stieltjes a fin de calcular la distribucién
analitica de z, la cual resulta ser la medida de probabilidad en el intervalo [—r,r] cuya

densidad estd dada por
2
A D
du(t) = VT t2. (1.5.13)
Recordemos que el Teorema de limite central en el caso de probabilidad clasica indica

la convergencia débil de ciertos promedios de medidas a la distribucién normal estandar.
De esta manera, para hablar de un Teorema de limite central para el caso de independencia
libre, debemos de generalizar la nocién de convergencia en distribucién para el caso de

espacios de probabilidad no conmutativos.
Definicién 1.5.18. Sean {(An, on)}nen ¥y (A, ) espacios de probababilidad no conmuta-

tivos. Para un conjunto de indices I, consideremos variables aleatorias ag\i,) e Ay ya? e A,

para cada ¢ € I,n € N. Decimos que la familia {a%)}ief converge en distribucion a {a;)}ier
si para todon € Ny i(1),...,i(n) € I, tenemos

lfm o (a;‘gﬂ...a;‘gﬂ)) S (az‘u)...az‘(n)) _

N—oo
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Si {a%)}ie 1 converge en distribucién a {a;) }ier, lo denotaremos por

i d
{a}ier L {ag) tier

A continuacién enunciamos la versién libre del Teorema del limite central, el cudl es
facilmente demostrable con la maquinaria de cumulantes libres.

Teorema 1.5.19 (Teorema de limite central libre). Sea (A, ¢) un *-espacio de probabilidad
no conmutativo, y ai,as, ... € A una sucesion de variables aleatorias autoadjuntas, libres y
con la misma distribucion. Supongamos que para todo i € N, p(a;) = 0, y denotemos a la
varianza comin de las variables aleatorias a, por o® = p(a?). Entonces

ay+---+anN d
—_— — 5,
VN

donde s es in elemento semicircular de varianza o2.

(1.5.14)

Demostracion. De la férmula de momentos - cumulantes, los cumulantes libres los podemos
pensar como polinomios en los momentos, y los momentos como polinomios en los cumu-
lantes libres. Por consiguiente, convergencia de momentos es equivalente a convergencia de
cumulantes. De esta manera, demostraremos que

En efecto, por la multiinealidad de los cumulantes libres y del Teorema 1.5.15 tenemos

1 z
R(al‘*‘"'aN)/\/N(z) - VN “Rayttay <\/N>

()

I\

2
z
= VvN-{o 2_ 2 ol
< +o \/N-Flﬁg(a)N—F )
— o’z
Luego, el tinico cumulante no cero de s es ka(s) = o2. Sustituyendo en la férmula de

momentos - cumulantes, si n es impar entonces my,(s) = 0, mientras que si n = 2k entonces

ma(s)= > ke(s)= > (D)=0"-Cp

TeNC(n) TeNCo(2k)

Como los momentos de s corresponden a los momentos de un elemento semicircular de

- d
2 concluimos que % — s. -

varianza o

Como otro ejemplo de convergencia en distribucion, enunciemos otro teorema limite en
probabilidad libre.
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Proposicién 1.5.20 (Teorema limite Poisson libre). Sea A > 0 y o € R. Entonces, el limite
en distribucion para N — oo de

(=) 5+ 5)

posee cumulantes libres {kp }n>1 dados por

La distribucion limite es llamada distribucion Poisson libre de tasa A y tamano de salto .

1.5.3. Productos de variables aleatorias libres

Para finalizar este capitulo, abordemos una cuestion que no hemos considerado hasta el
momento, la cual refiere a encontrar la distribucién del producto ab si a y b son variables
aleatorias libres. La ventaja en el caso aditivo, es que si a y b son autoadjuntas en un C*-
espacio (A, ¢), entonces a + b es autoadjunta. Sin embargo, no necesariamente sucede que
ab es autodjunta, y por lo tanto los momentos de ab no necesariamente provienen de los
momentos de una medida de probabilidad. Una manera de solucionar lo anterior, es que si
existe \/a y ¢ es traza, podemos considerar la variable autoadjunta y/aby/a pues

p((Vaby/a)") = p(v/ab(ab)"*V/a) = ¢((ab)").

Como en el caso aditivo, dadas dos medidas de probabilidad u y v, siempre podemos encon-
trar elementos a, b libres en un C*-espacio (A, ¢) tales que /a y Vb existen y a y b tienen
distribuciones p y v, respectivamente. A un elemento z en un C*-espacio tal que /z existe,
le llamaremos positivo.

Definiciéon 1.5.21. Sean p y v medidas de probabilidad con soporte compacto en Ry =
[0,00). La convolucion multiplicativa libre pX v estd definida como la distribucién analitica
de y/aby/a, donde a y b son elementos positivos en algin C*-espacio tal que a y b son libres,
v a y b tienen distribuciones analiticas y y v respectivamente.

Observacién 1.5.22. En la definiciéon de convolucién multiplicativa libre no importa la
eleccion especifica de a y b ni del C*-espacio; lo tinico que importa es que los momentos ¢(a™)
y ¢(a™) sean los momentos de p y v respectivamente. Por consiguiente, ;X v es inicamente
determinada y es una medida con soporte compacto en R, . En particular tenemos que la
convolucién multiplicativa es asociativa. De esta manera, podemos pensar que X es una
operacion asociativa en el conjunto de medidas de probabilidad con soporte compacto en
R;.

Como en el caso aditivo, nos gustaria encontrar p X v a partir de g y v. Una manera
analitica de tratar este problema es via la transformada S. Sin embargo, para nuestros
intereses solamente discutiremos la aproximaciéon combinatoria a este problema. El lector
interesado en la transformada S, puede consultar la Lectura 18 libro de Nica y Speicher [26]
para el caso de medidas con soporte compacto y media no cero, el articulo de Raj-Rao y
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Speicher [29] para el caso de soporte compacto y media cero, y el articulo de Pérez-Abreu
y Arizmendi [4] para el caso de medidas simétricas con soporte no acotado.

Con los cumulantes podemos dar una respuesta combinatoria al problema de la distribu-
cion del producto de variables aleatorias libres via el siguiente teorema, cuya demostracion
es un elegante uso de la condicién de cumulantes mixtos que se anulan, la férmula de produc-
tos como argumentos y una caracterizacion del complemento de Kreweras de una particion
7m € NC(n). La demostracién se puede recuperar de la prueba de la Proposicién 4.4.2.

Teorema 1.5.23. Sea (A, @) un espacio de probabilidad no conmutativo y consideremos
variables aleatorias ai,...,an,b1,...,b, € A tales que {ay,...,a,} y{b1,...,b,} son libres.
Entonces tenemos

(p(alblagbg e anbn) = Z Iﬁﬂ(al, ag, ..., an) . (PKr(w)(bla bg, ey bn) (1.5.15)
TeNC(n)

Kn(a1by, agbe, ... apby) = Z Kr(ai,ag, ... ap) - ,%Kr(,r)(bl, ba, ..., by) (1.5.16)
TENC(n)
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Capitulo 1.

Teoria de probabilidad libre



Capitulo 2

Probabilidad libre de tipo B

Tal como mencionamos la Observacion 1.4.13, las reticulas de particiones que no se
cruzan NC(n) pueden ser obtenidas a través de generalizar el concepto de particiones que no
se cruzan para el grupo de reflexién clasico de tipo A,, que corresponden a grupos simétricos
Sp. Victor Reiner en [31] introdujo conjuntos de particiones que no se cruzan para los grupos
de reflexiones de tipo B, y D, los cuales resultaron ser tan bien comportados con respecto
a los conjuntos de particiones que no se cruzan originales, en el sentido de que también
son reticulas con rango, ademas de obtener algunas férmulas anédlogas, por ejemplo, para la
cardinalidad del conjunto y la de los subconjuntos con cierto niimero de bloques.

Por otra parte, en el capitulo anterior pudimos notar que las reticulas de particiones que
no se cruzan tienen un papel fundamental en la combinatoria de la teoria de probabilidad
libre, siendo el teorema estelar la equivalencia entre independencia libre y la condicién de
cumulantes libres mixtos que se anulan. El objetivo de este capitulo es establecer conexiones
entre el marco de teoria de probabilidad libre y las particiones que no se cruzan asociadas
al grupo de reflexiones de tipo By, las cuales denotaremos por NC®) (n).

El plan para establecer una “teoria de probabilidad libre de tipo B” a partir de la com-
binatoria de NC(#) (n), es idear una nocién de “cumulantes de tipo B”, donde la nocién
de “independencia libre de tipo B” quede caracterizada por la condicién de que los cumu-
lantes de tipo B se anulen. Sin embargo, lo anterior no nos dice en qué clase de “espacio
de probabilidad no conmutativo de tipo B” estén asociados estos nuevos cumulantes. Para
ello, usaremos la convolucion caja (Lectura 17 de [26]), operacién que generalizaremos en
el marco de graficas de Cayley de grupos, lo que permitiré definir una convolucién caja de
tipo B. Al ser la convolucién caja un puente entre probabilidad libre y graficas de Cayley
para grupos de tipo A, la convoluciéon caja de tipo B resultard ser también un puente entre
graficas de Cayley de tipo A y una nocién apropiada de probabilidad libre de tipo B. Més
aun, la convolucién caja de tipo B se podra pensar como una convolucién caja de tipo A
donde los escalares no seran ahora los nimeros complejos, lo que nos permitird dar una
nocion natural de espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B y cumulantes libres de
tipo B.

Todo lo descrito anteriormente se desarrolla en las siguientes secciones del presente
capitulo, el cual, como mencionamos en la introduccién de este trabajo, estd basado en el
articulo de Biane, Goodman y Nica [11]. En la primera seccién exponemos los preliminares
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necesarios sobre particiones que no se cruzan de tipo B. Después, presentamos toda la
maquinaria de graficas de Cayley que usaremos mas adelante, la cual particularizaremos
para los grupos simétricos e hiperoctaédricos. En Seccién 4 introduciremos la convolucién
caja para ambos grupos, lo cual nos permitird definir los cumulantes libres de tipo B, y
finalmente, una nocién de independencia libre con respecto a estos cumulantes.

Para efectos de evitar confusién de este capitulo, cuando nos refiramos a objetos de
la teoria de probabilidad libre desarrollada en el capitulo anterior, agregaremos el adjetivo
“tipo A”, para hacer referencia a que provienen de las particiones que no se cruzan asociadas
a grupos de reflexiones de tipo A. En particular, nos referiremos a particiones que no se
cruzan de tipo A, espacios de probabilidad no conmutativos de tipo A, cumulantes libres de
tipo A, independencia libre de tipo A, por mencionar algunos objetos. También escribiremos
el superindice (Y para especificar atin més: por ejemplo, NCA) (n) denotara el conjunto de

.. (A , e
particiones que no se cruzan en n elementos; k,, ’ denotara usualmente al n-ésimo cumulante
libre de un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo A (A, ¢).

2.1. Particiones que no se cruzan de tipo B.

Para comenzar, introduzcamos el analogo de tipo B de las reticulas de particiones que
no se cruzan: Para n € N, consideremos el conjunto totalmente ordenado

[tn] ={l<2<---<n<-1<-2<---< —n}.
Ademas, definamos la funcién inversion
[£n] 27— j € [£n].

Definicién 2.1.1. Definimos al conjunto NC®)(n) como el subconjunto de NC4)([+n])
que consiste de todas las particiones que son invariantes bajo la funcién inversion.

Observacién 2.1.2. 1. Consideramos una particion 7 € NCP)(n). Notemos que sus
bloques son de dos tipos: invariantes bajo inversién o no invariantes. Como 7 es una particién
que no se cruza, a lo mas hay un bloque invariante bajo inversién, al cual llamaremos bloque
cero. Por otra parte, si X es un bloque no invariante bajo inversién y X € m entonces
—X ={—j|j € X} es también un bloque de 7, distinto de X. Asi pues, los bloques no
invariantes vienen por pares.

2. Es claro que NCP)(n) es una sub-reticula de NC) ([£n]) = NC)(2n), donde el
orden es el orden de refinamiento en reversa de la Definicién 1.4.6. Ademas, NC(5) (n) es ce-
rrado bajo las aplicaciones complemento de Kreweras Kry Kr’ considerados en NC(4) ([£n]).
La restriccién de tales aplicaciones a NCP) (n) también son anti-isomorfismos. En particular
se satisface la Ecuacién (1.4.2):

7|+ |Kr(n)] =2n+1, V& e NCH(n) (2.1.1)

Como los bloques no invariantes vienen por pares, entonces exactamente una particién de
7 o Kr() tiene un bloque cero.
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Figura 2.1: Ejemplos de particiones en NC(A)([:I:6]). Solo la primera de ellas no pertenece
a NCB)(6).

La propiedad ma&s importante que discutiremos en esta seccion es que las reticulas
NCB) (n) y NCA(n) estan relacionadas de tal manera que la primera es cubierta de la
segunda. Esta propiedad en particular nos permitird “empujar” sumas sobre NC(B) (n) a
sumas sobre NC(4) (n). De hecho, la funcién cubierta anterior surge de manera muy natural
al considerar valores absolutos. Mas exactamente, para n entero positivo, consideremos la
funcién valor absoluto Abs : [£n] — [n], la cual estd definida como j — |[j|. Si denotamos
Abs(X) = {Abs(z) : z € X}, para X C [+n], podemos enunciar la siguiente proposicién.

Proposicién 2.1.3. Site NCB)(n) y 7 ={X1,...,X,} entonces
p = {Abs(X1),...,Abs(X,)} € NCW(n).

La particion p la llamaremos valor absoluto de 7, y la denotaremos como Abs(r).

Demostracion. Claramente p es una particién del conjunto {1,...,n}. Ademds
ar~pbs(a~rby —an~g—b) 6 (ma~zb ya~g—b).

Supongamos que a < b < c<den {l,...,n}, y ademés a ~, cy b ~, d. De esta manera
(@ ~rcoanr~g—c),y (b~gdob~y; —d)en [£n]. Supongamos que a ~ c. Si b ~, d, como
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7 no se cruza entonces b ~,, c. Por otro lado, si b ~r —d, como a < b < ¢ < —d en [£n], de
nuevo b ~, ¢ pues 7 no se cruza. Finalmente, notemos que el caso a ~r —c es analogo. W

_ 1
| =7

INCB) ()| = (2:) = (n+1)|NC™ (n)|. Los hechos anteriores los usaremos para demostrar

el teorema mas importante de esta seccién, el cual anunciamos a continuacion.

De la Proposicién 1.4.3, tenemos que | NC)(n) (277) Reiner en [31] probé que

Teorema 2.1.4. Sean € N. Entonces, la funcién Abs : NCB)(n) — NCA (n), 7 — Abs(n)
es una funcion (n+1) a 1.

La demostracién se basa en la observacion de las cardinalidades de ambos conjuntos y
en los siguientes lemas.

Lema 2.1.5. Abs(Kr(r)) = Kr(Abs(r)), para todo m € NCP)(n).

Demostracion. Fijemos 7 € NCF)(n). Por definicién de complemento, = U Kr(w) es una
particién que no se cruza del conjunto

J={l<1<2<2<--n<n<-1<-1<---<-n<-n}

De esta manera, Abs(7) U Abs(Kr(7)) no se cruza en {1 <1< --- <n < f}. Sabemos que
la particién Kr(Abs(7)) es la més grande tal que Abs(m) U Kr(Abs(7)) no se cruza, por lo
que Abs(Kr(7m)) < Kr(Abs(m)).

Veamos que ambas particiones tienen el mismo ntimero de bloques, por lo que ambas
particiones serén iguales. Sabemos que Kr(Abs()) tiene n + 1 — | Abs()| bloques. Como
7| + | Kr(7)| = 2n + 1, y ademds solamente una de las particiones 7 y Kr(m) posee un
bloque cero, entonces, sin contar el bloque cero, en m U Kr(7) hay n pares de bloques no
invariantes, que al aplicar la funcién valor absoluto se transforman en n bloques, que junto
con el valor absoluto del bloque cero nos dan n + 1 bloques. Es decir

| Abs(Kr(m))| =n+1— | Abs(7)|,
que era lo que queriamos demostrar. |

Lema 2.1.6. Sean X,Y,Z C [£n] no vacios tales que
0.

1. Z=-7Z,XNn(-X)=0,YN(-Y)
2. Z,X y—X no se cruzan.

3. Z,Y y =Y no se cruzan.

4. Abs(X) = Abs(Y) C{1,...,n}.

Entonces X =Y, o bien, X = -Y.

Demostracion. Sea j = Abs(X) = Abs(Y). Reemplazando X por —X, o Y por —Y, pode-

mos suponer sin pérdida de generalidad que j € X NY. Veremos entonces que X =Y.
Hagamos la representacién circular de los elementos ordenados de [£n|. En esta repre-

sentacién, cortemos el convexo generado (con frontera) por los puntos de Z. Si Z = 2m (ya
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que es invariante) y m < n, lo que se realizé en el paso anterior fue una extracciéon de un
(2m)-dgono. Lo que queda del circulo es la unién de 2m dominios, cada uno acotado por un
arco de circulo y un lado del (2m)-agono. Notemos que ninguno de estos dominios contiene
un par de puntos de la forma 7 y —i, con 1 < i < n, puesto que ninguna linea que une dos
puntos en el mismo dominio interesa al (2m)-dgono, mientras que la linea que une a —i y i
si lo hace.

Luego, consideremos a W el conjunto de puntos en el domino donde esta j. De acuerdo
a la Condicion 2, X C W, mientras que la Condicién 3 implica que Y C W. Pero de acuerdo
al enunciado final del parrafo anterior, Abs es inyectiva en W, por lo que concluimos que
xX=Y. |

Lema 2.1.7. Sean m, p € NCB)(n) tales que Abs(m) = Abs(p) y ademds 7 y p tienen un
blogque cero comun Z. Entonces m = p.

Demostracion. Sea X un bloque no invariante de m. Como Abs(mw) = Abs(p), existe un
bloque no invariante de p tal que Abs(Y) = Abs(X), y ademds Abs(Z) es disjunto de
Abs(Y). De acuerdo al Lema 2.1.6, X = Y, o bien, X = —Y. En cualquiera de los casos
tenemos que {X,—X} = {Y,—Y}, por lo que cada bloque de 7 es un bloque de p, y
viceversa. Asi, m = p. |

Finalmente, podemos dar la prueba del Teorema 2.1.4.

Demostracion del Teorema 2.1.4. Dado que [NCB)(n)| = (n41)|NCW(n)|, basta demos-
trar que

Hr e NCB)(n) : Abs(n) =p}|<n+1, VpeNCH(n) (2.1.2)

Consideremos p € NC(A)(n) y ¢ = Kr(p). Sean p = {A1,..., Ax} v ¢ = {Aps1,. .., Ant1}
los bloques de p y q. Si m € NCB) (n) es tal que Abs(m) = p, por el Lema 2.1.5 tenemos
que Abs(Kr(w)) = q. Ademés, también sabemos que exactamente uno de m o Kr(7) tiene
un bloque cero. Si 7 tiene el bloque cero Z, entonces Abs(Z) = A,, para algin 1 <m < k;
si Kr(m) lo tiene y es Z, entonces Abs(Z) = A, para algin k+1 < m < n + 1. De esta
manera podemos definir una funcion

& : {r e NCPB)(n) : Abs(n) =p} — {1,...,n+1}

tal que ®(m) = m, como antes descrito.

Por el Lema 2.1.7, la funcién ® es inyectiva. En efecto, si 7, p € NC®)(n) son tales que
Abs(m) = p = Abs(p) y ®(m) = m = ®(p). Cuando k& < m, por el Lema 2.1.7 obtenemos
m = p. En el caso de que m > k + 1, el mismo lema aplicado a Kr(7) y Kr(p) nos permite
concluir que Kr(m) = Kr(p), asi m = p. Por lo tanto ® es inyectiva y se cumple la desigualdad
(2.1.2), con lo cual la prueba finaliza. [ |

Observacién 2.1.8. Dado 7 € NC(B) (n), la prueba anterior nos dice cémo construir 7 €
Abs™!(p) € NCW(n). Primero escogemos cual bloque de p o Kr(p) serd levantado a un
bloque cero. Al realizar lo anterior, los bloques de 7 estdn completamente determinados pues
deben ser los bloques de p con signo tal que no se crucen con el bloque cero. Por ejemplo,

consideremos p = {{1,2},{3,4}} € NCW4) y Kr(p) = {{1},{3},{2,4}}. Si {1,2} € p
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serd el bloque cero de =, tenemos © = {{1,2,—1,—-2},{3,4},{-3,—-4}} € NCP)(4) y

Abs(m) = p.
4 1 1
2
4
-3
3 2
-1 4 3

Figura 2.2: Representaciones de p = {{1,2},{3,4}} y un elemento de Abs™!(p) € NC(B)(4).

2.2. Graficas de Cayley

En esta seccién expondremos los preliminares necesarios referentes al marco de trabajo
de graficas de Cayley que sera de gran utilidad para motivar la definicién de cumulantes
libres de tipo B. Empecemos con unas definiciones.

Definicién 2.2.1. Un grupo marcado es un par (G,T) tal que G es un grupo y T es un
conjunto de generadores de G que satisface las siguientes propiedades: e ¢ T, x € T implica
quez ' €T, yxz €T, ce G implican que ¢ lzc € T.

Observacién 2.2.2. En un grupo marcado (G,T) podemos definir una distancia de la
siguiente manera. Para e # a € G, definimos a |a| como el entero positivo méds pequeno n
tal que a = x1 -+ -y, con x; € T para 1 < i < n. Definimos también |e| = 0. De acuerdo
a las propiedades de T', se prueba ficilmente que la funcién longitud |- | : G — N U {0}
satisface

lab] <la| + |b] Va,beG
la=!| = |a| VaeG (2.2.1)
lc7tac| =|a|] Va,ceqd

De esta manera, d(a,b) := |a~1b| = [ba~!| define una distancia en G' que es invariante bajo
traslaciones, es decir d(cad, cbd) = d(a,b) para todo a,b,c,d € G.
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Lo mas interesante de la distancia anterior, es que podemos definir un orden parcial en
un grupo marcado (G,T).

Definicién 2.2.3. Sea (G,T') un grupo marcado, y consideremos la distancia definida en
la Observacién 2.2.2. Para a,b € G, definimos la relacién a < b como sigue:

a<b < d(e,a)+d(a,b) =d(eb) (2.2.2)

La relacién (2.2.2) define un orden parcial en un grupo marcado (G,T'), donde e es el
elemento minimo.

Observacién 2.2.4. Un caso interesante en que a < b es cuando [a,b] = {a,b}; en este
caso, diremos que b cubre a a. Directamente de la definicion, la condicién de que b cubre a
a es equivalente a que a < by |b| = |a| + 1.

Observacién 2.2.5. Hasta el momento no hemos hablado del por qué el nombre de graficas.
Esto es porque a partir del orden de la Definicién 2.2.3, en un grupo marcado (G, T) podemos
construir la grdfica de Cayley de (G, T) como la gréfica cuyos vértices son los elementos de
G y hay una arista en {a,b} C G si, y solo si, d(a,b) = 1. De esta manera, la distancia y el
orden parcial en G discutidas anteriormente tienen una interpretacién natural en el grafica
de Cayley de (G, T). Por ejemplo, a < b si, y s6lo si, a estd en la geodésica de e hacia b en
la gréifica de Cayley de (G,T).

A continuacién veamos dos ejemplos de grupos marcados, los cuales seran de gran uti-
lidad en el trabajo posterior de este capitulo.

Ejemplo 2.2.6. Consideremos S, el grupo simétrico en los n elementos {1,2,...,n};
ademds, si consideramos a T, el conjunto de transposiciones de S, (es decir, de las permu-
taciones de la forma (i,7) € Sy,), entonces (S, T),) es un grupo marcado. Es conocido que
para este caso, la funcion longitud de la Observacion 2.2.2 es de la forma

|t| = n — (# orbitas de t), Vte Sy

Con respecto al orden parcial en S,, de la Definicién 2.2.3 y de acuerdo de la Observacién
2.2.4, obtenemos la siguiente caracterizacién de cuando un elemento cubre a otro:

to = tir, donde r = (i,j) € T}, es tal que

° . (1 2.2.3
1,7 pertenecen a distintas orbitas de ¢; ( )

ta cubre at; < {

En este caso, el efecto de multiplicar por r es que las érbitas que contienen a ¢ y a j en tq,
se unen en ts.

Ejemplo 2.2.7. Sin es un entero positivo, consideremos a W,, el grupo hiperoctaédrico de
2"n! elementos, también conocido como el grupo de Weyl de tipo B,,. La caracterizacién de
W, que usaremos es la de grupo de permutaciones 7 de [+n] tal que

7(—i) = —7(i), para 1<i<n. (2.2.4)

Asi W, es un subgrupo de S4,,. Notemos que un elemento 7 € W,,, viéndolo como elemento
de Si,, tiene una descomposicién como producto de ciclos disjuntos. De acuerdo a (2.2.4),
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7 tiene dos tipos de ciclos: aquellos que son invariantes bajo inversiéon (multiplicar por —1)
y aquellos que no; ademas, los bloques no invariantes vienen en pares.
Si consideramos R,, al conjunto de permutaciones en W, de la forma

(7;7 _i) 1<i<n
{(i,j)(—i, —j) 4,7 € [£n],|i] # |1 (2.2.5)

entonces (W, R,) es un grupo marcado. De manera anédloga al ejemplo anterior, la funcién
longitud tiene la forma

7| #de pares de érbitas de T
T|=n— . . - .
no invariantes bajo inversién

) ,  TEW, (2.2.6)

Ademids, como en el caso de los grupos simétricos, también tenemos una caracterizacion de
la propiedad de que un elemento cubra a otro.

Lema 2.2.8. Sean 11,70 € W,. Entonces 7o cubre a 11 si, y sdlo si, p = 71_172 €ER, vy
ademds cae en una de las siguientes situaciones:

1. p=(i,—1i), donde i,—i pertenecen a diferentes érbitas en 7.

2. p = (i,7)(—i,—j), con |i|] # |j| v ademds i, —i pertenecen a la misma orbita en T,
pero j y —j no pertenecen a la misma orbita en T1.

3. p=(i,7)(—i,—j) y ningin par de elementos del conjunto {i,j —i,—j} pertenecen a
la misma orbita en 1.

4. p=(i,7)(—i,—j) con |i| # |j| yi,—j pertenecen a la misma drbita de 11 y esta orbita
no es invariante bajo inversion (y por ello no contiene a —i ni a j).

Observacion 2.2.9. En las situaciones 1, 2 y 3 del lema anterior, el efecto de p en 70 = 71p
es que distintas orbitas de 71 son unidas para formar érbitas més grandes en 75. La situacién
4 causa el siguiente efecto: si X C [+n] es la 6rbita de 7 que contiene a i y a —j, la
multiplicacién por p reemplaza las o6rbitas X y —X de 7 por dos érbitas invariantes Y y
ZdemtalesqueYUZ=XU-X,1,—t€Y,j,—j€Z.

Del Lema 2.2.8 y de la Observacién 2.2.9, se desprende el siguiente corolario.

Corolario 2.2.10. Sim < 1 en W, entonces 1 tiene al menos tantas dérbitas invariantes
como 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 75 cubre a 71, y sea p = 7, L.
De esta manera, p cae en una de las 4 situaciones del Lema 2.2.8. Si denotamos por NN; el
numero de érbitas invariantes de 7; para i = 1,2, de acuerdo a la Observacion 2.2.9, para
los Casos 2 y 3, tenemos que N1 = Ny; para el Caso 1 tenemos que No = N7 + 1; mientras
que para el Caso 4 tenemos que No = N; + 2. En cualquiera de los casos, tenemos que
Ny < Ny, que era lo que queriamos probar. |

Para terminar con los preliminares de graficas de Cayley, definamos una operacion en el
conjunto de funciones complejas en G.



2.8. Particiones que no se cruzan y grdficas de Cayley 45

Definicién 2.2.11. Sea (G,T) un grupo marcado y F(G,C) el conjunto de funciones
complejas en G. Para u,v € F(G,C) y a € G, definimos la convolucién restringida de u 'y
v COmo:

(wrrv)(@) = > ulb(c) (2.2.7)

b,ceG,bc=a
|bl+lcl=lal

Notemos que en el caso en que T es finito, entonces la suma anterior es finita. Ademas,
se puede reescribir como

(ux,0)(a) = > ud)v(b'a).

bele,a]

Casos particulares de la suma anterior son

(usrv)(e) = u(e)v(e),
(u*rv)(x) = wule)v(z)+u(r)vie), VzeTl.

Finalmente, enunciamos la iltima proposicién del marco de graficas de Cayley, la cual nos
indica que esta nueva operacién *, se comporta muy bien con la estructura algebraica de
F(G,C).

Proposicién 2.2.12. Sea (G,T') un grupo marcado. Entonces F(G,C) es un dlgebra com-
pleja con unidad, con multiplicacion x, y unidad x.(x) =1 siz =€ y xe(x) =0 si x # e.

2.3. Particiones que no se cruzan y graficas de Cayley

En esta seccién aplicaremos la maquinaria de graficas de Cayley en grupos simétricos e
hiperoctaédricos al estudio de las reticulas de particiones que no se cruzan de tipo A y B,
respectivamente. Dada una particién del conjunto {1,...,n}, existe una manera canénica
de ver a tal particién como una permutacion del grupo simétrico de n elementos. Ademds,
en la seccién anterior definimos un orden en S,,. Una pregunta natural es ver qué relacién
hay con el orden parcial de NC() (n) y el orden parcial en S,, de la Definicién 2.2.3. Para
situarnos en el contexto, consideremos el grupo marcado (.S, T},) del Ejemplo 2.2.6, y [e, c]
el intervalo en S,,, donde e es el elemento identidad en S, y ¢ = (1,2,...,n) el “ciclo largo”
en S,. El siguiente teorema, probado por Biane en [9], nos permite estudiar las particiones
que no se cruzan dentro del grupo simétrico.

Teorema 2.3.1. Sea n € N, y consideremos la reticula de particiones que no se cruzan
NCA) (n), el grupo simétrico de n elementos Sy, y el intervalo [e,c|. Consideremos la si-
guiente aplicacion del conjunto de particiones del conjunto {1,...,n} a Sy,: definimos ¢ en
los subconguntos de [n] como t({a1,...,ax}) = (a1,...,ax) si ay < --- < ag. Luego, se
extiende v a las particiones de [n] como el producto de los bloques de la particion. Entonces

la restriccion de v a NCA) (n) tiene rango igual a [e,c] C Sy y L es un isomorfismo de orden
entre NCA (n) y [e, d.

Observacién 2.3.2. El complemento de Kreweras tiene una interpretacién interesante y
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bastante ttil en término del isomorfismo de orden ¢ : NC) (n) — [e, ¢] del teorema anterior:
UKr(p) = u(p)'e,  u(KY'(p) = clp)”" VpeNCW(n).

De hecho se tiene que la estructura de orden de cada subintervalo [e, b] C [e, ¢] estd rela-
cionada con la estructura de reticula de las particiones que no se cruzan. Mas precisamente,
tenemos la siguiente proposicién probada por Biane en [8].

Proposicién 2.3.3. 1. Supongamos que a € Sy, con |a| = k y a = t1---t; donde t;
es una transposicion para 1 < j < k. Para cada j, los dos elementos de [n] que son
transpuestos por t; estdn en la misma orbita de a.

2. Sia<bensS,, cada orbita de a estd contenida en una orbita de b. En particular cada
punto fijo de b debe ser un punto fijo de a.

3. Si b # e es una permutacion de Sy, , consideremos Fi,...,Fy C [n] las érbitas de b
con mas de un elemento y sean b = by, ..., bg la factorizacion de b en ciclos disjuntos.
Sia; € le,b;] con1l<i<Ek, las permutaciones ay,...,a conmutan y ademds se tiene
que a = ay ---ay € [e, b].

4. 8ie £be S, yb=by---by es la factorizacion en ciclos disjuntos como en 3),
entonces cada a € [e,b] puede ser escrito de manera unica como a = aj - - - aj, donde
a; € e, b], para 1 <i <k.

Observaciéon 2.3.4. Supongamos que ¢ # b < ¢y b = by---b; como en el inciso 3 de
la proposicién anterior. La proposiciéon nos da un isomorfismo de conjuntos parcialmente
ordenados

[e,b] = [e,b1] X [e,ba] X -+ X [e, bg] (2.3.1)

Sil < j <k, sea Fj la tnica érbita de b; que no es un solo punto. El intervalo [e, b;] consiste
de todas las permutaciones a € S, tales que a fija a todos los elementos de {1,...,n}\F}
y ademds a|r; < bj|r; = b|F;, donde la desigualdad es en el grupo marcado (Sg;, TF;).
Como b; es un ciclo largo en Fj, del Teorema 2.3.1 tenemos que [e, bj] = NC(E}). De esta
manera

[e,0] = NCA (1) x - -« x NCW(1y,)
donde [; = |F}j| para 1 < j < k.

Ahora estudiemos el caso andlogo en el grupo hiperoctaédrico. Denotemos por € a la
unidad en W), y
w=(1,2,...,n,—1,-2,...,—n) e W,

el “ciclo largo” en W,,. Estudiaremos el intervalo [e,w] C W, con el orden parcial de
(W, Ry). Como NC®)(n) ¢ NCW ([£n]), el isomorfismo ¢ del Teorema 2.3.1 nos pro-
porciona una aplicacién ¢ : NC(B) (n) — Sip. Ademds es claro de la definicién de ¢ que
L(NCB)(n)) € W, C Sin. De esta manera, demostraremos siguiente teorema:

Teorema 2.3.5. La funcion 1 de NC'B)(n) a W, es un isomorfismo de orden entre NCP) (n)
y el intervalo [e,w] C W,.
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La demostracion del teorema anterior estd basada en los siguientes dos lemas.

Lema 2.3.6. Si € NC®)(n) entonces:

1. o(m)(Kr(7)) = w.

2. |ue(m)|p+|e(Kr(m)) | = |t(w)|B = n, donde |-|p denota la longitud en el grupo marcado
(Wn, Ry) y |- |a denota la longitud en el grupo marcado (Sp,Ty).

3. u(m) € [e,w].

Demostracion. Para el primer inciso, solamente notemos que podemos ver a m como ele-
mento de NC)([+n]) y aplicar la Observacién 2.3.2. Para el inciso 2, definamos

o(m) = 0 si 7 no tiene un bloque cero,
|1 si 7 tiene un bloque cero.

Ahora bien, sea f(m) el nimero de pares de bloques no invariantes de 7. Asi, de la férmula
de la longitud en S4, tenemos:

l((m)|a = 2n—z(m)—2f(m),
|L(Kr(m)|a = 2n—14 z(m) — 2f(Kr(m)).

De esta manera
2n—1=|wla = |u(m)|a + |t(Kr(7))|a =4n — 1 —2(f(7) + f(Kr(r)).
De donde f(m) + f(Kr(w)) = n. Por otra parte, como |¢(7)|p =n — f(7) tenemos que

|o(m)]B + [o(Kr(m))|p = 2n — (f(7) + f(Kr(7))) = n = |w|B.
El inciso 3 se sigue directamente de los primeros dos incisos. |

Lema 2.3.7. Si 11,70 € W,, son tales que 171 < 7o < w con respecto al orden en (Wy, Ry,),
entonces 11 < 1o con respecto al orden en (Stpn, Tip).

Demostracion. Como w tiene una érbita invariante, por el Corolario 2.2.10, cualquier per-
mutacion 7 < w € W, tiene a lo mas una Orbita invariante. Probaremos el caso en que
Ty cubre a 71, a partir del cual el resultado se sigue. Si 7o cubre a 71 en el intervalo [e, w],
entonces p = 7, 17 cae en uno de los 4 casos del Lema 2.2.8. Sin embargo, p no puede ser
como en el Caso 4 de dicho lema, pues entonces 75 tendria al menos 2 érbitas invariantes, lo
cual es una contradiccién. Luego, es sencillo verificar que los tres casos restantes satisfacen
la relacién (2.2.3), y por consiguiente 71 < 15 en (Sip, Thn). [ |

Demostracion del Teorema 2.3.5. Del Lema 2.3.6, tenemos que t(NCP)(n)) C [e,w]. Con-
sideremos o € [e,w]. Por el Lema 2.3.7, 0 < w en Si,, y por el Teorema 2.3.1, existe
7 € NCW([+n]) tal que t(r) = 0. Como los bloques de 7 son las érbitas de o, tenemos
entonces que m € NC5)(n), por lo que t(NCB)(n)) = [¢,w].
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Veamos que L|NC(B)(n) es un isomorfismo de orden. Para tal efecto, sean m; < 7y dos

particiones en NC#) (n). Primero veamos que ¢(m1) < ¢(m2) suponiendo que my cubre a 7,
el caso general se seguird entonces. De acuerdo al articulo de Reiner [31], si o cubre a 7,
se deben de caer entonces en una de las tres siguientes situaciones:

1. 7 no posee bloques invariantes y w2 es obtenida de m; uniendo un bloque y su inver-
sién.

2. o se obtiene uniendo el bloque invariante de m; con un bloque no invariante de m; y
su inverso.

3. o se obtiene uniendo dos bloques no invariantes de 71, asi como también los bloques
inversos de los dos anteriores.

Estas tres situaciones corresponden exactamente a los Casos 1, 2 y 3 del Lema 2.2.8 respec-
tivamente, aplicadas a las permutaciones ¢(71) y ¢(m2). Por lo que ¢(m2) cubre a (1) en el
orden de (W, Ry,).

Para el reciproco, supongamos que ¢(m1) < ¢(m2) en (W, R,,). Por el Lema 2.3.7, tenemos
que o(m1) < o(m) en (Sip, Tin). Luego, por el Teorema 2.3.1, 7, < 1 en NCA) ([£n]), pero
como ambas particiones son de tipo B, entonces m < g en NC(5) (n). Por lo tanto ¢ es un
isomorfismo de orden entre NC(%) (n) y [e,w], tal como se queria. |

Con el teorema anterior obtenemos una descripcién del intervalo [e, w] C W), donde w es
un ciclo largo de tipo invariante. Pensando en que existe una manera clara de ver a NC(4) (n)
dentro de NC(5) (n), nos podemos preguntar cudl es la representacién NCW (n) dentro de
W,,. En respuesta a la pregunta anterior tenemos la siguiente proposicion, la cual ofrece una
descripcion del intervalo [e,y] C W, donde v = (1,2,...,n)(—1,-2,...,—n) € W), es un
“ciclo largo de tipo no invariante”.

Proposicién 2.3.8. Siy = (1,2,...,n)(—=1,—2,...,—n) € W, entonces [e,y] = NCW (n).
Ademds, existe un isomorfismo natural de NC™(n) a [e,y]: Sea 1 : NC) (n) — NCB)(n)
la funcion

p={F,....,F,} e NCW(n) > {F,F, ... . F,,—F,—F,,...,—F,} e NCP®)(n).

El rango de v oy : NCA (n) = Wy, es [e,7] y la funcidn o 1y es un isomorfismo entre
NCAW(n) y [e,7].

Demostracidn. Primero notemos que w = v - (n,—n), por lo que v < w. De esta manera
[,7] C [e,w], y ademés el inverso del isomorfismo ¢ : NC®)(n) — [e, w] identifica al intervalo
[e.7] con el intervalo

040, {{1,...,n}, {~1,...,—n}}] € NCB)(n),
el cual es precisamente 1o(NC (n)). [ |

Ahora enunciaremos una proposicién andloga a la Proposicién 2.3.3, considerando el
caso de las particiones que no se cruzan de tipo B. Para ello es conveniente introducir la
siguiente notacién: Para 7 € W), y 7 # € consideremos X1, —X1,..., X}, =X, Z1,..., 24 la
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lista de érbitas de 7 con mds de un elemento, donde Z; = —Z; para 1 < j < ¢ denotan las
orbitas invariantes de 7. Denotamos por

Y1 = XU (—Xy), ...,Yp:XPU(—XP), Yor1=21, ..., Ypiq =24

Para 1 < j < p+gq, sea 7; la permutacién que actia como 7 en Y; y como € en [+n]\Y;. De
esta manera, llamaremos a 7 = 71 - - - Tp44 la factorizacion de tipo B de 7. Si T € [e,w], por
el Corolario 2.2.10 tenemos que ¢ =00 g = 1.

Proposicién 2.3.9. 1. Supongamos que o € [e,w] C W, es tal que |o| = k y escribimos
O =p1 Pk CON P1,...,pk € Ry. Para cada 1 < j < k, cualesquiera dos elementos
de [£n] que son tranpuestos por p; pertenecen a la misma orbita de o.

2. Sio <1 <wenW,, entonces cada orbita de o estd contenida en una orbita de T.
En particular, cada punto fijo de T es punto fijo de o.

3. Sea T € [e,w]| con T # € yT =TT} la factorizacion de tipo B de T. Si tenemos
permutaciones tales que o1 € [€,T1],..., o € [€,Tk], entonces o1,...,0k conmutan a
pares y o := o1 ---0p € [€,T].

4. Sea T € [e,w] conT #€yT ="11---T) como en el inciso 3). Entonces cada o € [€,T]
puede ser escrita de manera unica de la forma o = o1 -- -0y, donde o; € [e,7;], para
1<j<k.

La prueba de la proposicién anterior estd basada en el uso de la Proposicién 2.3.3 y en
el hecho de que el orden en (W, R,,) implica el orden en (S4y,T4y), junto con el siguiente
lema, el cual se sigue directamente de la férmula explicita de la funcién longitud en (W,,, R;,)
establecida en el Ejemplo 2.2.7.

Lema 2.3.10. Sean Yi,...,Y, C [£n] no vacios y disjuntos a pares tales que Y; = =Y}
para 1 < j < k, Sean o1,...,0, € W, permutaciones tales que o; fija los elementos de
[£n]\Yj para 1 < j < k. Sio =010} entonces |o| = |o1| + -+ + |og].

Demostracion de la Proposicion 2.3.9. El segundo inciso se sigue del Lema 2.3.7 y el inciso
2 de la Proposicién 2.3.3. Luego, el inciso 1 se sigue del inciso recién probado, y del hecho
de que p; < p1---p; <o

Para el inciso 3, sea j € {1,...,k} y consideremos Y; = —Y/ el subconjunto de [£n] don-
de 7; actia no trivialmente. Si o; es una permutacion tal que o; < 7;, del inciso 2 tenemos
que o; fija todos los elementos de [+n]\Y;. En particular, tenemos que las permutaciones
o1,...,0k son disjuntas a pares y, por el Lema 2.3.10, tenemos que |o| = |o1| + -+ + |0/

Ahora bien, claramente 7; y 0]7173 fijan todos los elementos de [£n]\Y;. Nuevamente
por el Lema 2.3.10 obtenemos las siguientes ecuaciones:

T = Iml+ -+ |7, (2.3.2)
|0717'\ = \01_171\ 4+ 4 |ak_17'k]. (2.3.

Ademss, de la definicién de orden parcial en grupos marcados, tenemos que o; < 7; &
loj| + |cr;17'j| = |7|, para cada j € {1,...,k}. Sumando las k ecuaciones y usando (2.3.2) y
(2.3.3) obtenemos que |o| + |0~ 7| = |7, es decir, o € [e, 7].
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Finalmente, probaremos el inciso 4. Como antes, consideremos Yi,...,Y; C [£n] los
subconjuntos para los cuales las permutaciones 7, ..., 7; actian no trivialmente, respecti-
vamente. Como cada érbita de o estd contenida en una 6rbita de 7, claramente o puede
ser factorizada de manera tinica como ¢ = o7 - - - 0, donde o fija los elementos de [+n]\Yj,
para cada j € {1,...,k}. Por el Lema 2.3.10 tenemos que |o| = |o1|+- - -+ |0ok|, y de manera
andloga, también se satisfacen (2.3.2) y (2.3.3). De esta manera tenemos:

7| = ol +lo'7]
k k
= D ol + > loj tml
j=1 j=1
k

= > (logl + loj ' 31)

j=1

<
Il

|5l = |71,

M-

1

<
Il

donde la desigualdad es debida a la desigualdad del tridngulo de la distancia inducida por
la funcién longitud en W),. Esto muestra que en la expresién |o;| + |0;17'j| > |7| se debe de
cumplir la igualdad, para todo 1 < j < k. Por lo tanto o; € [¢, 7], paratodo 1 < j < k. W

Observacién 2.3.11. Supongamos que 7T € [e,w]| con T # €. Sea 7 = 71 - - - 73, la factoriza-
cién de tipo B y para cada 1 < j <k, Y; = —Yj el subconjunto de [+n| donde 7; actia no
trivialmente. De los incisos 3 y 4 de la Proposicién 2.3.9 tenemos que

e, 7] = [e, 1] X -+ X [€, 7] (2.3.4)

como conjuntos parcialmente ordenados. Del inciso 2 de la proposicién anterior tenemos
que [, 7] puede ser identificado con un intervalo que va de la identidad hacia un ciclo largo
(invariante o no invariante) en Wy, . Por el Teorema 2.3.5 y la Proposicién 2.3.8, tal intervalo
es NC(B)(]Y]-|/2) 0 NC(A)(|Y]-|/2) dependiendo si Y; fue una 6rbita de 7 o la unién de dos
orbitas disjuntas de 7, inversas una de otra.

Podemos expresar lo anterior de la siguiente manera: si 7 tiene una Orbita invariante

Z = —Z y las otras 6rbitas no invariantes con méas de un elemento son Xy, —X1,...,X,,—-X,
entonces
[e,7] 2 NCA (1X1]) x --- x NCW(|X,|) x NCB)(|Z|/2). (2.3.5)
O bien, si no tiene drbitas invariantes y sus érbitas son X, —X7i,..., X, —X, entonces
[e,7] =2 NCH(|X1]) x - x NCH (| X,]). (2.3.6)

Estas dos ultimas ecuaciones representan el andlogo de tipo B de la Observacion 2.3.4.
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2.4. Convoluciéon caja de tipo A y de tipo B

Ahora estamos listos para introducir el objeto que relacionara a la probabilidad libre
de tipo A y a el marco de gréficas de Cayley en grupos simétricos: la convolucion caja de
tipo A. La idea a seguir es estudiar esta convolucién, para luego poder dar una definicién
andloga para el caso de tipo B la cual satisfaga las mismas propiedades. Lo anterior es el
objetivo de esta seccion.

Primero recordemos que dada una variable aleatoria a en un espacio de probabilidad
no conmutativo de tipo A (A, ¢) con respectivos funcionales cumulantes libres {HELA)}nzl,
definimos la serie de momentos de a y la transformada R de a como las series de potencias
Mu(z) => 02 ge(a™)z" y Ra(2) =Y 00y /ii;i)l(a, ...,a)z", respectivamente. A partir de la
transformada R, podemos definir una nueva transformada, la cual contendra exactamente
la misma informacién que R,(z), pero con ciertas ventajas combinatorias.

Definicién 2.4.1. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo A, {/@5{4) 1
los funcionales cumulantes libres asociados al tal espacio, y a € A una variable aleatoria.
Definimos la transformada C de a como la serie formal de potencias

Col(2) = i M (a,... a)z" (2.4.1)

n=1

Notemos que si a y b son variables aleatorias libres en un espacio de probabilidad no
conmutativo de tipo A (A, ), de la multilinealidad de los funcionales cumulantes libres y
de la condicién de cumulantes mixtos que se anulan (Teorema 1.5.9), tenemos que

Courp(2) = Co(2) + Cp(2). (2.4.2)

Lo anterior es para cuando consideramos sumas de variables aleatorias libres. Por otra
parte, al final del capitulo anterior enunciamos férmulas (Teorema 1.5.23) que nos muestran
informacién sobre momentos y cumulantes de productos de variables aleatorias libres. Sin
embargo, nos gustaria establecer una ecuacién andloga a (2.4.2), que nos permita relacionar
la transformada C' de ab con las transformadas C' de a y b, cuando a y b son libres. En la
siguiente definicién, podemos encontrar una respuesta a tal cuestién.

Definicién 2.4.2. Denotemos por ©) el conjunto de series de potencias de la forma

flz)= Z anz",
n=1

con a, € C, para cada n € N. En ) definimos una operacién binaria (A) como sigue:
si f(2) =200 anz"y g(2) =D 07 Bnz" entonces f (A)g es la serie ) 7 | 6,2 donde

k h
Op = Z (H 04|Fi> HB\EH , Vn>1 (2.4.3)
j=1

peNCH) (n) i=1
p={F1,....Fr}
Kr(p)={E1,....En}
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Con la definicién anterior, el Teorema 1.5.23 se parafrasea como sigue.

Teorema 2.4.3. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo A y a,b € A
variables aleatorias libres. Entonces

Cab = Ca WY Gy, (2.4.4)

De la definicién o bien, usando el teorema anterior podemos ver que la operacién (A)
es asociativa y tiene como identidad a la serie A(z) = z. Lo que hay qué notar es que la
operacion (A) efectivamente provee una conexion entre probabilidad libre y graficas de
Cayley. La relacién con probabilidad libre estd dada en el teorema anterior. Para hacer
notar la relacién con graficas de Cayley, veamos lo siguiente.

Observacién 2.4.4. Consideremos f(z) = Y07 anzn ¥ 9(2) = Y ooy Bnz" series en

O, Para cada n € N, el coeficiente 6, de f (A)g estd definido como un polinomio
en i, ..., 0, 81, ..,Ny, Por ejemplo:

h = apr
Sy = off? +aibs
53 = 3B} + 31028182 + i ps.

Por consiguiente, para n € N fijo, tiene sentido definir SLA) :C*" x C" — C" como

(81, s 80) = (a1, a0) W (B, Ba): (2.4.5)

Debido a la definicién de (A), tenemos que ELA) es asociativa y tiene como unidad a
(1,0,...,0) € C", para todo n € N.

Con la anterior observacion, ya estamos listos para dar la relaciéon con graficas de Cayley
para el caso particular del grupo marcado (S, T},), el cual fue observado y probado por Biane
en su articulo [8].

Proposicién 2.4.5. Sea n € N y consideremos el grupo marcado (Sp,T,). Para cada n-
tupla o = (a1, ..., an) € C" denotemos uq(t) : S, — C a la funcion

uq(t) = alfl(t)a§2(t) ool (2.4.6)

n

donde ky,(t) representa el nimero de drbitas de cardinalidad m de t. Por otra parte,
consideremos la operacion *, para funciones complejas en Sy. El conjunto de funciones
{uq : « € C"} es cerrado bajo *, y para cada «, 3 € C" tenemos

Uq *r UG = Uy, con y =« flA)B (2.4.7)

De la Proposicion 2.4.5 y del Teorema 2.4.3, en efecto observamos la conexién entre
probabilidad libre de tipo A y el marco de graficas de Cayley, donde la convolucién caja de
tipo A actia como un objeto intermedio entre ambos contextos.
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Observaciéon 2.4.6. Para intereses futuros, notemos que se puede definir la “versiéon en
vectores” de (A). Maés precisamente, si C' es una algebra conmutativa sobre C, la formula
(2.4.3) de la definicién de (A) tiene sentido cuando los escalares «; y B son elementos del
algebra C'. Cuando se usan escalares sobre algin algebra C distinta de C, denotaremos la

o . (A)
peracién como [

En seguida definiremos el andlogo de [« para el tipo B considerando el grupo hiperoc-
taédrico W, en vez del grupo simétrico S,,. Para tal efecto, consideremos la n-tupla en C?
a=((af,a),...,(al,alr)) € (C?)™. Denotemos por u, : W, — C a la funcién

ua(7) = ()0 (@)1 (@)D (al) D, e W, (2.4.8)

n

donde k,,(7) denota el nimero de pares de érbitas de 7 que no son invariantes bajo inversién
y que tienen cardinalidad m, y [,,,(7) cuenta las 6rbitas invariantes de cardinalidad 2m.

Observacién 2.4.7. Si o, 8 € (C?)", uq *, ug no necesariamente es una funcién u., para
algtin v € (C?)™. Por ejemplo, si n = 2, consideremos las permutaciones 71 = (1, —1)(2)(—2)
y 72 = (2,-2,)(1)(—1). De esta manera 7 := 172 = (1, —1)(2, —2). Utilizando la definicién
se demuestra facilmente que uq(€)ua(T) = Ua(T1)ua(m2). Pero uq *, ug no necesariamente
satisface la ecuacion anterior. El detalle en este ejemplo es que 7 también se puede escribir
como

7= ((L2)(~1,-2))((1,~2)(~1,2)).

Lo que permite que existan al menos 2 factorizaciones de 7 es que 7 tiene mas de una 6rbita
invariante. Sin embargo, al restringirnos al intervalo [€, w]| solamente estaremos considerando
permutaciones con a lo mas una dérbita invariante.

Ya estamos listos para definir el andlogo de tipo B de la Proposicion 2.4.5. Antes de eso,
enunciaremos y probaremos un sencillo lema, para después demostrar la Proposicién 2.4.9.

Lema 2.4.8. Supongamos que Y1,...,Yr C [£n]| son subconjuntos invariantes no vacios
tales que Y;NY; =0 sii # j. Ademds, sean o1, ... 01 € Wy, tales que o fija los elementos
de [£n]\Yj, para 1 < j < k. Si a € (CH)"™ y consideramos uq : Wy, — C como en la
Ecuacion (2.4.8), entonces

e (01) -+ e (o)) = Ua(or - - - 0p )t (€)*71, (2.4.9)

donde € € W, es el elemento identidad.

Demostracion. Ya que los conjuntos Y7, ..., Y: son disjuntos a pares, entonces la permuta-
cién oy - - - oy, deja fijos a

n—|YiU---UY| = n—(Yil+-+ |Yl)
= (=M + 0= [2))+- 4 (n = Vi) = (k= 1)n

elementos. El resultado se sigue de la definicién de u,. |
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Proposicién 2.4.9. Sean € N, a = ((of,af), ..., (al,a) vy 8= (B, B8Y),---. (BL.B)))
elementos en (C?)". Para 1 < m < n definimos

k h
/ / /
peNCA) (m) i=1 j=1
p={F1,....F}
Kr(p)={E1,....Epn}

k h

7 _ / . " /

Tm = > [Lelx, | -ofzie (H 5|m|>
7eNCB) (m) con bloque cero \J=1 i=1

7={Z,X1,— X1,....Xp,— X1}
Kr(ﬂ'):{yl7*Y17~~~:Yvhvfyvh} (2411)

k h

/ 1 /

+ > [Letx | Bl (H 5m|> :
7eNCB) (m) sin bloque cero \J=1 i=1

m={X1,—X1,...,Xp,— X}
Kr(ﬂ'):{Z,Yi,7Y1,...,Yh77Yh}

donde Z representa el bloque cero ya sea de m o Kr(m). Entonces

] (2.4.12)

(uOé *r uﬁ)“e,w} = Uy

donde 7y := ((71,7), - (7, 1)) € (C)™.

Demostracion. Cuando m = 1, (2.4.10) es equivalente a 7] = | 3]. De esta manera tenemos
que

(ua *+rug)(€) = uale)-up(e)
(e1)" - (8)"
= ()" =uy(e),

es decir, (uq *rug)(€) = uy(€).
A continuacién, supongamos que 7 € [e,w] y T # €. Probaremos que

(Ua #rup)(T) = uqy(7).

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que uq(€) = (o))" # 0y ug(e) = (81)™ # 0,
ya que la funcién (uq *,ug)(7) depende continuamente de (a, ) € (C?)™ x (C?)™. Por otro
lado, como 7 € [¢,w], entonces T tiene a lo més una dérbita invariante, por lo que tenemos dos
casos: T no tiene érbita invariante, o bien, 7 tiene una 6rbita invariante. Supongamos el caso
en que 7 tiene una orbita invariante; el caso restante es completamente analogo, simplemente
omitiendo la parte correspondiente a la érbita invariante en los calculos siguientes.
Consideremos 7, X1, — X1, ..., Xk, — X la lista de érbitas de 7 con mas de un elemento,
donde Z corresponde a la érbita invariante de 7. Para cada j € {1,...,k} , definamos
7; como la permutacién que actia como 7 en el conjunto Y; := (X; U (—Xj)) y como la
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identidad en [£n]\Yj; y también 79 como la permutacién que actia como 7 en Z y como la
identidad en [£n]|\Z. De esta manera, T = 797 - - - 7, es la factorizacién de tipo B de 7. De
acuerdo a la definicién de u., claramente tenemos la siguiente expresion:

k
_ 12l _<~k )
H x5 FE ), (2.4.13)

Basta demostrar entonces que (uq *,ug)(7) es igual a la expresién de (2.4.13). Para lograr
nuestro cometido, usamos la definiciéon de convolucién restringida, la Proposicion 2.3.9 y el
Lema 2.4.8 para obtener:

(uq *rug)(T) = Z ua(J)UB(U_lT)

o€le,7]
= Z ua(00~~-0k)u5(00_17'0-~~Uk_17'k)
oi€le,mi],
0<i<k
k
= Z Hua () | wale)™ Hu[g(o‘;lTj) ug(e) ™"
ci€le,m], \J=0 =0
0<i<k

k
- (ua(e)UB(e))_kH > ualo)ug(oj'n) | (2.4.14)

o €leT;]

Del Teorema 2.3.5 y la Proposicién 2.3.8, tenemos que [¢, 7] = NCP)(|Z]/2) y [, 7;] =
NC@(]1X;|). En consecuencia, cambiando de variables, tenemos que el término indexado
por j =0 en el producto de (2.4.14) toma la forma de la suma de (2.4.11) y por lo tanto

121
Z ua(0o)ug(og 70) = (a4 81)" 2 Yzl (2.4.15)
a0€le, o] 2

donde el exponente n — @ corresponde a los n — |2ﬁ elementos que son dejados fijos por og
y 0o 179. De manera anéloga, el término indexado por 1 < j < k en el producto de (2.4.14)
toma la forma de la suma de (2.4.10) y as:

Z Ua(o-j)uﬂ(o-j_lTj) = (0/161) 1% |7\/X E (2.4.16)

o;€le,T;]
Por consiguiente, sustituyendo (2.4.15) y (2.4.16) en la (2.4.14) obtenemos finalmente:

1Z]

(ta #rug)(r) = (uale)ug(e)) (o) )"~ 2 ~2i= 1% ‘wz» vaxjw
=1

expresién que es igual a la que aparece en (2.4.13) debido las ecuaciones 7f = o] v
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(ua(€)ug(e))™F = () 8})™™, que era lo que querfamos demostrar. [ |

En vista de la proposicién anterior, podemos definir ahora la convolucién caja de tipo

B, {§®.

Definicién 2.4.10. Denotemos por ©(5) el conjunto de series de potencias de la forma

f(Z) = Z(O/naag)znv 05;7,’05;; eC.
n=1

Sif(z) =302 1(a Ny g(z) = 320 (B, B 2" pertenecen a ©F) para n > 1 consi-

n=1

deremos 7/, y v como en (2.4.10) y (2.4.11), respectivamente. La serie Zn L (V) 2" es
llamada convolucion caja de tipo B de f y g, y la denotaremos por f [x l(

De manera andloga a la convolucién caja de tipo A, la convolucién caja de tipo B
funciona como multiplicacién en ©(F). M4s precisamente:

Corolario 2.4.11. La operacion l 0B x 0B) 5 0B) s asociativa y tiene a la serie
A'(z) = (1,0)z como unidad.

Demostracion. De manera andloga a la Observacion 2.4.4, para n > 1 podemos considerar la
operacion truncada ng) en (C?)™. Luego, basta probar que para todo n > 1, la operacién

7(1B) es asociativa y con unidad ((1,0),(0,0),...,(0,0)) € (C*)™. Pero de acuerdo a la

definicién de (B) tenemos
ua iB)B“e,w] = (Uq *r u6)|[e,w]7

para todo n > 1y cada a, 3 € (C?)". De esta manera, la asociatividad y la existencia de
la unidad se siguen de las correspondientes propiedades de la convolucién restringida .,
enunciadas en la Proposicion 2.2.12. |

A pesar del trabajo que hemos realizado para encontrar una manera satisfactoria de
definir (B), aun no hemos enunciado el teorema estelar de esta seccién, el cual motivara
nuestras préximas definiciones de espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B y
cumulantes libres de tipo B. Este teorema nos provee de una sorprendente relacion entre
(B) y (A), la cual nos dice que es posible ver a la primera como una pequena modificacién
de la segunda. Para enunciar esta relacién, primero introduzcamos un dlgebra compleja que
serd parte fundamental no solo de este capitulo, sino también del trabajo desarrollado en
esta tesis y, en general, de la teoria de probabilidad libre de tipo B.

Definicién 2.4.12. Definimos el algebra C como el espacio vectorial C? con multiplicacién
dada por

(O[/,O/l) . (/6/7/8//) — (a/ﬂ/,alﬁﬁ + 0{//5/)7 (2417)
para (o, "), (8", 8") € C2.
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Claramente C es un algebra conmutativa con unidad (1,0). Esta dlgebra se puede iden-
tificar con el dlgebra de matrices {<((); g) ca,f € C}, o bien, con el 4lgebra Clz]/(z?).
(4)

Si recordamos la Observacién 2.4.6, c es una versién en vectores de (A).

Con lo realizado hasta este momento, tenemos que en el conjunto de series de potencias
O®B) estén definidas las operaciones (B) y (A). Nuestro teorema estelar dice que ambas
operaciones son de hecho la misma.

Teorema 2.4.13. Consideremos el dlgebra compleja C de la Definicion 2.4.12. Entonces
(B) - A)‘

Demostracién. Consideremos dos elementos en ©(5)

f(Z) = Z(O‘LL’O‘Z) Z ﬁnv n "
n=1 n=1

y escribimos

o0 A oo
=> (2" FEMg(2) => (8,6)2"
n=1 n=1

Demostraremos que (7,,,v,) = (d,,,0), para todo n > 1.

Para una particién p € NC4 )( ), listemos los bloques de p y su complemento de Kre-
weras como sigue: denotemos los bloques de p (listados en orden creciente de sus elementos
minimales) como F(p,i), para 1 < i < |p|, y denotemos por F(p,i) := F(Kr(p),7 — |p|),

para |p| < ¢ < n+ 1. Por otra parte, unificamos la notacién de los «; y §; como sigue:

/ . . ,/ . .
0 (p,i) = { rear TSP { Ao S <P
Bires S 1> Ipl, Blrpsy S 0> Ip|.

De acuerdo a la definicién de v}, tenemos

n+1

k h
e X (M) () - X Moo e
(m) i=1 j=1

peENCA) (m peNCW) (p) 1=1
p={F1,....F}
Ke(p)={F1 -, En }

Por otra parte, la suma que define a ~// involucra sumas sobre NC(B )(n) Sin embargo, de
acuerdo al Teorema 2.1.4, tal suma sobre NC(B)(n) puede ser reducida a una suma sobre
NC@ (n) via la cubierta n+ 1 a 1 que proporciona la funcién Abs : NCB)(n) — NCW (n).
Mais atin, de acuerdo a la Observacién 2.1.8, podemos dar explicitamente cémo se construyen
las particiones de Abs™1(p), y asf obtener la siguiente férmula simplificada:

n+1

=Y (Y eem-I[00w0)]. (2.4.19)

peNCA) (n) \m=1 i#Fm
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Por otro lado, de acuerdo a la definicién de A) y de la regla de multiplicacién en el algebra
C tenemos entonces

k h
CRAISIND SR 1 (SR B ) (CA
peNCA) (m) i=1 j=1
p={F1,..Fr}
Kr(p)={E1,....En}
n+1
= ) He’p, ),0"(p, 1))
pENCH (n) 1=
n n+1
= > (II?@d. > 0" wm) - [0
peNCA) (n) \#=1 m=1 i#Em
Comparando la expresién anterior con (2.4.18) y (2.4.19), obtenemos que (~,,, /) = (4}, 1)
se cumple para todo n > 1, tal como queriamos. |

2.5. Cumulantes libres de tipo B

Una vez definida la convolucién caja de tipo B, podemos seguir satisfactoriamente con
nuestra linea de ataque al problema de inventar la “teoria de probabilidad libre de tipo B”.
Al buscar que (B) sirva como un puente intermedio entre esta nueva teoria y el marco de
graficas de Cayley de grupos hiperoctaédricos, el Teorema 2.4.13 nos indica que la nocién
de cumulantes libres de tipo B debe de cumplir de alguna manera la ecuacion de momentos
- cumulantes, pero ahora sobre el dlgebra compleja C. En particular, esto implica que una
nocion de espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B puede pensarse como un espacio
de probabilidad no conmutativo pero sobre C. Con esto en mente, podemos proporcionar un
marco de trabajo apropiado para estos nuevos espacios de probabilidad no conmutativo. El
objetivo de esta seccidn es, en efecto, definir los espacios de probabilidad no conmutativo de
tipo B, sus respectivos cumulantes libres de tipo B, y ver cémo estos nuevos cumulantes se
relacionan con los cumulantes libres de tipo B, nuevamente en virtud del Teorema 2.4.13.

Comencemos con una de las definiciones méas importantes de este capitulo.

Definicién 2.5.1. Diremos que el sistema (A, ¢, V, f, ®) es un espacio de probabilidad no
conmutativo de tipo B si satisface que:

» (A, ) es un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo A.
= ) es un espacio vectorial y f : V — C es un funcional lineal.
s O: AXxV xA— YV es una accién bilateral de A sobre V.

Un elemento de la forma (a,§) € A x V le llamaremos variable aleatoria no conmutativa de
tipo B.

Observacion 2.5.2. Sea (A, p,V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B. Podemos pensar en la accion ® como una “multiplicacién” de los elementos de V con los
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elementos del dlgebra A; de esta manera, denotaremos alb := ®(a, &, b), para todo a,b € A
y £ € V. Luego, en el espacio vectorial A x V podemos definir una estructura de algebra con
unidad, llamada dlgebra enlazante del bimddulo V, donde la multiplicacién esté definida por

(a,€) - (b,n) := (ab,an+&b), a,be A, n,&eV. (2.5.1)

Es decir, la estructura de dlgebra de A x V es aquella que se obtiene cuando se identifica el
elemento (a,&) € A x V con la matriz

(a,€) < (g 2) . (2.5.2)

La unidad en esta nueva dlgebra es (1 4,0y), donde 1 4 es la unidad en A y 0y es el elemento
neutro de V con respecto a la suma. Por otra parte, tenemos también definida la funcién
lineal E : A x ¥V — C?, dada por

E((a,€)) = (p(a), f(£)), acA eV (2.5.3)

Finalmente, podemos enunciar la definiciéon de cumulantes libres de tipo B

Definicién 2.5.3. Sea (A, ¢, V, f, ®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B.

Los funcionales cumulantes libres de tipo B en este espacio son los funcionales multilineales
oo

(H%B) (AX V) — C) » definidos como siguen: para cada n € Ny cada ay,...,a, € A,

&,...,& €V tenemos

> 11 fffFBf ((a1,&1)s- - (an, &) |F) = E((a1,&1) -+ - (an, ) (2.5.4)

peNC(A) (n) Fep

donde en el lado izquierdo del igualdad, si F = {j; < -+ < jm} es un subconjunto de
{1,2,...,n} entonces ((a1,&1),...,(an. &) |EF) = ((aj;,&1)s- -+ (@jn: &) € (A x V)™
y la multiplicacién es en el dlgebra C; y en el lado derecho de la igualdad, el producto
(a1,&1) -+ (an, &) € A XV se calcula con la regla definida en (2.5.1), y tiene la siguiente
férmula explicita

(alvé-l) T (anafn) = (al © O, Z ay--- am—lgmam+l cee an) . (255)
m=1

Observacién 2.5.4. En la Ecuacién (2.5.4) de la definicién de los cumulantes libres de
tipo B aparece una suma sobre NC(A)(n). Si solamente nos concentramos en la segunda
coordenada, en realidad estamos haciendo una suma sobre NC®)(n), debido al fenémeno
observado en la demostracién del Teorema 2.4.13.

Como en el caso de tipo A, (2.5.4) se puede usar recursivamente para dar férmulas
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explicitas de los cumulantes &), Por ejemplo:

P((@,6) = E((a,) = (¢(a), £(£))
K ((a1,61), (a2, &) = E((a1,&)(az, &) — E((a1,&))E((ay, &))
( plaraz) —plar)plaz) , flare)

—p(a1) f(&2) + f(&az) — f(&)plaz) ).
Las ecuaciones que definen a los funcionales R%B) son parecidas a las de los cumulantes
valuados en operadores, sin embargo en este caso C no estd candénicamente encajado en
A XV y la funcién E no es necesariamente una esperanza condicional.

(B)

Como podemos observar en la expresion de ky *((a1,£1), (a2,£2)), la primera coordenada
(A)

es precisamente Ky ' (a1, az). Para identificar la segunda componente, veamos una variacién
de los cumulantes de tipo A, donde uno de los argumentos puede ser un vector de V.

Definicién 2.5.5. Sea (A, ¢, V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B. Paracadan € Ny m € {1,...,n}, denotamos por

/{%‘7;2 AT XY x A 5 C

al funcional multilineal definido exactamente por la misma férmula con la cual se definen
los cumulantes libres de tipo A K%A) : A" — C, pero donde el m-ésimo argumento es un
vector de V' y @ es reemplazada por f en todos los lugares apropiados. Explicitamente:
flar - am—1€ame1---an) = Z kA (a a & a an | Fy)
1 m—1SUm+-1 n |Fol,j 1y---50m—-1,6,Um+1y---,Un [Lo
peNCA) (n)

H H‘(?l)(al,...,am_l,f,am+1,...,an|F) (2.5.6)
Fep, F#F,

paral <m <n, ai,...,0m-1,0m+1,---,0np € Ay & € V; F, es el bloque de p que contiene
a m,y j denota la posiciéon de m en el bloque F,, es decir, si F, = {i; < --- < 4;}, entonces
ij =m.

Como ejemplos podemos observar a los funcionales mgﬁl) :VxA—=Cy mg‘g) AXY = C
los cuales estan definidos como

Ky (€a) = flEa) - F(€)p(a)
(2.5.7)

A/
i85 (0.6) = f(a) = p(a)f(€)
paraa € Ay £ € V. También podemos observar al funcional /i:(;g) tAXVY xA— Cel cudl

esta dado por

(A

iy (a,6,b) = F(agb) — p(a) F(€b) — F(E)p(ab) — [(ag)p(b) +20(a) f(E)p(b)  (2.5.8)
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donde a,be Ay € V.

. . . A Al .
Observacién 2.5.6. Debido a que los funcionales cumulantes /@(1 ) y f-;,(%m) estan gobernados
por exactamente la misma combinatoria, conviene usar una notacién unificada para ambos.
Definimos entonces

K%A)(azl,...,xn) six; € Aparatodo 1 <i<n
(4" - 2.5.9
kN, .. , 5.
w @ ") /i,({?n%(ml,...,xn) si existe m € {1,...,n} tal que z,, € V ( )

y z; € A para todo i € {1,...,n}\{m}

Con la notacién anterior tenemos

A/
flar - am—1€ams1---apn) = Z Hﬁ‘(F‘)(al,...,am_l,g,amﬂ,...,an|F).
peNCA) (n) Fep

(2.5.10)
Por otro lado, utilizando la Notacién 1.5.1, para p € NC(n)
Al A’
KA @, a) = [ sl @, |[F), (2.5.11)
Fep
y de esta manera obtener
f(al T am—lfam—kl o an) = Z K’Z()A/) (a17 ceey Am—1, 57 Am41y - - 7a7’b) (2512)
peNCA) (n)
paran>m>1yai,...,0m—1,0m+l,.--,0m € A, £ EV.
Notemos que los cumulantes /{,({4,) también estan definidos por la misma combinatoria

(4)

que los cumulantes libres de tipo A &y, , en particular se tiene la siguiente proposicién cuya
prueba es una copia textual del caso de tipo A.

Proposicién 2.5.7. Sea (A, p,V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B. Sean>2yux,...,z, como (1.6.13). Entonces

Al /
Iini)(.rl, e T 1y BTy 1, Tpg 2,y v ey Ty) = K%A )(Il, ceeyTy) (2.5.13)

A/
+ Z IQZ(, N1, an)
peNCA)(n) con |p|=2,
p separa ar der+1

Demostracion. Usando la Férmula de productos como argumentos del Teorema 1.5.7. N

Notemos que la suma sobre p que aparece en el lado derecho de la igualdad anterior
tiene n — 1 términos, los cuales pueden ser listados explicitamente como sigue: p puede
ser p={{1,...;r}{r+1,....n}}, p={{l,...,r},{1,..., I = 1,r+1,...,n}} para algiun
2<i<ryp={{1,...,n0+1,....,n},{r+1,...,0}} paraalgin r + 1 <[ < n — 1. Como
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consecuencia de la proposiciéon anterior, tenemos el siguiente corolario, el cual claramente
también es una generalizacién de lo que ocurre en el caso del tipo A.

Corolario 2.5.8. Sea (A, o, V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B.
Sean>2yme{l,...,n}. Seal €V yai,...,am-1,0m+1,-..,a, € A. Si existe un indice
re{l,...,n}\{m} tal que a, € Cl 4 entonces

/@%A/)(al,...,am,l,f,amﬂ,...,an) =0 (2.5.14)

Demostracion. Como las variables aleatorias constantes son libres de cualquier otra variable
aleatoria, de la condiciéon de cumulantes mixtos que se anulan tenemos que

kM (ay,... a,) =0 (2.5.15)

si existe r € {1,...,n} con n > 2 tal que a, € Cly. La demostracién del corolario
es obtenida por induccién sobre n, usando la proposicién anterior con z, = a, € Cly4.
Todos los términos de la suma sobre p se anulan (excepto el indexado por la particién
p={{r},{1,...,r—=1,7+1,...,n}}) ya sea por hipétesis de induccién o por (2.5.15). B

(4)

Como mencionamos anteriormente, el objetivo de introducir los cumulantes x; ’ es
para obtener una descripcién alternativa de los cumulantes que no se cruzan de tipo B, en
particular para la segunda componente de tales cumulantes. La descripcién de interés estd
dada por el siguiente teorema.

Teorema 2.5.9. Sea (A, o, V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B y
sea n € N. Entonces para ay,...,an € A, &1,...,&, €V se satisface

H%B)((al,é-]_% sty (an7§n)) - (K%A)(al, e 7an)7 Z R%Al)(ala R 7am—1,§m7 am+17 sy an))
m=1
(2.5.16)

Demostracion. Para n € N, definamos las funciones lineales A, : A x V — C como sigue:

Mn((a1,&1), .-y (an, &) = (/@%A)(al, ceey ), Z A ar, . a1y Emy Qg - - ,an)) ,
m=1

(B)

para ai,...,an € Ay &1,...,&, € V. Demostraremos que A\, = ky, ’ viendo que A, satisface
la férmula de momentos - cumulantes de tipo B (2.5.4).
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Para p € NC(n) notemos lo siguiente:

H/\\F\((ahfl), s (an, &I

Fep

A A’
= H <’{|(F|)(a1>"'7an)v Z K/‘(F‘)(ala" 'aamlagmaaerlv"'?an‘F))

Fep meF

n
A A
= H/{|(F|)(a17"'aan|F)7 E /{; )(ab'"7am717£mvam+17"'7an) )
Fep m=1

de acuerdo a la regla de multiplicacién en C y a (2.5.11). Después, sumando sobre todas las
particiones p € NC“) (n), usando la férmula de momentos - cumulantes de tipo A, y las
ecuaciones (2.5.5) y (2.5.12):

> T e@né), . (an, &)IF) = (w(ar--an),Zf(al'“am1€mam+1"'an))
m=1

peNC) (n) FEp
= E((a1,£1) T (amfn))

Asi pues, A\, = /<;7(IB), para toda n > 1. |

Continuando la linea de establecer objetos andlogos con en el caso de tipo A, estudiemos
los analogos de los conceptos de series de momentos y transformada C' de variables aleatorias.

Definicién 2.5.10. Sea (A, ¢, V, f, ®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B, y consideremos (a,&) € A x V. La serie de momentos y la transformada C' de (a, ) son

las series de potencias M y C respectivamente en () definidas como sigue:
M(z) =3 E((a, &))" (2.5.17)
n=1
C(z):=> s ((a,9), ..., (a,8))2" (25.18)

n veces

Si (A, ) es un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo 4, a € Ay M,, C, € 64

son las series de momentos y la transformada C de a respectivamente, de acuerdo a la
férmula de momentos - cumulantes de tipo A y a la convolucién caja de tipo A tenemos
que

M, =C, {M¢ (2.5.19)

donde ¢(z) = >_2, 2". El andlogo para el tipo B esta dado por la siguiente proposicién.

Proposicién 2.5.11. Sea (A, ¢, V, f, ®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
By (a,§) € AxV. Si M y C son la serie de momentos y la transformada C de (a,§)
respectivamente, entonces

M=cHP¢, (2.5.20)



64 Capitulo 2. Probabilidad libre de tipo B

donde ¢'(z) =3 07 1(1,0)2".

Demostracion. Por el Teorema 2.4.13, el coeficiente de orden n en C (B)C’ es el mismo
que el coeficiente de orden n en C A)C/ . Cuando expresamos el coeficiente de acuerdo a la

version C-valuada de (A), del hecho de que los coeficientes de ¢’ son iguales a la unidad
en C se sigue que

coeficiente de '\ (B) B
S I (eeimae)= X TR0, 00 = A
peNCW) (n) Fep peNCA) (n) Fep
(2.5.21)
el cual es precisamente el coeficiente de orden n en M, con lo cual terminamos. |

Observacidén 2.5.12. La caracteristica importante de (2.5.20) es que en la segunda com-
ponente del lado derecho tenemos una suma sobre la mitad del conjunto NC(5) (n); mas
precisamente, sobre las particiones m € NC®B) (n) que tienen un bloque cero. Lo anterior
es debido a que las particiones 7 sin bloque cero se anulan pues los coeficientes de ¢’ son
iguales a (1,0). Por ejemplo, la segunda componente del coeficiente de 22 es

fleg+a) = x5 (€,a) + kW (@, )] + (K (©rY (@) + (57 (@) ()]

donde los tres grupos de términos en el lado derecho de la igualdad son respectivamente las

contribuciones de {{1,2,—1,—2}}, {{1, -1}, {2}, {=2}}, {{1}, {—1}, {2, —2}} e NC(B)(2).

2.6. Independencia libre de tipo B

Finalmente estamos listos para completar el tltimo de los objetivos establecidos en la
introduccién de este capitulo: definir el concepto de independencia libre de tipo B. Para ello,
tal como lo hemos mencionado varias veces, buscaremos que la independencia libre de tipo
B se caracterice por la condicién de que los cumulantes de tipo B mixtos se anulen. Notando
qué implicaciones tiene la condiciéon de cumulantes de tipo B mixtos que se anulan en el
producto de variables aleatorias alternantes, surgira la idea de esta nocién de independencia.

Definicién 2.6.1. Sea (A, ¢, V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B. Sean Aj,..., A subdlgebras con unidad de A y sean Vi, ...,V subespacios vectoria-
les de V tales que V; es invariante bajo la accién de Aj, para 1 < j < k. Decimos que
(A1, V1), ..., (Ag, Vi) satisfacen la condicién de cumulantes de tipo B miztos que se anulan
si se cumple la siguiente condicion:

H'SLB)«al?gl)a ceey (akagk» =0
siempre que a1 € A;,...,an € A;, &1 € Vi, ..., & € Vi, (2.6.1)

y existen 1 < s <t < n tal que is # 0.
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Nos gustaria que la definicién anterior nos motivara a encontrar una definicién de inde-
pendencia libre de tipo B. Lo primero que hay qué notar es que debido a que la primera
coordenada de una variable aleatoria de tipo B se encuentra gobernada por la probabilidad
libre de tipo A, una independencia libre de tipo B debera de implicar independencia libre
de tipo A en las primeras coordenadas. El objetivo entonces es descifrar qué es lo que su-
cede en las segundas coordenadas. La respuesta a esta cuestién esta dada por la siguiente
proposicién.

Proposicién 2.6.2. Sea (A, o, V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de ti-
po B, Ai,..., A subalgebras con unidad de A y Vi,..., Vi subespacios vectoriales de
V tales que V; es invariante bajo la accion de A;, para 1 < j < k. Supngamos que
(A1, V1), ..., (Ak, V&) satisfacen la condicion de cumulantes de tipo B miztos que se anulan.
Entonces:

1. Ay,..., Ax son independientes libremente en (A, ).

2. Supongamos que m,n > 0 y que tenemos n+ m + 1 indices iy, ... %1, R, J1,---,Jn €
{1,...,k} tales que cualesquiera dos indices consecutivos en la lista son diferentes, es
decir iy # tm—1, ---,01 £ hy b £ j1, ..., Jn_1 F# jn- Supongamos ademds que tenemos
elementos a,, € A a1 €A, E€EV, bre Ay, ... by € A, tales que

Im 3 *

plam) = =p(a1) =0=p(b1) = = ¢(bn).
Entonces
flam -+ a1€by---b,) =0 en caso de m #n (2.6.2)
Y
flam---a18by---by) = Oigjy * 5injn§0(a1b1) o (anbn) f(€) (2.6.3)

en el caso en el que m = n.

Demostracion. Para la primera parte, si en (2.6.1) colocamos & = -+ = &, = 0 y observa-
mos la primera componente de la igualdad, obtenemos la condicién de cumulantes mixtos
que se anulan de tipo A, por lo que Ay, ..., A son libres en (A, ¢).

Ahora demostremos la segunda parte. Por definicién de los cumulantes A’ tenemos

flam - a1€by---by) = > KA (am, . a1, €, b1, by)
pENC(A) (n+m+1)

_ 3 I1 m‘(?‘/)(am, a1, Eby, b |F) | (2.6.4)

peNC) (ntm+1) \ Fep

Veamos que la mayoria de los términos de la suma indexada por p son iguales a 0. Para
ello, fijemos una particién p € NCA) (n+m+ 1) y consideremos los siguientes casos:

p tiene un bloque F' = {s} con s # m + 1. Supongamos primero que 1 < s < m + 1,
el caso m 4+ 1 < s < n es completamente andlogo. Considerando el bloque F' = {s} de la
particién p tenemos entonces ﬁfﬁ{)(am, ooy a1,8,01, .. by |F) = ﬁgA) (as) = p(as) = 0. Asi,
el término indexado por p en la sumas es cero.
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p tiene un bloque con dos nimeros consecutivos. Por hipétesis, cualesquiera dos indices
consecutivos de la lista {iy,,...,41,h,J1,...,7n} son diferentes, por lo que la condicién de
cumulantes de tipo B mixtos que se anulan implica que

Kl ((am, 0, (a1,0), (0,€), (b1,0), ..., (bn, 0) [ F) = (0,0),

Si F 4 m 4+ 1, proyectamos en la primera coordenada y concluimos; mientras que en el

caso en que F' 3 m + 1, proyectamos en la segunda componente, la cual sabemos es una

suma cuyos sumandos se anulan a excepcién de nf?[ )(am, coya1,8,b1,...,by |F) debido al

Corolario 2.5.8, pues (0,£) = Cl4 x V. En cualquier caso obtenemos que
ﬁf?l)(am,...,al,f,bl,...,bn |F) =0,

y por ello, el término indexado por p es igual a 0.

p tiene un bloque que contiene dos elementos distintos del conjunto X = {1,...,m} o de
Y={m+2,...,m+n+1}. Como p es una particién que no se cruza, p tiene o un bloque
de un elemento, o un bloque que contiene dos niimeros consecutivos en X o Y, reduciéndose
asi a alguno de los dos casos anteriores.

Ahora, sip € NCA) (n+m+ 1) y el término indexado por p no es cero, como p no se
cruza, o tiene un singletén o un intervalo de longitud mayor o igual a 2. De los primeros
dos casos discutidos anteriormente, tal bloque tiene qué ser F' = {m + 1}. Mas atin, por
el tercer caso, cualquier otro bloque de la particion contiene exactamente un elemento de
{1,...,m} y otro elemento de {m +2,...,m +n + 1}. Asi tenemos que m = n y la tnica
particién con las caracteristicas anteriores es precisamente

p={{1,2n+1},{2,2n},...,{n,n —2},{n + 1}}.

Para el caso restante, si m # n, todos los términos en la suma de (2.6.4) son iguales a
cero, por lo que f(ay, - a1€by---b,) = 0, mientras que si m = n, todos los términos en
la suma de (2.6.4) son iguales a cero a excepcién del término indexado por la particién
p={{1,2n+1},{2,2n},...,{n,n — 2},{n + 1}}, y en este caso obtenemos
A A Al
f(am ce (11£b1 s bn) = "{g )(am bn) t /{é )((ll, bl)ﬁg )(f)

= Oiyjy  Oipjatplarbr) - o(anbn) f(§)

con lo cual finaliza la demostracién. |

En virtud de la Proposicién 2.6.2, podemos definir la nociéon buscada de independencia
libre de tipo B.

Definicién 2.6.3. Sea (A, ¢, V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B. Sean A, ..., A subdlgebras con unidad de A y Vi,...,V, subespacios vectoriales de
V tales que V; es invariante bajo la accién de A; para todo 1 < j < k. Diremos que
(A1, V1), ..., (Ak, Vk) son independientes libremente de tipo B si;

1. Ay, ..., Ag son libres en (A, ¢).
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2. Se satisface que

0 sim#n
f(am -+~ arfby---by) = (2.6.5)
Girjy * Ginjnplarbr) -+ - planbn) f(§) sim=n
siempre que m,n son enteros No Negativos, im, ..., %4, hyj1,...,jn C {1,...,k} son
indices tales que cualesquiera dos consecutivos son diferentes, y ademas los elementos
am € Ajpyyoosa1 € A, £ €V, b € Ay, ..., by, € Aj, son tales que
plam) = =p(a1) =0=(b1) = = @(by).

Observacion 2.6.4. Sea (A, ¢, V, f, ®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B y consideremos la funcién E : A x )V — C. Sean Aq, ..., A; subdlgebras con unidad de
Ay Vi,...,V subespacios vectoriales de V tales que V; es invariante bajo la accién de A;
para todo 1 < j < k. Denotamos por A, a la subdlgebra generada por A U...UA, vy V,
al menor subespacio lineal de V que contiene a V; U --- UV, v que es invariante bajo la
accion de A; para 1 < j < k. Si (A1,V1),..., (Ag, Vi) son independientes libremente de
tipo B, de manera andloga a la Proposicién 1.2.5, resulta que E|4,xy, estd completamente
determinado por E|4,xv,,- - -, E|4,xV,- El hecho anterior implica que ¢|4, esta completa-
mente determinada por ¢|4,,...,¢|4, (lo cual sabemos es consecuencia de la Proposicién
1.2.5) y que f|y, estd completamente determinado por las restricciones ¢|4,,. .., |4, ¥ por
flvis--o, flv., pues V, es el espacio generado por vectores de la forma an, ---a1€by - - - by,
donde @y, ... a1,b1,...,b0,b € Ay & €V son como en el inciso 2 de la definicién anterior.

Como en el caso de tipo A, nos gustaria que nuestra definicién de independencia libre
tipo B implique la condicién de cumulantes de tipo B mixtos que se anulan. Probaremos
primero el siguiente caso particular, a partir del cual el caso general se sigue directamente.

Proposicién 2.6.5. Sea (A, p,V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B. Sean Ay, ..., Ay subdlgebras con unidad de A y V1,...,V, subespacios vectoriales de V
tales que Vj es invariante bajo la accion de A; para todo 1 < j < k. St (A1,V1), ..., (Ag, Vi)
son independientes libremente, entonces para todo n > 2 se satisface:

A,
/-z; )(al,...,am,l,f,aerl,....an) =0 (2.6.6)
siempre que 1 <m <n,a1 € Ajy,...,am1€A,_, €V, amy1 € Aiprys o500 € Ajy,

y existen 1 < s <t <n tales que is # iy.

Demostracion. La demostracién la realizaremos por induccién sobre n. Consideremos el
caso n = 2, es decir, debemos demostrar que

para a € A;, £ € V e i # j. Por hipétesis de independencia libre de tipo B, tenemos que
f((a = p(a)14)) = 0, asi f(§a) = p(a)f(€) ¥ por ello £y")(§,a) = f(¢a) - w(a)F(§) = 0.

Andlogamente se demuestra que mgA,)(a, £)=0.
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En seguida, supongamos n > 3 fijo y que el resultado es cierto para los anteriores
2,...,n—18Seam e {1,...,n}, a1 € Ai\,...,am-1 € Ai,_,0ms1 € Aipiys.--s0n €
Ai &€V, conl <ip... i, <k tales que existen 1 < s < t < n que cumplen que
is # 1. Tenemos los siguientes dos casos:

Caso 1: Eziste v tal que 1 < r < n y i, = i,11. En este caso, por la férmula de la
Proposicién 2.5.7 con z,,, = &, x; = a; para 1 <1 < n, | # m y agrupando x, con T,y
donde 7 es el valor tal que i, = 7,41 obtenemos:

A’ A
H7(1 )(ala'--7am—17§7am+17---,an> = ff% )(1’1,...,.%'”)
_ A"
- anl(xlv oy L1, Tp L4115 T 42, - - .,J,'n)

- Z RI(DAI)(xl, ceeyTy)

peNC(A) (n) con |p|=2,
psepara ar der+1

Cada término de la expresion anterior es igual a 0 por la hipotesis de induccién, o bien. por
la condicién de cumulantes mixtos que se anulan de Ajq, ..., Ag.

Caso 2: iy # ip41 para todo 1 < r < n. Por la multilinealidad de m(@A/) y por el Corolario

2.5.8, nﬁf")(al, ey @m—1,&, Am41, - - ., Gy) DO cambia si reemplazamos a, por a, — p(a,)1l4,
para 1 <7 <nyr # m. Asi, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que ¢(a,) =0
para todo r € {1,...,n}\{m}. Por independencia libre de tipo B tenemos

f(al te am—lfam—l—l te an)

0 sin#2m-—1
— (2.6.7)
Oivin * O —1,ims1 P(010n) -+ P(am-1am11) f(§)  sin=2n—1
Luego, de la férmula de momentos - cumulantes tenemos que
/ﬁng/)(ah s U158, A1y Gn) = fa1 ame18amyr - an) (2.6.8)

A/
— Z Hﬁ‘(F‘)(al,...,am_l,f,am+1,...,an |F")

peNC(A) (n) Fep
pF#ln

Examinemos los términos que se estan restando en el lado derecho de la igualdad anterior.

= Si p tiene un singletén F' = {s} con s # m entonces

ngA )(al, ey Om—1,&, Amt 1, - Op | F) = fng)(as) = ¢p(as) =0

y por consiguiente el término indexado por dicha p es igual a 0.

= Si p tiene un bloque F' con dos elementos consecutivos s y s 4+ 1 entonces

A/
/<;|(F|)(a1, e —1,&, A1, -y a0y | F) =0,
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por la hipétesis de induccién, pues |F| < ny is # is+1, por lo que el término indexado
por p es igual a 0.

» Sip tiene un bloque F con dos elementos de X = {1,...,m—1} oY ={m+1,...,n},
entonces como p no se cruza entonces p tiene un singletén {s} con s # m o p tiene un
bloque con dos ntimeros consecutivos.

Como en la demostracién de la Proposicién 2.6.2, si n # 2m — 1, todos los sumandos son
cero. Si n = 2m — 1, todos los sumandos son cero excepto del término indexado indexado
por la particiéon p = {{1,n},{2,n —1},...,{m —1,m + 1}, {m}}.

Por lo tanto

K;A,)(al, ey U1, &, Qg 1y ey Q)
flar--am-—1€am1---an) sin#2m—1
- f(al tee amflé-aerl te an)
A A Al .
—/ﬁ)é )(al, ap) -+ - /1(2 )(am_l, am+1)/<ag )(5) sin=2m-—1
= 0, por (2.6.7).
Por induccidn, se sigue el resultado deseado. |

Finalmente estamos listos para demostrar el teorema principal de todo el capitulo y dar
por completado nuestro cometido de definir una probabilidad libre de tipo B; este teorema
resulta como corolario de todo el trabajo desarrollado anteriormente.

Teorema 2.6.6. Sea (A, p,V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B.

Sean Ai, ..., Ar subdlgebras con unidad de A y V1, ...,V subespacios vectoriales de V tales
que V; es invariante bajo la accion de A; para todo 1 < j < k. Entonces (A1, V1), ..., (Ak, Vi)
son independientes libremente si, y sélo si, (A1, V1), ..., (Ag, Vi) tienen la propiedad de cu-

mulantes de tipo B miztos que se anulan.

Demostracion. (<) Esta parte es precisamente la Proposicién 2.6.2.

(=) Supongamos que (Aj,V1),..., (Ag, Vi) son libres; veamos que las parejas satisfacen
la condicién de cumulantes de tipo B mixtos que se anulan. Sean (a;,&;) € A;, x V;, con
1 <4 <k 1<I<nysupongamos que existen 1 < s < t < n tales que is # i;. Del
Teorema 2.5.9

kB ((a1,61),. .., (an, &) = <ngA>(a1,...,an), > ﬁgAU(al,...,am_l,gm,am+1,...,an)> :

m=1
Notemos que la primera coordenada se anula por la independencia libre de Aj,..., Ay
en (A, ), mientras que cada sumando de la segunda coordenada se anula debido a la
Proposicién 2.6.5. Por lo tanto H&B)((al,fl), ooy (an, &) = (0,0). |

Con el Teorema 2.6.6, uno puede no conformarse con la labor de definir la probabilidad
libre de tipo B y pensar en qué otros resultados analogos de la teoria de tipo A se cumplen
para el caso de tipo B. El més sencillo de ellos es que la transformada C' de tipo B de la
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suma de dos variables aleatorias libres de tipo B es la suma de las transformadas C' de ambas
variables. Por otro lado, el lector recordara que prometimos que la convolucién caja de tipo
B serviria como puente entre teoria de graficas de Cayley de grupos hiperoctaédricos y teoria
de probabilidad libre de tipo B. Ciertamente nuestra definicion de espacio de probabilidad
no conmutativo esta completamente basada en el comportamiento de la operacién (B).
Pero podemos dar una relacion ain mas explicita, la cual resultara en una elegante analogia
con respecto a la relacién que guardan la operacién (A) y probabilidad libre de tipo A.

Teorema 2.6.7. Sea (A, p,V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B.
Sean A1, Az subdlgebras con unidad de A y V1, Vo subespacios vectoriales de V tales que V;
es invariante bajo la accion de A; para j = 1,2. Supongamos que (A1,V1) y (A2, Va) son
libres de tipo B. Sean a1 € A1, as € Ao, & € V1, & € Vo y denotemos a la transformada C
de (aj,&;) por Cj, para j =1,2. Entonces:

1. La transformada C de (a1,&1) + (a2,&2) es C1 + Ch.

2. La transformada C de (a1,&1) - (a2,&2) es Ch (B)C’Q.

Demostracion. Escribamos C(z) = > 07 v,2", Ca(z) = Y 07 wyp2", con

v = 6P ((a1,&1),. .., (a1,&)), w, = 6P ((a,&),. .., (a2, &)), n>1.

-~
n veces n veces

Notemos que el primer inciso es equivalente a que

B)

P ((a1,61) + (a2, &), ..., (a1, &) + (a2, &) = vy + wy, Vn>1,

lo cual se sigue de la multilinealidad de los funcionales cumulantes y de la condiciéon de
cumulantes de tipo B mixtos que se anulan.

Para el inciso 2, denotemos por M y C' a la serie de momentos y a la transformada C de
(a1,&1) - (a2, &2) respectivamente, y My a la serie de momentos de (ag,&2). La Proposicién
2.5.11 establece que M = C (B)C’, con ('(z) = >.7° 1(1,0)2". Si suponemos que M =
C1 (B)Mg, entonces

C (B)C/ - (3)02 (B)C,7

B .
y como (' se puede cancelar, tendremos entonces C = C ( )Cg. En consecuencia, basta

demostrar que M = C} (B) Ms. Ahora bien, por Teorema 2.4.13, la anterior igualdad es
equivalente a
M = Cy {5 M.

En el lado izquierdo de la igualdad anterior, el coeficiente de orden n es

E(((a1,&1) - (a2,82))") = E((a1,&1)(ag, &) -+~ (a1,81)(az, §2))

= Z H mfﬁl)((a1,£1),(a2,§2),~--,(alafl),(%,fz) |F).

peNCM) (2n) Fep
(2.6.9)
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Por la condicién de cumulantes de tipo B mixtos que se anulan, restringimos la suma
a las particiones p tales que cada bloque de p estd contenido en {1,3,...,2n — 1} o en
{2,4,...,2n}. Una particién p € NC(A)(2n) con la anterior propiedad es parametrizada
naturalmente por dos particiones p1, ps € NC(A)(n), con py < Kr(py). Asi

E(((a1,&1) - (a2,€2))") = > IT oe | | TT wie

pl,ngNc(A)(n) Fepp Gepo
p2<Kr(p1)

= X (|| X Ilwa

plch(A)(n) Fepy pgeNc(A)(n) Gepa
p2<Kr(p1)
Luego, si Kr(p;1) = {Bxi,..., B}, utilizando la factorizacién candnica de los intervalos en

NCW (n) se sigue que:

Z leG\ = Z ﬁwcﬂ

p2eNCA) (n) GEp2 p2ENCA) (n) i=i
p2<Kr(p1) p2<Kr(p1)
p2:{G1 7"'7Gk'}

- Z ﬁ Wq;

@ eNCW(|By), 7=1
e gr€NCHA) (| B,])

g E wa e E wqr

@ eNCA) (|By]) qreNCA (B, )
= E((a2,&)P)- - E((a2,&)'P")
= JI E((az, &)%),
j=1

De esta manera tenemos:

(CRIRCADEIED DR B | G H(CHARNONGY) (HE«aQ,gz)'Bi)).
peNCMA) (n) J=1 i=1

p={F1,....Fs}
Kr(p)={Bi,...,Br}

Finalmente, notemos que el lado derecho de la igualdad anterior es exactamente el n-ésimo
coeficiente de Cy A) M. Por lo tanto M = C} (B)Mg, con lo cual termina la demostracion.
|
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2.7. Dos ejemplos de variables aleatorias de tipo B

Para finalizar este capitulo presentaremos dos analogos de tipo B de ejemplos de varia-
bles aleatorias muy importantes en teoria de probabilidad libre de tipo A: variables aleato-
rias semicirculares y Poisson libre, los cuales fueron introducidos por primera vez en [28].
Daremos la definicién de estos objetos y también enunciaremos y probaremos los teoremas
limites asociados con técnicas similares a sus andlogos de tipo A.

Sabemos que en las primeras coordenadas de estas variables aleatorias de tipo B deben
de estar sus contrapartes de tipo A, pero lo que sera realmente interesante es describir como
se comportan en la segunda coordenada. Sin embargo, a diferencia del caso de tipo A, en
ambos casos no necesariamente los momentos de la segunda coordenada estaran asociados
a un objeto analitico tan bien comportado como una medida de probabilidad en R. Esta
cuestion sera tratada en el capitulo siguiente, pero por lo pronto solo mostraremos que para
el caso de las segundas coordenadas de variables aleatorias semicirculares y Poisson libre de
tipo B, sus momentos no necesariamente corresponden una medida de probabilidad.

2.7.1. Variables aleatorias semicirculares de tipo B

A continuacién estudiaremos el andlogo a variables aleatorias semicirculares, pero ahora
en el contexto de espacios de probabilidad no conmutativos de tipo B. Como es de esperarse,
debido a que la primera componente de una variable aleatoria de tipo B se rige por la
probabilidad libre de tipo A, la primera componente de esta nueva variable aleatoria de
tipo B debe de ser su contraparte de tipo A. La motivacién de la segunda componente es
el buscar un anélogo al teorema del limite central para el contexto de tipo B.

Definicién 2.7.1. Sea (A, ¢, V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B. Una variable aleatoria semicircular de tipo B es una variable aleatoria (c,§) € A x V tal
que sus momentos E((c, &)™) = (my, m,) estdn dados como sigue:

0 sinesimpar
my = )

Ch sin =2k

0 si n es impar
m, — ) )
2 N
(k+1) sin =2k

donde C}, denota al k-ésimo ntimero de Catalan.

Como claramente mg = 0, entonces la sucesién de nimeros {m,},>1 no puede ser la
sucesion de momentos de una medida real. El problema de buscar objetos analiticos asocia-
dos a las distribuciones de la segunda componente de una variable aleatoria de tipo B serda
gran interés en el siguiente capitulo.

Es conocido que los momentos pares de una variable aleatoria semicircular de tipo A
poseen una interpretaciéon combinatoria. Més precisamente, el nimero de Catalan C,, cuenta
el nimero de particiones que no se cruzan del conjunto {1,...,n}, o bien, el nimero de
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particiones que no se cruzan del conjunto 1,...,2n, donde los bloques de tales particiones
estan formados por exactamente dos elementos. Es de interés encontrar una interpretacién
combinatoria de la sucesién de nimeros m,, de la Definicién 2.7.1, pero ahora en el ambito
de las particiones que no se cruzan de tipo B.

Definicion 2.7.2. Una particién 7 € NC(B) (n) se dice particion por pares de tipo B si todos
los bloques de 7 a excepcion del bloque cero (si es que existe) consisten de dos elementos y
ademds, si 7 tiene bloque cero, este es de la forma {i, j, —i,j}, con ¢ # j; y en caso de que 7
no tenga bloque cero, los dos elementos de cada bloque tienen el mismo signo. Al conjunto
de tales particiones las denotaremos por NCgB) (n)

Como en el caso de tipo A, para que una particion w € NCgB) (n) exista, necesariamente
n tiene qué ser par. Ademds, claramente el valor absoluto de una particién por pares de
tipo B es una particién por pares de tipo A. En particular, para cualesquiera dos elementos
distintos en un bloque no cero de 7 € NC(QB) (n), exactamente uno de tales elementos es par.

Una pregunta natural para el caso de particiones por pares, es si la funcion Abs sigue
siendo una cubierta (n + 1) a 1 de NCgB)(Zn) a NCgA)(Zn). La respuesta a esta pregunta
viene dada por la descripcion en el siguiente lemas:

Lema 2.7.3. La aplicacion m — Abs(m) es una cubierta (n+1) a 1 del conjunto NCgA)(Qn)

)(Qn). Mads precisamente, dada una particion p € NCéA)(2n) y W un

subconjunto que puede ser vacio o bien ser bloque de p, eriste una unica ™ € NCgB)(Qn) tal

que Abs(m) = p y el bloque cero de m denotado por Z satisface que Abs(Z) = W.

por el conjunto NC%B

Demostracion. Fijemos p € NC%A)(Qn), y escojamos un bloque {i,j} € p, con i < j. Ahora

construyamos una particiéon 7 € NCgB) (n) como sigue:
» Definamos {i,j — i — j} como un bloque de 7.
» Si{r,s} €pconi<r<s<j, entonces {r,s}y {—r, —s} serdn bloques de 7.

» Si{r,s}epconr<sy s<ior>jor<i<j<s,entonces {r,—s}ty {-r s}
seran bloques de .

De esta manera, 7 € NCéB)(2n) y es claro que 7 es la tnica particién por pares de tipo B,
tal que Abs(m) = p y el bloque cero de 7 es {i,7, —i — j}.

Como hay n posibles elecciones para el bloque {i,j} € p, entonces tenemos n elementos
de NC%B)(Zn) con valor absoluto igual a p. Solamente falta considerar el caso en que 7
no tenga bloque cero, y de acuerdo a la definicién, es solamente la particion formada por
{V,=V' |V € p}, la cual es claro que no se cruza, es por pares y su valor absoluto es p. W

En seguida, si denotamos por B,, al niimero de particiones que no se cruzan por pares

de tipo B en {1,...,n} que poseen un bloque cero no trivial, de acuerdo al lema anterior,
_ _ . 1 2n\ _ (2n . .,
tenemos que B;,, = nCy, y como nCp = ny15 (n) = (n +1), obtenemos una interpretacion

combinatoria de los momentos de una variable aleatoria semicircular de tipo B.
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Proposicién 2.7.4. Sea (A, p,V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B, y consideremos (c,§) € A X V una variable aleatoria semicircular de tipo B. Entonces

(Ck, By) sin =2k,
E((e,§)") = :

0 en otro caso.

donde C}, denota al k-ésimo nimero de Cataldn, y By denota al numero de particiones en
NCéB)(Qk:) que poseen un bloque cero no trivial.

De manera andloga al caso de tipo A, podemos construir familias de variables aleatorias
semicirculares de tipo B. Para ello, denotemos por C(iy,...,i;) al nimero de particiones
T e NC%A)(k) tales que 4, = i, siempre que p ~r ¢ (es decir, estamos considerando las par-
ticiones coloreadas donde a cada elemento de {1,...,k} se le asigna un color, y los bloques
de las particiones deben de ser de un solo color). También denotemos por B(i1,...ix;Jj) a
las particiones 7 € NCgB)(k:) tales que i, = i, siempre que |p| ~r |¢| y ademds que tengan
bloque cero que contenga a j. Debido al hecho de que Abs(7) junto con la designacién de
cuél bloque de Abs(7) sera el bloque cero de m determinan a 7 completamente, entonces

B(Zlavzkhj) :C(Zh?Zk)

Por tanto, se puede definir una familia semicircular de tipo B como sigue:

Definicién 2.7.5. Sea (A, p,V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B. Diremos que una familia de variables aleatorias {(c1,&1),...,(cn,&n)} es una familia
semicircular de tipo B si sus momentos estan dados por

(p(Cil .- 'Cik) = C(il, e ,ik),
f(ciln'cij_lé.ijci]'+1."Cik) = B(7‘177Zk7j>

Proposicién 2.7.6. Sea (A, p,V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de ti-
po B y consideremos {(c1,&1), ..., (cn,&n)} una familia semicircular de tipo B. Entonces
{(c1,&1), ..., (cn, &)} son independientes libremente de tipo B.

Demostracion. Primero consideremos un conjunto de indices ij,...,i; € {1,...,n} tales
que ¢; # ij41 para 1 < j < n—1. Si pensamos a los indices como colores en el contexto de la
Definicién 2.7.5, entonces C/(i1,...,i;) = 0 debido a que una particién por pares que no se
cruza siempre posee un bloque que es un intervalo, como indices consecutivos son distintos,
todos los intervalos poseen dos colores. Por consiguiente, las variables c1, ..., ¢ forman una
familia semicircular libre de tipo A.

Después, fijemos i1,...,ip v j € {1,...,k}. Parap € NCgA)(n), definamos s(p) = 1 si
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ij =iy siempre que j ~;, 7y s(p) = 0 en otro caso. De acuerdo al Lema 2.7.3 tenemos:

> c¢(Abs(m))

reNC?) (k)
=Y

= 2 I s

peNCi? (k) {a:b}ep

fleiy - --ci;_1&ijcCijpy - Ciy,)

Por esta razén, si definimos los funcionales multilineales x,(ci,...,&;,...,¢;) = 0 para
T # 2,y Ka(ci, i) = ka(&i, ¢j) = ka(ci, &) = d; 5, entonces

f(cil e Cij71€ijcij+1 T Cik) = E ’ip(ch e Cijflgijci]q,l o Cik;)’
peNCA) (k)
Por otro lado, como cy,...,c, es una familia semicircular libre, tenemos que
<)O(Ci17""cin): E HP(Cilv'--acin)'
peENCA) (k)

(A%)

En consecuencia, k, = k, ’, son los funcionales de la Definicién 2.5.5. Y como claramen-
te satisfacen la condiciéon de cumulantes mixtos que se anulan, concluimos que la familia
{(c1,&1), ..+, (cn, &)} es libremente independiente de tipo B. [ |

A continuacién probaremos un andlogo al teorema del limite central, pero para espacios
de probabilidad no conmutativos de tipo B y por supuesto, variables aleatorias semicircula-
res de tipo B. La demostracién es analoga a la del Teorema 1.5.19, con la pequena diferencia
de que usaremos la transformada C' de tipo B.

Teorema 2.7.7 (Teorema del limite central libre de tipo B). Sea (A, o, V, f, ®) un espacio
de probabilidad no conmutativo de tipo B. Consideremos { A}, subdlgebras con unidad
de A y {Vi}32, subespacios vectoriales de V tales que V; es invariante bajo la accion de
Aj, para todo j € N. Supongamos que {(Ax,Vi)}32, son independientes libremente de
tipo B. Para cada k, consideremos (ag,&) € Ax X Vi y supongamos que {(ag,&k)}i son
idénticamente distribuidas (es decir, tienen los mismos momentos E((ax,&x)")) tales que

plar) = f&) =0 , olap) =1, y f(a&)+ f(fa) = 1.
Entonces
(abgl) +o (aN7£N)
m
N—oo \/N
converge a una variable aleatoria cuyos momentos son los de una variable aleatoria semi-
circular de tipo B.

Demostracién. Denotemos por Sy = (‘“’&)i}%(al" £N) v supongamos que Sy converge en

distribucién a (¢, §). Como tenemos hipétesis de independencia libre de tipo B e idéntica-
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mente distribuidos, de acuerdo al Teorema 2.6.6 tenemos:

Csy(2) = Z Ci(az‘fi)(z)

N

- Ncﬁ(al,il)(z)

N—oo

Debido a que la primera componente de K,;(lB)((C, €)) es precisamente K%A)(c) y en este caso

es igual a 1 si n =2 y 0 en otro caso, concluimos que c tiene distribucién semicircular. De
igual manera, como C.¢) = (1, 1)22, para calcular la segunda componente de los momentos,
usamos que

E(e9))= Y. & ((e8)?

peNCSY (n)

En particular, los momentos de orden impar son iguales a cero, y como en el dlgebra C
tenemos que (z,t)" = (2", nz" 't), los momentos pares estdn dados por

E((e,&) = Y (L1"=(CrkCy),

peNC{™ (2k)

donde C}, denota al k-ésimo ntimero de Catalan. Por lo tanto

c 1 2n 2n
m =N =nNn =
2n " n+1\n n+1

que era lo que queriamos probar. |

Observacion 2.7.8. Como habiamos mencionado antes, la segunda componente de los
momentos limite anteriores no son momentos de una medida de Borel positiva en R, pues
my = 0-Cy = 0 # 1. Por otra parte ellos estan conectados con los momentos de otra
distribucién limite importante en probabilidad no conmutativa: la distribucién del limite
central para independencia monétona ([22]).

Para variables que son mondtonamente independientes, los momentos limite del teorema
del limite central mondtono estan dados por la ley arcoseno, es decir, el n-ésimo momento
ry, esta dado por

0 si n es impar
T =
(Qkk) sin =2k

En este caso tenemos que r, = m, + m,. Por consiguiente, podemos pensar que el ob-
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jeto analitico relacionado a la sucesiéon m,, es la diferencia entre una ley arcoseno y una
distribucién semicircular.

2.7.2. Variables aleatorias Poisson de tipo B

Para considerar variables aleatorias Poisson de tipo B, debemos primero introducir el
andlogo de la distribucién Bernoulli en un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B.

Definicién 2.7.9. Sea (A, ,V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
B y consideremos A = (a1,a3) € R? C C. Diremos que una variable aleatoria de tipo B
(a,&) € A xV es Bernoulli de tipo B de tasa A y tamario de salto A si

E((a,€)") = AA",
para algin A = (A1, \2) € C.
En seguida enunciamos y probamos el respectivo teorema limite.

Teorema 2.7.10. Sea (A, ¢, V, f, ®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B,
AeCyAcR? Sea Sy la suma de N variables aleatorias Bernoulli de tipo B indepen-
dientes libremente de tipo B, cada una con tasa % y tamano de salto A, y consideremos

(B)

mp = lmpy_ 00 Sn. Entonces, mp posee cumulantes dados por ky, ' (7g,...,m5) = AA™.

Demostracion. Denotemos por 8y a una variable aleatoria Bernoulli de tipo B con tasa %

y tamano de salto A. Utilizando la Féormula de inversién de Mobius tenemos

P (B, By) = > Mob™(a,1,)E(5Y)
aeNC) (n)

_ Ay S Mob@ (o, 1,)E(BY)

N
eeNCA) (n)
o#£ly

A 1

Por lo tanto
lim (P (Sy) = Jim NeB By, ..., Bn) = AA™.
—00

N—oo

A la variable aleatoria limite del teorema anterior la llamaremos variable aleatoria Pois-
son libre de tipo B.

Observacién 2.7.11. De manera analoga al caso de variables aleatorias semicirculares de
tipo B, la primera componente de una variable aleatoria Poisson libre de tipo B coincide con
la variable Poisson libre de tipo A, de manera que los momentos de la primera componente
estan dados por una medida de probabilidad en R. Pero en general, la segunda componente
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de los momentos de una variable aleatoria Poisson libre de tipo B no estan dados por los
momentos de una medida real.

Para ver la afirmacién anterior, consideremos el caso particular cuando A = (A1, Ag) =
(A, 0), con X\ cercano a 0 y A = (a,«a), con @ > 0. De esta manera, tenemos que los
cumulantes de la variable aleatoria Poisson libre de tipo B g son

B)(rg,...,m5) = AA™ = (), 0)(a™, na™)).

K

Utilizando la férmula de momentos - cumulantes, podemos expresar los primeros 4 momen-
tos de mp en términos de sus primeros 4 cumulantes como sigue:

E(r}) = w7+ (6) = (A +22)42%,
Emy) = w7 43676 1+ (57)P = (A 4322 1A% 43,
E(ry) = &P 445 eP) 4 2(6PN2 4 668 (6172 4+ (5PN = (A + 6A2 4 623 + A1) AL,

Luego, si E(n}) = (my, my,), la segunda coordenada de los momentos anteriores es:

my; = 2(\+ )’
m3 = 3(\+3\2+ 23,
my = 4\ 4622 +62% 4+ Ha’

Por otra parte, una condicién necesaria para que {my,},>1 sea la sucesién de momentos de
una medida en R es que momy > mg. Lo anterior es una aplicacién directa de la desigualdad
de Holder en espacios LP. Pero suponiendo que la segunda componente de los momentos
de la variable aleatoria Poisson libre de tipo B vienen de una medida en R, tendremos

entonces:
SN+ A (A + 627 4+ 63 + XHab > 9\ + 322 + 2328,

que nos conduce a la desigualdad
8(1 4+ A)(1+6X+6X%+23) > 9(1 + 3\ + \?)%

es decir, 8 + O(A) > 94 O()), lo cual no es cierto para A suficientemente cercano a 0.



Capitulo 3

Interpretacion analitica de
convolucion libre aditiva de tipo B

En este capitulo, basado en el articulo Belinschi y Shlyakhtenko [6] del ano 2009, estu-
diaremos cémo dar una interpretacién analitica de la convolucién libre aditiva de tipo B,
Hpg. Dada una variable aleatoria de tipo B, sus momentos determinan un par de funcionales
lineales (u,v) los cuales llamaremos distribucién de tipo B. Sabemos que si el dlgebra sub-
yacente posee cierta estructura adicional, entonces podemos identificar u con una medida de
probabilidad. Sin embargo, no hay una nocién de positividad para la segunda coordenada,
pues como mencionamos en el capitulo anterior, la segunda coordenada de la distribucién
semicircular de tipo B y la distribucién Poisson libre de tipo B no tiene por qué ser una
medida en R. La idea de Belinschi y Shlyakhtenko para este problema es pensar a la dis-
tribucién de tipo B como la cero y primera derivada de una familia de distribuciones {p}
lo cual llamaron ley infinitesimal. Resulta que la nocién obvia de “libertad infinitesimal”
encaja en el contexto de libertad de tipo B para el caso de una variable. En particular, el
Teorema 3.3.10 muestra que la convolucién libre aditiva de tipo B esta intimamente rela-
cionada con la de tipo A. Para lograr lo anterior, necesitamos primero preguntarnos sobre
qué conjuntos la convolucion libre aditiva de tipo B es estable.

El objetivo de este capitulo es estudiar algunos ejemplos de conjuntos sobre los cuales
Hp es estable. En la primera parte de este capitulo exponemos las nociones preliminares
para atacar el problema anterior, por ejemplo, una manera 1til de pensar series de potencias
en C como aplicaciones, ademéds de la idea de Belinschi y Shlyakhtenko sobre probabilidad
libre infinitesimal. En la siguiente parte del capitulo presentamos el marco analitico sobre
el cudl podemos trabajar con la convolucién libre aditiva de tipo B, y veremos su relacién
con las leyes infinitesimales. Para finalizar, veremos algunas conexiones entre distribuciones
estables y convolucion libre aditiva de tipo B.

3.1. Resultados preliminares

Para establecer ideas, vamos a considerar espacios de probabilidad no conmutativos de
tipo B, (A, o, V, f,®), donde A es una dlgebra C*, ¢ es positivo, V es seminormado, y f y
® son funciones continuas. También recordemos el dlgebra C = C?, donde la multiplicacién

79
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estd definida como (z,w)(z,t) = (zz, 2t + wx).

A continuacién veamos una de las definiciones més importantes de este capitulo, la cual
consiste en la extensién del concepto de distribucién de una variable aleatoria y convolucién
libre aditiva, para el caso de la teoria de probabilidad libre de tipo B.

Definicién 3.1.1. Sea (A, ¢, V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
By (a,§),(b,¢) € A x V variables aleatorias de tipo B.
1. Al par de funcionales lineales u,v : C[X] — C definidos como

(n(X"), v(X™)) = E((a,€)")

le llamaremos la distribucion de tipo B de (a,§).

2. Si(a,&),(b,¢) € AxV son libres con distribuciones de tipo B (u1,v1) y (u2,v2)
respectivamente, definimos la convolucidon libre aditiva de tipo B de (u1,v1) y (p2, v2) como
la distribucién de tipo B (u, v) de la variable aleatoria (a, &)+ (b,£’). A la distribucién (p, v)
la denotaremos como

(1, 1) Bp (p2,v2) := (1, v).

Recordemos que la funcion lineal £ : A x V — C de la definicién anterior estd definida
como E((a,§)) = (¢(a), f(§)), para todo (a,&) € A x V. Después, si (p, ) es la distribucién
de (a,§), entonces

n

(n(X7),v(X")) = | ("), Z fla’™ €a" )

Jj=1

Ejemplo 3.1.2. Un ejemplo de espacios de probabilidad no conmutativos de tipo B que
usaremos en este capitulo viene de un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo A
(A, ¢). Consideremos el sistema (A, ¢, A, p, @), donde ® es la accién de multiplicacién por
la izquierda y la multiplicacién con elementos de A°P por la derecha. Se sigue entonces
facilmente de la condicién de cumulantes mixtos que se anulan que si Aj, ..., Ax son libres
en A, entonces (A1, Ay),..., (A, Ax) son libres de tipo B en (A, p, A, ¢, ). Al sistema
anterior lo denotaremos simplemente como (A, ¢, A, ).

Del capitulo anterior, en el conjunto de series formales de potencias con coeficientes en
C, tenemos definida la transformada C' de una variable aleatoria de tipo B (a, &) como sigue:

C(a,&)(z) = Z K7(1B)<(a7 f)? SRR (au g))zn
n=1

n veces

Sabemos que esta transformada linealiza la convolucién libre aditiva de tipo B: si (a1,&1)
y (a2, &2) son libres, entonces Cq, yay.¢,4¢5)(2) = Clay,61)(2) + Clay,£,)(2). Por otra parte, la
estructura combinatoria de tipo B se comporta de manera idéntica a la estructura de tipo
A vista sobre el dlgebra C. Las dos anteriores observaciones permiten concluir que todas
operaciones y propiedades en las series formales de potencias referentes a la convolucién libre
aditiva de tipo A tienen una contraparte natural en la probabilidad libre de tipo B cuando
reemplazamos C con el algebra C. Este hecho es usado para describir sumas y productos
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de variables aleatorias libres de tipo B, lo cual corresponde las operaciones definidas en el

espacio de distribuciones de tipo B, la convolucién libre aditiva y multiplicativa de tipo B.
Con el fin de capturar mejor la estructura analitica de la convolucién libre aditiva de

tipo B, sera de ayuda ver las series formales como funciones analiticas de C en si mismo.

Observacién 3.1.3. Consideremos Z := (z,w) € C. De esta manera, las potencias de Z
as{ como su inversa estan dadas por las siguientes férmulas:

Z" = (",nz""tw), VYneN, y Z'=(z"1 -wz?), siz#0.

Después, para cualquier f =3 2 A" € 0®B) con A,, = (@n, by) € C, definimos la funcién
f(2)=) A.Z", f:QcC—cC
n=0

donde 2 es un abierto de C. Como f no necesariamente tiene sentido para cualquier Z € C,
debemos analizar ambas componentes de la funcién. Denotemos f = (f1, f2), y de acuerdo
a la manera en que se multiplica en C tenemos:

oo o0 o0
filz,w) = Zanz", fo(z,w) = Znanznfl + Z bp2".
n=0 n=0 n=0

Notemos que podemos escribir fi(z) = fi(z,w), y si denotamos por g(z) = > o2, b,2",
entonces fa(z,w) = wfi(z) + g(z). Comparando estas expresiones con la serie formal de

potencias tenemos que

f(z) = (Z an?", Y an”> = (f1(2),9(2)).
n=0 n=0

Por otro lado, tenemos que tnicamente la primera coordenada de Z es la que podria estar
restringida por los radios de convergencia de fi; y g, restricciones que también posee la
serie formal de potencias. Sin embargo, la ventaja de trabajar con aplicaciones de C es
que podemos invertir con respecto a la composiciéon de funciones. Notemos también que w
parece no importar mucho, pero en muchas ocasiones nos permite definir la inversa de f,
f~Y tal que fo f~Y(Z) = f~1o f(Z) = Z. Luego, para que f sea invertible, es necesario
que fi sea invertible, por lo que si z = ffl(u) y V = (u,v) entonces

v =g (w)
AU (W)

De modo que, si f; y g estan bien definidas y f; es derivable y localmente invertible, entonces
podemos definir f~!. Notemos también que la serie formal de potencias f estd Uinicamente
determinada por la funciéon f cuando f tiene radio de convergencia no cero, pues conociendo
a f en un abierto €2, podemos conocer f; y g en dicho abierto, y en consecuencia conocer
an v by, para cada n € N. El conjunto de estas aplicaciones forma un algebra conmutativa
que se encaja en ©5) como (f1, f2) — (f1(2), fo(2,0)).

HZ)=V & (1) = f(z0) = (fi(z),wfi(2)+9(2)) & z=f"(w) yw=
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Volvamos al hecho de que los resultados de tipo A siguen siendo validos cuando consi-
deramos el dlgebra C en lugar de los nimeros complejos. Recordemos también la notacién
Cf1,,...in):x (f), 1a cual representa a el producto de los coeficientes de f indexado por los blo-
ques de la particién 7, donde el coeficiente del bloque {j(1),...,75(r)} es Cf(ij(l)v---aij(r))(f)’
el coeficiente de z; $Zij(, €N la expresion de f. Asi pues, podemos enunciar el siguiente

G0 T Fen)
teorema:

Teorema 3.1.4. Sean f,g series formales de potencias con s variables no conmutativas
21,...,2s con coeficientes en C. Las siguientes dos condiciones son equivalentes;

Cli,,..in(9) = Z Cfa,,. i (f), Vn2>1,1<4,...,i, < s
reNCA)

g=f(z1(1+g),...,2:(1 +9)).

Tomando s = 1 y las funciones asociadas a las series de momentos y transformada C' de
tipo B tenemos el siguiente corolario:

Corolario 3.1.5. Si Z € C y definimos las aplicaciones M, ¢(Z) = > 22 E((a, &)™) 2"

Clae)(Z) = >0, kP ((a €),...,(a,8))Z", entonces las funciones anteriores satisfacen la
ecuacion

M 6)(Z) = Clae)(Z(1 + M(q¢))),

donde 1 = (1,0). Ademds M, ¢) y C(a) se determinan una a la otra de manera tinica via
la ecuacion funcional y la condicion de que su término de grado cero es cero.

En virtud del corolario anterior, podemos definir a continuacién el andlogo de la trans-
formada de Cauchy de una variable aleatoria.

Definicién 3.1.6. Sea (A, ¢, V, f,®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo
By (a,§) € AxV una variable aleatoria de tipo B. La transformada de Cauchy de tipo B
de (a, ) se define como

Z) = Z;)Anznl _ (Z_:O ZZZMUZ% T;nt; + Z zn+1> (3.1.1)

donde Ay = (1,0), aj = ¢(a’) y b; = Zizl f(a*~1€a?~F). Denotaremos por G,(z) a la
primera componente y a la funcién . ° ZS% como g¢(z). O més generalmente, cuando
las funciones anteriores correspondan a una distribucién de tipo B (u,r) con momentos
correspondientes (an, by,), lo denotaremos como G, (2) y g, (2).

Para una distribucién de tipo B (p,v), mientras que para la primera coordenada el
objeto apropiado son las medidas de probabilidad en R, para la segunda coordenada no
siempre podemos encontrar una medida, tal como en la distribucién semicircular de tipo B.
Para ello, consideremos el marco de trabajo més grande y conveniente que nos servird para
la interpretacion analitica de la convolucién libre aditiva de tipo B.
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Definicion 3.1.7. Denotaremos por M al conjunto de todas las medidas de probabilidad
de Borel en R y denotaremos por Mg al conjunto de funcionales lineales v definidos en el
espacio vectorial complejo generado por las funciones

Rot—(z—t)"", n>0,Im(z)#0,

donde los funcionales satisfacen las siguientes condiciones:

2. La correspondencia z — v((z — t)™") es analitica y satisface que
a) v((z =) = v((z=1)7") y b) lim (iy)"v((iy = 1)™") = 0.

Definimos el soporte de v como el complemento del abierto de CU{oo} en el cual la funcién
z+— v((z —t)™™) tiene una tunica extensién analitica que satisface a).

De alguna manera se espera que la segunda coordenada de una distribucién de tipo B
sea en cierto sentido una derivada de una medida de probabilidad. Recordemos que para
una distribucién T (en el sentido de funcionales sobre un espacio de funciones) podemos
considerar su derivada distribucional, la cual se define como el funcional T'(f) = —T'(f")
para f suficientemente suave. Por otro lado, como la derivada de la funcién (¢ — z)~" con
respecto a z coincide con la derivada con respecto a t salvo un signo, tenemos que el que un
funcional v esté definido para todas las funciones (¢t — z)~" significa que v tiene derivadas de
todos los 6rdenes; la condicién a) se refiere a que en cierto sentido v sea real, y finalmente,
1) se refiere a que v sea la derivada de una medida de probabilidad. Efectivamente cuando
v es la derivada distribucional de una medida de probabilidad en R, se satisfacen cada una
de las condiciones de la definicion anterior.

Observacion 3.1.8. Recordemos que las medidas finitas en la recta real se pueden re-
cuperar completamente desde su transformada de Cauchy via la formula de inversiéon de
Stieltjes. Ademas, para distribuciones con soporte compacto, es bien conocido que la accién
en los monomios t" determinan completamente la distribucién. Para objetos v € M, los
valores v(t") determinan de manera tdnica a las funciones z — v((z — t)~™). Por ejemplo,
(z—t)71 =320 jt"27""1 para |z| > |t|. Asi, para encontrar v(¢"), usando los métodos de
[2] podemos escribir formalmente las siguientes expresiones:

n—1

v(t) = lim 22v((z —t)71Y), vt = 1m | v((z — )Y = S w(ti)z =i

Z—00 Z—00

Il
o

J

Ahora bien, bajo la hipétesis de soporte compacto de v, se tiene que z +— v((z —t)71) es
analitica en una vecindad de infinito, y como v es lineal, tenemos que los nimeros v(t")
estdn bien definidos para todo n > 0, y determinan a v((z — t)~"), para todo n > 1. Esto
quiere decir que siempre que la serie g, (2) = > oo, v(t")27""! converja en una vecindad de
infinito, entonces g, determina a v.
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3.2. Probabilidad libre de tipo B y teoria de probabilidad
libre infinitesimal

En esta seccién esbozaremos las ideas de Belinschi y Shlyakhtenko que originaron el
desarrollo de la teoria de probabilidad libre infinitesimal, estudiada en el Capitulo 4 de este
trabajo de tesis.

Consideremos {Xt(j ) }j,+ una familia de variables aleatorias no conmutativas en un espacio
de probabilidad no conmutativo (A, ), con j =1,...,n y ¢t es un pardmetro contenido en
un subconjunto K C R que contiene al 0 como punto de acumulacién. El objetivo de esta
seccién es estudiar un objeto que captura el comportamiento de los momentos de la familia
{Xt(j) : t € K} cuando t — 0.

Definicion 3.2.1. Una distribucion infinitesimal de n variables es un par de funcionales
lineales p, p’ : C{ty,...,t,) — C definidos en el dlgebra de polinomios en n indeterminadas
no conmutativas, tales que (1) =1y /(1) =0.

La idea de la definicién anterior, es que si tenemos una familia {Xt(j JiteK } como
la descrita al inicio, podemos definir los funcionales lineales para P € C(ty,...,t,) como
sigue:

WPy, ... t) = lim oPXWY,... x")),

t—0

WP tn) = dim 2 (ePOEY X)) = (Pl ).

Lo anterior lo podemos escribir simplemente como

1
= 1/ / = 1/ — —
po=lmope, = lm(ue - p),

donde p; denota a la distribucién de la n-tupla (Xt(l), .. ,Xt(n)).

También es posible dar una nocién de libertad a orden t. Mas precisamente, dadas dos
familias {Xt(]’l)}?él y {Xt(]’Q) }72,, diremos que las familias son libres a orden ¢ si para
polinomios arbitrarios P, ..., P se tiene

o ([PE™) = oA - [PUE™) = p(PUEM))]) = ot),  cuando t — 0

siempre que i1,...,i, € {1,2}, 41 # ig £ -+ F iy Xt(i) = (Xt(l’i),...,Xt(m’i)). Con las
ideas anteriores en mente, procedemos a hacer las siguientes definiciones.

Definicién 3.2.2. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad no conmutativo y ¢’ : 4 — C
un funcional lineal tal que ¢'(14) = 0. A la terna (A, p,¢’) le llamaremos espacio de
probabilidad no conmutativo infinitesimal.

Definicién 3.2.3. Sea A un algebra con unidad sobre C y {¢;}iex una familia de estados
sobre A (es decir, ¢; es un funcional lineal en A tal que p(14) = 1), donde K C R tiene a
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0 como punto de acumulacién. Decimos que una familia {A4; };c; de subélgebras con unidad
de A son libres a orden t si siempre que se tengan indices i1 # 42,12 # i3, ..., in_1 F in, CON
ar € Ay, ...,ay € A;, entonces

(a1 = wi(ar)) - - (an = pilan))) = o(t).

Definicién 3.2.4. Sea (A, ¢, ¢’) un espacio de probabilidad no conmutativo infinitesimal.
Decimos que una familia {A4;};c; de subdlgebras con unidad de A son infinitesimalmente
libres con respecto a (@, ¢') si la familia es libre a orden ¢ con respecto a la familia de estados

{o + 10" he,1)-

Observacién 3.2.5. De acuerdo a la definicién, si tenemos una distribucién infinitesimal

w, 1’ entonces la terna (C(ty,...,t,), 1, ') es un espacio de probabilidad infinitesimal.

Luego, si u, ¢’ es una distribucién infinitesimal en n + m variables t1, ..., t,1m, entonces
las subélgebras (t1,...,tn) ¥ (tnti1s---,tntm) son infinitesimalmente libres con respecto a
(u, ') si son libres a orden ¢ con respecto a la ley u + ty/. Notemos que si p1,...,pg son
polinomios con p; € Ay), tales que i(1) # i(2) # --- # i(k), con Ay = C(t1,...,tn),
Ao = (tnt1, ..., tntm), entonces:

(n+tu) [(pr = (4t (p1)) - - Pk — (e + 1) (pr))] =

k

(') | (o1 = (1)) -+~ (o — plpr)) — £ Y (o1 = p(pr)) -+ (1 () -+~ (o1 — p(pw))) — £Q
j=1

donde @ son los términos restantes del producto. Recordando que p/(1) = 0, la expresién
anterior es igual a

k
(1 — p(p1)) -+ - (pk — p(pr))) — tZu((pl —pu(p1)) - (W (pg) -+ (px — p(pr)))

—2u(Q) + tp' (p1 — p(p1)) -+ (pr — plpw))) — 21 (Q)

Asi pues, (t1,...,tn) ¥ (tnt1,-- - tntm) son libres a orden ¢ con respecto a la ley p+tu’ si,
y sOlo si se satisfacen las siguientes condiciones.

o Alg(ty,...,tn) vy Alg(tn+1,---,tntm) son libres con respecto a u y

o 1 ((pr—p(p1))- (o — ppr))) — ZM((pl — u(p1)) -+ (1 (py)) -+ (o1 — ulpr))) = 0.

(3.2.1)
Por consiguiente, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.6. Sean A; = Alg(ty,...,tn) y Az = Alg(tnt1,- .., tn+m) subdlgebras de
C(t1, ... tntm), infinitesimalmente libres con respecto a (u,p'). Entonces las restricciones
de (p, 1) a las subdlgebras Ay y Az determinan completamente a (u, 1').
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Demostracion. Por lo anterior tenemos que A; y As son libres con respecto a p, asi p
estd determinada por las restricciones p|a, v u|a,. Para p/; usamos la linealidad de 4/, la
condicién de que /(1) =0y (3.2.1). [ |

En particular, dadas dos distribuciones infinitesimales (u, '), (v, '), consideremos p; =
p+ty'y vy =v+t parat € (0,1). Definamos

no= pxv
d

/

no= - (ke * 1)
dt|,_,

donde p x v representa el producto libre de dos funcionales lineales. Entonces (n,7') es una
distribucién infinitesimal en n + m variables, donde la restriccién a las primeras n varia-
bles es (u, 1) y la restriccién a las ultimas m es (v,1'). Denotando esta distribucién como
(n,n') = (u, 1) * (v,/'), tenemos que es el (tinico) producto libre de (u,u’) y (v,v'), en
virtud de la proposicién anterior.

A continuacién veamos la conexién entre la teoria de probabilidad no conmutativa infini-
tesimal con la probabilidad libre de tipo B. Para ello, consideremos una familia de variables
aleatorias de tipo B {(aj,&;)}; en un sistema (A, ¢, V), f,®). A cada variable aleatoria de
tipo B (aj,€;) la podemos pensar como una variable aleatoria en el espacio de probabilidad
no conmutativo (A @V, p+ f), donde ADV es el dlgebra enlanzante descrita en la Seccién
2.5. De acuerdo a la multiplicacién en A @V, podemos escribir

" = a; + he,

donde h una variable formal tal que h? = 0. Dicho de otra manera, consideramos la distri-
bucién infinitesimal (o, p) dada por

po(tiy -+ ti,) = ¢lai, - ai,)
n
/’[/E)(tll o tln) = Z f(a’il U aij—lfi]'a/ij_;_l U a/in)
j=1
La ley infinitesimal anterior la llamaremos distribucion infinitesimal de tipo B asociada a
{(a;,&;)};. Lo primero que debemos de notar es que la ley infinitesimal anterior no captura
toda la informacién de los momentos F((a,£)™) de la familia, sino solamente ciertos pro-

medios de momentos de la segunda coordenada, aunque si captura toda la informacién de
la “parte de tipo A” de la familia. Por ejemplo

pip(aragarag) = f(aréaazas) + f(ragaraz) + flarazéiaz) + f(araza:1&),

y aunque asumiéramos hipétesis de tracialidad en f, tampoco podemos recuperar todos los
momentos a partir de p. Ain asi, tenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 3.2.7. Si ((a1,&1), -+, (an,&n)) s ((@n+1,n+m)s - - -5 (@ntms Entm)) son dos fa-
milias de variables aleatorias de tipo B en (A, o, V, f,®) y son libres, entonces la distri-
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bucion infinitesimal (n,7n') asociada a ((a1,&1), - (@ntms Entm)) €s (u, 1) * (v,v/'), donde
(u, 1) es la distribucion asociada a ((a1,£1),--.,(an, &) v (v,V)) es la distribucidn de
((ant1:&nt1)s - - - (@ngms Entm))

Demostracion. Como la hipétesis de libertad tipo B implica libertad de tipo A en la primera
coordenada, tenemos que 1 = u * v. Para lo siguiente, definamos D : A — V por

k
D(ail . e aik) — g ail e a’ijflé-ijaij+l e aik'
J=1

Es claro que ' = f o D. Después, para pi,...,p con p; € Aj(;), con indices tales que
i(1) #£i(2),...,ik—1 #i(k) y A1 = C(t1, ..., tn), Ao = Cltnyt1, ..., tntm), tenemos

W ((pr—n(p1) - (e —nx) = D> 1l —n1) - (' (3)) - (o — n(pr)))

7j=1
k
= > flpr—p1) - (D®;) - (o — 2(pr)))
j=1
k
=Y olpr —¢(p1)) -+~ F(D(py) - (o — p(pr))) = 0,
j=1

donde las sumas se cancelan término a término en virtud de la condicién de libertad de tipo
By del Lema 1.2.6 Asi, por la Observacién 3.2.5 tenemos que A1 y As son infinitesimalmente
libres. Luego, por la Proposicién 3.2.6, la restriccién de (n,1') a A; y Ay determinan a la
distribucién infinitesimal. Pero estas restricciones son precisamente (u, ') y (v,v'). Por
unicidad, concluimos que (n,1) = (u, ') * (v, V). [ ]

Ahora consideremos el caso en que tenemos una distribucién infinitesimal para una
familia que consta de una tnica variable (a,&) en (A, ¢, V), f, ®). Supongamos que ¢ es
traza y que f(aF&éal) = f(aF1¢), para k,1 > 0. En este caso, la distribucién infinitesimal
(po, p1() determina completamente a ¢ y f. En efecto, claramente po determina a . Para
[, de acuerdo a la definicién de y( y a la hipdtesis de tracialidad en f tenemos:

1
n—+1

po(t" ).

o) =Y flal€a") = f(a"€) = f(a/€a") =
j=0

J=0

Asi concluimos que para el caso de una variable, la ley infinitesimal es equivalente a la
distribucién de tipo B de (a, ).

Observacién 3.2.8. Para terminar esta seccién, veamos la conexién entre convolucién libre
de tipo B y libertad infinitesimal. Dadas dos distribuciones infinitesimales (u, 1’), (v,v")
definidas sobre las dlgebras C[t1] y C[to] respectivamente, podemos definir su convolucién
libre aditiva infinitesimal (en el sentido meramente algebraico) como el funcional lineal

(1, :u/) B (v, V/) = ((u, 'u/) * (v, V/))|Alg(t1+t2)'
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En vista de la Proposicién 3.2.7, si (n,7') = (u, u/)B(v, V'), y si (a1,&1), (a2, {2) son variables
aleatorias de tipo B en (A, ¢, V, f, ®) con distribuciones infinitesimales asociadas (u, ') y
(v,1), entonces (n,n) es la distribucién infinitesimal asociada a (a; + a2, &1 + &2). Ademés,
directamente de la definicién de producto libre de funcionales tenemos que n = pHv y
%‘t:oﬂtﬁﬂ’/t sipr=p+tu yuy =v+tv.

Claramente las afirmaciones anteriores son ciertas a nivel algebraico; en particular para
las distribuciones infinitesimales asociadas a variables aleatorias de tipo B. Si u? y v® son
las distribuciones de tipo B asociadas a las distribuciones infinitesimales (u, ') y (v, 1),
entonces (1,7') es la ley infinitesimal asociada a la distribucién (de tipo B) u® Bp v?. Lo
siguiente es pensar en como dotar de estructura analitica a esta convolucién, lo cual es el
objeto de estudio de la siguiente seccién.

3.3. Calculo analitico de la convolucién libre aditiva de tipo
B.

En la Seccién 2.6 demostramos que si (a1,&1), (ag,&2) son libremente independientes de
tipo B, entonces los momentos de la suma dependen tinicamente de los momentos de los
dos sumandos. Asi, es posible definir Hg como una operacién en el espacio de sucesiones de
pares de complejos (2, wy,), usando la férmula de momentos - cumulantes y la linealidad de
los cumulantes de tipo B. Por otro lado, recordemos que en probabilidad libre de tipo A, la
distribucién de una variable autoadjunta se identifica con una medida de probabilidad en R,
por lo que podemos pensar a la convolucién libre aditiva de tipo A como una operacién en
M, donde usamos la notacion de la Definicién 3.1.7. El objetivo primordial de esta seccién
y del capitulo, es encontrar un objeto analitico que sea estable bajo Hpg, en el sentido de que
la convolucion de tipo B aplicada a dos elementos de nuestro objeto analitico buscado sea de
nuevo un elemento de este objeto. Daremos tres respuestas relacionadas a esta pregunta: la
primera de ellas nos proporciona la interpretacion analitica de la convolucién libre aditiva de
tipo B, la segunda nos relaciona Hp con la convolucién condicionalmente libre que aparece
en [11], y la tercera nos da el marco analitico para la correspondencia entre Hp y libertad
infinitesimal descrita al final de la seccién anterior. Antes de comenzar, tengamos en cuenta
el espacio de funcionales lineales My de la Definicién 3.1.7. La primera respuesta relevante
a nuestro problema viene dada por la siguiente proposicion.

Proposicién 3.3.1. Sea (A, ¢, V, f, ®) un espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B
y consideremos dos variables aleatorias de tipo B (a1,&1), (ag,&2) libres, con sus respectivas
distribuciones de tipo B (u1,1v1), (pe2, v2). Supongamos que pi, puz € M y vi,v9 € Mg con
soporte compacto en R. Si (us,vs) es la distribucion de (a1 + ag,&1 + &2), entonces:

1. pg = p1 Bpg

2. gug(2) = guy (W1(2))w](2) + Guy (w2 (2))wh(2), donde wi,ws son las funciones de subor-

dinacion del Teorema 1.53.15 asociadas a i1, pa.

Ademds, us € M y v € My.
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Demostracion. El primer inciso se sigue debido a que al independencia libre de tipo B
implica independencia libre de tipo A en la primera coordenada. Ahora demostraremos el
inciso 2. Las principales herramientas que usaremos son el Teorema 1.3.15 y la Observacién
3.1.3. Vamos a construir dos funciones de subordinacién 21,9 : C — C tales que

Ql(Z) + QQ(Z) = Z+ F(a1+a2,§1+52)(Z) (3'3'1)
G, 6)(%(2)) = Guytareire)(Z), J€{1,2}. (3.3.2)

donde F,¢) = 1/G4¢) denota a la transformada F' de (a,§). De la Observacién 3.1.3, la
primera coordenada las funciones 1; deberd de depender solamente de la primera coorde-
nada de Z que, por el inciso 1 y del Teorema 1.3.15, debe de coincidir con las funciones w;.

Asi pues, denotemos
Q;(2) = Q;(z,w) = (w;(2), 05(z,w)).

Encontremos pues las funciones 0;(z,w). Observando la segunda coordenada de (3.3.2),
tenemos que se debe de cumplir que

WG, (2) + 95 (2) = 0j(2,w) G, (w5 (2)) + 91, (w5 (2)), (3.3.3)

ya que por definicién G, ,)(z,w) = (G(2), wG},(2) + gu(2)). Por otra parte, de la segunda
coordenada de (3.3.1) tenemos

WG, (2) + gus(2) 9vs (2)
01(z,w) + 02(z,w) = w — —2 =w(l+F (2) — 2=, (3.3.4)
Gps(2)? e Gz (2)?
Usando las dos relaciones anteriores, despejaremos o1 (z,w). De acuerdo (3.3.3)
WG, (2) + gus(2) — gua(w2(2))
02(z,w) = e _
o (W(2))
Multiplicando por w)(z)/wh(2) y sustituyendo en (3.3.4):
W@, (2)wh(2) + gus (2)w (2) = gu, (wa(2))wh(2) 9vs(2)
01(z,w) + —*2 : =w(l+F),(2) — 5755
Gl (W(2))wy(2) e Gps(2)?
Por definicién, tenemos que F,,(2) = 1/G5(2), ast F, (2) = —%, por lo que al despejar
3

01(z,w), usar la regla de la cadena y las férmulas de subordinacién de w; y wy tenemos:
Gus (2) (Fi5 (2) — w(2)) + o, (wa(2) )wy(2)
Gls(2)

s (2) (@1 (2) — 1) + gu, (wa(2))w5(2)
Glis(2) ’

o1(z,w) = w(l+F, (2) —wy(2)) +

= wwi(z)+

la cual es una férmula para la funcién de subordinacién €2, y sustituyendo en (3.3.4),
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tenemos la funcién de subordinacién 3. Sustituyendo en (3.3.3):

w6, (2) + 90, (2) = w6, (Wi1(2))w1(2) + g, (wi(2))
b G (o (o)) D) = D) gy (2(2)e (2
M1 :

Glis (2)
Multiplicando la ecuacién por wf(z):
W, (2)w1(2) + gug (2w (2) = WG (2)w(2) + gy (w1(2))) (2)
iy Jus(2)Wi(2) = 1) + guy (w2(2) ) (2)
+ G,(2) G (2)
= Gus(2) = gy (01(2))01(2) + gup (a(2))w3 (2),

(3.3.5)

con lo cual queda demostrado el inciso 2.

Probemos entonces los enunciados restantes. Claramente us € M tiene soporte compac-
to. Ademas, de acuerdo a que las funciones w; son analiticas en una vecindad del infinito,
a que v1,vy € My y del inciso 2, tenemos que g,, es analitica en una vecindad del infinito
y v3 tiene soporte compacto. Luego, del Corolario 1.3.16, w; y wy son transformadas F' de
alguna medida de probabilidad. En particular satisface que w;(Z) = w;(2), para j = 1,2, lo

cual también implica que wj(z) = wj(z) para j = 1,2. Sustituyendo en (3.3.5) obtenemos
que guy(Z) = gus(2). Por otro lado, al ser w; y wa son transformadas F' de alguna medida
de probabilidad, tenemos que w;(z) y we(z) tienden a infinito cuando z — oo. Al ser g,
analiticas tales que zg,,(z) — 0 cuando z — oo debido a que vy,v2 € My, tenemos que
lim, o0 2G5 (2) = 0.

De acuerdo a la Observacién 3.1.8, expandiendo g,, en serie de potencias alrededor
de infinito, obtenemos los valores de v3(t") para n > 0, donde en particular vs(1) = 0
pues lim, o 29,,(2) = 0. Por ello, podemos definir a v3 como un funcional lineal en el
espacio de funciones ¢t — (z — )™ = Y > ("ﬂﬁ“) Ziik De lo anterior tenemos que
limy o0 (y)"v((iy — t)™™) = 0, y por lo tanto concluimos que vz € M. [ |

Como una aplicacion del resultado anterior, podemos establecer una conexién entre la
convolucién libre aditiva de tipo B con la convolucién libre condicionalmente H¢, la cual
fue introducida en por Bozejko, Leinert y Speicher en [13]. Esta operacién esta definida
en M x M, donde si (u1,p1), (p2,p2) € M x My (u,p) = (1, 1) Be (p2, p2), entonces
s = p1 B po; en particular, podemos utilizar las férmulas de subordinacion del Teorema
1.3.15 asociadas a las transformadas de Cauchy de la primera coordenada .

Para A € M, denotamos hy(z) = F)\(z) — z, 2 € C". Recordemos que h) toma valores
en C+, lo cual es consecuencia del Corolario 1.3.10.

Observacién 3.3.2. Para A\ € M, consideremos la representacién de Nevanlinna de F) del
Corolario 1.3.9:

14+t
hA(z):a—l—/ t+ Zda(t), zeCT.
R

—Z
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donde hy(z) = F\(z) — z, a € R y 0 una medida de Borel finita y positiva. Como 12 =

(1+t%) (i — ljﬁ), entonces

h,\(z)—a—/R1jt2(1+t2)da(t)—s—/RtiZ(1+t2)do(t)

siempre que [, t?do(t) < oo. Si denotamos por da(t) = (1 + t?)do(t), la condicién sobre el
segundo momento finito de o es equivalente a que & sea una medida finita, lo cual veremos
que ocurre cuando X tiene segundo momento finito. Si llamamos @ = a— [ ﬁ(l—i—tz)da(t),
entonces hy(z) = a — Gz(z). Después, si A tiene segundo momento finito, podemos definir
o' € My tal que si denotamos g5/(2) := &'((z —t)~!) entonces

95/(2) = —G5(2) = hj(2), z€CT,

pues si (7, f(t)) == [g f(t)da(t), por definicién de derivada distribucional tenemos

(st~ (o)) oo

Mas precisamente, el funcional buscado es la derivada distribucional de & multiplicada
por —1, pero por cuestién de notacién, lo denotaremos simplemente por ’. Notemos que en
general ¢ se puede definir para toda funcién ¢ — (z—t)~", y por ser derivada distribucional,
tenemos que o' € M. Denotando por M, al espacio de derivadas distribucionales de
medidas positivas finitas en R, tenemos el siguiente lema que aparece en el texto clasico de
Akhieser [2].

Lema 3.3.3. Para cualquier o € My, existe una unica p € M tal que fR t2dp(t) < oo,
Jetdp(t) = 0 y go(2) = R)(2). Reciprocamente, para p € M tal que [pt*dp(t) < oo y
Jrtdp(t) =0, existe una inica o € My tal que go(2) = hl,(z).

Observacion 3.3.4. Para la demostracién del lema, usaremos los siguientes resultados,
demostrados también en el Capitulo 3 de [2]:

1. Para p € M se tiene que
[ tdott) = Jim iyGisG (i) ~ p(®) (3.3.6)
R Yy—»00

[eae = i (PG, - wom - [ ) ea)

Yy—0o0

2. Si 7 € M es tal que no tiene segundo momento finito, entonces existe una sucesién
de nidmeros reales {y, }» tal que y, — 00 y limy, o0 [ynhp(iyn)| = oc.

Demostracion. Demostraremos primero el segundo enunciado del lema. Es decir, suponga-
mos que p € M es tal que [p t2dp(t) < oo, y Jztdp(t) = 0. Como p es de probabilidad
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entonces p(R) = 1. De (3.3.6) tenemos:

2
i ()60 = 200G, i) + ) = ( [ 2o

Por otra parte

1im ((iy)* - 2(iy)*G,(iy) — (iy)'G(iy)) = lim ((iy)2 - ?(z’y)z ) .(iy)4)2> dp(t)
R

Y—00 y—oo y—1 (Zy —t

i 2
= lim ,(tiy)zdp(t): /R t2dp(t),

y—oo Jg (iy — 1)

donde en la iltima igualdad utilizamos el Teorema de convergencia monétona. Combinando
las dltimas dos expresiones tenemos

Ifm (iy)* (=G (iy) — Go(iy)*) = lim ((iy)* — 2(iy)*G,(iy) — (iy)* G, (iy)

Yy—00 Yy—r0o0

—(iy(iyGy(iy) —1))*)

- [ean- (] tdp<t>)2. (3:3.8)

De la Observacion 3.3.2, tenemos que existen a € R y 7 medida finita tales que

hy(z) = a—i—/R 1t+tzd7-(t).

—z

Por hipétesis, tenemos que fR t2dp(t) < oy thdp(t) = 0. Veamos que 7 tiene segundo
momento finito. En efecto, si 7 no tiene segundo momento finito, sea {y, }, una sucesién de
nimeros reales tal que y, — 00 y limy, o0 |ynh,(iyn)| = 00. Luego, usando que [, t dp(t) =
0, hy(iyn) = m — 1Yn, 1yGp(iy) — 1 cuando y — oo, y (3.3.7):

= / t2dp(t) < oo,
R

lo cual contradice a la Observacién 3.3.4, por lo que 7 tiene segundo momento finito.

P . . 1Yn — (iyn)QGp(iyn)
i iy tive)| = Jin fisn - G

Después, como h fR Lit2 2d7‘ , por Teorema de convergencia monétona se tiene

que iy, (i) A, (iy) fR 1+t2 )d7(t). Por otro lado, usando nuevamente que iyG ,(iy) —
1 cuandoy—)ooy(338)

Jim (iy)*hy (iy) = lim (iy)*(F(iy) — 1)
L )'(-Gyli) - Gy ()
Yoo (iy)2Gp(iy)?

2
th d,O 1(f]thp ) /RtQ dp(t) < 0.
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En consecuencia, dog(t) := (1 + t)2d7(t) es una medida finita en R, y por la Observacién
3.3.2, existe una tnica o € My tal que hj(z) = —G7, (2) = g, (2), donde la unicidad se
sigue de la unicidad de la representacion de Nevanlinna.

Para el reciproco, si 0 € My, existe al menos una medida finita positiva o¢ tal que
o(, = o en el sentido distribucional antes mencionado. Ya que la medida es finita, entonces
0¢ es unica. Para a € R, definamos la funcién F,(z) = a+ 2z — G4, (2). Como Im(G4,) < 0,
entonces Im(F,(z)) > 0. Por otra parte

Por el Corolario 1.3.9, existe una medida p, € M tal que su transformada F satisface que
F,, = F,. Luego, para p, tenga primer momento igual a cero, de acuerdo a la (3.3.6):

0= tim iy(iyG,, (iy) — 1) = ()" —iylatiy = Goo(iy) _ (o —a+Gool(iy) _ L
y—00 a+ 1y — Goy(iy) y=oo a 1 _ Goo (iy)
1y iy

por lo que a = 0. Haciendo un procedimiento andlogo al anterior, pero considerando (3.3.7),
se tiene que el segundo momento de pg es limy o 1Y G, (iy) = 00(R) < 00. Por ello, eligiendo
a p = po, se tiene que h),(2) = g,(z), con lo cual termina la demostracion. [ |

Para la conexién con la convolucion libre condicionalmente, usaremos el siguiente resul-

tado de [5]:

Proposicién 3.3.5. Sean (11, p1), (2, p2) € M x M y denotemos a la convolucion condi-
cionalmente libre (us, p3) = (11, p1) Be (pe2, p2). Entonces

hps(2) = iy (W1(2)) + hpy (w2(2)), 2 €CT,

donde wy,wa son las funciones de subordinacion asociadas a 1 y p2, y hy;(2) = Fp.(2) — 2,
para j = 1,2.

En virtud de los resultados anteriores, ya estamos listos para establecer la conexién entre
convolucién libre aditiva de tipo B y convolucién condicionalmente libre.

Teorema 3.3.6. Sean (p1, p1), (12, p2) € M X M con [ t*dp;(t) < oo y [ptdp;(t) =0,
para j € {1,2}. Sean 01,09 € Mg tales que h;,j = 9o,;(2), para z € Ct y j € {1,2}.
Si (3, ps) = (1, p1) Be (p2, p2), entonces [, t* dps(t) < oo y [ptdps(t) = 0. Ademds, si
(13, 03) = (p1,01) Bp (u2,02), entonces ), (2) = gos(2), para z € CT.

Demostracion. Demostraremos el teorema solamente para el caso en que las medidas tengan
soporte compacto. El caso general se sigue de que el conjunto de medidas de probabilidad
con soporte compacto es denso en M.

Notemos primero que como H¢ en la primera coordenada coincide con H, se sigue enton-
ces lo afirmado respecto a los primeros dos momentos de p3. Ademas, o1 y o9 efectivamente
existen debido al Lema 3.3.3. Supongamos ahora que p1, p1, pt2 y p2 son medidas con soporte
compacto. Asi, 01,09 tienen soporte compacto, en el sentido de de la Definicién 3.1.7. Si
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w1, ws son las funciones de subordinacién del Teorema 1.3.15 asociadas a @1 y pa, de las
Proposiciones 3.3.1 y 3.3.5 tenemos:

903(2) = gor (w1.(2))w1(2) + Go (w2(2))w (2) = [, (W1(2)) + hpy (w2(2))] = B, (2), 2 € CT.

Asi, por el Lema 3.3.3 se sigue el resultado. |

Observacién 3.3.7. Del teorema anterior y de [5] se puede concluir la existencia de un
andlogo de tipo B al semigrupo de Nica - Speicher con respecto a la convolucién libre aditiva
como sigue: si denotamos (pu, pr) = (i, p)B°?, del teorema anterior y de la correspondiente
férmula hy, (2) = thy(wi(2)), que (ur, 0r) = (pn, 0)B! existe para todo t > 1y estd definido
por

pe =1, o (2) = tge(wi(2))w)(2), (3.3.9)
para todo par (u,0) € M x My, donde la funcién w; es la funcién de subordinacién corres-
pondiente al semigrupo p™ que satisface que F @ (z) = Fj(wi(2)). Usando (3.3.9), podemos

extender (u, )5 para el caso de pares en M x M.

El teorema anterior sugiere un espacio mas restringido de distribuciones de tipo B que
continua siendo estable bajo Hp. Para verlo, consideremos a f : R — R una funcién aco-
tada de variacién acotada. Asi, f/'(t)dt = df (t) es una medida finita signada. Como antes,

definimos v funcional lineal tal que g,(z fR —— f(t)dt, donde la segunda derivada es
tomada en el sentido de derivada d1str1bu1c1onal es decir g, (z fR = t —==f(t)dt. (Recor-
demos que la expresién g, (z fR —— f"(t)dt no es una mtegral sino solamente notacién

para representar al funmonal lineal v aphcado a la funcién ¢ — (z —t)~!). Es conocido que
se puede recuperar al funcional v de los valores frontera de g, en una topologia apropia-
da. Si denotamos My al subconjunto de My tal que el funcional v estd definido segin la
descripcién anterior, tenemos entonces que el conjunto M x My es estable bajo Hg. Mas
precisamente:

Teorema 3.3.8. M x My es estable bajo Bp. Ademds, para cualquier (pj,v;) € M x My,
con j € {1,2} y (us,v3) = (pu1,v1) Bp (2, 12), tenemos que puz = pg B ug y

Gus(2) = guy (W1(2))w] (2) + gug (wa(2))wi(2), 2 € CF,

donde w1, ws son las funciones de subordinacion asociadas a 1 Yy pa.

Demostracion. De acuerdo a la Proposicién 3.3.1, solamente basta demostrar que v3 esta
generada por la segunda derivada de una funcién de variacién acotada. Supongamos primero
que v1 y o tienen soporte compacto, y sean fi, fo las funciones de variaciéon acotadas que
generan a V1 y Vg respectivamente.

Consideremos H,,1 la primitiva de gy, tal que lim, .o Hy,(2) = 0. De esta manera
tenemos que H,, (2) = [, 7 f{(t)dt, z € C*, debido a que
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= ([ nwa) = - [ Lono
- /(H) a

= [ A0 =06,

y a la unicidad de la primitiva bajo la hipdtesis del comportamiento de H,, al infinito.
Después, consideremos a ¢ una funcién mondtona en R de variacién finita. Ya que
la funcién z fR %da(t) aplica C* al semiplano inferior (ya que wi(C*t) c C*) y

limy o0 1y [p o zy) ;do(t) =1, de la Proposicién 1.3.7, que existe una funcién monétona 7

de variacién finita en R tal que [ - ) ~do(t) = [p 5dr(t) = G-(2) para z € CT y la
masa total en R de las medidas do(t) y d7(t) es la misma.

Por otra parte, al ser fi una funcién de variacion acotada, entonces f1 se puede escribir
como la diferencia entre dos funciones no decrecientes positivas ffr y fi . Aplicando la
observacién anterior a las dos funciones monétonas anteriores obtenemos la existencia de
una funcién fi de variacion finita tal que H,, (w1 (2 fR P fi(t)dt. Ademés, por definicién
tenemos que Hl,l( 1(2))w)(2) = gu, (w1 (2))w](z ), por lo que existe 7y, = fl € Ms tal que
Gy (2) = gy (w1(2))w] (2). Procediendo ahora para vy y we, existe una funcién fo de variacién
acotada y 7 = fi € My tal que gi,(2) = gu,(wa2(2))wh(2). Definiendo f3 = fi + fo,
obtenemos un funcional 73 = f§ € Ma tal que gp,(2) = gu, (w1(2))w] (2) + guy (w2 (2))wh(2).
Luego, de acuerdo a la Proposicién 3.3.1, v3 = 3 = f4.

Finalmente, para el caso general aproximamos cada fj'»(t)dt con medidas con soporte

compacto {fj/-’(n)}n, Jje{1,2}. [ |

Escribiremos a manera de resumen de la Proposicién 3.3.1, y los Teoremas 3.3.6 y 3.3.8
el siguiente corolario:

Corolario 3.3.9. Los espacios M x Mg, M x Ms y M x My son estables bajo la operacion
Hp de convolucion libre aditiva de tipo B, donde My es el espacio de la Definicion 3.1.7,
M el espacio de las medidas de probabilidad en R, My el subconjunto de Mgy formado por
todos los funcionales v € ./\/lo para los cuales existe una funcion f : R — R de variacion
acotada tal que v((z —t)™) = [2(z — )3 f(t)dt, y My consiste en todos los funcionales
v € My para los cuales f es no decreczente donde v((z —t)™1) = [2(z — )3 f(t)dt

Para terminar esta seccién, estableceremos finalmente un marco analitico apropiado para
la correspondencia entre la convolucién libre aditiva de tipo B y la libertad infinitesimal
discutida en la seccién anterior. Para ello, consideremos una trayectoria v : [0,1] — M.
Sabemos que para cada medida de probabilidad () existe una tinica funcién de distribucién
no decreciente f;, en cuyo caso denotaremos por dvy(t) = f{(x)dx = df(x). Diremos también
que la trayectoria 7y es diferenciable si lim; 4, % es una funcién acotada de variacién
acotada, para cualquier ¢ty € [0,1], donde el limite es en la topologia norma. Asi pues,
tenemos que [p(z—x) " "dd, fi(x) = 0, [(z—x)"df;(X), n € NeIm(z) # 0. Como diferencias
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de medidas de probabilidad son diferencias de funciones mondtonas, es decir, funciones
de variacién acotada, estas diferencias pertenecen a Ms. Asi pues, tenemos entonces que
v/ (t) € My. Usando esta observacién, tenemos el siguiente teorema, el cual generaliza en
un contexto analitico a la Observacién 3.2.8.

Teorema 3.3.10. Supongamos que las trayectorias 1,72 : [0,1] — M son diferenciables
en (0,1) y que ¥{,~, se extienden de manera continua a [0,1]. Entonces

(71(8), 71 (1)) Bp (v2(t),75(t)) = <71(t) B2 (t), %(’Yl (t) & 72(75))) ;

para todo t € [0,1].

Demostracion. Parat € [0, 1], sean w!, w} las funciones de subordinacién del Teorema 1.3.15
asociadas a las medidas de probabilidad ~1(¢) y 72(t). Escribamos ~3(t) = ~1(t) B v2(t),
wj(t,z) = wi(2) y Gj(t,2) = G, 1)(2) para j = {1,2,3}. Con esta notacién, la relacién de
subordinacion es igual a:

Vi

Gs(t, z) = Gj(t,w;(t, 2)), j=12.
De la regla de la cadena, derivando con respecto a ¢ tenemos:
0:G3(t, z) = 0,G(t,w;j(t, 2)) + 0.G;(t,wj(t, 2))0w;(t, 2), j € {1,2}.
Se denotamos Gy := gy/(1) = 0tG (1) volviendo a la notacién original entonces:

O1G 1) (2) = G%_(t)(w;(z)) + G (t)(w§(z))8tw§(z), je{1,2}. (3.3.10)

Vi
De las férmulas del Teorema 1.3.15 también tenemos que

G, 1 (2)
t t _ 73(t)
Owwi(2) + Owwy(2) = 7G73(t) e (3.3.11)

Despejando dyw’ de (3.3.10) y sustituyendo en (3.3.11):

0iGry(0)(2) = Grin(@i(2)) | Gry((2) ~ Gopn(@h(2)) _ 0iGaan (2)
Gi,l(t) (wi(2)) G{Yz(t) (wh(2)) Gw3(t)(z)2

Después, multiplicando el primer sumando del lado izquierdo por (w!)(2)/(w!)'(2) y el
segundo sumando por (wh)’(2)/(wh) (2), podemos hacer uso de la férmula de subordinacién
v la regla de la cadena para obtener:

0Glyy () (2)[(@1)'(2) + (w))'(2)] = Gy (Wi (2)) (W) () = Gy (Wi (2))(wh)'(2) _9Gay(2).

Giyrs(t)(z) G'ys(t) (2)?

Multiplicando la ecuacién por G’7 . (t)(z) obtenemos

0rGag () (2) [(w1)' (2)+(w3)' (2)] =Gy 1y (Wi (2)) (1) (2) =Gy ) (Wi (2))(w3) (2) = DGl 4 (2) oy 4y (2)-
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Finalmente, despejando 9;G.,;)(2) y utilizando nuevamente las férmulas de subordinacién
obtenemos:

KGry)(2) = 0Goyny(2)[=Fy iy (2) + (W1)'(2) + (wh)'(2)]
= Gy (@i(2)) (1) (2) + Gy (wh(2)) (wh)' (2).-
Para concluir, notemos que si v es la segunda coordenada de (v1(t),~1(t)) Bp (y2(t), ¥5(t))
y recordando que 0G4 (2) = 94 (’Y1(t)5372( ))(z), por el Teorema 3.3.8 concluimos que

gv(2) = 9 (s, (1) (1) (), €8 decir, v = 4 (41 (t)Br2(t)), que es lo querfamos demostrar. M

3.4. Leyes estables y convolucion libre aditiva de tipo B

Para finalizar el trabajo realizado en este capitulo, veremos una aplicacién del Teorema
3.3.10 con respecto a limites de leyes estables. Las leyes estables fueron identificadas por
Bercovici y Voiculescu en [7]. Primero, recordemos las siguientes definiciones:

Definicion 3.4.1. 1. Dos medidas de probabilidad g y v en R son del mismo tipo si
existen s > 0y b € R tales que v(A) = u(sA + b) para cualquier conjunto de Borel
ACR.

2. Decimos que una medida de probabilidad u es estable con respecto a la convolucion
libre aditiva si vV’ tiene el mismo tipo de u siempre que v y v/ sean del mismo tipo

que 4.

Recordemos también que para una medida de probabilidad v, podemos considerar
su transformada de Voiculescu ¢,, la cual fue definida en la Seccién 1.3 como ¢,(z) =

F;(2) — 2, donde z pertenece a cierto dngulo de Stolz truncado al infinito. La propiedad

mas importante de la transformada de Voiculescu es que linealiza la convolucién libre aditi-
va, es decir ¢4, (2) = ¢u(2) + ¢y (2), donde z estd en el dominio comin de ambas funciones.
De la definicién se obtienen facilmente las siguientes propiedades:

Proposicion 3.4.2. Sean u, v medidas de probabilidad tales que existen s > 0 y b € R tales
que V(A) = u(sA +b) para todo conjunto de Borel A C R. Entonces:

» G, (2) =sGu(sz+D).
= du(2) = (Sulsz) — ).

Demostracion. Notemos primero que:

Gu(z) = /d,u st +b) = /Rz(tb)/sd (t)

= /RSZ—Fb—td'u()_SG (sz +b),
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Para el segundo inciso, si denotamos 7T'(z) = sz + b, entonces por el inciso 1:

Bercovici y Voiculescu dieron en su articulo [7] una lista completa de funciones analiticas
en CT que son transformada de Voiculescu de leyes estables relativas a la convolucién libre
aditiva, lista que enunciamos en el siguiente teorema:

Teorema 3.4.3. Sea 1 una medida de probabilidad en R. Entonces . es estable con respecto
a la convolucion libre aditiva si, y solo si, su transformada de Voiculescu ¢ cae en uno de
los siguientes casos:

1. ¢(2) =a, a € R;

2. ¢(z) =a+1ib,a € R, b<0;

3. p(z)=a+bz1"% a€R, a€(1,2], arg b € [(a — 2)7,0];
4. d(z) =a+bz'"% a€R, a€(0,1), arg b € [x,(1 + a)7);
5 ¢(z)=a+blogz,ac CTUR, b<0,

donde las funciones potencia y logaritmo estdn definidas via sus ramas principales, por lo
que log mapea el semiplano superior al conjunto R + (0, 7).

Si identificamos las constantes s(t) > 0y b(t) € R tales que

tp(2) = B0 (2) = S(lt)<¢u<s<t>z> — b)),

las férmulas para s(t) y b(t) son:
» Casos 1y 2:s(t) =1/t, b(t) =0, para todo ¢t > 0.
= Casos 3y 4: s(t) =tV bt) = a(l - tl_i), para todo t > 0.

» Caso 5: s(t) = 1/t, b(t) = blogt, para todo t > 0.
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Como en las expresiones anteriores no aparece el término a, podemos suponer el caso a = 0,
lo cual corresponde a trasladar las distribuciones por a.

Las leyes estables pueden ser obtenidas como limites de arreglos triangulares. Lo an-
terior quiere decir que si consideramos variables aleatorias en un espacio de probabilidad
no conmutativo (A, ) X, Xa, X3,..., las cuales son libres e idénticamente distribuidas,

podemos considerar

X1+"'+Xn_bn,a
Sna = T .

na

Si limy, 00 pts,, ., €xiste, entonces la transformada de Vociulescu del limite es uno de los 5
casos del Teorema 3.4.3. Es conocido también que el nimero « de la expresién Sy, ,, coincide
con el o que aparece en la transformada de Voiculescu correspondiente. En particular para
el caso a = 1, que corresponde al Caso 2, se tiene la distribucién de Cauchy; para el Caso
a = 2 del caso 3, se obtiene la distribucion del semicirculo.

Observacion 3.4.4. Dada p una medida de probabilidad en R estable con respecto a la
convolucién libre aditiva, encontremos férmulas para 9,G m,(2). Consideremos primero los
Casos 3 y 4 del Teorema 3.4.3. Asi pues, sea u tal que ¢,(z) = bz172. Si {X;}52, son
variables aleatorias en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢) que son libres,
autoadjuntas e idénticamente distribuidas con distribucién u, entonces las variables

; _1
Sha=n"a(Xnjt1+ Xnjro + -+ Xpjin)

son libres e idénticamente distribuidas con distribucién u. Esto ultimo es consecuencia de
que pig; (A) = px, 41X, (n'/®A) para todo boreliano A C R y de la Proposicién 3.4.2:

(2) = 0 @ uy,yo iy, (n52)

Pu

4 o
= n-atlg,, (naz)

= n*éﬂb(néz)l*abzl*a = ou(2).

En particular tenemos que la distribucién de S, , tiende a p cuando n — oo. De esta
manera.;

X1+X2++an lX1+"'+XT 1
1 :qa—l :anT',aa

Sg,a +S£,a +oe +Sg,_o¢1 =

na ra

donde r = qn. Asi, si n — oo entonces r — 00, y de la ecuacién anterior obtenemos que
uB4(A) = u(g= A), para cualquier boreliano A C R. Por consiguiente:

, 1 _
0,Gymi(2) = lim Oy [(z—anr,a) 1]
Y e —11 1 e -1
= rllfglo(p |:(Z q Sr,a) aq Sr,a(z q Sr,a) :|
N 1 11 1 1
- Ofiq Tliglo ' [(Z - qo‘sr,a) qe« Sr,a(z — (g« Sr,oz) } ) (341)



100 Capitulo 8. Interpretacion analitica de convolucion libre aditiva de tipo B

para cualquier z € CT. La misma igualdad se satisface trivialmente para los Casos 1y 2,
que corresponde o = 1.

Ahora supongamos que u corresponde al Caso 5 del Teorema 3.4.3. Como en los pri-
meros 4 casos, consideremos variables aleatorias autoadjuntas, idénticamente distribuidas
X1, X2, ... en un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢) que son libres con respecto
a ¢ y ademads, tienen distribucién p tal que ¢,(z) = blogz. Para j > 0 definamos

Xnjr1 + Xnjr2 + -+ Xojin
n

SZLJ = —blogn,

las cuales son libres e idénticamente distribuidas. Notando que

¢'U‘Sn,1 (Z) = n_1¢MX1+»-»+Xn (nz) - blogn
¢u(nz) —blogn
= blog(nz) —blogn

= blogz = d,(2),

entonces la distribucién de S? ;| tiende a p cuando n — oco. Después, de manera andloga
K
como los primeros 4 casos tenemos

. Xy 4o+ X
52’1+...+5’Z711 = 2t - o _ gblogn

<X1+~-Xr
(X
.

—blogr + blog(qn) — blog n)
= q(S; +blogq),
donde 7 = gn. De esta manera:

04Gpma(2) = lm 94 [(z = q(Sp1 + blogq)) ']
= lim ¢ [((z = q(Sn1 +blogq)) ™" (Sp1 + blogq +b)(z — q(Sr1 + blogq) ']

1
= —lim g [(z —q(Sy1 + blog q))_lq(SM +blogq)(z — q(Sr1 + blog q))_l]

q r—00

1
+ lim ¢ [(z — q(Sy1 +blogq)) 'gb(z — q(Sr1 + bloggq)) '] . (3.4.2)

00 q

Con el desarrollo anterior en mente, situémonos en el contexto del espacio de probabi-
lidad no conmutativo de tipo B (A, ¢, A, ¢) del Ejemplo 3.1.2, asociado a un espacio de
probabilidad no conmutativo (A, ). El siguiente resultado nos indica que en el caso de
las distribuciones estables, la segunda componente de la distribucién de un elemento de la
forma (X, X/a) es la derivada de la primera componente. Més precisamente:

Proposicién 3.4.5. Sea (A, ) un *x-espacio de probabilidad no conmutativo, X € A un
elemento autoadjunto y (A, p, A, @) el espacio de probabilidad de tipo B asociado a (A, p).

1. Si(p,v) esla distribucion de tipo B de (X, X/a) y o es una distribucion estable de
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los Casos 1-4 del Teorema 3.4.3 asociado a o, entonces
gv(z) = 8q|q=1GyEEq (2),

donde g es la transformada de Cauchy de la sequnda coordenada de una distribucion de tipo

B.

2. Sip es una distribucion estable del Caso 5 del Teorema 8.4.3, ¢u(2) = blogz y
(u,v) es la distribucion de tipo B de (X, X + b) entonces

9u(z) = 8q|q=1G;ﬁq (2).

Demostracion. Supongamos primero que p es una distribucién estable de los Casos 1-4 del
Teorema 3.4.3. Dado «, consideremos las variables aleatorias de tipo B, X; = (X;, X;/«),
i € N, libres (de tipo B) e idénticamente distribuidas a (X, X/«a). Definamos

i i qp— ~ Ly
Szl’a =n a(an+1 + - +an+n) = <S£L,a’ a‘%%,a) )

donde S}, o, = n"a (Xnj+1+ -+ Xpjyn). También consideramos a (1, v) la distribucién de
tipo B de X con j € N, y denotemos (u4,v,) := (u, v)FE%. Por lo tanto:

—0 -1 X144+ X 1 Xi 4+ X 1 X140 X 10
Sn7a+...+si7a _ Al . an _ (q; 1 . an ppulat . qn) :qi;ST’a7
na (qn)= a(gn)«

donde r = gn. Luego, para Z = (z,w) € C tenemos:

_ 1 -1
(Z - qésr,a)il = (Z - qéSr,ou w — aq‘isr,a>

1 _ 1 _ 11 1 _
= ((Z - qcl“Sr,a) 17 —(Z - anr,oz) 1(w - aqo‘sr,a)(z - anr,a) 1> .

Aplicando (¢, ) a la expresién anterior, tomando el limite cuando r — oo, haciendo uso
de (3.4.1) y de la definicién de transformada de Cauchy tenemos:

(G#q(z), wG;q(z) + gu, (z)) = <Guq(z), wGLq(z) + qaqG#q(z)) )

Evaluando la expresién anterior en ¢ = 1 obtenemos que g, (2) = Oylg=1G 24 (2).
Ahora consideremos el Caso 5. Para este, consideremos las variables aleatorias de tipo B,

X; = (X;, X;+b) para i € N, las cuales son libres e idénticamente distribuidas a (X, X +b).
De manera andloga:

—blogn,b+ Xnj1 40 Xnjn
n n

gj . (an+1 + -+ an+n

n,l —

— blog n) = (87,6457 ),
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; X, . e X
donde 57 | = M — blogn. Entonces

<0 a1
Spat+ Sy =

X+ 4 X, X4+ X,
<q( R —blog(qn>+blogq>,q<b+ s _b10g<qn>+b10gq>>

=q(Sy1+blogg),
donde r = gn. Por consiguiente, si Z = (z,w) € C entonces:
(Z = q(Sr1+blogq) ™" = (5,8,

donde
§ = (2—q(S.1+blogg)) ™,

8 = —(2—q(Sr1+blogq)) ™ (w—q(b+ Sr1 +blogq))(z — q(Sr1 +blogq)) ..

Aplicando (¢, ) a la expresién anterior, tomando el limite cuando r» — oo y haciendo uso
de (3.4.2) obtenemos

(G (20,0}, (2) + 90, (2)) = (Coy (2), 0G0, (2) + 00, Gy (2) )

Evaluando la expresién anterior en ¢ = 1, obtenemos también que g, (2) = Oglq=1G m4(2)
en este caso.

Observacién 3.4.6. Notemos que 9,G B (z) puede ser expresado en términos de G B (2)
y de sus derivadas con respecto a z. En efecto, para los Casos 1-4 de distribuciones estables
del Teorema 3.4.3, de (3.4.1) tenemos:

0,G e (2) = qla/R(z_x)szEﬂq(m)

IS R SN P
= R( Z_m+(z_x)2) dp ()
_ —qla(G“an(Z) + 2, (2)).

De la misma manera para el Caso 5, de (3.4.2) obtenemos:

_ 1 il Ba( 1 b Ba (.
tG) = [ e+ [

1 ’ /
=~ (Gmu(2) + G, (2)) — DG (2)

I

En particular, deducimos que (uEEq, aquﬁﬂq) € M x Msy, donde My es el conjunto de fun-
cionales lineales descrito en el Corolario 3.3.9.

Observacion 3.4.7. Como ingrediente final, veamos que la convolucion libre aditiva de tipo
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B se comporta bien bajo traslaciones. En efecto, consideremos (i, o), (v, p) € M x M,. Para
b,c € R, definamos las traslaciones

(Mb70b) = (:U( + b)70(' + b)): (Vc,pc) = (V( + C)v p(' + C))

De la Proposicién 3.4.2 tenemos G p(2) = Gu(2+b), Gue(z) = Gu(2+c), ¢,p(2) = du(2) —
¥ 61e(2) = 6u(2) — c. Luego

Purene(2) = % 0(2) + Pue(2)
= ¢u(2) —b+¢u(2) —c
= ¢um(z) — (b+c).

En consecuencia, G pg,c(2) = Gumy(2 + b + ¢). Ahora consideremos w; y wo las funciones
de subordinacién asociadas a p y v. Veamos que las funciones

wi(z) = wi(z+b+c)—b,

ws(z) = waz+b+c)—c

son las funciones de subordinacién asociadas a p® y v¢. Claramente wl y w son analiti-
cas en una vecindad alrededor de infinito si wy; y wo lo son; ademés 1111r11h\OO w “(iy) /iy =

hmyﬁoo(wj ) =1, para j = 1,2. Por otro lado

W(2) +wh(z) = wi(z+b+e)—btw(z+bte)—c
= Fm(z+b+c)+2z+b+c—b—c
= Fme(2) +2,.

Finalmente
Gub(wi’c(z)) =Gpwi(z+b+c)=b) =Guwi(z +b+c) = Gum(z +b+c) =G pme(2),

y analogamen‘ce Gre(wh(2)) = G pmye(2). Por lo tanto, de acuerdo al Teorema 1.3.15, whe
y w2 son las funciones de subordinacién asociadas a ub y v°.
Después, de acuerdo al Teorema 3.3.8:

9o (I (2)) (@) (2) + gpe(w3(2)) (w5 (2)
Go(w1(z + b+ c))wi(z+b+c)+ gplwa(z + b+ ¢))wh(z + b+ ¢)
= g\(z+b+c) = gyic(2),

donde (pu,0) Bp (v, p) = (LB v, \). Asi pues, Hp se comporta bien bajo traslaciones.

Con todo el trabajo realizado en esta seccién y el Teorema 3.3.10, enunciamos el siguiente
corolario que se desprende de lo anterior.

Corolario 3.4.8. Sea (A, ) un *-espacio de probabilidad no conmutativo, X € A un
elemento autoadjunto con distribucion estable p respecto a la convolucion libre aditiva. Sea
(A, v, A, ) el espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B asociado a (A, ). Luego,
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existen o € [0,2],b € R tales que

(1, )P0 = (4™, 0p|y=1 ('),

donde (p,v) es la distribucion de (X, X/a + b) con respecto a (¢, p).

Para finalizar este capitulo, veamos cémo podemos recuperar las distribuciones semicir-
cular de tipo B y Cauchy de tipo B a partir de las distribuciones correspondientes de tipo

A.

Ejemplo 3.4.9. 1. Para el caso de la distribucién del Teorema de limite central de tipo
B, consideremos el caso en que (t) es una distribucién semicircular de varianza t, es decir,
dy(t) = ﬁ\/ 4t — 22 dx, cuya transformada de Cauchy estd dada por la funcién

z—/22 — 4t

Ghple) = —;

Derivando con respecto a t y multiplicando por ¢ obtenemos la diferencia de las transfor-
madas de Cauchy de una ley arcoseno y una distribucién semicircular:

1 2 — 22— 4t
Ul v A

lo cual es exactamente la transformada de Cauchy de la segunda coordenada de la distribu-
cién semicircular de tipo B. Esto corresponde al Caso 3 con o = 2 entre las distribuciones
estables.

2. De la misma manera, podemos obtener el andlogo de tipo B para la distribucién
de Cauchy. Para ello, consideremos c(t) la distribucién de Cauchy con densidad dada por
de(t) = %x%“, con t > 0y su transformada de Cauchy G, (z) = Ziit. Derivando con
respecto a t multiplicando por ¢ obtenemos

it
tO Gy (2) = TGri?

expresion que es la transformada de Cauchy del funcional lineal definido por la funcién
1 t(x%—1t?)



Capitulo 4

Probabilidad libre infinitesimal

En el capitulo anterior, mas precisamente en la Seccién 3.2, pudimos notar que las ideas
de Belinschi y Shlyakhtenko sobre “probabilidad libre infinitesimal” encajan muy bien con
la probabilidad libre de tipo B; principalmente nos llevé a hallar respuestas satisfactorias
al problema de encontrar objetos analiticos estables bajo la convolucién libre aditiva de
tipo B. La pregunta natural que surge en este contexto es saber si podemos desarrollar una
“teoria de probabilidad libre infinitesimal” de manera paralela a la teoria de probabilidad
libre de tipo A, y que ademas contenga de alguna manera a la probabilidad libre de tipo
B desarrollada en el Capitulo 2 de esta tesis. Afortunadamente podemos dar una respuesta
positiva a esta pregunta, donde la mayoria de los analogos resultan bastante naturales y
ademds, las ideas que originaron la probabilidad libre de tipo B contintian muy latentes,
como lo es el dlgebra C.

El objeto de estudio de este capitulo es precisamente la probabilidad libre infinitesimal
en abstracto. Veremos que esta nueva teoria generaliza a la teoria de tipo B y mds aun,
veremos que las conexiones con tipo B aparecen también en ciertas férmulas combinatorias
en las particiones que no se cruzan de tipo B, donde el dlgebra C juega un papel fundamental
en las demostraciones de las mismas. La herramienta fundamental a introducirse es la de
cumulantes infinitesimales libres, con la cual demostraremos el teorema andlogo a que la
independencia libre es equivalente a la condicién de cumulantes mixtos que se anulan. Con
este teorema obtendremos resultados analogos a la probabilidad libre de tipo A, pero ahora
en el caso de probabilidad libre infinitesimal. Finalmente, trataremos el problema de cuando
podemos extender de una manera interesante un espacio de probabilidad no conmutativo
a un espacio de probabilidad no conmutativo infinitesimal, de tal manera que podamos
construir ejemplos andlogos de variables semicirculares y Poisson libre.

Tal como mencionamos en la introduccion de este trabajo, este capitulo estd basado en
el articulo de Alexandru Nica y Maxime Février [15].

4.1. Elementos de probabilidad libre infinitesimal

En esta seccién expondremos las nociones preliminares de probabilidad libre infinitesi-
mal, las cuales usaremos a lo largo de este capitulo. También veremos algunas consecuencias
sencillas del concepto de libertad infinitesimal, las cuales resultaran ser analogos bastante

105
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naturales de sus contrapartes en probabilidad libre usual (o de tipo A). Para comenzar,
enunciemos una de las definiciones en las cuales se basara el trabajo de este capitulo.

Definicién 4.1.1. A una terna (A, ¢, ¢’), donde A es una dlgebra con unidad sobre C, ¢
y ¢’ son funcionales lineales en A tales que p(14) =1y ¢'(14) = 0, la llamaremos espacio
de probabilidad no conmutativo infinitesimal.

Esta definicién ya habia sido enunciada en la Seccién 3.2, junto con una definicién
de libertad infinitesimal. De acuerdo con el trabajo realizado en esa seccién, dado un es-
pacio de probabilidad no conmutativo infinitesimal (A, ¢, ¢'), las subdlgebras con unidad
Ai,..., A € A son infinitesimalmente libres si, y sélo si, las subdlgebras Ay, ..., A; son
libres en (A, ), y ademds cumplen que

¢'((a1 —@(a1)1a) - (an — @(an)la)) = Z p((a1 —p(a1)la) -~ ¢'(a;) - - (an — p(an)1a)),

para a; € A;,,--- ,a, € A;,, donde los indices i; ... i, € {1,...,k} satisfacen que i1 # i2,
@2 # 13, ., In—1 7 in. Si denotamos aj = a; — ¢(a;)14 para 1 < j < n, la ecuacién anterior
se escribe como: .
/ /
¢lag---ap) =Y paf---af_jad ;- ap)¢'(af), (4.1.1)
i=1
con i1 # i2,...,in—1 # in, y @(ag) = ---p(a?) = 0. Ahora, de acuerdo al Lema 1.2.6,
p(af---aj_qaf,,---ap) =0 amenos que j —1 =n—jy los indices satisfagan que i;_1 =
Gj41,%5-2 = tj42,-..,91 = Ip. Mds alin, si lo anterior se satisface entonces

plaf---af_yajy---ap) = p(aj_qai,)p(af_sa7,0) - p(afay).

En resumen, la suma que aparece en el lado derecho de (4.1.1) tiene a lo mds un término
no cero y, en el caso que tal término no cero exista, es exactamente igual a

pa35) (305 ) -+ plaf_1 0%y )@ (05,0,

Esta sera la definicién de libertad infinitesimal que usaremos en este capitulo. Més precisa-
mente:

Definicién 4.1.2. Sea (A, p,¢’) un espacio de probabilidad no conmutativo infinitesi-
mal y Aq,..., A subdlgebras con unidad de A. Diremos que Ay,..., A son infinitesi-
malmente libres con respecto a (p,¢") si, y sélo si, se cumple la siguiente condicién: Si
los indices i1,...,i, € {1,...,k} son tales que iy # g, ia # i3, ...,in—1 # in y ademds
ay € Aiy,...ay € A;, son tales que ¢(a1) = ---¢(a,) = 0, entonces se satisface que
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y
p(a17) Pl 1)+ (@t ansa) g/ (ans) s es impar y iy = i,
O(ar---an) = izzin_]_,...7’l.nT—1:'L.nT-&-f’>7
0 en otro caso.
(4.1.2)

La estrategia a seguir en este capitulo serd establecer analogias entre probabilidad li-
bre de tipo A y probabilidad libre infinitesimal. Algunas de las definiciones que existen
en probabilidad libre se pueden extender a probabilidad libre infinitesimal realizando al-
gunas simples modificaciones, como lo es en el caso de x-espacios e independencia libre de
subconjuntos de A. Para estos dos casos en particular, tenemos las siguientes definiciones.

Definicion 4.1.3. Un *x-espacio de probabilidad no conmutativo infinitesimal es un espacio
de probabilidad no conmutativo infinitesimal (A, o, ¢') tal que A es una *-algebra y ademads:

» p(a*a) >0, para todo a € A.

» ¢’ es autoadjunto, es decir, ¢'(a*) = ¢/(a), para todo a € A.

Definicién 4.1.4. Sea (A, ¢,¢’) un espacio de probabilidad no conmutativo infinitesi-
mal (o bien, un x-espacio de probabilidad no conmutativo infinitesimal). Consideremos
X1,..., X, C A subconjuntos del algebra, no necesariamente subdlgebras. Diremos que
X, ..., X son infinitesimalmente libres en (A, @, ') (respectivamente, infinitesimalmente
x-libres) si las subdlgebras con unidad (respectivamente, *-subélgebras con unidad) genera-
das por cada Aj, para 1 < ¢ < k, son infinitesimalmente libres (respectivamente, infinitesi-
malmente x*-libres).

Para simplificar los enunciados de las siguientes definiciones, proposiciones y teoremas,
en lo que resta del capitulo escribiremos e.p.n.c.i. para abreviar espacio de probabilidad no
conmutativo infinitesimal.

Una de las analogias méas importantes con probabilidad libre de tipo A viene del hecho
de que si (A, ¢) es un espacio de probabilidad no conmutativo y las subédlgebras con unidad
Aq, ..., Ax € A son libres con respecto a ¢, entonces ¢ restringida a Alg(A; U --- U Ag)
estd completamente determinada las restricciones ¢|4,, para 1 < i < k. El ejemplo més
conocido viene dado por la férmula

Sp(ab) = gO(CL)gO(b), ac Ai17 be -Aim Z.1 7& i27

el cual se obtiene al considerar el funcional ¢ evaluado en el producto de las variables alea-
torias centradas (a —(a)l4)(b—p(b)14), en conjunto con la hipdtesis de libertad. Por otro
lado, si consideramos un e.p.n.c.i. (A, ¢, ¢’) tal que A, ..., Ar C A son infinitesimalmente
libres, ocurre que ¢’ restringida a Alg(A; U--- U Ay) estd completamente determinada por
las restricciones ¢’| 4,, para 1 < i < k. Para hallar un andlogo de nuestro ejemplo anterior,
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consideremos elementos a € A;,, b € A;, donde i1 # iy. Luego, por definicién de libertad
infinitesimal tenemos:

0=¢'((a—p(a)la)(b—w®)1a) = ¢'(ab—p(b)a—@(a)b+ @(a)p(b)la)
= ¢'(ab) — (b)¢'(a) — p(a)g'(b) + p(a)p(b)¢'(14).

Recordando que ¢’ es lineal tal que ¢'(14) = 0, llegamos asf a la férmula
¢'(ab) = ¢'(a)p(b) + p(a)¢'(b), a€ Aij, be Ay, i1 #ia. (4.1.3)
De manera andloga, haciendo un uso un poco més extenso de (4.1.2), se tiene la férmula

¢'(a1bas) = p(b)¢' (araz2) + p(araz)¢’(b), ai,as € Ai,b € Ay, io # is. (4.1.4)

Una de las analogias méas destacables es que se puede extender la construccion del
producto libre de espacios de probabilidad no conmutativos para el caso de nuestro marco
infinitesimal. El significado de lo anterior viene detallado en el siguiente teorema.

Teorema 4.1.5. Sean (A1, ¢1),..., (Ag, k) espacios de probabilidad no conmutativos, y
denotemos por (A, ) a su producto libre (Ay, @) * - - - * (Ag, or). Supongamos que para cada
1 < i <k se tiene un funcional lineal ¢ : A; — C tal que ¢;(14,) = 0. Entonces existe
un dnico funcional lineal ¢’ : A — C tal que ¢'| 4, = ¢}, para todo 1 < i < k, y ademds
Ay ..., Ay son infinitesimalmente libres en (A, ¢, ¢').

Demostracion. Recordemos algunos hechos de la construccién de (A, ) realizada en [26].
Cada A; se identifica con una subdlgebra con unidad de A tal que ¢ restringida a tal
subdlgebra es igual a ¢;. En seguida, denotemos por A? = {a € A;|¢1(a) = 0}, para

cada 1 < ¢ < k. También, si tenemos n > 1 e indices iy,...,i, € {1,...,k} tales que
i1 ?é i2, N ,in_l 7& in+1 definimos
Wiy,.in = span{ar ...a, | ay € A, ... a, € A7 }. (4.1.5)

. . A3 ] o o
Sabemos que W, es canénicamente isomorfo a A7 ®@---® A7 , o|w,,

; = 0y ademas

----- in

A=Clue | B Wi

n=1 iy,....in€{i ...k}
11742, in—1F0n

Por tanto, basta definir a ¢’ en 1 4 y en cada W, ;. Sin duda alguna definimos ¢'(14) = 0.

También definimos a ¢’ como 0 en Wj, ;. cuando n es par, y también cuando n es impar
y ademads no se cumple que i, = ipt1—m para todo 1 < m < ”T_l Consideremos el caso

restante, es decir, cuando n = 2m — 1 y ademas i1 = iy, %2 = in—1,- .-, lm—1 = m+1. COMO
. . o~ (fo L o :
Wiy,in A7, ® - @AY, definimos entonces a ¢ como

n

a1 ® - ®an = @iy (A102m—1)Piy (a202m—2) -+ iy (Am—10m11) @ (am),

para cada a; € Af ..., a, € A7 ; asf tenemos definida a ¢’ en todo A. Luego, de acuerdo a
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cémo fue definida ¢', es claro que las dlgebras A1, ... Ay satisfacen la Definicién 4.1.2. Para
terminar, la unicidad de ¢’ se sigue inmediatamente de la manera en que fue definida en
14 y en cada subespacio W, i, . |

En virtud del teorema anterior, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 4.1.6. Si (A1, ¢1,¢}), .-, (Ak, ¥k, ¢},) son e.p.n.c.i., definimos su producto libre
como el e.p.n.ci. (A, ¢, ¢"), donde (A, ¢) = (A, @1)*--x(A, i), y ¢ : A — Ces el funcional
lineal del Teorema 4.1.5.

Observacion 4.1.7. Si consideramos el caso en que (A1, ¢1),. .., (Ag, pr) son *-espacios
de probabilidad no conmutativos, sabemos que su producto libre (A, ¢) también lo es. Si
cada funcional ¢} es autoadjunto, de acuerdo a la definicién de ¢, este dltimo también es
autoadjunto. Asi pues, si cada (A;, @i, ;) es un x-e.p.n.c.i., su producto libre también lo es.

Ejemplo 4.1.8. Hagamos la construccién del producto libre de e.p.n.c.i. para un caso
sencillo. Consideremos el producto libre de grupos k-veces Z - - - *Z y su respectiva algebra
de grupos A = C[Z - - - x Z]. De esta manera, A es un x-dlgebra libremente generada por
k elementos unitarios u1,...,ur de orden 2, y tiene una base lineal B dada por

B:{lA}U{uil---uin |n21, 1<idy,...,1, <k, il#ig,...,in_l#in}.

Definamos a ¢ como la traza canénica, es decir, ¢ actia en B como ¢(14) =1y ¢(b) =0,
para todo B\{14}. Es fécil de ver, por medio de propiedades universales del producto libre,
que (A, @) = (A1,1) * -+ * (Ag, ¢r), donde para cada 1 < i < k, A; = span{l4,,u;} y
i = ¢| ;. Los subespacios W;, ;. asociados a la descomposicién de A con respecto a la
estructura de producto libre son precisamente

Wi, i = span{u;, - - - u;, }, n>1, 41 #igye..,in_1 % in.

A continuacién, definamos los funcionales lineales ¢} : A; — C tales que ¢}(14,) = 0, para
todo 1 < i < k. De la definicién de A;, tenemos que ¢} estd completmente determinada por
©i(u;) =: a;. para 1 < i < k, De esta manera, la extensién al producto libre actia como

QO/(U' o ) I o7 Sin:2m—1, ’L.l :Z.Qm_h...,l‘m_l :im+1’

“ n 0 en otro caso. ’

pues u?j =1 A Finalmente, para el caso k = 2, la condicién en los indices i1 = tom—1,
19 = 19m—2y---5m—1 = tm+1 Se cumple de manera automatica cuando n = 2m — 1y

il #iQ')"'?Z‘TL—l 7&7'71

Para finalizar esta seccién, veamos como se relacionan los conceptos de e.p.n.c.i. y liber-
tad infinitesimal, con los conceptos de espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B e
independencia libre de tipo B, introducidos en el Capitulo 2.

Recordemos primero que dado un e.p.n.c. de tipo B (A, ¢, V, f, ®), podemos considerar
el dlgebra enlazante A x V, donde la multiplicacién estd dada por la Ecuacién (2.6.1). Sea
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N = A x V y definamos los funcionales lineales 1, : N' — C como

U((a,8)) =wla),  ¥'((a,€) = (&)

De esta manera, tenemos que (N, 1, ¢’) es un e.p.n.c.i. Consideremos entonces Ay, ..., Ax C
A subdlgebras con unidad y Vi,...,V, C V subespacios lineales tales que V; es invariante
bajo la accién de A;, para 1 < j < k. Si definimos NV; = A; x V;, para 1 < i < k, afirmamos
lo siguiente:

Proposicién 4.1.9. (A1, V1),..., (Ag, Vk) son libres de tipo B en (A, p,V, f,®) si, y sdlo
si, N1, ..., N son infinitesimalmente libres en (N, ,1)").

Demostracion. Para probar la implicacién =), consideremos (a;,&;) € Nj, para 1 < j <n,
donde los indices i1,...,i, € {1,...,k} satisfacen que i; # i, ia # i3,...,in—1 F in, ¥
ademds ¥ ((a;,&;)) = 0, para 1 < j < n. Primero notemos que la condicién de libertad de
tipo A con respecto a 1 se sigue de que la libertad de tipo B implica libertad de tipo A en
la primera coordenada. Ahora bien, de acuerdo la multiplicacién en N tenemos:

wl((ala gl) T (an> gn)) = Z f(al T am—l‘fmam-l-l tee an)-
m=1

Debido a la hipétesis de libertad de tipo B, a lo mas un término de la suma anterior puede

ser distinto de cero, que es el caso en que n es impar, m = (n+1)/2 y los indices cumplen que

11 = 92m—1,---Im—1 = im+1. En este caso, tal término es igual p(a1a2m—1) - - @(am—1am+1)f(&Em),
y de acuerdo a la definicién de 1 y ¢/, es igual a

Y((a1,61)(a2m-1,62m-1)) -+ P ((@m—1, Em-1) (@41, Ems1))¥ ((am, &m))-

Por lo tanto, las subélgebras N7, ..., N son infinitesimalmente libres en (N, 1’).
Luego, para probar el reciproco, simplemente escribimos

f(am T CL’r7,§bl T bm) = wl(<am; OV) e (a/la OV) ' (OAaf) ’ (bhOV) e (bm7OV))

y usamos la definicién de libertad infinitesimal para verificar que la definicién de libertad
de tipo B se satisface. |

4.2. Cumulantes infinitesimales que no se cruzan

En esta seccion daremos las notaciones y definiciones necesarias para poder presentar
el andlogo infinitesimal de los cumulantes que no se cruzan. También estudiaremos algunas
caracterizaciones de esta nueva clase de cumulantes, asi como también algunas propiedades
para mas adelante estudiar una prueba del andlogo infinitesimal al teorema de cumulantes
mixtos que se anulan. Primero hagamos las siguientes observaciones respecto a NC(5) (n).

Observacién 4.2.1. 1. Consideremos el conjunto de particiones de tipo B NC(P) (n). Al
conjunto de tales particiones que tengan un bloque cero lo denotaremos por NCZ®B) (n).
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2. Recordemos que Abs : NCB)(n) — NCW(n) es una aplicacién (n + 1) a 1. Ademés,
dada 7 € NC(n), las n+1 particiones de Abs™! () estdn indexadas por los bloques de
y de Kr(m). Més precisamente, para V' € , existe una tnica particién 7 € NCzB )(n)
tal que Abs(7) = 7, y ademas el bloque cero de 7 es precisamente V. Es decir, tenemos
una biyeccién

NCZ®B)(n)  {(m,V)|meNC(n),V e}
T “ (Abs(7,Abs(Z))), Z es el bloque cero de 7.’

3. Si denotamos las funciones de Mdbius en NC(5) (n) por Mob(B ), entonces para o < T
en NCZ®P)(n), tenemos que Mob®)(a, 7) = Mob) (Abs(c), Abs(7)). Lo anterior es
debido a que en el caso en que o tiene un bloque cero, entonces Abs es un isomorfismo
entre [0, 7] € NCB)(n) y [Abs(c), Abs()] € NC(n). La razén es que al tener o un
bloque cero, entonces 7 también tiene un bloque cero que contiene al bloque cero de o.
De hecho, cada elemento del intervalo [o, 7] tiene un bloque cero, cada uno de los cua-
les estd especificado por algin bloque de un tnico elemento de [Abs(c), Abs(7)], via la
biyeccion del inciso anterior. Para finalizar, notemos que los valores de Mob®) depen-
den tnicamente de la clase de isomorfismos (en la categoria de conjuntos parcialmente
ordenados) de los intervalos.

En el Capitulo 2 notamos que el dlgebra C juega un papel muy importante en la proba-
bilidad libre de tipo B, pues varios de los resultados en esta teoria consisten en sustituir el
algebra de los niimeros complejos por el dlgebra C en varios de los resultados de la teoria
de probabilidad libre. Més ain, la teoria de probabilidad libre de tipo A queda reflejada en
la primera coordenada del funcional E descrito en (2.5.3). Durante este capitulo seguire-
mos la misma linea con el fin de obtener analogos infinitesimales de algunos resultados de
probabilidad libre, y para ello introducimos las siguientes notaciones.

Notacion 4.2.2. Dado un elemento v = (a, 3) € C, donde «, 8 € C, definimos las funciones
parte cuerpo (Bo) y parte alma (So) como Bo(y) = o y So(y) = 3, respectivamente.

Observacion 4.2.3. = Las funciones Bo y So en C son de alguna manera andlogas a la
parte real y parte imaginaria de un niimero complejo.

= Hablando de propiedades algebraicas, como la multiplicacién en C es conmutativa,
entonces Bo es un homomorfismo de dlgebras con unidad. Por otro lado, debido a la
multiplicacién en C, tenemos que

So(y1-+-m) =Y _So(w) [[Bo(vs), VYn=1,Vy,...., 7 €C. (4.2.1)
i=1 G#i

Para el resto del trabajo de esta seccién, vamos a considerar un par (A, @), donde A es
un algebra con unidad sobre C y ¢ : A — C es C-lineal tal que $(14) = 1. Vamos a repetir
las construcciones de los funcionales cumulantes, pero con la diferencia de que el rango sera
C en lugar de los niimeros complejos.
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Para cada n > 1, definimos la funciéon multiplicaciéon

Mult,, : A" — A
(a1,...,an) — ai---ay
para cada aq,...,a, € A. De esta manera podemos definir los funcionales C-multilineales

@n = ¢ o Mult,, : A" — C. Ahora, recordando la Notacién 1.5.1, para cada 7 € NC(n),
definimos ¢, : A" — C como:

Gr(ar,....an) = [] ev((ar,- .. an)[V),
Ver

para cada aq,...,a, € A. Luego, definimos

o= > Mob™(m 1) @, n>1, (4.2.2)
TENC(n)

donde recordemos que Mob*) denota a las funciones de Mdbius en las reticulas NC(n).

Finalmente, para cada m € NC(n), definimos &, : A" — C como

Rrlar, ... am) = [ #vi((ar,. .., an)|V), (4.2.3)
Venr

para cada ai,...,a, € A. Asi pues, los funcionales {rk, |7 € NC(n)} v {¢= |7 € NC(n)}
estan relacionados por la férmula de momentos - cumulantes. En particular, tenemos tam-
bién la férmula

Orlar, ... ap) = Z Ro(ai,...,an), YmeNC(n).

c€eNC(n)
o<t

Una pregunta natural es si podemos recuperar todos los teoremas de probabilidad libre
de tipo A considerando el par (A, @). Mas adelante veremos que la respuesta es negativa. Sin
embargo, algunos resultados siguen siendo validos en el contexto C-valuado. En particular
los siguientes dos, cuya prueba es una copia textual del caso complejo.

Proposicion 4.2.4. Si ay,...,a, € A y ademds existe un indice 1 < m < n tal que
am € Cly, entonces Ryp(ay,...,a,) =0.
Proposicién 4.2.5 (Férmula de productos como argumentos). Sean x1,...,x5s € Ay

consideremos los productos

A = T1 " Tgyy 2 = Tsy 41" Tsgy --+ 5 Op = Tgp 141" Tsy,

conl <81 <sy< - <8, =s5. Entonces

Fn(at, .. an) = Y Fx(1,..., 1), (4.2.4)

TeNC(s)
TVO=14
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donde 6 € NC(s) es la particion {{1,...,s1},{s1 +1,...,s2},..., {sn—1+1,...,5n}}.

A continuacién volvamos al caso infinitesimal (A, ¢, ¢’). Dados los dos funcionales ¢ y
¢, podemos definir la funcién C-lineal @(a) = (p(a),¢'(a)) € C, para todo a € A. Como
claramente, ¢(14) = 1, podemos considerar los funcionales {i, |7 € NC(n)} definidos
anteriormente.

Observacién 4.2.6. Si consideramos el caso en que (N, 1,1’) es el e.p.n.c.i. asociado al
espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B (A, ¢, V, f, ®) descrito en la Proposicién
4.1.9, entonces p = E' y Ky, = ﬁgB).

Recordemos que en la Seccién 2.5 resolvimos el problema de caracterizar los funcionales
cumulantes libres de tipo B coordenada a coordenada. Debido a nuestros nuevos cumulantes
K también tienen como rango a C, podemos intentar resolver el mismo problema. Claramente
podemos suponer la respuesta para la primera coordenada. Para dar la respuesta de la
segunda coordenada, serd necesario introducir los siguientes funcionales.

Definicién 4.2.7. Sea (A, ¢,¢') un e.p.n.c.i. Para cada n > 1, definimos el funcional
multilineal x}, : A" — C por

Rp(ar, . an) = > > [ Mob™(m, 1,)¢ly (a1, a)[V) ] ewy((a, ..., an)|W)

TeNC(n) Ver Wern
WAV
(4.2.5)
para ai,...,a, € A. Los funcionales k!, serdn llamados funcionales cumulantes infinitesi-

males libres (o que no se cruzan) asociados a (A, @, ¢").

De la definicién de los cumulantes infinitesimales, podemos ver que se satisface cierta
regla de Leibniz para derivar un producto, pensando de alguna manera en que el funcional
¢’ es la derivada de . Una de las ideas del capitulo anterior es que ejemplos interesantes
de distribuciones de tipo B resultan al considerar la segunda componente de la distribucién
como la derivada de la primera. Cuando este es el caso, tenemos la siguiente caracterizacién
de los cumulantes infinitesimales.

Proposicién 4.2.8. Sea (A, ¢, ') un e.p.n.c.i. Consideremos {¢i}er un conjunto de es-
tados en A (es decir, funcionales lineales en A tal que ¢(14) = 0), donde T C R es tal
que 0 es un punto de acumulacion de T, y supongamos que @ y @' satisfacen las siguientes
condiciones:

» p(a) =limpi(a), Va € A,
t—0

» ¢(a) = h’mw, VacA

Entonces, paran >1 yaq,...,a, € A se tiene lo siguiente:

w kp(ag,...,an) = %i_r%mg)(al, ceyQn),
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)

d
w 1 (ag,...,a,) = (ﬁg)(al,...,an)>
dt t=0

(¢

donde para cada t € T, Iin) denotan a los funcionales cumulantes asociados a @;.

Demostracion. Paran € Nfijoy ai...,a, € A, tenemos que para toda t € T
ki ar,. . an) = > Mob™(m, 1) T (o) ((ars - -, an)|V). (4.2.6)
TeNC(n) Ver
Como ¢ = limy_,q ¢, tenemos que limy_,q K,(f ) = Kkn. Ademds, es claro que /fq(f) (a1,...,ap)

vista como una funcién en t es derivable en 0, y por linealidad y regla de Leibniz obtenemos
precisamente (4.2.5), que es la férmula que define precisamente a &/, (a1, ..., a,). [ |

Como ya habiamos anticipado, el dlgebra C toma un papel muy importante al momento
de construir andlogos infinitesimales de enunciados de probabilidad libre de tipo A. Su
relacion con los cumulantes infinitesimales estd dada por la siguiente proposicién, el cual
serd de gran utilidad en el trabajo de las préximas secciones. Ademas, responde a la pregunta
de caracterizar a K, componente a componente.

Proposicién 4.2.9. Sea (A, ¢, ¢') un e.p.n.c.i. y consideremos los funcionales k,, asociados
a @ = (p,¢'). Entonces Bo(kyn) = kn y So(kn) = K.

Demostracion. Como Bo : C — C es un homomorfismo de algebras con unidad, tomando
parte cuerpo de (4.2.2), tenemos que Bo(k,) = k,. De la misma ecuacién, pero tomando
parte alma y utilizando (4.2.1) se sigue que So(ky,) = Kl,. [ |

Una vez que tenemos definidos los cumulantes infinitesimales, la pregunta que surge
en seguida es cudl es la relacién que hay con independencia libre infinitesimal. Mas pre-
cisamente, averiguar si la condicién de cumulantes de tipo A y cumulantes infinitesimales
mixtos que se anulan es equivalente a la independencia libre infinitesimal. La respuesta a
esta cuestion es afirmativa, y viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 4.2.10. Sea (A, p,¢') un e.p.n.c.i. y consideremos A1, ..., A C A subdlgebras
con unidad. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Ay, ..., Ay son infinitesimalmente libres en (A, p, ).

2. Para todo n > 2 y cada i1,...,i, € {1,...,k} no todos iguales entre si, y cada
ai,...,an con aj € Ai,, 1 < j <n, tenemos que rp(ay,...,an) = p(a1,...,a,) = 0.

4.3. Demostracion del Teorema 4.2.10

Como el nombre lo indica, en esta seccién daremos una prueba del Teorema 4.2.10, que
indica la equivalencia entre cumulantes (de tipo A) y cumulantes infinitesimales mixtos que
se anulan y libertad infinitesimal. Ademé&s daremos algunas aplicaciones directas, como la
demostracién de que la libertad infinitesimal garantiza tracialidad siempre y cuando se ten-
ga en cada una de las subdlgebras. También veremos que no siempre es posible generalizar



4.3. Demostracion del Teorema 4.2.10 115

resultados infinitesimales, pensando tnicamente en un par (A, @) como en la seccién ante-
rior. Para comenzar con la demostracion, veamos primero un lema referente a particiones
que no se cruzan. En lo que sigue, cuando se esté trabajando con un e.p.n.c.i. (A, p,¢’), el
funcional ¢ : A — C estara definido por

pla) = (pla),¢'(a)), VaeA
Lema 4.3.1. Sean € N y m € NC(n) tal que satisface las siguientes condiciones:
1. Para cada 1 <i<n-—1,idi+1.
2. w tiene a lo mds un bloque de cardinalidad 1.
Entonces n es impar y m = {{1,n},{2,n —1},... {252, =3} {2H1}}

Demostracion. Sabemos que toda particién que no se cruza posee al menos un bloque que
es un intervalo. De acuerdo a la primera condicién de la hipdtesis, 7w no tiene intervalos V'
tales que |V| > 2y, de acuerdo a la condicién 2, 7 tiene un unico intervalo Vy = {p}, para
algin 1 <p <n.

Si V' es otro bloque de 7, veamos que

VnLp)l <1, v [VN(p,n]| <1

En efecto, si tuviéramos el caso en que |V N [1,p)| > 2, entonces existen i,j € V tales
que 1 < j < py ademds ¢ y j son consecutivos en V', es decir, no existe £ € V tal que
i < k < j. Debido a la condicién 1, j # i + 1, por lo que 7 tiene un intervalo W C (i, 7)
y esto contradice la unicidad de Vj. De manera andloga, tenemos que |V N (p,n]| < 1.
Notemos que si en alguno de los 2 casos anteriores se tiene la desigualdad estricta, entonces
tendrfamos |V| = 1, lo cual contradice la condicién 2, por lo que cada bloque V' # 1} consta
de dos elementos.
En consecuencia, podemos listar a los bloques de m como sigue:

con iy <p<jp, VI<k<m,y i1 <- - <ip e

Notemos que j; > j2 > -+ > jm, ya que si existen s,f con s < ty js < j¢ entonces
is < it < p < js < Jt, y esto contradice la condicién de que los bloques V; y V4 no se cruzan.
AsinzZm.—i—l, ym={{l,n},{2,n—1},..., "771,”7*3},{"7“}}, pues ip < -+ < iy <P <
]m < “ e < ]1‘ .

A continuacién veremos la prueba del Teorema 4.2.10. De aqui en adelante, a la condi-
cion 2 de tal teorema le llamaremos condicion de cumulantes infinitesimales mixtos que se
anulan, aunque en realidad sean dos tipos de cumulantes los que se anulan (los cumulantes
usuales y los cumulantes infinitesimales de la Definicién 4.2.7).

Demostracion del Teorema 4.2.10. Siconsideramos los funcionales &,, asociados al funcional
& = (p,¢), de acuerdo a la Proposicién 4.2.9, tenemos que Ky = (kn, k). Asi pues la
condicién 2 del enunciado del Teorema 4.2.10 es equivalente a que para todo n > 2 y cada
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i1,...,%n € {1,...,k} no todos iguales entre si, y cada ay,...,a, con a; € A;;, 1 < j <n,
tenemos que Rp(a,...,a,) =0 € C.

((1) = (2) ) La demostracion de esta implicacién sera por induccién sobre n. Para el
caso base n = 2, consideremos a; € A;,,a2 € A;, con iz # iz. De la hipdtesis de libertad
infinitesimal (Ecuacién (4.1.3)) tenemos

ra2(ar,a2) = p(araz) — p(ar)p(az) =0,
ro(ar,a2) = ¢'(a1az) — ¢'(a1)p(az) — p(ar)¢'(a2) = 0,
por lo que #a(a1,as) = (ka(a1, a2), kh(ar,az)) = (0,0).

Para el paso inductivo, supongamos que la condicién de cumulantes &,, mixtos que
se anulan se tiene para m = 1,...,n — 1, con n > 3. Sean a1 € A;,,...,a, € A;, , con
i1,...,in no todos iguales entre si; probaremos que &,(a,...,a,) = 0. Por la Proposicién
4.2.4, podemos reemplazar a,, con a,, — ¢(amn)la, para 1 < m < n. Asi, sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que ¢(a1) = --- = ¢(a,) = 0. Esto ltimo implica que

Plap)P(aq) = (p(ap), ¢’ (ap))(¢(aq), ¢'(aq)) = (0,¢'(ap))(0,¢'(aq)) = (0,0),
para 1 < p,q < n. Por consiguiente.
Ra(ap, aq) = @lapag) — Plap)@laq) = Glapag), V1<p<qg<n. (4.3.2)

También podemos suponer sin pérdida de generalidad que 4,, # 4,41 para todo 1 < m < n,
pues si existe m con i, = i;ymy1, por la Proposicién 4.2.5:

Fn—1(a1, -y Qmmyt, ... an) = Rp(ar,...,an) + g Rr(ay,...,ap).
TeNC(n) con |w|=2
y mseparaamy m+ 1

(4.3.3)
Ademaés, usando la hipdtesis de induccion, todos los términos de la ecuacién anterior son
iguales a cero excepto &p (a1, ..., a,), de modo que &y (ay, ..., a,) = 0. Asi pues, supongamos
que p(a1) = -+ = @lan) = 0y i1 # d9,...,in—1 # in. Luego, por hipdtesis de libertad

infinitesimal, p(a;---a,) = 0 y ademds ¢'(aj---ay) es como en (4.1.2). Expresando lo
anterior en términos de ¢ llegamos a

(0, p(aran)p(azan-1) - p(an-1anis)@'(ant1) ) sinesimpary iy = iy,

2 2 2
~ iQZin—h"'a Zﬂzzﬁa
olar---ap) = P 2
0 en otro caso.
(4.3.4)
Por otro lado, tenemos que
Fn(ar,...,an) = @lar--an) — Y Frla1,... an). (4.3.5)

meNC(n)
£l
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Notemos que si una particiéon © € NC(n) tiene dos bloques distintos de la forma {p}, {¢}, el
término indexado por 7 en la suma es 0, pues habria un factor &1 (ap)R1(aq) = @(ap)P(aqg) =
0. Por otra parte, si m # 1,, tiene un bloque con dos niimeros consecutivos 7 y i+1, el término
indexado por 7 también serd igual a 0, por la hipotesis de induccion. De esta manera, la
suma de la (4.3.5) puede tener sumandos distintos de cero solamente cuando 7 satisfaga las
hipdtesis del Lema 4.3.1, por lo que tenemos que tal suma es igual a 0 cuando n es par, o
bien, igual a

Rg(al, an)ﬁg(ag, an,l) cee I%Q(aan, anT-Hi)I%l(anT-H) (436)

cuando n es impar.
Luego, por hipdtesis de induccién, (4.3.6) es igual a cero a menos que los indices satis-
fagan que iy = ip,i2 = ip—1,...,9n—1 = in+3, y en este caso tenemos que (4.3.6) es igual
2 2
a

Blar1n)plaran-1) - Pan1ans2)@anss) = (0, @(a10n)p(a2a,-1) -+ p(ansansa) g (anss) ),

2 2 2

(4.3.7)
lo cual es debido a la multiplicacién en C y a que @(ant1) = (0,¢'(an+1)). Por lo tanto
2 2
olay---ap) si n es impar
—(0, p(aran)p(azan—1) - - @(a%ﬂa%)@/(a%ﬂ) ) Y i1 = in,
/’%n(al,...,an): ,ZnT—l:ZnTH’

o(ay - -ap) en otro caso.

(4.3.8)

De (4.3.4) y (4.3.8), concluimos que Ry (a1, ...,a,) = 0. Esto finaliza la induccién y prueba
que (1) = (2).

((2) = (1)) Supongamos que tenemos la condicién de cumulantes infinitesimales mix-
tos que se anulan y ademés, que i1, ...,i, € {1,...,k} yqueas € A;,...,a, € A;, son tales
que ¢(ay) = - -+ = ¢(a,) = 0. Probaremos que ¢(a; - --a,) = 0y que el valor de ¢'(a; - - ap)
estd descrito por (4.1.2). Consideremos entonces @(ay - ap) = (p(ar---ay), ¢ (a1 - ay)),
v la respectiva férmula de momentos - cumulantes

Blar---an) = D[] &vi(a,...,a)V). (4.3.9)

TeENC(n) Ver

Por un argumento usado en la prueba de la primera implicacién, en la suma de (4.3.9) sola-
mente se obtienen contribuciones no cero de aquellas particiones 7 € NC(n) que satisfagan
las hip6tesis del Lema 4.3.1. Luego, para n par tenemos que ¢(aq - - - a,,) = 0. Por otro lado,
para el caso n impar tenemos

o(ay -+ -ap) = ka(ay, an)ka(az, an—1) - - - RQ(aan,anTH)Fcl(anTﬂ). (4.3.10)

Por hipétesis de cumulantes mixtos que se anulan, @¢(a;---a,) = 0 a menos que i3 =
in,...,in-1 = ints. En este caso, recordando la manera de multiplicar en C y que ¢(a1) =
2 2
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- = ¢(ayn) = 0 tenemos

Plar---an) = (0, p(a1an)p(azan-1) - p(an-1anss )¢’ (ant1) ), (4.3.11)

2 2 2

con lo cual finalizamos la demostracién. |

Como corolario del teorema recién probado, tenemos un andlogo infinitesimal del Teo-
rema 1.5.12, el cual indica que en el contexto de libertad de subconjuntos del dlgebra (no
necesariamente subdlgebras), basta verificar la condicién de cumulantes mixtos que se anu-
lan solamente con los elementos del subconjunto, no necesariamente con todos los elementos
de la subalgebra generadas. Méas precisamente tenemos el siguiente enunciado.

Corolario 4.3.2. Sean (A, p,¢’) un e.p.n.c.i. y consideremos Xi, ..., Xy subconjuntos de
A. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. Xy,..., X son infinitesimalmente libres en (A, ¢, ¢').

2. Para cadan > 1, i1,...,in, € {1,...,k} no todos iguales entre si y para cada x1 €
Xiyy.o o xn € A, se tiene que Fp(x1,...,25) = 0.

Demostracion. La demostracién del corolario es una copia textual del resultado andlogo
sobre C que aparece en el Capitulo 11 de [26]. Denotemos por A; a la subdlgebra con
unidad generada por A;, para 1 < ¢ < n. Por definicién, la condicién de que los conjuntos
Xi,..., X son infinitesimalmente libres en (A4, ¢, ¢’) es equivalente a la condicién de que
Ay, ..., A son infinitesimalmente libres en (A, p,¢’), condiciéon que debido al Teorema
4.2.10, es equivalente a la condicién de cumulantes infinitesimales mixtos que se anulan.
Debemos probar que esta tdltima condicidn es equivalente a la condicién 2 del Corolario
4.3.2. Claramente una de las implicaciones es directa. Para la otra implicacién, es suficiente
probar que Ry (ai,...,a,) = 0 cuando

A1 =T1 - Tgy, A2 =T 41" Lgyy v ,0p = Tg, 141" s, (4.3.12)
conn>21<s <8<+ <8, =M, T1,...,Ts; € Xiy, "+ ,Ts,_141,---,Ts, € Xi,, ¥ los
indices 41, ..., 4, no son todos iguales entre si. Por la Proposicién 4.2.5 tenemos

Rn(ay,...,ap) = E Rr(T1,. . Tm)
TENC(m)
w™VO=1,

donde 6 € NC(m) es la particion {{1,...,s1},{s1 + 1,...,82}, ..., {sn—1 + 1,...,8}}
Analicemos los sumandos de la ecuacién anterior. Si para alguna particién m € NC(m)
tenemos que Fr(x1,...,Zy) # 0, de la condicién 2 del Corolario 4.3.2 debemos tener que
i(p) = i(q) siempre que p ~, ¢q. De esta manera, todos los bloques de 6 que son emparejados
por w al hacer 6 V 7, deben de corresponder al mismo elemento a;. Sin embargo, como
0V m = 1,,, entonces todos los bloques de 6 son emparejados por 7, por lo que todos los
a; deben de ser el mismo, lo cual es una contradiccion debido a que estamos considerando
cumulantes mixtos. Asi pues, cada sumando de la ecuacién anterior es igual a cero, y por
lo tanto Rr(z1,...,%m) =0, lo cual demuestra lo afirmado. |
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En la prueba del Teorema 4.2.10, pudimos notar que el funcional ¢ : A — C y sus
funcionales cumulantes asociados &, tienen un papel fundamental de dicha prueba. En vista
de que ciertos resultados tienen andlogos infinitesimales simplemente probando el resultado
para el caso del dlgebra C y luego tomando parte alma, una pregunta natural es si la libertad
infinitesimal se puede caracterizar por la féormula de libertad de tipo A, pero considerando
el funcional ¢. Més precisamente, consideremos el siguiente enunciado:

Sea (A, ¢, ¢") un e.p.n.c.i y consideremos Ay, ..., A; C A subdlgebras con unidad
tales que paran > 1, iy,...,0, € {1,...,k}, i1 #io,...,0p—1 F in
y elementos a1 € A;,,...,a, € A;, tales que si
¢(ar) =---p(an) = 0, entonces @(ay ---an) = 0.
(4.3.13)
. Este enunciado es equivalente a libertad infinitesimal?

Claramente la definicién de libertad infinitesimal implica el enunciado anterior, pero el
reciproco no es cierto en general. La razén por la que esto sucede es que no necesariamente
se puede centrar un elemento a € A con respecto @, es decir, puede no existir A € C tal que
P(a—Al4) = 0. Para un ejemplo en especifico, situémonos en el contexto del Ejemplo 4.1.8,
con A= C[Zg*---xZs], A; = span{l 4, u;} para 1 <i < k. Supongamos que ¢, ¢’ : A — C
son tales que

o(1a) = (1,0), o(u;) =(0,1), 1<i<k. (4.3.14)

De esta manera, no importando cémo actia ¢ en palabras de longitud mayor que 1 formadas
con uy,...,ug, se cumplird que Ay, ..., Ay satisfacen (4.3.13) con respecto a ¢ (pues cada
@|.4, es inyectivo). Por otro lado, si Ay, ..., A son infinitesimalmente libres en (4, ¢, ¢’),
entonces ¢ estd inicamente determinada por (4.3.14). Por ejemplo, @(uju2) = @(u1)p(uz) =
(0,1)(0,1) = (0,0). Luego, cualquier ¢ tal que @¢(ujuz) # 0 da un ejemplo en el que (4.3.13)
no implica libertad infinitesimal.

Para finalizar esta seccién, veamos una aplicacién del Teorema 4.2.10, que tiene qué ver
con tracialidad. Primero probaremos un lema.

Lema 4.3.3. Sea (A, ¢,¢') un e.p.n.c.i. y consideremos B una subdlgebra con unidad de
A tal que ¢l es traza. Entonces fp(bi,ba,...,bn—1,by) = En(b2,b3,...,bn,b1), para todo
n>2b,...,b, €B.

Demostracion. Sea n € N y consideremos ¢ = (1,2,...,n) € S,. Luego ¢ induce un auto-
morfismo en NC(n) definido como 7 = {V1,...,V,} € NC(n) — c-7 = {c(V1),...,¢(V,)} €
NC(n). Supongamos entonces by, ..., b, € B. Luego

Fin(ba, - by b1) = Rn(be(rys - bemy) = Y Mob™ (1)@ (beqrys - - - begny)- (4.3.15)
7TENC(n)

Analicemos @W(bt:(l),m,bc(n)) Y @er(biy...,by). Sea V € m un bloque que no contenga a n.
En este caso claramente @y (((be(1)s - - -5 ben))|V) = @y (b1, .., bn)|c- V). Para el caso del
bloque Vi que contiene a n usamos que @|g es traza. De hecho, si Vy = {j1,...,Jjr,n} con
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Jj1 < -+ < jr < n, entonces

Gl ((be(1)s - -+ 5 bem)) Vo) = P(bjy 1+ bj1b1) = @(b1bj 41 - bj1) = Plevp (b1, - - -, bn)|e- Vo).

Por lo tanto @ (be(1 - - - be(n)) = e (b1, - -, bn). Ademds, como ¢ induce un automorfismo
en NC(n), entonces Mob(r,1,,) = Mob™ (¢ -7, ¢- 1,,) = Mob (¢ -, 1,,). Asi, haciendo
un cambio de variable p = ¢ - w, tenemos

Fin(ba, .. bpyb1) = > Mob™(m, 1) @r(ber)s - - - » be(m))
TENC(n)
= > MobW(p, 1,)@,(b1, ..., by) = En(br,. .., bn).
pENC(n)

Proposicién 4.3.4. Sea (A, p,¢’) un e.p.n.c.i. y sean Ay, ..., Ay C A subdlgebras con
unidad, infinitesimalmente libres en (A, o, ¢"). Si p|la, v ¢'| 4, son trazas para cada 1 < i <
k, entonces ¢ y ' son trazas en Alg(A; U---U Ag).

Demostracion. Por hipdtesis tenemos que ¢ es una traza restringido a cada subdlgebra A;.
Claramente el resultado se seguira si probamos que @(x1 - Tp_12n) = P(TpT1- - Tn_1),
conzy € Ajy,...,xn € A;, 1 <iy,...,i, < k. Para ello, consideremos n € N, i1,...,i, €
{1,...k} yz; € Aji; con 1 < j < n, fijos. Para facilitar un poco la notacién, denotemos
Y1 = Tn, Yi = xi—1 para 2 < i < n. Asi, probaremos que @(z1---zp) = (Y1 Yn)-

Sea my la particién de {1,...,n} la cudl estd definida como sigue: dos elementos p,q
estdn en el mismo bloque en 7 si, y sélo si, i, = i,. Como las subalgebras A, ..., A} son
infinitesimalmente libres, del Teorema 4.2.10 tenemos:

G(rr-mn) = D Relw1,... 2n), (4.3.16)

TeNC(n)
T<mo

pues una particiéon con m £ my tendria un bloque V' con p,q € V tales que i, # 44, asi por la
condicién de cumulantes infinitesimales mixtos que se anulan tenemos que Rr(x1,...,2T,) =
0. Después, usando el Lema 4.3.3, para m € NC(n) con 7 < 7, se tiene que Rr(x1,...,2,) =
Rer(Y1,---,yn). Lo anterior es debido a que el lema se aplica solamente en uno de los
factores de Rr(z1,...,2,). Tal bloque es el que contiene a n, pues pues los demds elementos
elementos de ese bloque tienen el mismo indice i,, y asi todos pertenecen a A4;, , y como ¢
y ¢ son trazas en A; , se aplica el Lema 4.3.3. Haciendo el respectivo cambio de variable
y nuevamente usando la condicién de cumulantes mixtos que se anulan tenemos:

P(x1-+Tn) = E Ro(Yts .-y Yn) = E Ro(Yts - Yn) = P(Y1- - Yn),
pENC(n) pENC(n)
p<cmo

donde usamos la férmula de momentos - cumulantes. |
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4.4. Productos alternantes de variables aleatorias inf. libres

A partir del teorema que nos asegura que independencia libre infinitesimal es equiva-
lente a la condicién de cumulantes y cumulantes infinitesimales mixtos que se anulan, y del
hecho de que el dlgebra C es conmutativa, tenemos cierto “método” para probar resultados
infintesimales andlogos de algunos resultados de probabilidad libre. Dicho método consiste
simplemente en reemplazar C por el adlgebra C en la prueba del resultado original, y des-
pués tomar parte alma de lo que se obtiene. En esta seccion, utilizaremos este método para
obtener versiones infinitesimales de dos resultados que aparecen en [26]. El primero tiene
qué ver con compresiones bajo proyecciones libres, y el segundo se refiere a la construccién
de familias libres de elementos Poisson libres. La herramienta principal es un andlogo infi-
nitesimal del resultado sobre cumulantes del producto de variables aleatorias libres. Para la
demostracién utilizaremos la siguiente caracterizacién del complemento de Kreweras.

Lema 4.4.1. Sea 7 una particion en NC(n). Entonces el complemento de Kreweras Kr(m)
es la tinica particion o € NC(1,...,n) tal que r Uo € NC(1,1,...,n,7) 2 NC(2n) y que

(rUo)V{{1,1},{2,2}, ..., {n,7i}} = Loy (4.4.1)

Demostracion. Primero veamos que o = Kr(7) satisface que

7= (rUo)V{{1,1},{2,2},...,{n,n}} = 1oy.

Procederemos por contradiccién, es decir, supongamos que 7 # 1o,. De esta manera, existen
dos elementos consecutivos en {1,1,...,n,7} que no pertenecen al mismo bloque en 7. Asf
tenemos dos opciones: existe r € {1,...,n} tal que r %4, 7 o bien, 7 %, r+1, pero la primera
de ellas no es posible ya que r y 7 pertenecen al mismo bloque en 7 por definicién de V, por
lo que 7 o4, r+ 1.

Notemos que r 4, r + 1, ya que de si hacerlo, como r ~, 7, entonces 7 ~, r + 1, lo
cual es una contradiccién. De la misma manera, 7 %, r + 1, pues en caso contrario, como
7~y 1+ 1, entonces 7 ~; r + 1, lo cual también contradice la hipdtesis. Asi tenemos que 7
y r + 1 pertenecen a distintos bloques en o. Sin embargo, debido a que r %, r+ 1, podemos
construir una nueva particién o’ € NC(1,...,n) uniendo los bloques que contienen a 7 y
r+1,tal que 0 <o’ y mrUo’ € NC(1,1,...,n,7), lo cual contradice que o es la particién
mas grande que satisface la condicién anterior. En consecuencia 7 = 1q,,.

Para el reciproco, supongamos que o € NC(1,...,7) es tal que 1Uo € NC(1,1,...,n,7) =
NC(2n) y ademés cumple (4.4.1). Demostraremos que o = Kr(7). Procedemos también por
contradiccién, es decir, existe o/ € NC(1,...,7n) tal que rUo’ € NC(1,1,...,n,70),0 <o’y
o # o'. Luego, existen dos elementos a,b € {1,...,n} tales que a < b, @ %y by @~y b. Si
se da el caso en que a ~, b, como a < @ < b < b, tenemos una contradiccién al hecho de que
m U o’ es una particién que no se cruza. Por consiguiente a 4, b. Pero esta condicién junto
con la hipétesis de que @ %, b, indica que 7 U ¢ no satisface (4.4.1). Por lo tanto o = o’ y
asi 0 = Kr(m). [ |

A continuacién enunciamos y probamos la versién infinitesimal del Teorema 1.5.23. La
demostracién es una copia textual del caso de tipo A, por lo que a partir de esta prueba se
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puede recuperar la del Teorema 1.5.23 mutatis mutandis.

Proposicién 4.4.2. Sea (A, ¢, ¢') un e.p.n.c.i. y A1, Ay C A subdlgebras con unidad infini-
tesimalmente libres en (A, p, ¢"). Consideremos el funcional ¢ : (p,¢') : A — C y los funcio-
nales cumulantes asociados {Rp}32 . Entonces, para cada ay,...,a, € Ay, b1,...,b, € As
se tienen las siguientes formulas:

1.
Blarby--anbp) = > Felar,. .., an)Pxe(r) (b1, - ba), (4.4.2)
TeNC(n)
2.
Fn(arby, ... anbn) = Y Frla1,. .. @) (b1, - bn). (4.4.3)
meNC(n)

Demostracion. Debido a la hipdtesis de libertad infinitesimal, del Teorema 4.2.10 tenemos

P(arbraghs - - - apby) = Z Rr(ar,bi,a2,b, ..., an,by)
meNC(2n)

= > Fory (a1, 02, . . ., ap)Fimy (D1, D2, . . ., by)

T €NC(1,3,...,2n—1)
mENC(2,4,...,2n)
T U, ENC(2n)

= Z Rﬂa(al,...,an) Z Fiﬂ'b(blv"'abn)

7 €NC(1,3,...,2n—1) TENC(2/4,...,2n)
TaUmpENC(2n)
Notemos que para 7, € NC(1,3,...,2n — 1) fijo, como este tltimo conjunto es isomor-
fo a NC(n), la condicién de que 7, U 7, sea una particién que no se cruza para m, €
NC(2,4,...,2n) = NC(n) es equivalente a que 7, < Kr(m,). En consecuencia tenemos:
@(a1b1a2b2" anbn) = Z /%Tra(al,ag,. . .,an) Z %wb(bl,bg,.. . ,bn)
mqa €NC(n) wp <Kr(ma)
= ) Rrla1,a2,...,0n)  $re(my) (01,2, - by),
T €NC(n)

con lo cual queda probada (4.4.2). Para probar (4.4.3), utilizamos la Proposicién 4.2.5 para
obtener la siguiente expresién:

I’%n(alblaaab?a"',anbn) = Z E/ﬂ'(alablaa27b27""a/’nab’n)a

TeNC(2n)
wVo=1lan

donde o = {{1,2},{3,4},...,{2n — 1,2n}}. Por la condicién de cumulantes infinitesimales
mixtos que se anulan, las particiones m € NC(2n) que pueden tener contribucién no cero a
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la suma anterior son aquellas de la forma 7 = 7w, Uy, donde m, € NC(1,3,...,2n—1) y m €
NC(2,4,...,2n). Luego, consideremos un 7, fijo y de la forma anterior. Por el Lema 4.4.1,
hay exactamente una particién m, € NC(2,4,...,2n) que satisface que m, U m, € NC(2n)
y (mq Ump) V 1a,, que es precisamente el complemento de Kreweras de m,. Por lo tanto, la
suma de la expresién anterior se reduce a la (4.4.3), que es lo que queriamos demostrar. W

A continuacién veamos la primera aplicacion, referente a compresiones por proyecciones
libres.

Definicién 4.4.3. Sea (A, p,¢’) un e.p.n.c.i. y p € A un elemento idempotente (es decir,
p? = p) tal que ¢(p) # 0. Denotando a = p(p), o/ = ¢'(p), definimos a la compresion de
(A, ¢, ¢") por p al e.pn.ci. (B,v,1"), donde

B=pAp = {be A|pb=b=bp},

y ¢,v" : B — C son funcionales lineales tales que

a a a?
Observacion 4.4.4. 1. Notemos que el dlgebra B de la Definicion 4.4.3 es un &algebra
donde p € B es la unidad.
2. Si definimos @ = (@, ') € C, entonces @ es invertible en C, con &~ = (2, — ) Asi,

los funcionales lineales v, 7’ son equivalentes a la funcién C-lineal 1; (¢, ') B —C,
definida como v (b) = ((i), para todo b € B, y donde ¢ = (¢, ¢’).

3. Si en adicién (A, ¢, ¢') es un *-e.p.n.c.i. y p es una proyeccién (es decir, p = p* = p?),
entonces a > 0y o/ € R. Lo anterior es debido a que como ¢ y ¢’ autoadjuntos y p

una proyeccion, entonces ¢(p) = ¢(p*) = ¢(p) y ¥'(p) = ¢'(p*) = ¢'(p), por lo que
a,a’ € R. Més atin, como ¢ es positivo, entonces

o(p) = ¢(p*) = ¢(pp*) > 0,

y como ¢(p) # 0, tenemos que o > 0. Asi concluimos que cuando (A, ¢, ¢’) es un

*-e.p.N.C.1., entonces (B,1,1) es un *-e.p.n.c.i.
Teorema 4.4.5. Sea (A, p,¢’) un e.p.c.ni. y p € A un elemento idempotente tal que
©(p) # 0. Denotemos o = p(p), o = ¢'(p) y consideremos (B, w Y') la compresion de
(A, @,¢") por p. Para n > 1, consideremos tn, k), : A = C, k,,kl, : B — C los n-ésimos
funcionales cumulantes asociados a (A, p,¢') y (B,w,w ), respectwamente. Sea X C A el
cual satisface que X y {p} son infinitesimalmente libres. Entonces se satisfacen las siguientes
formulas:

1

Kp(pT1D,s - - ., PTRp) = a/@n(afcl,...,amn), VYn>1, z1,...,2, € X, (4.4.4)
Ei(prip) = rKi(z1), Vai €A,
/ (n—1)a' ,
Kp(pT1D, - -, PTRp) = ——S—kKp(az1,...,qxy,), Yn>2 x1,..., 2, € X (4.4.5)

a2
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Demostracion. Si & = (a,a’), entonces a" 1 = (a" !, (n — 1)a’a™2). Luego, (4.4.4) y
(4.4.5) son precisamente la parte cuerpo y parte alma de la férmula

B (prip, ... prap) = @ in(zy, ... 20) €C, Y > 1, 21,0020 € X, (4.4.6)

donde &y, = (kn,K)) v K, = (k,, ). Por consiguiente, basta probar (4.4.6), la cual es la
contraparte C-valuada del Teorema 14.10 en [26]. Para ello, fijemosn > 1y z1,...,x, € X.
Usando la Proposicién 4.4.2 tenemos:

- 1
vlpzap--prap) = —Q(pr1p- - prap)
1.
= E@nﬁ-l(lAPaxlpa-naCCnp)
1 . -
= 5 Z H(7(:I-.A7‘r17'''7']:’rl)g0Kr(a')(p7"'7p)‘
oeNC(n+1)
Notemos que para que Ry (14,21,...,2z,) pueda ser distinto de cero, entonces o no debe de
emparejar la variable aleatoria 1 4 con alguna otra, es decir, 0 € NC(n+1) = NC(0,1,...,n)
debe de ser de la forma o = {0} U7, donde m € NC(n). De esta manera, la suma anterior
es sobre NC(n), y como R1(14) = 1, Ro(la,z1,...,Tn) = Re(T1,...,2,). Ademds, como

p? = p, entonces P(p™) = G(p) = &, por lo tanto

Pke(m) (P -5P) = ql Kr(m)]

Ahora bien, usando que |o|+ |Kr(o)| = n+ 2, para toda particién o € NC(n+ 1), podemos

escribir | Kr(o)| en términos de || = |o| — 1 y sustituir en la expresién anterior como sigue:
7 1 ~ ~n+1—|x|
Y(peip---prap) = = > E(w1,.. w0
TENC(n)
“n I
= a Z ——FRr(x1,. .., Tp).
a|7r|
TeNC(n)
Como claramente la funciéon 7 +— ﬁ%ﬂ(:pl, ...,Ty) es multiplicativa, y la suma sobre

NC(n) es igual a "¢ (px1p- - - pryp), por unicidad de los funcionales cumulantes tenemos:

dn
Balprip, . pmap) = o, a)
= d”_lf-@n(xl,...,xn),

que es lo que queriamos probar. [ |

Corolario 4.4.6. Sea (A, ¢,¢') un e.p.c.n.i., p € A un elemento idempotente tal que
o(p) # 0, y consideremos (B,1,¢") la compresion de (A, ¢,¢") por p. Sean Xy,..., X, C A
tales que Xy, ..., X, {p} son infinitesimalmente libres en (A, ,¢'). Si Vi = pXp C B para
1 <i <k, entonces Y1,...,Vx son infinitesimalmente libres en (B,,").
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Demostracion. Se sigue como consecuencia del Corolario 4.3.2, pues se cumple la condiciéon
de cumulantes infinitesimales mixtos que se anulan, lo cual se verifica directamente de las
férmulas del Teorema 4.4.5. |

En seguida vayamos a la construccién de familias de elementos Poisson infinitesimal-
mente libres. Usaremos los andlogos de tipo B de elementos semicirculares y Poisson, pero
en esta ocasién los definiremos con mas generalidad en contexto de probabilidad no conmu-
tativa infinitesimal.

Definicién 4.4.7. Sea (A, ¢, ¢’) un *-e.p.n.c.i.. Un elemento autoadjunto z es llamado
elemento semicircular infinitesimal si:

kn(z,. .., ) =k (z,...,2) =0, Vn>3. (4.4.7)
En particular, si k1(x) = 0y ka(x,z) = 1, diremos que x es un elemento semicircular
infinitesimal estandar.
Observacién 4.4.8. 1. De la multilinealidad de &, k,, junto con la Proposicién 4.2.4,

obtenemos que si x es semicircular, también lo es a(x — 814), con a > 0,5 € R. Por
lo tanto, dejando de lado el caso trivial cuando ka(x,z) = 0, siempre podemos tomar
a'y [ tales que a(x — 1 4) es estandar.

2. Sea z un elemento semicircular infinitesimal estdndar en (A, ¢, ¢’). Se tiene entonces
que todos los momentos ¢(z") y ¢’ (™) paran > 1 estdn completamente determinados
por

o = wi(x) y o= rh(x,x) = ¢ (7). (4.4.8)

Para calcular los momentos, procedemos como al final del Capitulo 2, usando los
momentos @(z™) = (p(z™), ¢’ (2™)) y la férmula de momentos - cumulantes, teniendo
en cuenta que &1(z) = (0,¢)), fa2(z,z) = (1,04) v Rp(x,...,2) = (0,0), para todo
n > 3.

Luego, la expansién de ¢(2™) en términos de {r}renc(n) Obtiene contribuciones no
cero solamente para las particiones m € NC(n) tales que |V| < 2 paracada V € 7y
a lo mds un bloque de 7 puede tener cardinalidad 1, pues (#1(z))? = 0. Asi tenemos
dos casos:

= 1 par: En este caso n = 2m y la suma de la férmula de momentos - cumulantes se
convierte en una suma sobre las particiones por pares NCy(n), y de esta manera
P(z¥™) = Cp(1,a5)™ = Cp(1,mad), donde recordemos que C,, denota al m-

ésimo numero de Catalan. Escribiendo la expresién anterior en términos de ¢ y
/

@ .
S0($2m) — Cm’ QOI(.TZm) — 0/2 . mcm (4'4'9)

= 1 impar: En este otro caso n = 2m + 1. Adema4s, la suma se extiende sobre todas
las particiones m € NC(n) tales que tienen un bloque de un elemento y m bloques
de 2 elementos. Luego, hay (2m + 1)C,, particiones de este tipo, y por lo tanto

(2?1 = (2m + 1)Cr ((0, ) (1, 05)™) .
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En consecuencia

c)0(352m+1) — 0, (p/(x2m+1) = - (2m +1)Cy. (4.4.10)

Definicién 4.4.9. Sea (A, ¢, ¢’) un *-e.p.n.c.i., y sea A\, 3,7 € R, con A > 0. Un elemen-
to autoadjunto y € A es llamado elemento Poisson libre infinitesimal de pardmetro A y
pardmetros infinitesimales 3,7 si sus cumulantes satisfacen:

Hn(y,,y) :)\,
{ Kp(Ysony) =B +ny, Vn>1 (4.4.11)

Teorema 4.4.10. Sea (A, ¢, ") un *-e.p.n.c.i.. Consideremos x € A un elemento semicir-
cular infinitesimal estandar y S C A infinitesimalmente libre de {x}. Entonces, para cada
n>1,a1,...,a, €S tenemos:

En(zarz, ... zanx) = @(ay---ay), (4.4.12)
Kl (zarz, ... zapr) = ¢@'(a1---an) +ne' (@) elar - ap). (4.4.13)

Demostracion. Notemos que (4.4.12) y (4.4.13) son simplemente la parte cuerpo y parte
alma de la siguiente férmula:

Rn(zaiz, ..., zape) = (Re(x,2))"@(ar -+ -ay) €C. (4.4.14)

La féormula anterior es de nueva cuenta una contraparte C-valuada de la Proposicién 12.18
en [26]. De la Proposicién 4.2.5 tenemos

Rn(zaiz, ..., xape) = Z Re(z,a1,2,...,2,an,T),

7TeNC(3n)
mwVo=13,

donde o € NC(3n) es la particién
o=1{{1,2,3},{4,5,6},...,{3n —2,3n — 1,3n}}.

Como z y {ai,...,a,} son infinitesimalmente libres, los cumulantes infinitesimales mixtos
se anulan y K, puede dar una contribucién no cero solo si ningiin bloque de 7 conecta una
x con alguna a;. Ademds, como x es semicircular, cada bloque que conecte elementos x
debe de constar exactamente de dos elementos (la otra opcién es que exista exactamente un
bloque de un elemento y los demas bloques de dos elementos, pero esto no es posible debido
a que hay una cantidad par de elementos x). Pero tomando en cuenta que mV o = 13,, la
Unica opcién de bloques que conecten los elementos semicirculares es la siguiente:

. = {{1,3n},{3,4},{6,7},...,{3n—3,3n—2}} € NC(1,3,4,6,7,9,...,3n—3,3n—2,3n).

Luego, 7 debe de ser de la forma 7 = 7, U 7., donde 7, es una particién restringida a las
posiciones de los a;’s. Ahora, como 7, pega todos los bloques de o, no hay alguna restriccién
que deba satisfacer 7,, mas que ser una particiéon en NC(2,5,8,...,3n — 1). Finalmente,



4.5. Relacion con las particiones que no se cruzan de tipo B 127

como

Rrpura (T,01, Ty . Xy Ay @) = Ry (2,00, ) - Rpy (a1, ..o ap) = (Re(x, ) R, (a1, ..., an),

concluimos entonces que

Rn(zarz,. .., vape) = Z (Ro(z, @) " Rr, (a1, ... an) = (Re(z,x))"@(ar - - - ap).
mqa €NC(n)

Corolario 4.4.11. Sea (A, ¢,¢') un *-e.p.n.c.i. y consideremos x € A un elemento semi-
circular infinitesimal estdndar. Sean e1,..., e, € A proyecciones tales que e;e; = 0 para
todo i # j, y ademds, {e1,...,ex} y {x} son infinitesimalmente libres. Entonces:

1. zeyx, ..., zepxr son infinitesimalmente libres en (A, ¢, ¢').

2. Para cada 1 <1i <k, xe;x es un elemento Poisson libre infinitesimal con pardmetros
dados por X; = p(ei), B = ¢'(e:) y vl = ¢'(2*)p(ei).

Demostracion. El primer enunciado se sigue de la condicién de cumulantes infinitesimales
mixtos que se anulan, en conjunto con las férmulas (4.4.12) y (4.4.13) del Teorema 4.4.10,
pues e;e; = 0 para ¢ # j. Para la segunda afirmacién, escribimos a1 = ---a, = ¢; en las
férmulas del Teorema 4.4.1.0, y usando que e? = e;, obtenemos que los cumulantes de xe;x
tienen la forma descrita en la Definicién 4.4.9, con pardmetros A\; = ¢(e;), 5 = ¢'(e;) v

v =o' (2?)p(es). m

4.5. Relacién con las particiones que no se cruzan de tipo B

Recordemos que el concepto de espacio de probabilidad no conmutativo infinitesimal
tiene sus origenes en el concepto de espacio de probabilidad no conmutativo de tipo B, el cual
surge a partir de considerar la reticula NC®) (n) es vez de NC(4) (n). En esta seccién veremos
cémo en esencia las consideraciones “de tipo B” persisten en el marco de probabilidad no
conmutativa infinitesimal. Teniendo en cuenta lo realizado en el Capitulo 2, la estrategia
fue buscar un analogo para la convolucién caja, definiéndolo como un punto medio entre

productos alternantes de variables aleatorias y la estructura de intervalos en las reticulas
NC®)(n). El punto clave fue probar que (B) = A).

La operacion (A) aparecié ya (en su versién truncada) en la Proposicién 4.4.2. Por lo
tanto, la idea principal a seguir es que al tomar parte alma en las férmulas de tal proposicién,
obtendremos una suma sobre NC(5) (n). Precisamente este serd el teorema principal de esta
seccion. Para llegar a él, primero introduzcamos las notaciones necesarias.

Notacion 4.5.1. Sea (A, ¢,¢’) un e.p.n.c.i. y consideremos las familias de cumulantes y

cumulantes infinitesimales {#,, &}, }°°,. Para cada n > 1y 7 € NCB)(n), definimos un

funcional multilineal K[TB] : A" — C como sigue:
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s Caso 1: SiT € NCZ(B)(n), yTr={Z,V1,-W1,...,V,,—V,}, entonces:

iy, an) = Ky p((ar,. . an)| Abs(Z Hﬁ,w (ai,...,an)| Abs(V5)),

(4.5.1)
para cada aq,...,a, € A.

= Caso 2: Si 7 € NCB) (n)\NCZPB) (n), y 7 = {V1, V4, ..., V,, =V, }, entonces:

p
kPl ar, .. an) = [ sivy (s, - an) [ ADs(V))), Vai,...,an € A (452)

De la misma manera, si consideramos las familias de funcionales multilineales {¢p, ¢}, }22 4,

para cadan > 1y 7 € NCP)(n), definimos gp : A" — C por las mismas férmulas (4.5.1)
y (4.5.2), pero en este caso reemplazando k., y K., POr @, v ¢h,, respectivamente. Es de
notar que estos funcionales son diferentes de los funcionales cumulantes libres de tipo B
x(B) definidos en la Seccién 2.5.

De acuerdo a cémo definimos las notaciones xy;|((a1, ..., an)| Abs(V})), para el caso en

[B}

que 7 no tiene un bloque cero, claramente se tiene que K7~ = Kapg(r) ¥ 90[7 - O Abs(r)-
Ademis, los funcionales definidos en la notacién anterior extienden a los cumulantes k, y

(B ] [B]

k. Mds precisamente, tenemos que k), = K;.- y Kk, = kr ', para cada n > 1, y donde
7 € NCB)(n)\ NCZPB)(n) es tal que Abs(r) = ln. De la misma manera, se tiene que los
funcionales cpTB extienden a los funcionales @, y ¢,.

En seguida enunciaremos y demostraremos el tinico teorema de esta seccién el cual,
como habiamos anticipado, establece la relacion entre las reticulas de particiones que no se
cruzan de tipo B y los cumulantes infinitesimales libres.

Teorema 4.5.2. Sea (A, p,¢’) un e.p.n.c.i. y consideremos los funcionales multilineales

{r [B],@L ]}TENC(B>(’VL) definidos en la Notacion 4.5.1. Sean Ay, Ay C A subdlgebras con

unidad infinitesimalmente libres. Entonces, para cada ai,...,a, € A1, b1,...,b, € Aa,
tenemos
Flabr--anby) = > wlPar,. . a)p (B oba),  (453)
ceNC(B) (n)
mab,.anbs) = > wlPar, )k (b ba). (45.4)
JENC(B)(n)

Demostracidn. Consideremos ¢ = (¢, ¢’) y los cumulantes asociados &, = (kn, £},). Tam-
bién fijemos a una particién = € NC(n). Primero observemos que

So (Fiw(ah EERR an)@Kr(ﬂ’) (blv R bn)) =
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So | I &wvi((ar,-. - an)V) ] @vi((01,.. ., 00)|W)

Ver WeKr ()

Ahora bien, debido a la Observacién 4.2.1 y a que |7| + |Kr(7)| = n + 1, la expresién
anterior es igual a la suma de n 4+ 1 términos, unos indexados por los bloques de V' € ,
y los demds indexados por los bloques W € Kr(7). Utilizando la correspondencia natural
de las n + 1 particiones en {7 € NC®)(n)| Abs(r) = 7} y la Notacién 4.5.1 obtenemos la
siguiente férmula:

So (Rﬂ(al,...,an)géKr(ﬂ)(bl,. ,bn)) = Z HLB}(CLL... ,an)@g](T)(bl,... ,bn),
7eNCB) (n)
Abs(1)=m
(4.5.5)

donde usamos el hecho de que Abs(Kr(7)) = Kr(Abs(7)). Sumando sobre 7 € NC(n)
tenemos:

So | 3 Frlan s an)@raim O o) | = > AP an . an)erg ) (b1 by).
7ENC(n) TeNCB) (n)

Sin embargo, de acuerdo a (4.4.2) de la Proposicién 4.4.2, el lado izquierdo de la expre-
sién es igual a So(@(arby -+ - anby)) = ¢'(a1by - - - anby), obteniendo asi (4.5.3). La verifica-

cién de (4.5.4) es completamente andloga, solamente reemplazando @,(r)(b1,...,bn) por
m@m(bl, ..., bp), y usando (4.4.3) de la Proposicién 4.4.2. [ |
Observemos que si tenemos un e.p.n.c.i. (A, ¢, '), podemos aplicar el teorema anterior
considerando A; = A, Ao =Cly, y by =--- = b, = 14 para obtener la férmula
O'(ar--ay) = Z Plai,. .. an), Vai,...,an € A (4.5.6)
ceNCZB) (n)

Es de notarse que los términos indexados por las particiones o € NC(B)(n)\ NCZ®)(n)
no aparecen en la expresion anterior debido al hecho de que ¢'(14) = 0. Por lo tanto,
dada la bonita férmula anterior, podemos ver que el funcional ¢’ de un e.p.n.c.i. satisface
cierta ecuacion de momentos - cumulantes, pero ahora sobre la reticula NC(B) (n). Ademss,
la expresién anterior nos sugiere que, ain en este marco de probabilidad no conmutativa
infinitesimal (el cual generaliza a la probabilidad no conmutativa de tipo B), la combinatoria
asociada (al funcional ¢’) es regida por las particiones que no se cruzan de tipo B.

4.6. Sistemas de derivacion dual y companeros alma para ¢

El objetivo de la ultima seccion de este capitulo es estudiar una manera de encontrar
ejemplos interesantes sobre cuando un espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢) puede
ser extendido a un e.p.n.c.i. (A, ¢, ¢"), tal que ¢’ sea algin funcional interesante, en el
sentido de que nos permita extender variables aleatorias de tipo A a variables aleatorias
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infinitesimales, como elementos semicirculares y Poisson libres, y ademas, extender libertad
de tipo A a libertad infinitesimal. Siguiendo la linea del Capitulo 3, podemos pensar en que
un funcional ¢’ apropiado sea una especie de derivada del funcional ¢. De esta manera, la
herramienta a utilizar seran los sistemas de derivacién duales. Lo primero que haremos es
presentar tal herramienta y probar ciertas propiedades que nos ayudaran en nuestra tarea
de encontrar companeros alma para .

Para comenzar, introduzcamos una notaciéon que extiende la construccion de funcionales
multilineales como ;.

Notacién 4.6.1. Sea A un algebra con unidad sobre C y para cada n > 1, denotemos por
M, al espacio vectorial de funcionales multilineales de A” a C. Para cadam € {V1,...,V,} €
NC(n), donde los bloques los ordenamos en orden creciente de acuerdo a su elemento mini-
mal, definimos la aplicaciéon multilineal:

J7|— : M|V1‘ X oo X Mlvp‘ — Mn

(fi,-- fp) - f (4.6.1)

P
donde f(ai,...,an) = Hfj((al, ...,apn)|Vj),, para todo ay,...,a, € A.
j=1

Observacién 4.6.2. Consideremos m € {V1,...,V,} € NC(n), donde los bloques los or-
denamos en orden creciente de acuerdo a su elemento minimal. Notemos que si (A, ¢) es
un espacio de probabilidad no conmutativo, si consideramos los funcionales cumulantes
{Kkn}n>1, entonces tenemos:

Je(Bpvils -+ s Bpy,)) = Ko
Lo anterior también se cumple para el caso de los funcionales {¢y, }n>1.

Por otro lado, si V; es un intervalo de 7, denotemos m = |V;| y ¢ € NC(n —m) la
particién obtenida de remover V; fuera de m y luego volver a etiquetar los elementos de
{1,...,n}\V; como 1,...,n—m en orden creciente. Si también consideramos vy € NC(n) la
particién con bloques V; y {1,...,n}\Vj;, entonces para fi € My, ..., f € M}y, |, podemos
escribir

Jﬂ(fl"'?fp):J’Y(g7fj)7 Cong:JO’(flu"'vfj—lafj-l-h'-'7fp)' (462)

De modo que, para probar propiedades asociadas a funcionales J,, en ocasiones puede
reducirse al caso de particiones con dos bloques, via argumentos de induccién.

Definicién 4.6.3. Sea A un algebra con unidad sobre C y consideremos los espacios vec-
toriales {M,, },>1 junto con los funcionales multilineales {J |7 € ;- ; NC(n)} como en la
Notacién 4.6.1. Decimos que el conjunto de funciones C-lineales {d,, : D,, = M, },>1 €s un
sistema de derivacion dual en A si D,, es un subespacio lineal de M, y ademas se cumplen

las siguientes condiciones:

1. Sea m € {V1,...,V,} € NC(n), donde los bloques los ordenamos en orden creciente
de acuerdo a su elemento minimal. Entonces para cada fi1 € Dy, .., fp € Dy, se
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tiene que Jr(f1,...,fp) € Dpy

dn(Jr(f1,-- 5 fp)) = ZJw (fl, o fimdv (f)s fiss - -,fp> : (4.6.3)

j=1
2. Para cada f € D1 y n > 1, entonces f o Mult, € D,, y

dn(f o Multy,) = (di f) o Mult, . (4.6.4)

De acuerdo con la Observacién 4.6.2, para verificar la primera condicion de la Definicién
4.6.3, es suficiente verificar para el caso |r| = 2, puesto que el caso general se obtiene por
induccién debido a (4.6.2).

En el contexto de la definicién anterior, para f € M,,,g € M, definimos el funcional
f x g € My,4y, como la concatenacién

(f xg)at,...,am,b1,...,0n) = fla1,...,am)g(b1,...,by), Yai,...,am,b1,...,b, € A

Claramente f x g = J(f,9), con v = {{1,...,m},{m +1,...,m+ n}}. Luego, de (4.6.2)
obtenemos una regla de Leibniz:

dimn(f X g) = (dn(f) X g) + (f X dn(g)), Vm,n>1, f€My,g€ M,.

Asi pues, un sistema de derivaciéon dual de en particular una derivacién en la estructura
de algebra en @,- ; M,,, donde se usa la concatenacién anterior como multiplicacién. Sin
embargo, la ecuacién anterior no es suficiente para implicar (4.6.3), pues no se pueden con-
trolar funcionales J; para particiones como {{1,3},{2}} € NC(3).

A continuacién demostramos dos proposiciones: la primera de ellas hace referencia cuan-
do se puede construir un e.p.n.c.i. a partir de un sistema de derivacién dual, donde las
derivadas de los cumulantes son precisamente los cumulantes infinitesimales; la segunda
proposicién es en cierta manera un reciproco, pues nos dice cémo construir un sistema de
derivacién dual a partir de los funcionales de un e.p.n.c.i.

Proposicién 4.6.4. Sea A un dlgebra con unidad sobre C y{d,, : D, = My, }p>1 un sistema
de derivacion dual en A. Sea o un funcional lineal tal que ¢ € D1 y denotemos ¢’ := di(y).
Supongamos que p(14) =1 y ¢'(14) =0, y consideremos el e.p.n.c.i. (A, p,¢’), junto con
sus cumulantes y cumulantes infinitesimales {Hn,/ﬁ;l}nzl. FEntonces, para todo n > 1 se
tiene

kn € Dy, dp(kn) = K. (4.6.5)

Demostracion. Como antes, definamos ¢, = ¢ o Mult,, y ¢}, = ¢’ o Mult,,. Como ¢ € Dy,
por la segunda condicién de la Definicién 4.6.3 tenemos que ¢, € Dy, y d,(¢n) = ¢),, para
todo n > 1. Luego, sea m = {V1,...,V,} € NC(n) donde los bloques de 7 estan ordenados
en orden creciente respecto a sus elementos minimales. Usando nuevamente que {d, }n>1 es
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un sistema de derivacién dual, junto con que @ = Jr(@vy)s-- -, ¢py,)), tenemos que
p
dn(or) = Z I (‘P\Vll’ c PVl S0\/‘/]'|’ PlVjgal - "PIVM) ’ (4.6.6)
j=1

donde usamos que djy;| (g0|vj ‘) = go" V|- Aplicando d,, en la formula de momentos - cumulantes,
y usando que d,, es lineal tenemos:

P
A
dn(kn) = Z Mob™(r, 1,,) ZJW (<P|v1\, PV Pl PlVial <P|vp\)
TENC(n) j=1
W:{V17...,Vp}
= [Q;,“
de acuerdo a la definicion de cumulantes infinitesimales. |

Proposicién 4.6.5. Sea (A, ¢, ') un e.p.n.c.i. Supongamos que para todo n > 1, el con-
junto de funcionales {¢x}rencin) € linealmente independiente en M,,. Consideremos, para
cada n > 1, D, el subespacio lineal generado por {pr}ﬂeNc(n) y definamos la aplicacion
lineal d,, : D,, — M,, dada por

du(pr) = Y 1Bl v 7 e NC(n). (4.6.7)
7eNCZ(B) (n)
Abs(1)=m

Entonces {dy}n>1 es un sistema de deriwacion dual y di(p) = ¢’

Demostracion. Verificaremos que {d,},>1 satisface la Definicién 4.6.3. Primero notemos
que si 7 € NCZP)(n) y Abs(r) = 1, entonces 7 = 1i,. Asi, para 7 = 1, en (4.6.7)
(B]

1o escrito de otra manera

tenemos que d,,(p1,) = ¢
dp(p © Multy,) = ¢’ o Multy,

para todo n > 1. Tomando en particular n = 1, tenemos que d;(¢) = ¢'. Ademads, como las
funciones d,, son lineales y D1 = Cy, concluimos que

dy(f o Mult,,) = (d1f) o Mult,, Vn>1, fe€ Dy,

con lo cual queda verificada la segunda condicion de la definiciéon de sistema de derivacién
dual.

A continuacién verifiquemos la primera condicién. Fijemos m € {V1,...,V,} € NC(n).
Queremos probar que se satisface (4.6.3). Notemos que ambos lados de tal ecuacién posee
multilinealidad en los argumentos f; € D; con 1 < j < p. Ademds, por la forma en que
estd definido D,,, basta probar que para cada m; € NC(|Vi|),...,m, € NC(|V,|) tenemos
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que Jr(Prys- -5 0m,) € Dpy

dn(Jﬁ(@ﬂ'p ] ‘Pwp)) = Z ']7r <§07r17 ) <p7rj_17d|Vj\(§07rj)7 9071']'4_17 s 7§07rp> . (468)
Jj=1

Fijemos las particiones m; € NC(|Vj|), para 1 < j < p. Por definicién de d,y, el lado derecho
de (4.6.8) es

p
Z Z I <907r17- . -7907rj—1790~[r317907rj+17"*7307rp> . (469)
i=1 reNcz® (v;))
Abs(T)=m;

Por otro lado, sabemos que las particiones del conjunto {r € NCZP)(|V;])| Abs() = 7}
estan indexadas por los bloques de ;. Asi, para V' € 7, denotemos por 7(j, V') la particion
en NCZPB)(|V}]) tal que Abs(7(j,V)) = m; y si Z € 7(j,V) es el bloque cero, entonces
Abs(Z) = V. De esta manera, (4.6.9) es igual a

p

B
Z Z JIr (tpm, e Pt SO‘[r(j]',V)’ Priy1r--- ,goﬂp) . (4.6.10)
j=1Ver

Analicemos el lado izquierdo de (4.6.8). Para 1 < j < p, sea o; la particién de V; que resulta
al trasladar los bloques de m; de {1,...,[Vj|} a Vj, via la tnica biyeccién que preserva
orden. Por lo tanto {o1,...,0p,} forman una particién p € NC(n) que refina a m, pues
cada bloque de p estd contenido en uno de 7. Ademas, Jr(¢x,,...,¢r,) = ©p, ¥ por ello
Jo(Prrs- -5 9n,) € Dp.

Ahora bien, por definicién de d,(g,), tenemos que el lado izquierdo (4.6.8) es igual a
Z SOL%V)? donde para W € p, denotamos por o(W) a la particién en NCZ®B) (n) tal que
Wep
Abs(a(W)) = py tal que el bloque cero de (W) es W. Finalmente, notemos que el conjunto
de bloques de p es la unién disjunta de los bloques de o71,...,0,, y de esta manera estdn
en biyeccién natural con {(j,V)|1 < j <p, V € 7}. Es decir, los bloques W € p estan en
biyeccién con las parejas (j, V).

Por lo tanto, si W € p corresponde a (j,V') via la biyeccién anterior, agrupando cada

subconjunto de bloques de p en los p subconjuntos de bloques 1,..., T, tenemos:
B
ey = (- an)W) - TT ei((ar,. . an)[V)
Vep
VAW
5] -
= @T(j’v)((ah s ’an)“/]) ) H Soﬂk((alv s 7an)‘vk)
k=1
k#j

_ g [B]
™ Soﬂlu"'7§07rj_17907—(j7v)7§0ﬂ'j+17"'7@07rp .
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(B]

(W)

la doble suma de (4.6.10) se identifica término a término con Z QOL%,V) via la biyeccién
Wep

W < (4,V), y por consiguiente (4.6.8) se satisface. [ |

Asi, el término indexado por (j,V) en (4.6.10) es precisamente igual a ¢ Luego

Ya estamos listos para presentar algunos ejemplos sobre cuando un espacio de proba-
bilidad no conmutativo (A, ¢) puede ser extendido a un e.p.n.c.i. (A, ¢, ¢’), de tal manera
que la independencia libre se extienda a independencia libre infinitesimal. Veamos primero
algunas propiedades bésicas del conjunto de funcionales ¢’ que son candidatos a ser un
“companero alma” para ¢ (en el sentido de que si ¢ es la funcién lineal extendida de un
e.p.n.c.i., entonces So(p) = ¢').

Proposicién 4.6.6. Sea (A, p) un espacio de probabilidad no conmutativo y Ay, ..., Ar C
A subdlgebras con unidad libres en (A, ). Entonces:

1. El conjunto

son infinitesimalmente libres en (A, ¢, ")

F:{cp/:.A—HC

¢ es lineal, ¢'(14) =1, Aq,..., A }

es un subespacio lineal del dual de A.

2.8 A =AlgAU---UA) yF;, = {¢ : A = C|¢} es lineal y pi(14) =1} para
1<i<kyF como en el inciso anterior, entonces la aplicacion lineal definida como

®: F — Fi x---xF;

4.6.11
(P/ ’_> (SOI‘A17"'?SDI|A}C) ( )

es inyectiva.

Demostracion. La demostracién del primer inciso es directa usando la definicién de libertad
infinitesimal. Para el segundo inciso, consideremos ¢’ € F tal que ¢'|4, = 0, para todo
1 < i < k. De la definicién de libertad infinitesimal, tenemos que ¢'(ay ---a,) = 0, para
todo ay,...,an € A1U---UA,. Como el generado lineal de los productos ay - - - a,, anteriores
es el dlgebra generada por Ay U---UAy, la cual es A, entonces ¢’ = 0. Como Ker(®) = {0},
concluimos que ® es inyectiva. |

Observacién 4.6.7. La aplicacién ® definida en la proposicién anterior puede no ser so-
breyectiva. Para verlo, consideremos el espacio de Fock completo sobre C?

T =CQ o P(C*)®n,

n=1

y Li,Ly € B(T) operadores creacién por la izquierda asociados a los dos vectores de la
base canénica de C2. Luego L1, Ly son isometrfas y con rangos ortogonales, es decir L{L; =
L3Ly = 1p(1), y LiL2 = 0. Si denotamos por A; a la *-subdlgebra con unidad generada por
L;en B(T) parai=1,2y A= Alg(A; UAy), entonces, la ortogonalidad de los operadores
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Ly y Lo se traduce en que A; y Ag son libres en (A, ¢), donde ¢ es el estado-vacio en 4
(con referencia al Ejemplo 1.1.6 y al Capitulo 6 de [26]).

Después, consideremos ¢ : Ay — C cualquier funcional lineal tal que ¢5(14,) = 0y
©h(La) = 1. De esta manera, no puede existir un funcional ¢’ : A — C tal que ¢'|4, = @b y
Aj, As sean infinitesimalmente libres en (A, , ¢'). En efecto, si existiera tal ¢, tendriamos
de acuerdo a (4.1.4)

¢ (LiL2L1) = p(LiL1)¢ (L) + ¢ (L1L1)p(L2) = 1,
lo cual no es posible pues LjL2L; = 0.

En el ejemplo podemos observar que no siempre podemos extender un sistema de fun-
cionales ¢ para obtener un companero alma para ; por otro lado, el Teorema 4.1.5 da un
caso en que si es posible, que es precisamente el caso en que A es el producto libre de las
algebras A;. En lo que resta de la seccién veremos dos métodos por los cuales es posible
obtener un compafiero alma para . Primer veamos que una derivacién en A induce, de
hecho, un sistema de derivacién dual.

Proposiciéon 4.6.8. Sea A un dlgebra con unidad sobre C y D : A — A una derivacion.
Para n > 1, consideremos a M, el espacio de funcionales multilineales de A™ a C, y
definimos d,, : M,, — M,, como sigue;

(dnf)ar, ... an) = > flar,...,am—1,D(am); am1, - . an), (4.6.12)
m=1

para todo f € My, a1,...,a, € A. Entonces {dp}n>1 es un sistema de derivacion dual en

A.

Demostracion. Primero verifiquemos la segunda condiciéon de la definicion de sistema de
derivacién dual. Para f € My, n>1, g = foMult, € M, y a1,...,a, € A:

(dng)(ar,...oan) = Y flar-+ am-1D(am)ams1 -+ an) = f(D(a1 - az)),
m=1

pues D es una derivacién. Por lo tanto d,g = (dy f) o Mult,,.

Luego, para verificar la condicién restante, fijemos 7 = {V4,...,V,,} € NC(n), donde los
bloques de 7 estan listados en orden creciente con respecto a su elemento minimal. Fijemos
también f; € My, paral < j <py f = Jz(f1,..., fp) € M. Escribamos la suma de
(4.6.12) como sigue:

P
Z Zf(al,...,am_l,D(am),am+1,...,an) ) (4.6.13)

Veamos que el término indexado por j en la ecuacién anterior es el mismo que el término
indexado por j en (4.6.3). Para j con 1 < j < p, escribamos en orden los elementos del
bloque V; = {v1,...,vs}, es decir, v1 < -+ < v,. De la definicién de f, tenemos que para
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m = v, € Vj:
flar, ..., am—1,D(am), am+1, .-, an) =
1T fi(Gar, . an)lVi) | fiaw,s - aw,, Diav,), o,y s ). (4.6.14)
1<i<p
i#]
Sumando sobre 1 < r < s, la suma solamente afecta al dltimo factor de la expresion anterior,
que resultard precisamente dg fj(ay,, ..., ay,). Por lo tanto

Z f(a17 s ,am,l,D(am),aerl,. . 'aan) — Jﬂ'(f17 .. '7fj*lad|\/j‘(fj)7fj+la .. 'afp)'

meV;

Aplicaremos la proposicién anterior para encontrar un companero alma para un espacio
de probabilidad no conmutativo (A, ¢) donde exista una derivacién en A. Primero notemos
que, de acuerdo a la regla de Leibniz:

D(1a) = D(1ala) =14D(14) + D(1a)la = 2D(14),
de modo que D(14) = 0.

Corolario 4.6.9. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo y D : A — A
una derwacion. Sea ¢’ = po D, y {kn, Kk, }n>1 los cumulantes y cumulantes infinitesimales

asociados al e.p.n.c.i. (A, p,¢"). Entonces, paran > 1 y ay,...,a, € A tenemos
n
kh(ay,...,an) = Z En(at, .. am—1,D(am), @Gms1,---,an), (4.6.15)
m=1

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 4.6.4, usando el sistema de derivacién dual de la
Proposicion 4.6.8. |

Corolario 4.6.10. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo y D : A — A
una deriwacion. Sea ¢! = @ o D, y {kn, Kkl n>1 los cumulantes y cumulantes infinitesi-
males asociados al e.p.n.c.i. (A, p,¢"). Supongamos que Ai,..., Ax C A subdlgebras con
unidad libres en (A, p), tales que D(A;) C A;, para 1 < i < k. Entonces Ay,..., A son
infinitesimalmente libres en (A, @, ¢’).

Demostracion. Notemos que la condicién de cumulantes mixtos que se anulan se satisface
pues las subélgebras Ayj, ..., Ax son libres. Ademés D(A;) C A;, para 1 < i < k. De esta
manera, usando la formula del corolario anterior vemos que también se cumple la condicién
de cumulantes infinitesimales mixtos que se anulan. Del Teorema 4.2.10 se sigue. |

Ejemplo 4.6.11. Veamos una aplicacién del corolario anterior, la cual nos permite construir
variables aleatorias semicirculares infinitesimales y Poisson libre infinitesimal a partir de
variables aleatorias semicirculares y Poisson libre, respectivamente. Para ello, consideremos
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A =C(Xy,...,Xy), lacual la podemos considerar un x-dlgebra definiendo que cada variable
X1,..., X sea autoadjunta. Para 1 < i < k, definamos A; = span{ X" |n > 0}, las cuales
son *-subdlgebras con unidad de A. Veamos dos ejemplos de derivacién en A el cual deja
invariantes a las *-subdlgebras anteriores.

e Consideremos D : A — A el operador lineal definido por D(1) = 0, D(X;) = 1 para
todo1 <i<ky

D(AX'Z1 in) = ZXil"'Xim—lX’i7n+1"'Xin7 VnZ 2, 1 éil,...,’in S k‘

m=1

Claramente D es una derivacién lineal autoadjunta (es decir, D(P%) = D(P), para todo
P € A) que deja invariantes las x-subdlgebras Ay, ..., Ax. Ahora consideremos un funcional
lineal i : A — C de tal manera que (A, p) sea un espacio de probabilidad no conmutativo
y Ai,..., A son libres en (A, u1). Si definimos ' = po D, por el Corolario 4.6.10 tenemos
que Aj, ..., A son infinitesimalmente libres en (A, i, /). En particular, como D(X;) =1,
de (4.6.15) y de la Proposicién 4.2.4, tenemos que

H,(Xil,...,Xin):O, Vn22,1§i1,...,in§k.

n

Mas aun, tenemos que

K,,(XZ‘,...,Xi):O, VTLZ2,1§Z§]€

n

Por lo tanto, si u se define de tal manera que X; tiene distribucion semicircular estandar en
(A, p), entonces cada X; serd un elemento semicircular infinitesimal estdndar en (A, u, p'),
con p/(X;) =1y p/(X?) = 0.

e Por otra parte, si definimos Ds : A — A el operador lineal tal que Da(14) =0y
DZ(Xl in) :’I’L_Xvi1 "'Xin, Vn Z 1, 1 S il,...,in S k‘,

entonces Dy es una derivacién autoadjunta, que ademas deja invariantes a las x-subdlgebras
A, ..., Aig. Nuevamente, si u : A — C es un funcional lineal tal que (A, ) es un espacio
de probabilidad no conmutativo y Ay, ..., A son libres en (A, i), entonces Ay, ..., A son
infinitesimalmente libres en (A, p, ub), con ph = pno Do.

Por definicién tenemos que Da(X;) = X;, para 1 < ¢ < k, y usando (4.6.15) tenemos
entonces:

/i/ (leanzn) :nlﬂn(Xil,...,Xin), Vnz 1, 1 Szl,,zn < k.

n

De nueva cuenta, tomando todas las X;; iguales con distribucion semicircular estandar en
(A, 1), entonces cada X; serd un elemento semicircular estdndar en (A, p, p2), con wh(X;) =
0y uh(X?) = 2. Si en cambio p es tal que cada X; posee distribucién Poisson libre de
pardametro A > 0 en (A, pu), entonces X; es un elemento Poisson libre infinitesimal, de
pardmetro \ y parametros infinitesimales 8/ =0y +' = \.
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A continuacién veamos el segundo método para encontrar un companero alma para ¢,
el cual se aplica para el caso en que tengamos una familia de estados {¢:}ier de manera
similar a la Proposicién 4.2.8.

Corolario 4.6.12. Sea (A, p,¢') un e.p.n.c.i. Consideremos {pt}ier un conjunto de esta-
dos en A, donde T C R es tal que 0 es un punto de acumulacion de T y supongamos que @
y ' satisfacen las siguientes condiciones:

= o) = limpy(a), Vac A,

» Y(a) = ll’mw, VacA

Supongamos ademds que Ay, ..., A C A son subdlgebras con unidad de tal manera que para
cada t € T, Ay,..., A son libres en (A, ¢¢). Entonces Ay, ..., A son infinitesimalmente
libres en (A, p, ¢').

Demostracion. Para n > 2, sean aj € A;;, con ij € {1,...,k} indices para 1 < j < n no
todos iguales entre si. De esta manera, la libertad de Aj,..., A; en (A, ¢;) implica que

(t)

Ky’ (a1,...,a,) = 0, donde {KS) tn>1 son los funcionales cumulantes asociados a (A, ).
Por lo tanto, el limite y la derivada en 0 de la funcién t — mﬁf )(al, ...,ap) debe de anularse,
y por la Proposicién 4.2.8 tenemos que iy, (aq,...,a,) = k) (a1,...,a,) = 0. Al satisfacerse
la condicién de cumulantes infinitesimales mixtos que se anulan, se sigue que Aj,..., A

son infinitesimalmente libres en (A, ¢, ¢'). [ ]

Como aplicacién del corolario anterior y a manera de conclusiéon de este trabajo de
tesis, finalizaremos con una forma alternativa de construir variables aleatorias semicirculares
infinitesimales y Poisson libre infinitesimales a partir de sus analogos en probabilidad libre
de tipo A.

Ejemplo 4.6.13. Consideremos de nueva cuenta el x-dlgebra A = C(X7y,..., X;) del Ejem-
plo 4.6.11, un funcional lineal positivo p : A — C tal que pu(la) = 1, y a {kp}n>1 los
funcionales cumulantes asociados a (.

Para cada t > 0, definamos p; : A — C como p(lyg) =1y

,Ut(lein) = Z (t+1)|7r| '/{TI'(XZ'17“"XZ'n)’ (4616)
mTeNC(n)
paracadan > 1y 1 <iy,..., i, < k. Ademds, u; estd inicamente determinado por el hecho

. t :
de que sus funcionales cumulantes {mg)}nzl satisfacen

(X, X)) =+ 1) kn(Xiys o Xs), Yn>1, 1<y, . ip <k  (4.6.17)

n

De esta manera, se puede pensar en que j; = p=(+1 | es la convolucién libre aditiva (t+1)-
ésima de p. Ahora bien, claramente {u;}i~o tiene limite infinitesimal (u, 1’), donde p es el
funcional con el cual comenzamos y ' estd definido por p/(14) =0y

P X)) = Y Il me(Xiy 0, Xa), V=1 1<y, i < K
7TeNC(n)



4.6. Sistemas de derivacion dual y companieros alma para 139

Por otra parte, utilizando la Proposicién 4.2.8 y (4.6.17) tenemos que

/
Iin(Xil, ey in

):K,n(Xil,...,Xin), VnZl, 1§i1,...,in§k‘. (4618)

Consideremos nuevamente a A1, ..., A; las x-subdlgebras con unidad de A tales que
A; = span{X['|n > 0}, para 1 < i < k. Si Aj,..., Ax son libres en (A, u1), entonces son
libres en (A, 11;), para todo t > 0. Esto es debido a que la condicién de cumulantes mixtos
que se anulan se verifica facilmente en (4.6.17). Por lo tanto, podemos aplicar el Corolario
4.6.12 para concluir que Ay, ..., Ai son infinitesimalmente libres en (A, u, p').

Como caso particular, si X; tiene distribucién semicircular estandar en (A, p1), de acuerdo
a (4.6.18), X; serd un elemento semicircular infinitesimal estandar en (A, u, 1'), de pardme-
tros p/(X;) = 0y p/(X?) = 1. De manera andloga, si X; es un elemento Poisson libre de
pardmetro A > 0 en (A, u), entonces X; serd un elemento Poisson libre infinitesimal en
(A, p, 1t'), de pardmetro X\ y pardmetros infinitesimales 8/ = X y ' = 0.
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