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Resumen

Se analiza y se desglosa la demostracion que da Loren D. Pitt para la
conjetura de correlacion gaussiana en el plano. En el apéndice se presentan
definiciones y material para comprender el articulo.

La conjetura enuncia que si A y B son dos conjuntos convexos y simétricos
en R", X un vector aleatorio con distribucién normal multivariante con vector
de esperanza cero y matriz de covarianza la identidad, entonces

P[X € AN B] > P[X € AJP[X € B].

Otra formulacion y su prueba se enuncian en el Teorema 3.
El siguiente resultado de anélisis es fundamental para probar la conjetura
en el plano.

Teorema 1. Sean f(z) y g(x) funciones en R? pares, suaves y casi-
concavas. Supongamos también que los gradientes Vf(z) y Vg(z) nunca se
anulan si x#0. Entonces para cualquier funcion no negativa ¢(x) = ¢(|x|) que
sea una funcion decreciente de |z,

V(). Vg(z)¢(x)d’z 2 0

R2 a

siempre que la integral converja.

*Trabajo realizado durante el IV Verano de Probabilidad y Estadistica del CIMAT bajo la
direccion del Dr. Victor Manuel Pérez Abreu Carrion.



Demostracion. Consideremos el conjunto F'(A) = {z : f(z) > A} donde
A€ R—{f(0)}. El cual es simétrico pues f es par. Consideremos el conjunto
B = {z: f(x) < A} que es abierto pues f es continua y por ende F'()) es cerrado.
También F'()\) es convexo, pues si t € (0,1)

F((1 =tz +ty) > min(f(z), f(y) > A

por ser f casi-concava.
Demostremos que dF(A) = {x : f(z) = A} o F(\) = (). Supongamos que
OF (X\)#£D, de aqui que

OF(N) = FON [ (E))e = FO) [ J(FN))#0

Observemos que OF(A) C {z : f(x) < A}, pues si z es tal que f(x) > A,
como f es continua existe € > 0 tal que si z € Bc(z) entonces f(z) > A, por
ende z ¢ (F(A\)°)". Usando lo anterior obtenemos que 0F (\) C {z : f(z) = A}
Finalmente OF (\) = {x : f(x) = A}, pues si existiera x tal que f(z) = A y que
x ¢ OF()\), entonces existe Be(x) C F(\) y por ende V f(x) = 0. Por hipotesis
x # 0, asi que tenemos una contradiccion. En el caso que OF (A\) = {z : f(x) = A},
como V f(x)#0 si x#£0, entonces OF (\) es una curva suave, simétrica y con-
vexa en RZ Resultados similares se obtienen para G(u) = {z:g(z) > pu} y
0G(n) =A{z : g(x) = p}.

Para cada z#0 sea 6(z), 0 < 6(x) < m !, el angulo entre los vectores

Vf(z) y Vg(z). Es decir, cosf(z) = \g}[ggl |§383\’ Vf(z) es la normal inte-
rior a la curva OF (f(x)) y Vg(z) es la normal interior a la curva 0G(g(z)).
Sea T = {x € R* :3<0(x)<w} y para cada z € T definamos y = a(z) el pri-
mer punto de 0G(g(z)) que se alcanza desde z recorriendo la curva OF(f(x))
en sentido contrario a las manecillas del reloj. Demostremos que « esta bien
definida, es decir hay que probar que existe un primer punto en que la funciéon
satisface lo anterior. Como f y ¢ son pares existe un punto. Ahora hay que
probar que dF(f(x))y 0G(g(z)) no coinciden en un intervalo de puntos en di-
reccidén contraria a las manecillas del reloj. Para esto sean v y 79 las curvas
respectivas con 71 (0) = v2(0) = z, si sucediera lo anterior entonces tendriamos
que 7, (0) = 75(0) y por tanto 6(z) € {0,7}, lo cual es una contradiccion.
De la Figura 1

A = 180—0(x)—r—s<90—7—s5 <90,
p = VaZ + b2 — 2abcos A,
¢ = Va2+b2+2abcosA .

1Si 9(x) = 7, entonces V f(x) = —BVg(x) con 8 > 0, pero la direccién de Vf(x) es hacia
el interior de la curva OF(f(z)) y la direccién de Vg(z) seria hacia el exterior de la curva
0G(g(x)), lo cual es imposible.



Figura 1: ny = IVngI’ ng = —%; t; =tangente a la curva OF(f(x)),

to =tangente a la curva 0G(g(x)).

Ademas
cosA > 0
= —cosA<cosA
= a’+b®>—2abcosA < a®+b%+ 2abcos A
= p<gq|
=yl <|z]. (1)
Luego,

180 — O(y) +2(180 — B) + B—k — 1 360
180 —0(y) —k—1—B =0
0(y) =180 —k —1— 180+ A < 90 — k — 1

0(y) es agudo.

e

Como F < 6(z) < 7= 0< —cotf(x). Por lo anterior,
0(y) A—k—-1=180—0(xz) —m(m >0)
0<0(x)+60(y) =180 —m < 180

sin(0(x) +0(y)) = 0

cosO(y) sin 6(x) + cosO(x) sinf(y) > 0 = — cosB(x) sinO(y) < cosO(y) sin H(x)
~ cos 9(3:) cos O(y)

sin 0(33) sin O(y)
—cotf(x) < cot §(y) si H(y) > 0. (2)

sif(y) >0

A



Definamos Ty = {z € T: 0(a(z))#0} y la funcion ® : R*> — R? por
®(z) = (f(x),g(x)). El determinante Jacobiano es

[Jo(2)] = | fay (2) g, (¥) = frr (2) 92, () = [V [ (2)|[Vg(2)|sinb(z)  (3)
SizeT, ®(a(x)) = (z) y entonces ®(T — Tp) = ®(a(T — Top)).

Sia(z) € oT—"To)
= 0(@(9:)):0
Vi(a(x) Vla(z)
7 Vi) V@)
= |DB(a())] =0
= rankD®(a(z)) <

= a(T-Ty) C{ze }RQ :rankD®(x) < 2}.
Por el Teorema de Sard y Brown (ver [4])
m(®({z : rankD®(z) < 2})) = 0= m(®(T — Tp)) = m(®(a(T — Tp))) = 0.
Sean
=T({(z,y) €ER?:2>0} y By =T( ({(x,y) € R*: 3 < 0}.

Observemos que P es inyectiva en By, pues si

= flx)=f(y) vy g(x) = g(y)

(
=afx)  pero O(y)es agudo lo cual es una contradiccion,
)

Yy
= y = —a(z) pero 6(y) es agudo lo cual es una contradiccion,
y

=—z pero x¢C .

Por ende ® es inyectiva. Andlogamente ® es inyectiva en By. También ® € C*
y |Jo(2)]|7#0 si € T — Tp. Enlistemos otros hechos necesarios y faciles de ver:

» |Jp(x)| es medible,

= 0 es continua pues 6(z) = arccos(ni(z)na(z)),

Ty es medible pues 8 es continua y « también,

Tp es abierto (pues Vf y Vg son continuas) = T — T es medible,
= B; y Bs son abiertos, y por ende, ®(B;) y ®(B2) son abiertos.

Sean H; : ®(B;)—R? definidas por H;(z) = ®~!(z) coni = 1,2. Como |Jg(z)|#0
siz € T, entonces H; € C' y por ende son medibles. Ademas, H; es diferen-
ciable en el conjunto medible ®(B; () T¢)? con i = 1,2. Usando el hecho de que

2Son medibles pues m(®(T — Tp)) = 0.



m(®(B; —Tp))=0 con i = 1,2 , concluimos que m(H;(®(B; (1§)) =0 (ver [3,
Cap. 15. J, p. 500]) y por ende m(B; N T¢) = 0% con i = 1,2. Luego
T = BGOTHUBNTHUITE (N T((0.9) € B},
(Ts(T({(0.9) €R*Y) < {(0,y) € R*}
de donde
m((T5 (T {(0,9) e R*})) = 0= m(T(\T5) =

Ahora demostremos que o € C*(Tp), Pitt indica que primero hay que de-
mostrar la continuidad y luego aplicando la regla de la cadena a ®(a(z)) = ®(x)
se obtiene que « es diferenciable, sin embargo yo voy a dar una demostracion
de esto mismo usando el teorema de la funcion inversa.

Sea x € T entonces 0(«a(z))#0, por tanto |Jg(x)]|#0, de donde DP®(a(z)) es
invertible. Usando lo anterior y que ® € C*(R?), por el teorema de la funcién
inversa, existe R : U — V tal que R € C1(U), ®(z) = ®(a(z)) € U, a(z) € V
y (Ro®)(a(x)) = a(x). Asi que

a(z) = (Ro®)(a(z)) = (Ro ®)(z) = a € C(Ty).
Usando el hecho de que ®(a(x)) = ®(z), obtenemos
[a(2)| = o (2)]| Jo (a(2))| 7 (4)

Facilmente vemos que Ty [ a(Tp) = 0, pues si € To(a(Ty) = 0(z) <
lo cual es una contradiccion. Notemos que si

s
2

™

2§ T=0<0(@)< 7

= cosf(z) > 0= Vf(z)Vg(z) > 0.

También a es 1 — 1 en Tp, dado que si

a(z) = ay)
= fla(z) = flay) = f(z) = f(y) vy 9(a(x)) = g9(2) = g(a(y)) = 9(y)
= O(z) = 0(y)
= T =Y.

Hacemos notar los siguientes hechos:

= ¢ es medible, pues si a € R
{z:¢(|z]) < a} = {z:[2] = ¢7"(a)} € M(m), donde ¢~ (a) = inf{|z| : ¢(|z]) < a}.

a(Tp) es medible, pues Ty es abierto, o € CH(Tp) y |Jo(z)|#£0 si x € Tp.

3B;NT§ C Hi(®(B; NTE))con i = 1,2.



Ahora, usando (4), (3), (2) y (1)

/ Vi) Vo@)d(x)dz = / Vf(a(x) - V(o) d(a(x)) | Jo(2)| e
a(To) To
- / Y f(a(x) - Va(al(e)d(a(@) | Jo (@) Ja(a(z))|~ d*
To
- / cot(0(x))¢((x))| T (2)] 2
> / cot(0(z))d(x) Ja (z) [ dx
=~ [ Vi@ . Vel (5)

( I)Jsando que T° = o(To) U(T° = Ty) (0(a(Tp)) < ), To (T —=To) T =10
vy (5

V(@) . Vy(z)p(x)d’z

R2

/ V() - Vg(a)o(x)d2 + / Vf(z) . Vg(z)d(e)de

T—To

+ Vi(z).Vg(z)p(x)d*x
/

= /Vf(x) Vyg(x)p(x)d*x + / Vi(x).Vg(x)p(x)d*x

a(To)

T / | Vf(z) . Vo(x)o(x)d®a

choé(T()

Y

a(To)

/ VF(x) - Vo(x)o(x)d2 + / V(@) . Vo(r)o(e)ds
0.

Y

Lo cual termina la demostracion?.

Ahora demostraremos otro teorema, sobre la distribucion gaussiana multiva-
riante, que hace uso del teorema anterior. El Teorema 2 nos permitira demostrar
la conjetura de correlacion gaussiana en el plano.

48i T = 0 el teorema es trivialmente cierto.
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Antes de enunciar el proximo teorema, consideremos el vector aleatorio
(X1, ,Xpn,Y1,--+,Y,) distribuido con la densidad normal con media cero

y matriz de covarianza 3 donde ¥ = gi g;z ); donde ¥1; = (EX; X)),

222 = (EY;Y}) y 212 = (EXZ}/}) Sean X = (Xl, s ,Xn) y Y = (Yl, s ,Yn)
Para conjuntos convexos y simétricos A, B C R" definamos la probabilidad

p(X) =P{X € A;Y € B}. Para \, 0 < A < 1, la matriz &, = ( 21% A1 >
AT, B

es una matriz definida positiva. Dado que

= SiA=0,
u 0 T T T :
@y | oy (z,9)T = 2X112T + yXooy™ > 0 si (z,y)#0.
m Si0< A<,
(2, )Zx\(z,9)T = 2XnzT + 2 \ySihaT + AaXyT + ySaoyT

> x¥pa’ — A e’ — AyXosyT + yXaoy’
> 0si (z,y)#0.

Por ende, podemos considerar la probabilidad p(X)) como funciéon de A, con
0<A <1

Teorema 2. Con la notacion de arriba, si rank(X12) < 2 entonces p(3y) es
una funcién creciente de A, con 0 < \ < 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que rankXi; =
rankXas = n. Introduciendo variables canénicas (ver [1, Cap. 12]) también
podemos asumir que Y11 = Yoo =1 y que Y15 es diagonal con entradas no ne-
gativas. Por tanto, sea Y19 = diag(A1,- - ,A\p) con 1 > Ay > Xy > --- > 0.
Como rankXi15 < 2 entonces \3 = Ay = --- = A, = 0. Observemos primero
que 14(z) y 15(y) son funciones pares y log-concavas. Son pares dado que A y
B son simétricos. La log-concavidad es trivial revisarla. También tenemos que
14 € £(R™), respecto a la medida gaussiana. Definamos

0 si |z| > 1

(@) = {iexp(—l_llzg si lz] <1

1
donde ¢ = / exp (2) dx.
B(0,1) 1 — |z|

Sea ¢q(x) = a™"¢(%) con a € (0,00). Enlistemos los siguientes hechos (ver
[3, Cap. 7.C, p. 176])

= @ € C*=,



" ¢o >0,

" Py > 0 <= 2| < q,
fRn o (x)dx =1,

= ¢, es log-concava.

Luego, fo = 14 % ¢4 es log-concava (ver [2]), también |fo(z)] < 1y fo — 1a
en £(R") cuando a — 0; ver [3, Chapter 12.C, p. 287]. Resultados analogos,
se obtienen para las funciones g, = 1p * ¢,. Usando que |f,(2)ga(y)| < 1 con
(x,y) € R?™ y el Teorema de Convergencia Dominada con respecto a la medida
gaussiana en R?"

E(L(X)15(Y)) = limE(fa(2)ga(1))

Por ende, es suficiente probar que la esperanza E(A) = Ef,(X)g,(Y) es una
funcion creciente de A para un a ﬁjo

Demostremos que R = (X3, -+ ,X,) y S = (X1, X>2,Y1,Y3) son indepen-
dientes. Como Y12 = diag(A1, A2,0,---,0) entonces E(X,;Y;) = 0 con j > 3,
1<i<2. UsandoqueEu:IentonceSE(XX)—Ocon]23, 1<i<2,de
lo anterior que sean independientes. Ademés,

E(fa(X)| X1, X2,Y1,Y32) = . fa(@) fxyx, (@3, xp)das - - - da, = f(X1, X2).
-~
donde f(z1,22) = (2m)~("=2/2 [ fo(x)exp(—5 Y5 x2)dws - - - day.
Asimismo,

E(gq(Y)| X1, X2,Y1,Y2) =/R»2 9a(W) fys,v, (Y3s - s yn)dys - - - dyn = g(Y1,Y2)

donde g(y1,y2) = (2m)~"=272 [ g, (y)exp(—5 Y5 y3 )dys - - - dyn.

Sean
V(X1 X2, Y1,Y2) = E(fa(X)|[ X1, X2, Y2, Y1),
T(X1,X0,Y1,Ys) = E(g.(Y)|X1, X2, Y7,Y2).

Asi que,

E(y(X1,X2,Y1,Y2) Y (X1, X2, Y1, Y2)) = E(fa(X)YT(X1, X2, Y1,Y2))

= E(fa(X)ga(Y))
E(f(X1, X2)g(Y1,Y2))

en donde f(z1,z2)y g(y1,y2) son log-concavas, dado que (ver Propiedad B7
en Apéndice)

n
x)exp(— Z Y ga(y)exp(—3 >3 yj) son log-concavas.
3

l\?\’—‘



Haciendo célculos se ve facilmente que la densidad condicional de (Y7,Y5)

dado que (X1, X3) = (z1,22) es
1 )2
exp{ ANz —y5) } )

|-

(A, @1, T2 y1,Y2) = H [277(1 - (/\/\j)Q]_

e 21— (A\)?
Sean
2 2
n(xy,xq) = (271’)716‘(5]? (— 1 —;%) ,
g\ x1,20) = :/P(/\7xl,wz;y1yy2)9(y17y2)dyldy2~

Usando el hecho de que f(z1,22), 9(y1,92), fx,.x,,v1,v2(T1,22,91,92) > 0y
las funciones son medibles, por el Teorema de Fubini

E(\) = /f(fﬂl,$2)9(y1>y2)fX1,X2,Y1,Y2(9€179327y1,y2)d931d582dy1dy2
= /f($1,$2)9(y1,y2)29(>\»$1,902%?/1,yz)n(%,xz)d%dmdyldyz
= /f(mlu552)9()\75517$2)n($17$2)dx1d$2'

Sea A = e, —0co < t < 0. Haciendo calculos se verifica que

2
82
Qg(etﬁfl,m) = 92 - xj% Q(Ctaffl,wz)
. J 7

Jj=1

y realizando una integraciéon por partes

13}
aE(e") :/Vf(l‘l,$2)vg(€t,$1,$2)ﬂ(9§1,1‘2)d1‘1d1‘2.

Como p(\, 1, T2;y1,y2) es log-concava, entonces g(ef, x1, ) es log-concava.
Como n es radialmente decreciente, por el Teorema 1 %E(et) > 0 (las funciones
log-concavas y pares son casi-concavas) y se sigue el resultado.

Con los teoremas anteriores estamos listos para demostrar la conjetura de
correlacion gaussiana en el plano.



_lzf?

5-) con z € R?. Si Ay B son conjuntos

_ 1
Teorema 3. Sea y(x) = 5-exp(
simétricos y convexos entonces

/AmBV(x)d% > (/A ’Y(:r)de)(/B () d2)

Demostracion. Es claro que P(X € A) y P(Y € B) no dependen de A.

. 211 0
Ademas, Xy — ( 0 S

Y son independientes, por ende g\in%p(EA) = P(X € A)P(X € B). Usando el
—

Teorema 2 con n = 2 y 311 = X192 = Y9 = I obtenemos el resultado, a saber
P(X € A;Y € B) > P(X € A)P(Y € B) y se concluye el teorema.

cuando A — 0; de aqui que cuando A - 0 X y

10



Apéndice: Funciones casi-concavas y log-céncavas.

Se enlistan las principales propiedades de estas funciones; ver [2] y [6].

A) Funciones casi-concavas.

1.

Una funcion h(x) definida en R™ se dice casi-concava si para cualesquiera
1,22 € Ry 0< A<,

h(Az1 + (1 = Na2) = min{h(x1), h(z2)}.

Si f es concava entonces f es casi-coOncava.

Supongamos que existe la segunda derivada de f y que es contintia. Sea
Ty ¢y = {v: Vf(z).v = 0}. Entonces D? f(x) es semi-definida negativa
en Ty () siy solo si f es casi-concava.

Si f: R — R es mono6tona entonces es casi-concava.

Si f € C*(R?), f es casi-concava si 2fu fy foy — f2fyy — fofee > 0.

B) Funciones log-concavas.

1.

Una funciéon f(x) no-negativa definida en R™ se dice log-concava si a) el
conjunto EJ = {x:f(x)>0} es abierto; b) f(z) es continua en EJ ; ¢) para
cualesquiera x1, xo € R

f((@1 +22)/2) 2 V/ (1) f(22).

. Si f y g son log-concavas entonces fg también lo es.

Sea ECR". E es convexo y abierto si y sélo si x es log-concava.

Si fes log-concava para cualesquiera z1, 22 € R* y 0 < A < 1,
Oy 4 (1= N)ag) Z [f(x) M f ()]

Si f y g son log-concavas entonces (f x g)(z) = fRn fly)glz — y)dy es
log-céoncava.

Si f es log-concava entonces es casi-concava.

Si H(x1, - ,Tk,y1, - , Y1) es log-concava entonces

h’(xh o 'ij;) = /H('rlv Tk YL, ayl)dyl te dyl €s log—céncava.

11
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