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Introduccion

El estudio de objetos combinatorios que van creciendo de manera determinista o aleato-
ria como particiones, permutaciones, caminatas, arboles, mapas, teselaciones, etcétera, se
ha incrementado en los ltimos anos. De particular interés han sido la gréficas, dada su
aplicabilidad en redes sociales, de comunicacion, etc. El principal objetivo de esta tesis es el
estudio de gréficas, desde el punto de vista de teorfa espectral y combinatoria. En particu-
lar, nos interesa estudiar el andlisis asintético espectral de gréficas, producto de gréficas y
las graficas k-distantes asociadas a dichos productos. El estudio de las graficas k-distantes,
introducidas en 1989 por Brouwer, Cohen y Neumaier [8], ha tenido un gran auge gracias a
los recientes trabajos de Kurihara [20], Obata [16], Hibino [15], y otros. Este trabajo estudia
dichos resultados de manera unificada y autocontenida. Las herramientas que se necesitan
para este estudio son Probabilidad No-Conmutativa y Polinomios Ortogonales con respecto

a una medida de probabilidad.

Asi, este trabajo se enmarca en la teorfa de la probabilidad no-conmutativa, la cual fue
iniciada por Hudson y Parthasarathy [18]. La probabilidad no-conmutativa se empezé a
desarrollar desde los anos 80’s en respuesta a la necesidad de sentar las bases mateméticas
de la fisica cudntica y surge a partir de las ideas de Von Neumann [26]. Al lector interesado
en ahondar en estos temas, se le recomienda ver los libros de Obata [17], Speicher [27],

Voiculescu, Dykema y Nica [40], Accardi, Lu y Volovich [4] y Meyer [24].

Una nocién importante para el entendimiento de los productos de gréficas es el de in-

dependencia (no-conmutativa). En la teoria de la probabilidad no-conmutativa existen di-
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ferentes nociones de independencia. La nocién de independencia conmutativa se deriva de
la independencia usual en la teoria de la probabilidad clédsica. La nocién de independencia
libre fue introducida por Voiculescu [39]. La nocién de independencia booleana se presenta
en Speicher y Wourodi [36], y se usa implicitamente en el trabajo de Bozejko [7]. Por ltimo,
la nocién de independencia monétona fue introducida por Muraki [25] y Lu [23] de manera

independiente.

Es por esto que, una parte de este trabajo estd dedicada al estudio de estos tipos de inde-
pendencia, presentando las definiciones de cada una de ellas, asi como ejemplos de variables

aleatorias que cumplen cada uno de los distintos tipos de independencia.

Las nociones de independencia antes mencionadas corresponden también, a productos
en graficas bien estudiados. Es bien conocido que el producto cartesiano de las graficas
corresponde a la convolucién clasica, tal cual se observa en Polya [33]. Recientemente, en
los trabajos de Accardi, Hora y Obata [28], Accardi, Lenczewski y Salapata [3], entre otros,
se ha encontrado que productos de gréficas bien conocidos corresponden a convoluciones en
probabilidad no conmutativa. El producto libre de gréaficas corresponde a la convolucion libre
de Voiculescu [39][41], el producto booleano de graficas, estudiado en Woess [42] corresponde
a convolucién booleana, lo cual fue estudiado por Obata [29] y el producto monétono de
graficas estd relacionado con la convolucién monétona, estudiada por Krishnapur y Peres
[19], este tltimo hecho fue observado por Accardi, Ghorbal y Obata [2]. En el Capitulo 4 de
esta tesis se explican, de manera detallada e ilustrativa, la descomposicién de cada tipo de
producto de gréficas, a partir de lo cual podemos afirmar que, la distribucién de cada uno
de los productos de gréficas, coincide con la distribucién de la suma de variables aleatorias

independientes, en el sentido correspondiente.

Por 1ltimo, cabe mencionar que la descomposicién cudntica, desarrollada por Hora y
Obata [17], nos permite explicar el comportamiento de los productos de graficas desde un
punto de vista de la teorfa cldsica de Polinomios Ortogonales. La teorfa de Polinomios

Ortogonales tiene su origen en el trabajo de Legendre [22], acerca del movimiento de los
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planetas. Ademds, fue desarrollada por Szego [37], Akhiezer [5], Favard [14], Shohat [35] y

algunos otros.

En este trabajo se encuentra un compendio de las herramientas necesarias para estudiar el
andlisis asintético espectral de los productos de gréficas, y las gréficas k-distantes asociadas
a algunos productos de gréficas, desde el punto de vista de la probabilidad no-conmutativa.
Ademis, una contribucién de esta tesis es el Teorema 138, el cual es un resultado nuevo acerca
del anélisis asintético espectral de las graficas k-distantes asociadas al producto booleano de

graficas.

La organizacién de esta tesis es la siguiente. En el Capitulo 1 se expone la teorfa de
los polinomios ortogonales, asi como algunos resultados bédsicos en este marco tedrico. De
igual forma se definen los coeficientes de Jacobi, los cuales nos servirdn més adelante para
demostrar algunos resultados del tipo asintético. En el Capitulo 2 se presenta la teorfa de pro-
babilidad no-conmutativa, se define lo que es un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo,
se introducen distintos conceptos de independencia de variables aleatorias no-conmutativas.
Ademais, en este capitulo se expone también la féormula de Accardi-Bozejko, la cual nos da
una relacién entre los momentos de una distribucién y sus coeficientes de Jacobi. El Capi-
tulo 3 contiene teorfa de gréaficas bésica y se presentan algunos ejemplos usuales de gréficas.
Asimismo, se introduce la teoria espectral de gréficas. En el Capitulo 4 se presentan di-
ferentes productos de gréficas, tales como: producto directo, producto booleano, producto
moné6tono, producto ortogonal y producto libre. Ademds, en este capitulo se presenta un
andlisis asintético espectral de cada uno de estos productos, a través de la descomposicion
de los mismos. Finalmente, en el Capitulo 5 se introduce el concepto de grifica k-distante, y
se presenta un estudio asintético espectral de las gréficas k-distantes asociadas al hipercubo
y al producto directo. En particular, se presenta un resultado nuevo, el cual estd relacionado

con el espectro de las gréficas k-distantes asociadas al producto booleano.






Capitulo 1

Polinomios Ortogonales

La teorfa de los polinomios ortogonales tiene su origen en el trabajo de Legendre [22], acerca
del movimiento de los planetas. Los polinomios ortogonales tienen aplicacién en diversas
ramas de las matemadticas, tales como la probabilidad y la estadistica, ademés, de ser de

gran utilidad en el &mbito de la mecédnica cudntica.

En este capitulo estudiaremos la teorfa de los polinomios ortogonales, dando la introduc-
cién a la misma, asi como algunos teoremas importantes. Ademds, se mostrardn ejemplos
de polinomios ortogonales exhibiendo las propiedades més importantes de estos. Al lector

interesado en ahondar en estos temas, se le recomienda ver Chihara [10].

1.1 Sucesién de polinomios ortogonales y funcional de
momentos

Definicién 1 Sea {a,} -, una sucesion de mimeros complejos, y sea L una funcion compleja

en el espacio vectorial de todos los polinomios, definida por

L[z"] = ap, n=20,1, 2, ..

L [04171'1 (LU) + QioTo (SL’)] = 061[, [71'1 (SL’)] + O[2£ [71'2 (SL’)] s
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para todo nimero complejo «; y todo polinomio m; (x) (i =1, 2). A L le llamamos el fun-
cional de momentos, determinado por la sucesion de momentos {a,} . ,. Al mimero

a, le llamamos el momento de orden n (o el n-ésimo momento).

Una consecuencia inmediata de la definicién, es que si tenemos el polinomio 7 (z) =

S, cra®, entonces
k=0 “k )
n
Lr(z)] = E CrU.
k=0
Siempre se considera a x como una variable real, por lo que se tiene que
n
L |:7T (x)] = E Crag,
k=0

donde z denota al conjugado complejo del niimero complejo z.

Definicién 2 Una sucesion {P, (z)},—, se llama sucesion de polinomios ortogonales,
con respecto al funcional de momentos L, si para todo entero no negativo m y n se cumple
que

(i) P, (x) es un polinomio de grado n,

(ii) L [P, (z) Py (x)] =0 para m # n,

(iii) L[P (x)] # 0.

Si {P, (x)} ~, es una sucesién de polinomios ortogonales que ademds, cumple que
L[P?(x)] = 1 para todo n > 0, entonces diremos que {P, (z)} 2, es una sucesién de

polinomios ortonormales.

Si tenemos una sucesién de polinomios ortogonales con respecto a un funcional, se tiene
que todo polinomio de grado n se puede escribir como combinacién lineal de polinomios de

dicha sucesién, de forma candnica.

Proposicién 3 Sea {P, (z)} -, una sucesion de polinomios ortogonales, con respecto al

funcional L. Se cumple, para todo polinomio 7 () de grado n, que

n

7 (z) = Z cx Py (),

k=0
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donde

Demostracién. Notemos que, como cada Py (z) es un polinomio de grado k, entonces
{Py(z), Py (x), ..., P,(z)} es una base para el subespacio vectorial de los polinomios de

grado a lo més n, entonces podemos escribir al polinomio 7 () como

7 (z) = z”: cx Py (),  con ¢, #0.
k=0

Si en la igualdad anterior multiplicamos ambos lados por P, (z), con m < n, y aplicamos

L, gracias a la linealidad de £ obtendremos que
Ll (@) P ()] = Y &L [Py (2) P (2)] = enl [P (2)]
k=0
y dado que L [P2 (z)] # 0, el resultado se cumple. u

Corolario 4 Si {P, (z)},~, es una sucesion de polinomios ortogonales para L y ademds,
{Qn (x)}2, es también una sucesion de polinomios ortogonales para L, entonces existen

constantes ¢, # 0, tales que
Qn:CnPn(x)y n=20,1 2, ....

Demostraciéon. Por los mismos argumentos usados en la demostracién anterior, sabemos

que se cumple que

L1QuP: (@) = 3 L [P (@) Py ()]

de donde se sigue que si k < n,

L[QnPy ()] =0,

por lo tanto si tomamos 7 () = @, (x) y aplicamos la proposicién anterior, entonces se sigue
el resultado. u
Acabamos de demostrar que una sucesiéon de polinomios ortogonales estd determinada

de manera tnica, salvo multiplicacién por escalares distintos de cero.
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1.2 El criterio de Hamburger

1.2.1 Existencia de la sucesién de polinomios ortogonales

Con el fin de establecer un resultado para verificar la existencia de una sucesién de polinomios
ortogonales, dado un funcional de momentos £, introducimos el concepto de determinante

de Hankel, el cual se define como

a, aq ay,
ay Gz - Opil
n
A, = det (ai-&-j)i,j:o =
an Apy1 - QA2n

Teorema 5 Sea L un funcional de momentos con sucesion de momentos {a,},~,. Una
condicion necesaria y suficiente para que exista una sucesion de polinomios ortogonales para

L es
A, 40, n=0,1,2 ..

Demostracién. Sea P,(x) un polinomio en z, de tal forma que
Y
n
Z i
Pn (1:) = Cnil,
i=0
gracias a la Proposicion 3 se tiene que

L[z"P, (x)] = Z CriOham = KnOmn, K, #0, m <n, (1.1)

=0

lo cual es equivalente al sistema

P Cno 0

a1 a2 R (PN | Cn1 0

ap Qpy1 * Q2n Cnn Kn
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ademads, recordemos que, si existe una sucesién de polinomios ortogonales, ésta es determi-
nada de manera tinica por los K, en (1.1), esto implica que (1.1) tiene una tnica solucién,
por lo tanto A,, # 0 para todo n > 0.

Ahora, si A,, # 0, entonces para K, # 0 arbitrario, el sistema (1.2) tiene una tinica solucién,

por lo que existe un P, (x) que satisface la ecuacién (1.1). Ademds, tenemos que

K,A,_
Com = —27L 20, n>1, (1.3)
A,
lo cual se cumple incluso para n = 0, si definimos A_; = 1. De lo anterior se sigue que
P, (z) es un polinomio de grado n, por lo tanto {F, (z)},, es una sucesién de polinomios

ortogonales para L. ]

Definicién 6 Decimos que un funcional de momentos L es positivo definido, si para todo

polinomio m (x) # 0, tal que 7 () es no negativo para todo real x, se tiene que L [m (x)] > 0.

Queremos relacionar el concepto de positivo definido con los determinantes de Hankel,
para esto vamos a necesitar del siguiente resultado, el cual caracteriza polinomios no nega-

tivos.

Lema 7 Un polinomio 7 () es no negativo para todo x real, si y solo si, existen polinomios

reales p (x) y q (x), tales que

m(z) = p* (2) + ¢* (z).

Demostracién. Si 7 (z) > 0 para todo real x, entonces 7 (z) es un polinomio real, lo cual
implica que sus raices reales tienen multiplicidad impar y sus raices imaginarias aparecen en
pares conjugados. Entonces, podemos escribir
m
7 (z) :T2($)H($—ak—ﬁki) (z — ag + Byi)
k=1

donde r (x) es un polinomio real, oy y /3, son nimeros reales. Podemos escribir

m

[T~ s~ 51) (2 — s+ yi) = A () +iB (2).

k=1
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donde A (z) y B (z) son polinomios reales, entonces obtenemos que

7 (z) = r? (z) [A2 (z) + B? (a:)} )

Teorema 8 Fl funcional de momentos L es positivo definido si y solo si sus momentos son

reales y A,, > 0 para todo n > 0.

Demostraciéon. Sea a, real, A, > 0 para todo n > 0, entonces, gracias al Teorema 5 existe
una sucesiéon de polinomios ortogonales {P, (z)}, -, para £. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que P, (x) es ménico. Tenemos que si 7, (x) es un polinomio de grado n,

cuyo n-ésimo coeficiente es a,,, entonces podemos escribir
n
T (2) = apa”™ + 7,1 (),
donde 7,_; () es un polinomio de grado n — 1, entonces se tiene que

Lmn (x) P (2)] = anL[z" Py (2)] + L[mp-1 () P (2)]
= a,L[z"P, (z)],

por lo que, de la ecuacién (1.3), se obtiene que

Llm (@) Po(2)] = =, (1.4)
n—1
por lo tanto, de (1.4) se concluye que
A
2 _ n
L[P:(z)] = A > 0.

De acuerdo al sistema (1.2), se tiene que P, () es real. Si se tiene que p (z) es un polinomio

real de grado m, podemos escribir

p () :Zakpk(fl?),
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donde a; son todos reales y a,, # 0. Gracias a lo anterior se tiene que

L[p*(z)] = Z ajapL [Py (z) Py (z)] = Zaiﬁ [P? (z)] >0,

k=0
de donde, gracias al Lema 7 se sigue que L es positivo definido.
Ahora, si suponemos que L es positivo definido, podemos asegurar la existencia de una
sucesién de polinomios ortogonales {F, ()}, gracias al proceso de Gram-Schmidt. De
nueva cuenta podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que P, () es ménico. Utilizando
el mismo argumento usado al principio de esta prueba, se tiene que

Ay,
An—l

L[P:(z)] = >0, n>0,

y como A_; = 1, se tiene entonces que A, > 0, para todo n > 0, lo que concluye la prueba.

1.2.2 El problema de momentos

El problema de momentos de Hamburger, relacionado a una sucesiéon de nimeros reales dada
{an}, o, se refiere a encontrar una funcién monétona no decreciente 1 definida en (—oo, 00),

tal que
an:/ x"dy (x), n=20,1, 2, ...

o0

Si tal funcién v existe, entonces decimos que es una solucién al problema de momentos de

Hamburger.

Definicién 9 Una funcion acotada, no decreciente 1, cuyos momentos

an:/ x"dy (z), n=0,1, 2, ..,

o0

son finitos, se dice que es una funcion de distribucion.

Si nos enfocamos solamente, en encontrar la existencia de la solucién al problema de mo-

mentos de Hamburger, nos damos cuenta que, gracias al Teorema 5, una condicién necesaria
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y suficiente para que exista la solucién es, que el funcional de momentos correspondiente sea

positivo definido, lo cual puede resumirse, gracias al Teorema 8, en el siguiente resultado.

Teorema 10 (Criterio de Hamburger) Una condicion necesaria y suficiente, para que

el problema de momentos de Hamburger tenga solucion es

A, >0, n > 0.

Notemos que, cuando se tiene que A,, = 0 para todo n excepto un nimero finito, entonces
se cumple que la funcién de distribucién que le da solucién al problema de momentos, tiene

soporte finito.

1.2.3 Ortogonalizacién de Gram-Schmidt

Supongase que se tiene una distribucién de probabilidad p (la cual tiene momentos de todos

los ordenes). Definimos el producto interno en L? (R, 1) por

)= [ " F @y (@) (de).

3

aplicando la ortogonalizacién de Gram-Schmidt a 1, z, 22, 23, ..., obtenemos una sucesién

de polinomios ortogonales Py (z), Py (z), Py(x), ..., de la forma
<P0>$> 2 <P0,ZE2> <P1,1172>
P =1 P=a-— Py, Po=a?— -
’ T T R Ry T TR R T AL
n—1
<Pk7x>

po= =S MR p

(P, Pr) :

P,(x)=a2"+---, (P, P,)=0 param#n.
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1.3 La férmula de recurrencia fundamental

Una de las propiedades mds importantes de los polinomios ortogonales, es que, si se tiene
una sucesion de polinomios ortogonales, entonces cualesquiera tres polinomios consecutivos se
pueden escribir con una férmula de recurrencia. En esta seccién nos dedicaremos a describir

estd relacion fundamental.

Definicién 11 Decimos que el funcional de momentos L es quasi-definido, si y solo si,

A, # 0 para todo n > 0.

Teorema 12 Sea L un funcional de momentos quasi-definido y sea {P, (x)}, su correspon-
diente sucesion de polinomios monicos ortogonales, entonces existen constantes ¢, y A\, # 0

tales que

P,(z)=(x—cp) Py () = NPra(x), n=1,2 3, .. (1.5)

donde, por definicion, P_; (x) = 0.
Ademds, si L es positivo-definido, entonces ¢, es real y N\yy1 > 0 paran > 1 (A es arbi-

trario).

Demostracién. Dado que 2P, (x) es un polinomio de grado n+1, entonces podemos escribir

P (a) = 3 o Plle). o= mﬁﬁ?ﬁ] 2

pero como x Py (z) es un polinomio de grado k + 1, entonces se tiene que a,, = 0, para

0 <k <n-—1, ademss, P, () es ménico, por lo tanto a,,,1 = 1, entonces se cumple que
Z'Pn (J;) = Pn+1 (SE) + annpn (1:) + annflpnfl (Qf) ) n > 17
lo cual puede ser reescrito de la siguiente forma

zP, 1 () = P,(x) + cp,Pr1 () + \yPr2 (), n>2,
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lo cual es equivalente a (1.5) para n > 2, y para n = 1 definimos P_; (z) = 0 y escogemos
c1 = —P; (0) (A es arbitrario).

Ahora, gracias a (1.5) se cumple que

L [x"_QPn (CL’)] = L [a;"_an_l (:13)} —c, L [1’”_2Pn_1 (x)] — L [a:"_an_g (:1:)} ,
0 = L[2" Py (2)] = ML [2"' P (2)].

Ahora, gracias a (1.4) se cumple que

Lm, (x) P, (z)] = a, L [2" P, (x)] = A =1,

por lo tanto, se cumple que

Nl L[z"P, (z)] Ayl
T L Py (2)] Aply

de donde, L es quasi-definido, entonces se sigue que A\, # 0, y si L es positivo-definido

entonces A, > 0. Por ultimo, el hecho de que ¢, sea real, se sigue de que Py (z) es real. =

De la férmula (1.5) podemos notar que

LR _ DA,
L [PﬁA (x)} AV

)\n—i—l -

de donde se sigue que

L [Pf (55)] = AMA2 Ang,

con A1 = ag = Ag. También, si multiplicamos ambos lados de (1.5) por P,_; (z) y aplicamos

L, entonces
L [2P2_, (z)]

Ch = ————.
L [P 1 (@]

Ademss, si d, es el coeficiente de z"! en P, (z), comparando los coeficientes de 21 en

ambos lados de la féormula (1.5), se tiene que d,, = d,,_1 — ¢,, por lo que se obtiene que el

coeficiente de "' en P, (x) es

—(Cl+02+"‘+0n).
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En el caso en que { P, ()} no es de polinomios ménicos, la sucesién cumplira una férmula

de recurrencia de la forma
P,y (x)=(Ayz+ B,) P, () — C,P,_1(z), n>0.
Si escribimos P, () = k, P, (), donde P, (z) es ménico, encontramos que
Ap =k 'koy1,  Bu=—copik kv, Co = Mjak, ks, n >0,

donde k_1 =1, y ¢,, A\, estan dados por el Teorema 12 en términos de {]5” (:L‘)} .

1.4 Coeficientes de Jacobi

En la seccién anterior, vimos que si tenemos una sucesién de polinomios ortogonales { P, ()},
con respecto a un funcional de momentos £, entonces podemos escribir a cualquier polinomio
de dicha sucesién, en términos de los dos polinomios consecutivos, es decir, para toda n > 1

se tiene que

P,(z)=(x—c,) Poo1 () = M\ P2 (),
lo cual puede ser reescrito de la siguiente manera:
xP, (x) = Py (z) + a1 Py () + wn Py (7). (1.6)
Esta ecuacién nos sirve para, a continuacion, definir los coeficientes de Jacobi.
Definicién 13 El par de sucesiones ({w,}, {an}), determinadas en la ecuacion (1.6), son

llamados los coeficientes de Jacobi de la sucesion de polinomios ortogonales {P, (z)} o

del funcional de momentos L.

Bajo esta definicién, podemos obtener, a partir de la férmula de recurrencia (1.5), el

siguiente corolario.
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Corolario 14 Sea {P, ()} la sucesion de polinomios ortogonales asociada a la medida de

probabilidad p, entonces los coeficientes de Jacobi ({w,},{a,}) estan determinados por

Wy - Wal1 = / Pn ($)2M(dl’)7 n:1727"'7

o [
QpWp_1 W] = / xP,_1 (x)Q,u(dx), n=23,...

En particular, oy es la esperanza de i1 y wy es la varianza, es decir

wl:/_oo (x — a1)? o (d) .

(e o]

Notemos que los coeficientes de Jacobi no definen una medida de probabilidad de manera
lunica, esto debido a la no unicidad del problema de momentos. En cambio, los coeficientes

de Jacobi muestran algunas otras propiedades de las medidas de probabilidad.

Proposicién 15 Sean ({w,},{an}) los coeficientes de Jacobi de la medida de probabilidad

. Si pes simétrica, es decir, p(—dx) = u(dx), entonces a,, = 0 para todon =1, 2,

Demostracién. Sea {P, (x)} la sucesién de polinomios ortogonales asociada a . Definimos

Q. (x) = (—=1)" P, (—z), entonces para m # n tenemos que

(e o]

/ O (@) Qu () p (dx) = (~1)™ / Py (~2) By (—2) p(dx)

—00

= (=1t /Oo P (2) Py (z) p(dz) = 0,

—00

donde la peniltima igualdad se obtiene de un cambio de variable, y del hecho de que la
medida de probabilidad ju es simétrica. Como el polinomio @, (z) es de grado n, se sigue

que P, () = Q, (x), es decir
P,(—z)=(-1)"P,(x), n=0,1,2, .. (1.7)
Por otro lado, si reemplazamos = por —z en la ecuacién (1.6) entonces se tiene que
P (—z) = —x—ay,

(—z) P, (—x) = Py (—2)+apni1by(—2) +wy Py (—x).
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Entonces, usando (1.7) en la ecuacion anterios se obtiene que

P(x) = z+ay,

I’Pn (23) = Pn+1 (ZL’) - an+1Pn (:L‘) + wnPn—l (£) )

por lo tanto, si comparamos esta tltima ecuacién con la ecuacién (1.6), podemos ver que

a, =0 para todon =1, 2, .... [

En general, el reciproco de esta proposicién no es vilido, dada la no unicidad del problema

de momentos. En cambio, se tiene la siguiente afirmacién.

Proposicién 16 Sea p una medida de probabilidad y ({wn},{an}) sus coeficientes de Ja-
cobi. Si i es la solucion de un problema de momentos determinado, y ademds, se tiene que

a, =0, entonces p es simétrica.

Demostracién. Definimos una medida de probabilidad v por
v(-E)=p(E), FEecB(R).

Notemos que {Q,, (z) = (—1)" P, (—x)} es la sucesién de polinomios ortogonales asociada
a v. Por otro lado, dado que a = 0 para todo n, entonces la férmula de recurrencia de
{Q, (x)} coincide con la de {P, (z)}, por lo tanto P, (x) = @, (x). Tenemos que para cada

m =1, 2, ..., existen ¢y, ¢m1, -y Cmm—1 € R tales que

Gracias a la ortogonalidad se tiene que
Mo ()= [ a"(de) = o = [ ") = Mo ),
para todom =1, 2, .... Como u estd determinada por sus momentos por hipétesis, entonces

se concluye que u = v. |
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Ejemplo 17 Los polinomios de Chebyshev de primera clase {T, (x)} estin definidos
por

T, (cos ) = cosnb, n=20,1, 2, ....

FEscribimos

To@) =Ty (x) =1, Tp(z)=2T, (g) n>1.

Se cumple que {Tn (x)} es la sucesion de polinomios ortogonales asociada a la ley del ar-
cOSENO

1 d
NPT )

T4 — 22’
Los coeficientes de Jacobi son {w,} =42, 1, 1, ...} y{a,} =40, 0, 0, ...}.

Ejemplo 18 Los polinomios de Chebyshev de segunda clase {U, (x)} estan definidos

por
sin(n+1)60
sin 6

Uy (cosf) = n=20,1,2, ....

FEscribimos

ﬁn(x):U(g), n=0,1,2 ...

Se cumple que {Un (:(:)} es la sucesion de polinomios ortogonales asociada a la ley del semi-

circulo de Wigner, la cual estd definida por
1
—V4 — 22, —2<x<2.

Los coeficientes de Jacobi son {w,} ={1, 1, 1, ...} y{a,} ={0, 0, 0, ...}.

Existe una relacién entre los coeficientes de Jacobi de una medida de probabilidad y sus

momentos, la cual estd dada por la férmula de Accardi-Bozejko (ver Teorema 61):

Ay = Z H Aq(v,0) H Wd(v,o), m = 1, 2, <oy

UENClyz(m) Ve Veo
V=1 V=2

donde {a,,} son los momentos de la medida de probabilidad y (wy,, a.,) son sus coeficientes

de Jacobi, con d (V, o) la profundidad del bloque V' en la particién o (ver Seccién 2.5).
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1.5 Polinomios de Krawtchouk y de Hermite

1.5.1 Polinomios de Krawtchouk

En esta seccién definiremos un tipo de polinomios ortogonales, los cuales nos servirdn en el
Capitulo 5 para hacer un andlisis de la matriz de adyacencia de las gréficas k-distantes del
producto directo de graficas. Presentamos a continuacién la definicion de los polinomios de
Krawtchouk, asi como algunas propiedades importantes de los mismos, tales como: ortogo-

nalidad, férmula de recurrencia, normalizacién y algunas otras.

Dados un entero N > 1, y un nimero real 0 < p < 1, definimos los polinomios de

Krawtchouk k™ (z) como

Y9 ()

(3 e

(=) (=2)p &
“~  (=N),

donde (a), =1, (a), =a(a+1)(a+2)---(a+n—1).

Los polinomios de Krawtchouk son polinomios que son ortogonales con respecto a la

distribucién binomial B (N, p) , es decir, cumplen que

N
N N

Z kNP (1) VP (20 pPr1=pNT = P (1 =p)" Smn-

=0 oy n

Aplicando el Teorema 12, obtenemos que los polinomios de Krawtchouk cumplen la si-

guiente férmula de recurrencia

KV (2) = 1, (1.8)
ng’p) (r) = x—pN
kP (z) = (n+ 1)KL (2)

+(pN +n —2pn) kKNP (2) +p(1 — p) (N —n +1) k?gf) (2) .
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Tomando la siguiente normalizacién de los polinomios de Krawtchouk, tenemos que

z+ N

KW (x) := 2"k (N:1/2)
n n 2

), n=0,1, ..., N. (1.9)

De un cambio de variable, se puede verificar que la sucesién de polinomios {Ksz) (x)} cumple

que es ortogonal con respecto a la distribucion
N
N\ 1
By = Z ) 2_N5—N+2ja

j=0 J

el siguiente lema establece dicho resultado.

Lema 19 La sucesion de polinomios {KfLN) (x)} es ortogonal con respecto a [3 .
n>0

. N . . :
Dado que la sucesién {K,(L ) (x)} es una sucesién de polinomios ortogonales, entonces
n>0

también cumplen una férmula de recurrencia. Presentamos en el siguiente resultado dicha

recurrencia.

Lema 20 La sucesion de polinomios ortogonales {KT(LN) (m)} cumple la siguiente férmula
n>0

de recurrencia:

KM (@) = 1 (1.10)
KfN) (x) = =

eKM (z) = KN (2)+ (N —n+1)nK™ (2).

n—

Demostracién. Aplicando la normalizacién (1.9) a la férmula de recurrencia de los poli-

nomios de Krawtchouk (1.8), obtenemos el resultado deseado. ]
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1.5.2 Polinomios de Hermite

Definimos los polinomios de Hermite como

Hy (1) = (1) e

y observemos que {H, ()}, ., {0} SOn polinomios de grado n. Se tiene que

es decir, H,, es par si n es par, e impar si n es impar.

Los primeros polinomios de Hermite son

Hy(z) = 1

Hy(z) = 2z

Hy(z) = 42* -2

Hs(x) = 8a2°— 12z

Hy(r) = 162" — 482% + 12.

La funcién generatriz

2 2 42 . ,
Sea 1) (x,t) = e* e~ @8 = 27" v notemos que podemos escribir a ¢ segtin su expan-
sién en series de Taylor como

tn

Ea
t=0 ""*

Zﬁ(%t): Nn
2 5

utilizando la siguiente igualdad

entonces obtenemos que

a_w _ 6I2 ane—(m—t)
o |, d(x—1t)" t
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por lo tanto

Pt =3 Hel@n

n!

de donde se concluye que 9 es la funcién generatriz de los polinomios de Hermite.
Férmulas de recurrencia

A partir de la funcién generatriz de los polinomios de Hermite podemos encontrar rela-
ciones entre los polinomios consecutivos (en grado). La manera de hacerlos es derivando
parcialmente la funcién generatriz con respecto a una de las variables y luego comparar

potencias de t en los desarrollos de Taylor resultates.

En primer lugar derivamos ¢ con respecto a x

o
— =2t
8:1: ¢7
entonces
> 1[d = H,(z)
— |—H, =) —Lsopntt
> [t @) =3 e,

de aquf podemos reordenar los indices para obtener la siguiente igualdad

o0

= 2H,, (z) H' (z)
tn+1 — Hl (l’) + m tm+1’
0 Z:o (m+1)!

n!

n=0

comparando los coeficientes de las potencias de t en cada serie se encuentra que

Hj(x) = 0
1
() = — =My (@) w21
lo cual se puede reescribir como
2nH, 1 (z) =H, (r) n=>0, (1.11)

para poder escribir esta iltima igualdad definimos a los polinomios de Hermite con fndice

negativo tienen valor igual a cero.
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Para encontrar otra férmula de recurrencia procedemos de manera similar a la anterior,

solo que ahora derivamos la funcién generatriz con respecto a la variable t,

o

It = (22 — 2t) 9,

entonces se tiene que

ooann_l ooann ooannH
Z( _(1;|t =27 ) (x), —QZ#t ,

n=1 : n=0 n=0

de igual manera reordenando los indices llegamos a que

> H, (2) > 2xH, (z) > 2H,_; ()
M0 S 2
! | — 1!
—  (n) ~ nl c—~ (n—1)!
comparando potencias de ¢ verificamos que
H,1 (v) =22H, () —2nH,—1 () n>0. (1.12)

Si sustituimos la relacién (1.11) en (1.12) se obtiene que

Hpy1 (z) = 22H, (z) — H, (z) .

Ortogonalidad

Un aspecto importante de los polinomios de Hermite es que son ortogonales con respecto
., . _ 2 . . ’ .
a la funcién peso definida por e~*". Para verificar este hecho, podemos suponer, sin pérdida

de generalidad, que se tiene que n > m, entonces

00 oo n ,—x2
[ A N A A
PN oo xm

lo cual, si integramos por partes y usando la relacién de recurrencia (1.11), nos da que

0 dn 1 —;B
—$2 _ n+1
/Oo H, (x)H, (x)e " dx = / Hyq( o ——dx,

por lo tanto si integramos por partes n veces, no queda la siguiente igualdad

2

o8] oo dn_m —X
/ H,, (z) H, (z) e dz = (—1)"™ 2”m!/ —fda:,

dxn m
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si tomamos m < n,entonces

2 |00

oo dn—m —T
/ H, (2) Hy (2) e % de = (=1)"" 2"ml ————| =0,
oo dxn—m
n—m *172 . . .
esto ultimo se debe a que < T = Pn-m (T) e~ donde p,_,, () es una funcién polinomial

en x. Ahora, si n = m, entonces
/ H,, (z) H, (z) e dz = 2"m!\/T,

es decir

/ H,, () Hy, (z) e dz = 2"m!\/T6pm.
Polinomios ménicos de Hermite

Los polinomios monicos de Hermite se definen como

n,—x2/2
~ n€x2/2d e

H, () = (-1) T (1.13)

Notemos que los polinomios de Hermite y los polinomios ménicos de Hermite se relacionan
de la siguiente manera

H, (2) = 22, (V2z) |

por lo tanto, gracias a la relacién de recurrencia (1.12), se tiene que
2%1]:1,”1 (\/§x) = 202" [ <\/§m> - 2n2n771[:1n_1 (\/5:1:) ,

de donde obtenemos la siguiente relacion de recurrencia para los polinomios ménicos de

Hermite

Hyi1 (2) = 2H, (z) — nH,_1 (z).
Se tiene también que los polinomios ménicos de Hermite son polinomios ortogonales con
respecto a la distribucién normal estdndar N (0, 1), es decir, para todo n,m € N se cumple

la igualdad siguiente:

oo _ —w2/2
/ H,, (z) H, (x) 6\/_ dz = nl,m,.

0o 2T
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1.5.3 Convergencia de los polinomios de Krawtchouk a los poli-

nomios de Hermite

Una caracteristica importante de los polinomios de Krawtchouk, la cual serd usada en el
Capitulo 5 para el anédlisis asintético espectral del producto directo de graficas, es que bajo

la normalizacién adecuada, estos convergen a los polinomios de Hermite.

Lema 21 Para cada k =0, 1, 2, ...se cumple que

Hy, (z) = lim N~ k/QK <\/_£L') (1.14)

N—oo

Demostracién. Aplicando la normalizacién de la parte derecha de la ecuacién (1.14) a la

féormula de recurrencia (1.10) obtenemos que
N_O/QKéN) (\/N,CL‘) = 1= Hy(x),

N 3
NEEN (VNe) = S —a = (),

ademads, se tiene que para k > 2, se cumple
VN2 (VNz) = K0 (VN2) + (N = b+ 1) ki) (V)
de donde, multiplicando ambos lados de la ecuacién por N~*+1/2 gbtenemos que
eN RN (VN2) = NERRES) (V) 4 NS (V= 1) kY (V)
= N-GD2E ) <\/_ 7) + kN DR (\/Na;>

—REN R (VN ) 4 N EDRER (V)

si escribimos
K (2) = N2 (V).

entonces tendremos que

k2 k
*'EKIQ (x) = Kl,c+1 ($> + kKllc—l ($> - NKIQ—I (x) + NKI;—I (@ )

de donde tomando el limite cuando N — o0, se obtiene el resultado. [
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1.6 Transformada de Cauchy y Fracciones Continuas

Sea M el conjunto de las medidas de probabilidad en R. Denotamos al semi-plano superior

y al semi-plano inferior por C* y C~, respectivamente.

Sea 11 € M, entonces definimos la transformada de Cauchy de p por

G“(z):/R(Zix)u(dx) seCt

La relacién entre convergencia débil y la transformada de Cauchy es la siguiente.

Proposicién 22 Sea {1,,},,-, una sucesion de medidas de probabilidad, entonces las siguien-
tes son equivalentes:

(i) {#tn} o converge débilmente a una medida de probabilidad .

(ii) Para todo z € Ct se cumple que

lim G, (2) =G, (2).

n—oo

(iii) Para todo z, tal que Im (z) > b, con b > 0 se cumple que

lim G, (2)=G,(2).
Una medida de probabilidad p tiene soporte finito si y solo si v,, ; = 0y v, > 0 para
alginm e Nyn=0, 1, ..., m — 2.

Si escribimos z = x + iy se tiene la siguiente descomposicién de la transformada de

Cauchy

[e 9]

it u(dt)—i/oo Y uar),

Gu(z):Gu(eriy):/ oo(a:—t)2+y2

de donde podemos obtener las siguientes propiedades de G/,.
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Proposicion 23 Sea p una medida de probabilidad en R, entonces se cumple que
(i) G (CF) CCT y G, (2) = G, (2).

(i6) 1G, (2) | < k.

(iii) Im (2) Im G, (2) < 0.

() lim, o y|G, (iy) | < .
(v) lim, .~ iyG,, (iy) = 1.

La transformadad de Cauchy se puede expresar como una fraccién continua en términos

de sus coeficientes de Jacobi, de la siguiente forma:

Gu(e) = [ ntan) - o

ooz_t Z— Qg —

w1
z—q - ———
z —_— a2 —_— . e e
En el caso en que la medida de probabilidad y tiene 2n 4 2 momentos, podemos hacer un

procedimiento de ortogonalizacién hasta el nivel n. En este caso la transformada de Cauchy

tiene la forma

G (2) = : (1.15)

donde v es una medida de probabilidad.

Proposicion 24 Sea i una medida de probabilidad con coeficientes de Jacobi
({wn (1)} {an (1)}), tales que para algin k, wy (p) = 0. Si {p,},>, es una sucesion de
medidas tales que w; (i,) — w; (1) y o; (1,) — a; (1) cuando n — oo, para todo i = 1, 2,

..., k, entonces p, converge en distribucion a p.

Demostracién. Sea G, la transformada de Cauchy de p,,. Gracias a la ecuacién (1.15)
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podemos escribir a G, como

2z — oy — wiGy, (2)

donde vy es una medida de probabilidad. De la Proposicién 23 se sigue que G,, (z) estd
acotada por 1 en el conjunto {z:J(z) > 1}, y dado que wy — 0, entonces se cumple que

wrGy, (2) — 0, por lo tanto se cumple que

Z — O

en el conjunto {z: J(z) > 1}, lo cual implica la convergencia débil p,, — p. |



Capitulo 2

Probabilidad no-conmutativa

La probabilidad no-conmutativa se empezé a desarrollar desde los anos 80’s, por Hudson y
Parthasaraty [18], como resultado de la necesidad de asentar las bases mateméticas de la fisica
cuantica. Durante la ultima década el estudio a través de la probabilidad no-conmutativa
del andlisis asintético espectral de gréficas se ha desarrollado considerablemente (ver Hora y

Obata [17]).

En este capitulo estudiaremos la teorfa de la probabilidad no-conmutativa, la cual nos

servird mds adelante para el andlisis asintético espectral de las graficas que van creciendo.

2.1 Espacio de Probabilidad No-Conmutativo

La teoria de la probabilidad clésica estd basada en un espacio de medida (2, F, P). En
probabilidad no-conmutativa se cambia el enfoque y en lugar de (2, F, P) se estudia el
par (L>*~(Q,P),E), donde E : L>~(Q2,P) — C, es la esperanza con la que definimos los
espacios LP (ver Ejemplo 28). Desde este punto de vista es natural considerar cualquier
algebra en lugar de L™ (2, P) y cambiar a la esperanza E por cualquier funcional lineal.

Empecemos definiendo lo que es un dlgebra.

Definicién 25 Un dlgebra A sobre un campo K, es un espacio vectorial sobre K el cual

31
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tiene definida una operacion - : A x A — A tal que para cualesquiera a e K yx, y, z € A
se cumple que

(1) a(zy) = (azx)y =z (ay),

(2) v (y + 2) = zy + vz,

(8) (x+vy)z=1zz+yz.

Si para todo x, y € A se tiene que zy = yz, se dice que A es un dlgebra conmutativa,
sin embargo nuestro principal interés de estudio estd en el caso donde A es un dlgebra no-
conmutativa. Cuando ademsds, para todo x, y, z € A se cumple que z (yz) = (zy) z = xyz

se dice que el dlgebra es asociativa. En este trabajo se considerardn solo dlgebras asociativas.

Definicién 26 Sea A un dlgebra. Decimos que A es una x-dlgebra si A estd dotada de una
involucién antilineal * : A — A, es decir, una operacién tal que , (a*)* = a, (ab)" = b*a* y

(aa + Bb)" = @a* + Bb* para todo o, B € C, a, b€ A.

Ahora, definimos un espacio de probabildiad no conmutativo. Este objeto dard un marco

apropiado para el estudio de la teorfa espectral de graficas.

Definicién 27 (Espacio de Probabilidad No-Conmutativo) (1) Un Espacio de Pro-
babilidad No-Conmutativo es un par (A, ) donde A es un dlgebra compleja con unidad y
v : A— C es un funcional lineal con p (14) = 1, donde 14 es la unidad en A.

(2) Si A es una x-dlgebra y ¢ es un estado, es decir, cumple que ¢ (a*a) > 0 para toda

a € A, entonces el par (A, ¢) es llamado un x-Espacio de Probabilidad No-Conmutativo.

De aqui en adelante se trabajara solo con x-Espacios de Probabilidad No-Conmutativos,

omitiendo la notacién *.

A los elementos de A se les llama variables aleatorias no-conmutativas, o solo varia-
bles aleatorias. A una variable aleatoria a € A se le llama real o autoadjunta si se tiene

que a = a*.
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A continuacién presentamos algunos ejemplos de Espacios de Probabilidad

No-Conmutativos.

Ejemplo 28 (Espacio de probabilidad cldsico) Sea (2, F, P) un espacio de probabili-
dad. Sea
L= () L’(Q, F, P),

1<p<oo

el conjunto de todas las variables aleatorias que tienen momentos de todos los ordenes finitos.
L™~ es una x-dlgebra conmutativa, donde la funcion x : L>®~ — L7 estd definida por

(a+ib)" = a — ib para variables aleatorias a y b reales. La esperanza

El= [ a@P(), aeL>,
Q
es un estado sobre L~ por lo tanto (L>°~, E) es un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo.

Ejemplo 29 (Algebra de matrices) Sea M (n,C) el conjunto de las matrices complejas
de tamano n x n. Si tomamos en cuenta las operaciones usuales de matrices, M (n,C) es un

x-dlgebra. Algunos estados de esta dlgebra son los siguientes:

(i) (Traza) 1
ou (@) = +T7 (a).

(ii) (Estado vector) Sea & € C" con ||£|| = 1. El estado vector se define como

905 (CZ) = <57 Gf) )
donde el producto interno de C" se define por

n f1 m
k=1 ‘. .

(#ii) (Matriz de densidad) Sea p € M (n,C), tal que p = p* >0 y Tr(p) =1, entonces

v, (a) =Tr(pa).
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Observacién 30 FEl estado ¢, (M) = Mj; conocido como estado vacio entra dentro de los
incisos (ii) y (i) del ejemplo anterior. En efecto, por un lado tomando & = (1, 0, ..., 0)

se tiene que @, (M) = (£, M&) = My, = ¢, (M), mientras que si tomamos

10 0
0 0 - 0

P = )
00 - 0

se cumple que o, (M) =Tr (pM) = My = ¢, (M).

Observacion 31 FExiste una correspondencia uno a uno entre las matrices de rango 1 y los

estados vector.

Ejemplo 32 (Algebra de grupos) Sea G un grupo, definimos a CG como el dlgebra de
grupo (del grupo G). Esto es, CG es el espacio complejo vectorial cuya base estd indexada
por los elementos de G, y donde la multiplicacion y la x-operacion estin definidas de la

manera natural:

CG = {Z agg oy € C, con un numero finito de oy # 0} ,

geG

con

SMRINDES WRATIEDS ( 3 5) 3

keG \g,h:gh=k

(Z agg> = Z dgg_l.
Sea e el elemento unidad de G. El funcional 7¢ : CG — C que estd dado por la formula
TG (Z agg> = Qe,

se define como la traza canonica de CG. El par (CG,7¢) es un Espacio de Probabilidad

No-Conmutativo.
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Definimos los momentos mixtos de a € A como
€ € €
p(ata?---a"™), €1, €y ..y €, € {1,%}.

Decimos que dos variables aleatorias a, b en los Espacios de Probablidiad No-Conmutativos
(A, p) y (B,1), respectivamente, se llaman estocdsticamente equivalentes si todos sus
momentos mixtos coinciden. Notemos que en el caso donde se tiene una variable aleatoria

real, es suficiente considerar la sucesién de momentos
o (a™), m=20,1,2, ...
(a® = 14 por definicién).

Teorema 33 Sea (A, ) un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo. Para una variable

aleatoria real a = a* € A, existe una medida de probabilidad pv en R, tal que

(™) = /00 ™ (dz), m=1, 2, ... (2.1)

—00

Demostracién. Sea M,, = ¢ (a™) y consideremos el determinante de Hankel

[ My, M, --- M, |
A, = |H,, H - ]\.41 M2 Mr.n+1 |
_Mm Mp1 -+ Mo, |
entonces, gracias al Teorema 10, basta demostrar que A,, > 0 para todo m =0, 1, .... Sea
m > 1y consideremos
T =co+cra+ cea’ + -+ cpa™, Co, C1y -+, Cym € C,

notemos que r € Ay

m

0<ep(z'zr)= Z Gicjp () = Z cici M,

i,j=0 1,J=0
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como esto es valido para cualquier eleccién de ¢y, ¢q, ..., ¢, € C, se tiene que la matriz

H,, es positiva definida para todo m. [

La medida de probabilidad p mencionada en el Teorema 33 se define como la distribu-
cion de la variable aleatoria a € A (con respecto al estado ), la cual en general no estéd
determinada de manera unica, esto depende de si el problema de momentos estd (o no)

determinado.

2.2 Nociones de Independencia

En probabilidad no-conmutativa, en general se tienen dlgebras no conmutativas. Esto per-
mite definir diferentes nociones de independencia. La independencia nos da una forma de
calcular los momentos mixtos de variables aleatorias. En esta seccién presentaremos 4 tipos
de independencia (ver Muraki [25]), los cuales nos serviran, mas adelante, para el estudio
asintético espectral de gréficas que van creciendo, cuyas matrices de adyacencia pueden ser

descompuestas en suma de variables aleatorias independientes.

Definicién 34 (Independencia tensorial) Sea (A, p) un Espacio de Probabilidad No-
Conmutativo, decimos que a, b € (A, p) son variables aleatorias independientes en el

sentido clasico si a y b conmutan y ademds, se tiene que
@ (a"b™) = p(a™) e (b™) VYm, n € N.
Decimos que a y b son independientes en el sentido tensorial si se cumple que
@ (a™b™ - @M D) = (aZlemi) © (be:1m> 7

para todo m;, n; e NU{0},i=1, 2, ...,k.
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Ejemplo 35 Consideremos el espacio de probabilidad no conmutativo (A, ¢,,.), definido en
el Ejemplo 29, donde A =M, «,, el dlgebra de las matrices cuadradas den X n , y

Por (M) = tr (M) = — (M),

para M € A. Sean A € M, y B € My, tales que ml = n, sean I, e I;, la matriz
identidad de m x m y | X [, respectivamente. Tenemos que (A® I,), (I,, ® B) € A (ver

Apéndice A). Sean my, ma, ..., My, ny, ng, ..., nx € NU{0}, entonces
pu(A® D)™ (In® B)" - (A® )™ (I, ® B)™)
= Pl S [ (U5 © B (4™ 1) (3 © B™)
= @ (A™ @ B™)--- (A™ @ B™))

TT <AZ’L 1M ®BZZ 1n1>

— (A zlm’b®BZ7, 1”7.):
n

= Q(Azklml> <BZL 1n7>
m

— E(A i= 1mz®[l) Ir ([ ®Bzz 1”1)
ml Im

= ﬂ(A@]l = 1m’>ﬂ ( Zf:l”l’)
n n

(Im®B)
= o (Ao =) o, (L@ B =),
)

de donde se concluye que (A® I;) y (I, ® B) son variables aleatorias tensorialmente inde-

pendientes con respecto al funcional ¢,,.

Definicién 36 (Independencia libre) Sea (A, ) un Espacio de Probabilidad
No-Conmutativo, decimos que dos variables aleatorias a, b € (A, p) son independientes
en el sentido libre (o libres) si para cualesquiera polinomios Py, Q; i =1, 2, ..., n, tales
que ¢ (P;(a)) =0=¢(Q; (b)) para todo i, j =1, 2, ..., n, se cumple que

v (Pr(a)Qu(b)--- Po(a)@n (b)) =0

Ejemplo 37 Sean Ag, y Ag, las dlgebras de grupo (ver Ejemplo 32) de los grupos libres G4

y Gy. Y sea
® (Z agg> = Q.
geG
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Sean a € Ag, yb € Ag,, y sean Py (z), Py (z), ..., Py(x), Q1 (x), Q2(z), ..., Qn(x),

polinomios en la variable x tales que

p(Pi(a) =0=9(@Q; (b)), Vij=12 ....mn,

esto es, que si escribimos

Pi(a)=> (p),9 yQ; () => (g),9

geG geqG

entonces (p;), = 0 = (q;), para todo i, j =1, 2, ..., n. Gracias a lo anterior y al hecho de

que los grupos Gy y Gy son libres, entonces se cumple que

@ (P (a) Q1 (b)--- Py (a)Qn(a)) = 0.

Definicién 38 (Independencia booleana) Sea (A,p) un Espacio de Probabilidad No-
Conmutativo, decimos que a, b € (A, p) son variables aleatorias independientes en el

sentido booleano si
k

pl@mmamim) = [ (@) 07,

i=1
para todo m;, n; e NU{0},i=1, 2, ..., k.

Ejemplo 39 Sea A =M, ., el dlgebra de las matrices cuadradas de n X n, entonces (A, @)
es un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo (ver Observacion 30). Sean A € Mpyxm Y
B € My, tales que ml = n, P, y P, son las proyeccion de rango 1 al espacio generado por
(1,0,0,...,0), donde el vector es de tamarnio m y l, respectivamente. Seanmy, ms, ..., My, Ny,

ng, ..., ny € NU{0}, se cumple que
(A R)™ (P @ B)™ -+ (A® P)"™ (Pn ® B)™)
= o ((A™ e ™) (P @ B™) - (A™ @ B™) (P @ B™))
= (A" @ R) (Pn@B™)--- (A™ @ B) (Py @ B™))
= o((A™ P, @ BBM) .- (A™ @ P)) (P @ B™))

— G (A™ P, A™ P, @ PB™ .- BB™).



CAPITULO 2. PROBABILIDAD NO-CONMUTATIVA 39

Ahora, notemos que si M, N € M,,«., entonces se cumple que

M0 0 NP 0 -+ 0
MM™ 0 ... 0 N™ (0 ... 0
MPNF, = | 77 © Do
M™ 0 .- 0 N™ 0 ... 0
M*N{2 0 -+ 0
M*N{2 0 -+ 0
MIMN{T? 0 --- 0
por lo que se cumple que
k
] A% 0 --- 0
z—lﬁ
AP TTAYY 0 -+ 0
A™MPp .. AP = At ,
k
A TIAT 0 o 0
i=2
de manera similar podemos concluir que
EB1f Byi ngl - By ._1_[23111
0 0 0
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por lo tanto, de lo anterior se sigue que

o1 (A™ P,y - A™P, @ BB™ . P,B™)

k
HAmi 0O --- 0 k - k i k n;
i=1 M HBH HBl2 HBll
k i=1 i=1 i=1
[TA% 0 --- 0

— o | & 2 0 0 0
k
[TA™ 0 --- 0 0 0 0
i=1

k k
~ Tl 5

=1 i=1
k

k
= [T4anBi =1leA™ @ P)er (Pae BY),

i=1 i=1
de donde concluimos que (A™ @ P,), (P, ® B™) € (A, ¢,) son variables aleatorias booleana-

mente independientes.

Definicién 40 (Independencia mondtona) Sea (A, o) un Espacio de Probabilidad No-
Conmutativo, decimos que a, b € (A, ) son variables aleatorias independientes en el

sentido mondtono si

k
© (am1bm e amk;bnk) = (aZlemZ) Hg&(bni) 7

=1

para todo m;, n; e NU{0},i=1, 2, ...,k.

Ejemplo 41 Sea A =M,, el dlgebra de las matrices cuadradas de n X n, sea M € A,
entonces (A, p,) es un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo (ver Observacion 30). Sean

A€ Mysm y B € My, tales que ml = n. Sean my, ma, ..., mg, Ny, N2, ..., np € NU{0},
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se cumple que

er(Ae P)™ (In® B)"™ - (A® B)™ (I, ® B)™)
= ¢, (A ® P) (I, ® B™)---(A™ @ P) (I, ® B™))
= ¢ (4% g BB RE™)
= o (AR o (BB RB™)

= <(A®Pz )H% m @ B)"),

de donde se concluye que AQ P, I,,@B € (A, p,), son variables aleatorias mondtonamente

independientes.

A continuacién presentamos el concepto de dlgebras ortogonales, con respecto a un par de

funcionales, el cual nos servird para construir variables aleatorias ortogonales (ver Lenczewski

3])-

Definicién 42 Sea (A, p,1)) un dlgebra unitaria con un par de funcionales lineales norma-
lizados, y sea Ay y Ay dos subdlgebras no unitarias de A. Decimos que As es ortogonal a

Ay con respecto a (¢,1)) si:

(i) ¢ (bwg) = ¢ (w1b) =0,
(i1) ¢ (wiarbasws) = 1 (b) (¢ (wra1aws) — ¢ (wra1) ¢ (agws)) ,

para cualquier ay, as € Ay, b € As y cualesquiera elementos wy, we del dlgebra unitaria
alg(Ay As) generada por Ay y As. Decimos que a, b € A son ortogonales, o indepen-
dientes en el sentido ortogonal, con respecto a (p,1)) si el dlgebra generada por a es

ortogonal al dlgebra generada por b.
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2.2.1 Convoluciones y Transformadas

Dadas dos variables aleatorias a1, as € (A, ¢) con funciones de distribucién p; y u, respec-

tivamente, entonces nos interesa conocer la distribucién de la variable aleatoria
a = ay + as.

Cuando las variables aleatorias a; y as cumplen algin tipo de independencia, la variable

aleatoria a se llama la convolucién de a; y as.

El estudio de la suma de variables aleatorias independientes clasicas, estd dado por la
convolucién clésica en teorfa de la medida. Si X; y X5 son dos variables aleatorias indepen-
dientes (en el sentido cldsico), con distribucién i y v respectivamente, entonces la convolucién

clasica p * v nos da la distribucién de X; + Xs.

Sean p y v las funciones de distribucién de dos variables aleatorias a y b respectivamente,
entonces definimos pWv como la convolucion booleana de 1 con v asociada a la independencia
booleana. Se define a p > v como la convolucion mondtona de p con v asociada a la
independencia monétona. Denotamos por p H v a la convolucion aditiva libre asociada a la

independencia libre. Por ltimo, definimos a continuacién la convolucion ortogonal.

Definicién 43 Sean a y b dos variables aleatorias en el dlgebra unitaria A la cual es or-
togonal con respecto al par de funcionales lineales normalizados (p,1)), tales que u es la
p-distribucion de a y v es la 1-distribucion de b, entonces la convoluciéon aditiva orto-

gonal 1 = v se define como la p-distribucion de a + b.

Ahora, sea p una medida de probabilidad con sucesién de momentos (M,), . , definimos

su funcion generadora de momentos como la serie formal de potencias

M, (z) = i M, z".
n=0
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Las correspondientes transformada de Cauchy, transformada K, transformada reciproca de

Cauchy y transformada R, se definen respectivamente como:

Gul) = 200, 1) 22)

K,(2)=2— Gul(z) (2.3)
R, (2) = —% + G;lz. (2.5)

Directo de las definiciones anteriores y las definiciones de las convoluciones (segun cada tipo

de independencia) obtenemos las siguientes igualdades.

Proposicion 44 Sean las correspondientes transformada de Cauchy, transformada K, trans-
formada reciproca de Cauchy y transformada R, como se definen arriba, entonces las siguien-

tes igualdades se cumplen:

s (2) = K, (2) + K, (2) (2.6)
Rum, (2) = R, (2) + R, (2) (2.7)
Fuo (2) = Fu (F, (2) (2.8)
Ky (2) = K, (F, (2)). (2.9)

Proposiciéon 45 Bajo las mismas hipdtesis de la proposicion anterior, se cumplen las si-

gquientes iqualdades:

Fuo (2) =F,(2) + F, (2) — 2 (2.10)

F(2) = Fu (B (2)) =, (2) + 2. (2.11)

Demostracién. De (2.3) y (2.4) se tiene que

1

Ky (2)=2— ———
#U(> G/,LH'JV(Z)

:Z_F/J,H-Jl/<z>7
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de lo anterior y de (2.6) se sigue que
Ko (2)=2—F,(2)+2—F,(2),

por lo que, gracias a las dos igualdades anteriores se cumple (2.10).

Ahora, para verificar (2.11), tenemos que de (2.9) y (2.6) se sigue que
2= Fury (2) = Ky (2) = F, (2) = F (F) (2))

de donde se sigue que se cumple (2.11), concluyendo la prueba. [

2.3 Teoremas del Limite Central

En esta seccién se establecen resultados del tipo asintéticos de la convolucién de variables
aleatorias que son independientes en alguno de los sentidos (tensorial, booleando, monétono
o libre). Estos resultados son conocidos como Teoremas del Limite Central, dada su analogia
con el Teorema del Limite Central cldsico (ver, por ejemplo, Athreya y Lahiri [6], Capitulo
11). Para ver las demostraciones de los teoremas aqui citados, se le recomienda al lector

Nica y Speicher [27], Speicher y Wourodi [36] y Muraki [25].

Teorema 46 (del Limite Central Tensorial) Sea {a,},., C (A, ¢) una sucesion de
variables aleatorias reales en un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo, independientes
en el sentido tensorial, tales que ¢ (a,) = 0 y ¢ (a®) = 1, para todo n > 1, entonces se

cumple que

1S\ 1 [
JLW((%Z“") )ZE/ e, =12
i=1 -0

donde la medida de probabilidad del lado derecho de la igualdad es una distribucion normal

estdandar.
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Teorema 47 (del Limite Central libre) Sea {a,}, -, C (A, p) una sucesion de variables
aleatorias reales en un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo, independientes en el sentido

libre, tales que ¢ (a,) =0 y p(a?) =1, para todo n > 1, entonces se cumple que

1\ 1 2
o (G Ee) ) - [, meve
=1 -

donde la medida de probabilidad del lado derecho de la igualdad es la ley semicircular de

Wigner.

Teorema 48 (del Limite Central booleano) Sea {a,},-, C (A, p) una sucesion de va-
riables aleatorias reales en un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo, independientes en

el sentido booleano, tales que ¢ (a,) =0 y ¢ (a?) = 1, para todo n > 1, entonces se cumple

1=\ 1o
nh—{gogp ((ﬁzaz> ) 25/ z™ (571+51)d$7 m:17 27 s
i=1 -0

donde la medida de probabilidad del lado derecho es la distribucion de Bernoulli.

que

Teorema 49 (del Limite Central monétono) Sea {a,},., C (A, p) una sucesion de
variables aleatorias reales en un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo, independientes
en el sentido mondtono, tales que ¢ (a,) = 0 y ¢ (a?) = 1, para todo n > 1, entonces se

cumple que

; 1 i " 1/\/i Ly -
im — a; = — —dx, m=1, 2, ..,
n—»oogp \/ﬁ 1 ™ -2 \/2—I2

donde la medida de probabilidad del lado derecho es la ley del arcoseno normalizada.

2.4 Espacio de Fock

En esta seccién definiremos una familia de espacios de Probabilidad No-Conmutativos, la
cual jugard un papel muy importante en los capitulos siguientes, para el anélisis espectral

de gréficas.
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Definicién 50 Una sucesion {wn},>, es una sucesion de Jacobi si una de las siguientes
condiciones se cumple:

(i) [Tipo infinita] w, > 0 para todo n.

(ii) [Tipo finita] existe un nimero mgo > 1 tal que w, = 0 para todo n > mg y w, > 0 para

todo n < my.

La sucesion {0, 0, 0, ...} es, por definicién, una sucesién de Jacobi. A toda sucesion finita
de niimeros positivos le podemos asociar una sucesién de Jacobi, simplemente concatenandole

una sucesion infinita de ceros.

Dada una sucesién de Jacobi {w,}, consideramos un espacio de Hilbert de la siguiente
manera: Si {w,} es del tipo infinita, sea I' un espacio de Hilbert de dimensién infinita
con base ortonormal {®g, @1, ...}. Si {w,} es del tipo finita, entonces, sea I" un espacio
de Hilbert de dimensién mg con base ortonormal {®y, &1, ..., @, 1}. Al vector &g le

llamamos el vector vacio.

Ahora, definimos los operadores lineales B* sobre I, de la siguiente forma:

B+(bn = \/wn_i_l@n_i_l, n = O, 17 ceny
Biq)o = O, Biq)n = \/wnq)n,l, n = 1, 2, ceey

donde, por definicién, B*®,,, 1 = 0 cuando {w,} es del tipo finita. Llamaremos a B~ el

operador aniquilador y a BT el operador creador.

Definicién 51 Un par de sucesiones ({wy,},{an}) se llaman pardmetros de Jacobi o
coeficientes de Jacobi si alguna de las dos condiciones siguientes se cumple:

(i) {wn} es una sucesion de Jacobi del tipo infinita y {c,} es una sucesion infinita de reales.
(i1) {wn} es una sucesion de Jacobi del tipo finita con longitud mo y {1, a2, ..., Qumgi1}

es una sucesion finita de reales con my + 1 términos.
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Dados unos pardmetros de Jacobi ({w,},{a,}), definimos un espacio de Hilbert I" con
base ortonormal {®,}, el operador aniquilador B~ y el operador creador Bt como arriba.

Ademsds, definimos el operador conservador B°, por

B°®, = a, 1P, n=0,1,2, ....

Definicién 52 Con cada pardametros de Jacobi ({w,},{an}) asociamos un espacio de

Fock
(Fa {wn}a BJF) Bi? Bo)a

el cual se obtiene como arriba. Cuando {a,, = 0} es una sucesion nula, omitimos B° y {a,} .

Notemos que
(BY)"'=B~, (B") =B, (B =D5B"

Sea A el x-algebra generado por BT, B~, B°, es decir, el conjunto de todos los polinomios

(no-conmutativos) en BY, B~, B°. Entonces, la funcién ¢, definida por
o (a) = (g, adg), a€ A,

es un estado en A. A (A, ¢;) = (A, Pp) lo definimos como un espacio de probabilidad de

Fock con estado vacio.

2.4.1 Descomposicion cuantica

Teorema 53 Sea p una medida de probabilidad y ({wn},{an}) sus coeficientes de Jacobi.
Sea
(F, {®,},B", B, Bo)

el espacio de Fock asociado a ({w,},{a,}), entonces se cumple que

M, (p) = /_00 " (dx) = <<I>0, (BJr + B° + B_)m¢o>.

o0
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Demostracién. A partir de que

[Pall = Veon -+ w1,

y de la férmula de recurrencia (1.6), se obtiene que

Po) P (2) P, (1) L ()
e = Ve e

Si definimos una isometria U : I' — L? (R, ) , tal que

entonces se tiene que

QJUq)n = \/wn+1U®n+1 + OénJrqu)n + \/wnUCI)n,l,

de donde

U*xU(I)n = Wn+1(1)n+1 + an+1q)n + \/W_nq)nfl
= (B"+B°+B7)9,,
por lo tanto
UzU = (B* +B°+B7).
Entonces, se tiene que
(®g, (BT +B°+ B )" @) = (UP,U(B"+B°+B")" &)
= <U(I)0, xT Uq)0>
<P0, i P0>

= [ emutd) = M ).

o)

lo que concluye la prueba. [ ]

Corolario 54 Sea X una variable aleatoria cldsica con distribucion p. Sea
([, {®,},B*, B, B°) el espacio de Fock asociado a los parametros de Jacobi ({w,},{an})

de 1, entonces

E[X™] = (0, (B*+B°+B)"®), m=0,1,2 ..
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Por lo anterior podemos decir que una variable aleatoria cldsica es estocédsticamente
equivalente a BT+ B°+ B~. También se dice que BT+ B°+ B~ es una realizacion algebraica

de X. En este sentido, se escribe
X=BY"+B°+ B,

y el lado derecho de la ecuacién se dice que es una descomposicion cudntica de X.

2.5 Férmula de Accardi-Bozejko

En esta seccién, estamos interesados en exponer una férmula que nos relacione los momen-
tos de una variable aleatoria con sus coeficientes de Jacobi. Dicha férmula fue primero

introducida por Accardi y Bozejko [1].

Para poder establecer una férmula que nos de una relacién entre los momentos y los co-
eficientes de Jacobi de una variable aleatoria, es indispensable introducir algunos conceptos,

asi como algunas proposiciones relacionadas con estos.

Sean ({wn},{an}), coeficientes de Jacobi y sea (I',{®,},B*", B™) el espacio de Fock

asociado a {w,} y B° el operador conservador definido por
BO — OCN+1.

|||ILo que nos interesa es la sucesién de momentos de la variable aleatoria B + B° 4+ B~ en

el Espacio de Probabilidad No-Conmutativo (L (') , &) :
My, = (®o, (B*+B°+B7 )" &), m=1,2, ....

Podemos expandir el lado derecho de la igualdad anterior. Aprovechando la linealidad del

funcional, obtenemos que
My, = (@9, B -+ BB ) ,

donde € = (€1, €2, ..., €,), donde ¢; € {+,—, 0}, para todo j =1, 2, ..., m.
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Para analizar el efecto que tiene B" ... BB sobre el vector vacio ®(, asociaremos

una sucesién de puntos en Z? que empiezan en (0,0), de la siguiente manera. Dado ¢ =

(€1, €2, ..., €m) € {+,—, 0}, la sucesién de puntos en Z? que le asociamos es la siguiente:
(070)7 (1761)7 (27 €1+€2)> LR (ma €1+€2+"'+6m>7
donde los nimeros +1, —1, 0 se asignan a ¢; segiin sea € = +, —, o.

Vamos a definir el conjunto £, como el conjunto de las sucesiones que empiezan en (0, 0)
y terminan en (m,0), estando solamente en el plano superior, es decir

m

(€1, €, ..., €n) € {+,—,0}
EF = G+t >0 k=12 .., m—1
€1+ + €p1+en =0.
Notemos que si (€1, €, ..., €,) € {+,—, 0} \&E entonces se tiene que

<(1)0’ BCm tt BGQBelq)O> — O

Para verificar la igualdad anterior, notemos que tenemos dos casos: el primero, el caso donde

€1+ -+ €n_1+ €, # 0, entonces se tendria que
<(I>0, Bem ... BEZBEI‘I)O> = <(I)07 qu)n> =0

donde ¢, € Ry n € Z\ {0}, lo cual se sigue del hecho de que ®, y ®,, son ortogonales. El
segundo caso, se tiene cuando, para algin k < m, €; + - - -+ ¢, < 0. Supongamos, sin pérdida

de generalidad, que €; +---+ €1 =0y €; + -+ + ¢ = —1 entonces se tendria que
(g, B™ -+ - B2B%®g) = (Pg, B -+ - B~y 1P_1) =0,
ya que por definicién ¢;_1P_; = 0.
Por lo tanto, de lo anterior se sigue que

My, =Y (Qg, B --- B?B Q) . (2.12)

ecES
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Definicién 55 Sea S un conjunto finito. Una coleccion J de subconjuntos no vacios de S

se llama particion de S si

S:Uv, vNv =0, v#.

v€EJ
Una particion se llama: (i) una particion por pares si |v| = 2 para todo v € T; (ii) una
particion por pares con singuletes si |[v| = 2 o |v| = 1 para todo v € 3. Un elemento

v € J se llama singulete si [v| = 1.

A continuacién asociaremos una particién J(e€) de {1, 2, ..., m} a cada € € &£ . En
general, podemos considerar a € € {+,—,0}", como una funcién € : {1, 2, ..., m} —

{+, —, 0}, y entonces obtener una particién

{1,2, ., m}=etQUel (Huel(-).

Sea € € &, dado que [e 7 (+) | = |e ' (—) |, podemos escribir
) ={si<-<s}, T ({H-H={t< - <tm},

donde j+2k = m, y dividimos a {t; < - < tg;} en una unién de pares como sigue. Primero

sea 1 < a < 2k tal que
G(tl):-'~26(ta>2+, €(t01+1):_7

el cual existe siempre que ¢! ({+,—}) # 0. Entonces, tomamos el par {t, < tai1}, y es-
cribimos

[t < <ty o} ={n < < tad\{ta < tan},

similarmente, aplicando este argumento repetidas veces, obtenemos la particién por pares
{tl < - <t2k}:{l1 <7’1}U"'U{lk <7”k},

donde € (l;) = -+ =¢€(lx) =+ ye(r1) =--- = €(ry) = —. Finalmente, escribimos a T (¢)
como

J(e)={{s1}, .-, {sj}, {<m}, ..o, {le <ri}}, (2.13)
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la cual es una particién por pares con singuletes.

Definicién 56 Sea J una particion por pares con singuletes de {1, 2, ..., m}, la cual sin

pérdida de generalidad la podemos escribir como

j:{{sl}, ey {Sj}, {ll,T1}7 N {lk,Tk}},

donde

1 < .-+ <85, ll<"'<lk, l1<7’1,..., I, < 7g.

Decimos que T es una particion que nmo se cruza si para cualquier 1 < o, < k, se

cumple que
lasTa] Cllg,msl 0 lgy7s] Cllastal 0 [lasTal N [lg, 78] = 0,

donde [l,r] ={u:l <u<r}. Pyvep(m) y Pnvcps (m) son el conjunto de las particiones por

pares que no se cruzan de {1, 2, ..., m} y el conjunto de particiones por pares con singuletes
que no se cruzan de {1, 2, ..., m}, respectivamente.
Lema 57 Sea ¢ € & y J(€) la particion a pares con singuletes de {1, 2, ..., m} definida

en (2.18), entonces J (€) € Pncps (m) . Ademds, el mapeo € — T (€) es una biyeccion de E,}

a Pneps (m).
Para ver una demostracién del lema anterior, se le sugiere al lector ver [17].

Definicién 58 Sea J €Pncops (m). La profundidad de v € J se define como

s (v) [{{la<b}eT:a<s<b}|+1, siv={s}
3\V) = )
[{{a<bleT:ra<li<r<b}|+1, siv={l<r}
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Por ejemplo, si tenemos la particion

J={{5}, {1,2}, {3,9}, {4,8}, {6,7}},

la cual puede ser vista geométricamente como

.
]

._
(RN}
e
o
ol
o
-1
oo
o

Entonces se tiene que

d; ({1,2}) =1, d3({4,8}) =2, ds({5}) =3.

Directo de la definicién de profundidad, y la forma en que construimos la particién J (e) ,

obtenemos el siguiente resultado.

Lema 59 Sea J (¢) €Pncps (m) la particion correspondiente a € = (€1, €2, ..., €,) € EF,

entonces para v € J (€), se cumple que

e+ 1, siv={s},
szl

dy(e) (v) = - . |
2im G tt1=200 siv=A{l<r}.

Proposiciéon 60 Sea (F{wn}, BT, B_) un espacio de Fock y B° = ani1 el operador con-

servador, donde {ay,} es una sucesion real, entonces

(@, (BY + B~ +B°)" &)

= Y o) [[ed@), m=1 2 .

jE'PNcps(m) ve vET
lv|=1 |v|=2
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En particular,
<q>0, (B + B-)?! <I>0> ~0,

<(I>O> (BJF + Bi)zm q)0> = ZJEPNcPS(2m) l_ij (dj (U)) ’
ve

Demostracién. Gracias a la ecuacién (2.12) se tiene que

(Do, (BT + B+ B°)" ®g) = Y (g, B+« B2 B ®y) .

ecENL

Sea J = J (¢) EPncps (m) la particién correspondiente a € = (€1, €a,..., €,) € &, es decir

3() = {si}s s {55}, {lumds oy )}

En primer lugar, consideremos un singulete s = s;. Dado que B~ ... B9®5 € CHey 4. te,_,

y B® = B°, gracias al Lema 59 se obtiene que

BSBe - -B%y = afe+ -+ 1+ 1) B BAD,
= a(dy({s}) B“"-- B®,.

Si aplicamos un argumento similar al aplicado arriba, entonces se tiene que

B B, = {_Ha (¢ <{s@-}>>} (B 57|,

donde [[B™ --- B!]] se obtiene de B --- B* omitiendo los términos de la forma B°. Del
argumento anterior, se sigue que [[B" - -- B“!]] es el producto de k operadores creacién B*
y k operadores anhiquilador B, los cuales forman una particién que no se cruza. Entonces,

existe {l,r} = {l;,r;}, tal que, B y B son consecutivos. De lo anterior obtenemos que
[Bé™ ... BB ... B &y = [[Bem . '-B*B+~~B“]] d,.

Dado que la acciéon de B° no afecta en el nivel del nimero de vector, en la expresiéon
[Bem -+« B &g € CP,+...4e,_,, entonces, de nueva cuenta gracias al Lema 59, B~ B™ es un

escalar w(ey + -+ ¢-1+ 1) =w(dy ({l,7})), por lo tanto tenemos que

(B - B @ = w (dy ({L,r})) [B - BB - - B ] &y,
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donde B B¢ significa que B B se omiten. Repitiendo el argumento se obtiene que

[BE™ - .- B]| &y = {Hw (ds (li,ri))} Dy,

=1

de donde se sigue el resultado deseado. [ ]

Ahora estamos en condiciones de poder demostrar la Férmula de Accardi-Bozejko.

Teorema 61 (Formula de Accardi-Bozejko) Sea p una medida de probabilidad, con
sucesion de momentos {a,},~, y coeficientes de Jacobi (wn,a,), entonces se cumple que

Ay, — Z H ad(V,o') H wd(v’g), m = ]_, 2, e

0€NC1,2(m) Veo Veo
V=1 [V]=2

Demostraciéon. Del Teorema 53 tenemos que

an = (P, (B + B~ +B°)"®), m=1,2 ...

El resultado se sigue de la Proposicién 60, y del hecho de que si i es simétrica, entonces

tenemos que «,, = 0 para todo n (ver Proposicién 15). [

Observemos que los primeros cuatro momentos de una medida de probabilidad en térmi-

nos de sus coeficientes de Jacobi son:

a; = O (214)
_ 2

ay = o] +wy
_ 3 2

az = o4 + 2001w + oy
_ 4 3 2 9 2 2

ay = « +30jwi + 2agow + apwy + wi + wiws.

2.6 Convergencia de potencias tensoriales de variables
aleatorias

Sea (A, ¢) un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo, para N > 1 consideremos la N-

ésima potencia tensorial (A®N , ®N ) . Para una variable aleatoria real b = b* € A, definimos
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b(i) € A®N como
(i) =14®@ - @100 14@ - @1y, =1, ..., N,

donde b estd en la i-ésima posicién. Definimos a By como la x-dlgebra generada por

b(1), b(2), ..., b(N). Notemos que By es una x-algebra conmutativa.
Sean iy, ia, ..., 4, € {1, 2, ..., N} tales que i; # i, para j # k, entonces definimos a
b(i1, ... 1) € By como

b(iy, «..yin) = b(iy)---b(in)

— 1A®"‘®1A®b®1A®"'®1A®b®1A®"'®1A,

donde b aparece en las i;-ésimas posiciones, j = 1, 2, ..., n. Ademds, para 1 < n < N
escribimos

pvm - = > b i)

1<i; < <in<N

donde, por definicién para n = 0, se tiene que
b(N,O) :1A®...®1A

La independencia tensorial (y dada la conmutatividad, también la cldsica), se puede verificar
de manera anéloga a lo hecho en el Ejemplo 35. Nos interesa hacer un andlisis asintético de

la distribucién de bV

cuando N — oo. Para esto, recordemos los siguientes teoremas.
Teorema 62 (Ley de grandes miumeros cldsica) Sea b = b* € (A, ) una variable
aleatoria real en un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo tal que ¢ (b) =0 y o (b*) = 1,

entonces
pN:1)

N

cuando N — oo, donde la convergencia es en momentos.

= (b),
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Teorema 63 (Teorema del Limite Central clasico) Sea b = b* € (A, @) una variable
aleatoria real en un Espacio de Probabilidad No-Conmutativo tal que ¢ (b)) =0 y ¢ (b?) = 1,

entonces se cumple que

cuando N — o0, donde Z es una variable aleatoria con distribucion normal estdndar

N(0,1).

Ademis, tenemos que el Teorema 63 se puede generalizar, para lo cual vamos a necesitar

el siguiente Lema.

Lema 64 Sea b = b* € (A, ) una variable aleatoria real en un Espacio de Probabilidad
No-Conmutativo tal que ¢ (b) = 0 y @ (b?) = 1, definimos FIN™ (y) € A®N como

FNM () =>"140 - @b®- @140 y@1u@ - QbR @ Ly,

donde b aparece n — 1 wveces y y solo una, ademds, la suma se toma sobre todos los arreglos

posibles bajo dichas condiciones, entonces paran =1, 2, ..., se cumple que
FO (2 —1) o,
N(n+1)/2 — 0.

Teorema 65 Sea b = b* € (A, p) una variable aleatoria real en un Espacio de Probabilidad

No-Conmutativo tal que ¢ (b) =0 y o (b*) = 1, entonces se cumple que
pNm)
Nz
cuando N — oo, donde H, es el n-ésimo polinomio monico de Hermite (ver (1.13)) y Z es

una variable aleatoria con distribucion normal estandar N (0,1).

Demostracién. Tenemos que

PN DN (Z b(z’)) ( > b(@)) = b))+ Y V(i)

1<i<N 1<i<N i1, 02 1<i<N

+
= 2D 4 N P =2 N+ > (0P —1) (),

1<i<N 1<i<N
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de donde se sigue que

26(N,2) b(n’l) b(n’l) 1 ) _
b<"71>)2 1
= -1-= (b*—1) (4),

pero del Teorema 63 se sigue que

y del Teorema 62 se tiene que

ya que ¢ (b?) = 1, por lo tanto,

26(N:2)

~ 7P -1=H,(2),

lo que demuestra el Teorema para n = 2.
Procedemos a demostrar el Teorema en general. Haciendo cédlculos iterados, andlogos a

los hechos en el caso n = 2, obtenemos que para 1 < n < N se cumple que
b(N,l)b(N,n) _ (n + 1) b(N,nJrl) + (N —n4+ 1) b(N,nfl) + F(N,n) (b2 _ 1) ’

si multiplicamos la ecuacién anterior por el coeficiente n!/N™+1)/2 y despejamos, obtenemos

que
(n + 1)1pNntD) N DplpNom) - (n — 1) 1N
N(nt1)/2 = T NI2NwZ Nn-1)/2 (2.15)
n(n—1)(n—1BEn"D @) (2 1)
* NN(@=1)/2  N@D2
Lo que necesitamos demostrar es la existencia de un polinomio p,, (x, 1, ..., Ys—1) que NO

depende de N, tal que

n|b(N,n) b(N’l) F(N’l) (b2 _ 1) F(N’n_l) (b2 _ 1)
YnN:W_pn(N1/27 N P Nn/2 )7
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es una variable aleatoria en By y Y, n 2 0. La afirmacién es valida paran =1 con
pi(z) =z, Yin =0,
y para n = 2, ya vimos que
pa(z, y1) =2 —1—y1, Yoy =0.

Entonces, procedemos a realizar la prueba por induccién. Supongamos que la afirmacion se

cumple para n > 2, entonces la ecuacién (2.15) se convierte en

n+1 !b(N,n+1) b(N,l)
) = (Pn + Yan) = 1 (pn + Yo1,n) (2.16)

N (n+1)/2 \/N
n(n—1) n!FN) (02 — 1)
+T (pn—l + Yn—l,N) - N(n+1)/2
b(N,l) F(N,n) (b2 . 1)

_ _ )
\/N Dn Npn—1 n: N(n+1)/2

HN-D) —1 —1
e {n _ %} PN ()

Si definimos a

Pot1 (T, Y1y ooy Yn) = TP (T, Y1, ooy Yno1) (2.17)

—NPn—1 (I‘, Y, -+, yn—Q) - n'yTw

entonces se cumple que

) n(n—1
Yoy = WYnN — {n — %} YN (2.18)
n(n—1) pN - VD (p2 1) FWNn=2) (p2 — 1)
Tpn—l \/N ) N 3 e N(n—l)/2
Combinando las ecuaciones (2.16), (2.17) y (2.18), se obtiene que
(4 DO D 1) FWR 21y
N(n+1)/2 = Pnt1 \/N ’ N ) oty N(n+1)/2 + n+1,N-

De la combinacién del Lema 64 y el Teorema 63 se cumple que

b(N’l) F(N,l) (b2 o 1) F(N,n—2) (bQ o 1) m
pnl(\/ﬁa N 5 e N(nfl)/2 )—>pnl(Za 07 R 0)7
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lo cual junto con la hipétesis de induccién implica que

p(N:n)

WLpn(Z, 0,...,0 n=12 ...

También se tiene que

p(z)=x pg(x,O):xQ—l,

y de la ecuacién 2.18 se obtiene que

Prt1(z, 0, ..., 0)=ap,(x, 0, ..., 0) —np,_1(z, 0, ..., 0),

lo cual cumple la misma recurrencia que cumplen los polinomios ménicos de Hermite, de

donde

por lo tanto

lo cual concluye la prueba. [ ]



Capitulo 3

Graficas

En este capitulo se presenta la teorfa de grificas. El estudio de la teorfa de gréficas tiene
su origen en el siglo XVIII con el problema de los puentes de Konigsberg, el cual resolvié

Leonard Euler [13] en 1736.

Actualmente la teoria de gréficas tiene aplicacién en diversas ramas de la ciencia, prin-
cipalmente en el andlisis de redes complejas, tales como: redes neuronales, redes sociales,
telecomunicaciones, etcétera. Ademds, esta teoria ha tenido aplicaciones en la quimica,

mediante el estudio de las estructuras de moléculas muy grandes.

De especial interés es el estudio del espectro de una grédfica. A través del espectro de
una gréfica podemos obtener informacién acerca del nimero de caminatas que hay entre un
vértice y otro, también se obtiene informacién acerca de la conectividad de la gréfica, de la
coloracién, de las subestructuras de la gréfica, etcétera. Es por esto que en este capitulo se

encuentra una seccién dedicada al estudio del espectro de una gréfica.

3.1 Conceptos basicos

Empezamos con la definicién bésica de la teorfa, esto es, una gréfica.

61



CAPITULO 3. GRAFICAS 62

Definicién 66 Sea V' un conjunto no vacio y sea E un subconjunto de V x V. El par G =
(V,E) se llama grdfica con conjunto de vértices V' y conjunto de aristas E. Decimos que

dos vértices v;, v; € V son adyacentes si (v;,vj) € E y escribimos v; ~ v;.

Llamamos lazo a una arista de la forma (v;,v;) y decimos que una grafica es simple

cuando no tiene lazos. Una gréfica se dice no dirigidasi (v;, v;) € E siempre que (v;,v;) € E.

A toda grafica podemos asociarle una representacién geométrica. Esto consiste en asociar

t R? a los vérti 1f t 1 istas. Es deci
puntos en a los vértices y lineas (o arcos) que unan esos puntos a las aristas. Es decir,
ponemos una linea entre el punto asociado a v; y el punto asociado a v; si el par de aristas
(vi,vj) y (vj,v;) estan en E, y una flecha del punto asociado a v; al punto asociado a v; si la

arista (v;, v;) estd en E pero (vj,v;) no.

Ejemplo 67 Una representacion geométrica de G1 = (Vi, E1), donde V; ={1,2,3} y Ey =
{(1,2), (2,3), (3,1)} serda:

<

Ejemplo 68 Una representacion geométrica de Gy = (Va, Es), donde Vo = {1,2,3} y
Ex{(1,2), (2,3), (3,1), (2,1), (3,2), (1,3)} serta:
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Definicién 69 Para un vértice v € V de G, el grado de v se define como deg(v) :=

degg (v) = {w e V:w ~v}.

Una grafica es finita si |V| < co y localmente finita si para todo v € V, se tiene que
deg (v) < oco. En lo siguiente de este trabajo consideraremos solamente graficas finitas (o

localmente finitas), simples y no dirigidas.

Algunos tipos de grificas importantes son los siguientes.

Definicién 70 Un camino es una grifica P = (V. E) de la forma V = {v1,vq, ...,ux} y
E={(v1,v2), (v2,v3), -, (Vk—1,0k)}.

Definicién 71 Una caminata es una generalizacion de camino, donde se puede repetir

aristas.

Los vértices v; y vy se dicen enlazados por P y son llamados los finales del camino y a
los vértices vy, ..., v; se les llama los vértices interiores de P. La longitud de un camino es el

nimero de sus aristas. P denota el camino de longitud k. Enelcasok =0, P, = Py = vy = o.

Definicién 72 Una grifica G es completa si deg (v) = |V|—1 para todo v € V, y se denota

como K, donden = |V]|.

Definicién 73 Un ciclo C = (V,E) es una grifica de la forma V = {vg, vy, ..., vx} y
E = {(UQ,'Ul), (Ul,Ug), ey (Uk,'l}o)} .

Existen graficas que pueden tener representaciones geométricas distintas, pero que para
fines de estudio de las mismas podrian no ser tan diferentes. Para poder hacer una distincién

entre grificas definimos lo que es un isomorfismo de gréficas.

Definicién 74 Sean G = (V,E) y G' = (V' E') dos grificas. Decimos que G y G’ son
isomorfas, y escribimos G ~ G', si existe una biyeccion o : V. — V', tal que xy € E, si y

solo si, p (x) ¢ (y) € E'.
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3.1.1 Ejemplos de graficas.
Las representaciénes geométricas de algunas gréficas importantes son las siguientes.
Ejemplos
e El camino de tamano n, P,. V ={1, 2,...., n+ 1}, E={(i,j): i —j| =1}.

e El cubo de dimensién n, Q,,. V = {{0,1}"}, E = {(v;,v;) € V : ||v; — v;|| = 1|} , donde

para v € R", ||-|| denota la norma usual.

e La grifica completa, K,. V ={1, 2, ..., n}, E={(i,5): i1 # j}.

AN

e El ciclo de tamano n, C,,. V ={1, 2, ..., n}, E={(i,j) : |i — j| = 1modn}.

A OO
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o La gréfica bipartita K,,,, = (V, F),donde V ={1, 2, ..., n, n+1, n+2, ..., n+m}
yE={(vyw) eV xV:ve{l, 2, .,ntywe{n+1, n+2 ..., n+m}
ove{n+1, n+2, .., n+m}lywe{l, 2, ..., n}t}

K4 Kay

3.2 Teoria espectral de graficas

3.2.1 DMatrices asociadas a una grafica

En esta seccién, se introducen algunas matrices asociadas a una gréfica, las cuales nos sirven

para definir el espectro de la gréfica.

Definicién 75 Sea G una grifica sin aristas miltiples. La matriz de adyacencia de G
es la matriz A, indexada por el conjunto de vértices V (G), donde A,y =1 sizy € E(G) y

Ay =0 en otro caso.

Definicién 76 Sea G una grifica simple. La matriz de incidencia de G es la matriz M
de 0’s y 1°s, con los renglones indexados por el conjunto de vértices y columnas indexadas

por el conjunto de aristas, donde M., =1 si el vértice x es un extremo de la arista e.

Definicién 77 Sea G una grifica dirigida sin lazos. La matriz de incidencia dirigida
de G es la matriz N, con renglones indexados por V (G) y columnas por E (G), donde
N, = =1, 1, 0, cuando x es extremo final de e, extremo de inicio de e, 0o no estd en e,

respectivamente.
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Definicién 78 Sea G una grifica simple. La matriz de Laplace de G es la matriz L
indezada por V (G), con suma de renglones igual a cero, donde L,, = —A,, para v # y,
donde A es la matriz de adyacencia de G. Si D es la matriz diagonal, indexada por V (G)
tal que D, es el grado de x, entonces L = D — A. A la matriz Q = D + A se le llama

matriz de Laplace sin signo de G.

Una propiedad importante de la matriz de Laplace L y la matriz de Laplace sin signo @)
es que son positivas semidefinidas. Ademds, se tiene que Q = MMT y L = NNT, donde M
es la matriz de incidencia de G y N es la matriz de incidencia dirigida de la gréfica dirigida

que se obtiene al orientar las aristas de G de manera arbitraria.

3.2.2 El espectro de una gréfica

El espectro de una gréfica finita G es por definicion el espectro de su matriz de adyacencia,
es decir, es el conjunto de eigenvalores junto con su multiplicidad. El espectro de Laplace de

una grafica simple es el espectro de la matriz de Laplace L.

Definicion 79 El polinomio caracteristico de G, es el de A, o sea, es el polinomio p, definido

por

pa (0) = det (01 — A).

Ejemplo 80 Sea G = P3, entonces la matriz de adyacencia seria

011 010 0 01
100 0 1 01 0 0 01
1 00 010 1 10

Entonces tenemos que

pa(0) =6 —20.

El espectro es \/5, 0, —V/2. Los etgenvectores son
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Para un eigenvector u, escribimos u,, como la etiqueta del vértice x. Tenemos que Au = 6u

sty solo si ZI_W uy = Ou, Vx. La matriz de Laplace L, estd dada por:

2 -1 -1 1 -1 0 1 0 -1
-1 1 0 0 -1 2 -1 0 0o 1 -1,
-1 0 1 0o -1 1 -1 -1 2
dependiendo de la forma en que se indexa el conjunto de vértices. FEl espectro es 0, 1 y 3.

Los eigenvectores de Laplace son

Se tiene que Lu = Qu si y solo siy = (dy — 0) u, Yz, donde d,, es el grado del vértice

T—y uy

x.

3.3 Propiedades espectrales de una grafica.

3.3.1 Caminatas

El nimero de caminatas que se encuentran en una gréfica son de especial importancia en
el estudio de la teoria espectral de graficas. Las propiedades del producto de matrices nos
permite establecer que la entrada xy de la n-ésima potencia de una matriz, estd contando el
nimero de caminatas de tamano n que empiezan en el vértice x y terminan en el vértice y.

Lo anterior se resume en la siguiente proposicién.

Proposiciéon 81 Sea h un entero no negativo, entonces (Ah)xy es el numero de caminatas
de longitud h que van de x a y. En particular

(i)Se cumple que (A?) = deg(z).

(11) Tr (A?%) = Z‘Z‘jl A2 = 2|E|, donde \; es un eigenvalor de A.

(1ii) Tr (A3) es seis veces el nimero de tridngulos de G.
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3.3.2 Diametro

Proposiciéon 82 Sea G una grifica no dirigida. Todos los eigenvalores de G son ceros si
y solo si G no tiene aristas. Lo mismo se cumple para los eigenvalores de Laplace y los

eigenvalores de Laplace sin signo.

El didmetro de una gréfica es, por definicién, el méaximo de las distancias entre todos sus

vértices. El diamétro de una gréfica tiene la siguiente propiedad.

Proposicion 83 Sea G una grifica conexa con didmetro d. Entonces G tiene al menos d+ 1
eigenvalores distintos, tiene al menos d+1 eigenvalores de Laplace distintos y al menos d+1

eigenvalores de Laplace sin signo distintos.

Demostracién. Sea M una matriz simétrica. Sean 6, ..., 0; los eigenvalores distintos de
M, entonces

(M — 0,1) (M — 651) - (M — 6,1) = 0,

de donde obtenemos que M! es una combinacién lineal de I, M, ..., M' 1. Si d(z,y) =t
con z, y € V(G), entonces (M"), =0 parai=0, 1, .., t—1y (M"), > 0,locual es una
contradiccién. Por lo que ¢ > d. Aplicamos estoa M = A, M =nl — Ly M = Q. [

3.3.3 Conectividad

El espectro de una gréfica disconexa se puede encontrar a partir del espectro de sus compo-

nentes.

Proposicion 84 Sea G una grifica con componentes G; i = 1, ..., s, entonces el espectro

de G es la union de los espectros de las grificas Gj.

Proposicion 85 La multiplicidad del cero como eigenvalor de Laplace de una grdifica no

dirigida G es igual al nimero de componentes conexas de G.
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Demostracién. Gracias a la proposicién anterior, nos basta probar que una gréfica conexa
tiene a cero como eigenvalor de Laplace con multiplicidad 1. Tenemos que L = NN7, donde
N es la matriz de incidencia orientada. Notemos que Lu = 0 si y solo si NTu = 0, para

verificar esto, supongamos que Lu = 0, entonces
0=Lu=uLu=u"NNTy = <NTu, NTu> ,

lo cual implica que N7u = 0. Por lo tanto si zy € F (G), u; — u, = 0. Como G es conexa u

es un vector constante, lo cual implica que el eigenespacio del 0 es de dimensién 1. [

Proposicién 86 Sea G una grdfica k-reqular, entonces k es el eigenvalor mds grande de G

y su multiplicidad es el nimero de componentes de G.

Demostracién. Basta ver que L = kI — A ]

3.4 Ejemplo de graficas y sus espectros

Supongamos que (G es una grafica simple no dirigida con n vértices. En este caso, como G es
no dirigida, entonces la matriz de adyacencia A es real simétrica, esto implica que todos sus
eigenvalores son reales. Ademads, como G es una gréfica simple, A tiene ceros en su diagonal,

su traza Tr (A) (y por lo tanto la suma de sus eigenvalores) es cero.

Similarmente, L es real y simétrica, por lo que el espectro de Laplace es real. Ademds,
L es positiva semidefinida, por lo que podemos denotar los eigenvalores por iy, ..., [,
donde 0 = py < -+ < p,,. La suma de estos eigenvalores es T'r (L), lo cual es igual al doble

del nimero de aristas de G. Finalmente () tiene espectro real y no negativo. Tenemos que

Tr(Q)=Tr(L).

A continuacién mostramos algunos ejemplos de gréficas comunes y sus espectros.
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Ejemplo 87 Graficas completas. Sea K4 la grifica completa de cuatro vértices, entonces

la matriz de adyacencia de K4 estd dada por

_— = = O
_ =) O
= e
S = =

de donde se puede ver que el espectro de la grifica K4 estd dado por
Spec (K,) =43, -1, —1, —1}.

En general, para K,, se tiene que Ak, = J, — I,,, donde J,, es una matriz cuadrada de n X n
con entradas todas iguales a 1, e I, es la matriz identidad de n x n. Como J,, tiene espectro
{n(l), 01 }, I, tiene espectro {1(")} y ademds J, e I, son matrices simultdneamente

triangularizables, entonces se tiene que
Spec (o) = {(n = 1)@, (~1)""}.

Ejemplo 88 Caminos. Sea P, el camino de longitud 2, entonces la matriz de adyacencia

de P, estd dada por
010

Ap, =11 0 1 |,
010

de donde podemos ver que el espectro de la grifica Py estd dado por
Spec(Py) = {V2, 0, —v2}.
En general se tiene que

Spec (P,) ={2cos(mj/(n+1)):5=1, ..., n con multiplicidad 1} .
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Ejemplo 89 Ciclos. Sea Cy el ciclo de tamario 4, entonces la matriz de adyacencia de Cy

estd dada por

1
0
Ac, =
1

—_ O = O
—_ O = O
[ R O e B

0

de donde podemos ver que el espectro de la grifica Cy estd dado por
Spec (Cy) = {2, 0, 0, —2}.

En general, C,, tiene matriz de adyacencia circulante. Una matriz circulante con renglon
inicia (co, ..., ch—1) tiene eigenvalores Y c;w;, donde w; es la i-ésima raiz de la unidad. Por

lo tanto, los eigenvalores de C,, son de la forma
2cos (2mj/n) j=0,1, .., n—1,
todos con multiplicidad 2, excepto el 2 y posiblemente el —2.

Ejemplo 90 Grdfica bipartita completa. Sea K4 la grifica bipartita completa de 5

vértices, entonces su matriz de adyacencia estd dada por

— = = O

o o o o =
o o o o =
o O o o =
o o o o =

1

de donde podemos ver que el espectro de la grifica Ky 4 estd dado por
Spec (K4) = {2(1), _2(1)’ 0(3)}.

En general, se tiene que la grdfica K,, , tiene una matriz de adyacencia de 2, por lo tanto se
tiene que el 0 es un eigenvalor con multiplicidad m+n —2 y se tienen otros dos eigenvalores

no triviales. Como la grifica es simple, entonces la suma de los eigenvalores tiene que ser
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cero, de donde podemos ver que lo eigenvalores no triviales son £\. Para encontrar A\ se
resuelve la ecuacion Ax = Ax. Por simetria, se tiene que el eigenvector x tiene que tener m

coordenadas iguales a o y n coordenadas iguales a (3, entonces
Az = (mpB, ..., mB, na, ..., na).

Este vector tiene que ser un maltiplo de v = (o, ..., «, B, ..., B). Por lo tanto se tiene

que mB = Ao y na = A\, es decir, mnB = X2 y A = /mn. Por lo tanto se cumple que

Spec (K ) :{ /_mn(l), _ /—mn(l)7 0(m+n—2)}'

3.4.1 Gréficas regulares

Si G es una gréfica k-regular, la suma de cada renglén, de su matriz de adyacencia es k.
Ademds, para cada 6 eigenvalor se tiene que |#| < k (de lo contrario si |[t| > k la matriz
t1 — A es estrictamente diagonal dominante y por lo tanto no singular, por lo que ¢ no serfa

eigenvalor).
Si G es k-regular, entonces L = kI — A. De aqui se obtiene que si G tiene eigenvalores
k=0,>-->0,,

y eigenvalores de Laplace

0:/~L1§§/~Ln,

entonces

Los eigenvalores de Q) = kI + A son 2k, k+ 0, ..., k+0,.

3.4.2 Complementos

Si G tiene matriz de adyacencia A, entonces G tiene matriz de adyacencia A =J -1 — Ay
matriz de Laplace L = nl — J — L, donde J es la matriz cuadrada en cuyas entradas tiene

solo 1’s.
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Si G es k-regular con eigenvalores ; > --- > 0,,, entonces los eigenvalores del comple-

mento son

n—k—1, ~1—0,, .., —1— 6s.

3.4.3 Graficas coespectrales

Definicién 91 Dos grificas con el mismo espectro son llamadas coespectrales.

Si dos gréficas son coespectrales, no necesariamente son isomorfas.

Ejemplo 92 K, y K1 + Cy4

ambas tienen espectro 21, 0, (—2)(1) y claramente no son isomorfas.






Capitulo 4

Productos de Graficas

En este capitulo estudiaremos distintos productos de grificas. Dadas dos gréficas Gy y Ga,
obtenemos una nueva gréfica a partir de estas dos como un "producto" entre ellas, es decir,
G11G5. Estudiaremos cinco tipo de productos: directo, booleano, monétono, ortogonal y
libre. Ademds, presentaremos resultados sobre descomposiciéon de estos productos desde el
punto de vista de probabilidad no-conmutativa. Las principales referencias de este capitulo

son Obata [30] y Accardi, Lenczewski y Salapata [3].

4.1 Producto directo

En esta seccién estudiaremos el producto directo (o cartesiano) de graficas. Este producto
estd asociado con la convolucion clasica. Estudiaremos la descomposicién de las matrices de

adyacencia asociadas a este producto.

Definicién 93 Sean G; = (Vi, E1) y Go = (Va, Es) dos grificas. El producto directo
(cartesiano) de G1 con Go estd denotado por G1 X Go es la grifica con conjunto de vértices
V = Vi x Vo y conjunto de aristas E, de tal forma que para (vy,wy), (va, ws) € Vi x Va la
arista e = (v, wy) ~ (vg, wy) € E si y solo si alguna de las condiciones se satisfacen

l.vy = vy yw ~ws

2.v1 ~ Uy Yy w = ws.

74
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A continuacién presentamos algunos ejemplos de producto directo de graficas, entre los
cuales se exponen al hipercubo visto como un producto directo de la grafica completa de dos

vértices Ko consigo misma.

Ejemplo 94 FEl hipercubo QQ,,, puede ser visto como el producto directo n-veces de Ko consigo
mismo. A continuacion se muestra Qo visto como el producto directo de Ky con K, es decir,

Q2 = Ky x K,

X

Ko Ko Ky =Q,

Entonces, podemos escribir también a Q3 como Q3 = Ko X Ky X Ky = Q3 X Ka,

X
X
I
X
I

ast, de manera inductiva, se tiene que

Qn:Qn—IXK2:f(2XK2X"-XK%.

'
n-veces

Ejemplo 95 FEl producto directo del camino de longitud 3 P3, con la grifica completa de tres
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vértices Ks,

I

Py Ks Py x K3

El producto directo de estas dos grificas puede ser visto geométricamente de la siguiente

e )

es decir, el producto directo de la grifica Py y Kz, explicado en palabras, consiste en hacer

manera:

tres (nimero de vértices de K3) copias de la grifica Py, y tomar tres (nimero de vértices de
P ) copias de la grifica K3, posteriormente unir los vértices correspondientes de cada grifica.
Lo anterior se puede escribir en términos de las matrices de adyacencia Ap, y Ak,, de la

siguiente forma:

Apyxis = Ap, ® Is + I3 @ Ak,

donde I3 es la matriz identidad de 3 X 3.

Lo explicado en el ejemplo anterior se cumple en general para el producto directo de dos

graficas finitas. Esto establece el siguiente teorema.
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Teorema 96 Sean G = (V1, Ey) y Gy = (Va, Es) dos grificas finitas, entonces la matriz de
adyacencia de G X G4, puede ser descompuesta como una suma en términos de las matrices

de adyacencia Ag, y Ag, de la siguiente forma:
Acixay, = A, @ vy + Iy @ Ag,,
donde 1; es la matriz identidad de d X d.

Demostracién. Sean x, ©' € V; y y, ¢y € Va. Directo de la definicién del producto de

Kronecker se tiene que

s / /
y ST ~T yY=Y,

1
- <AG1)xx’ <I|V2|)yy’ =

(AG1 ® IIV2|) (@) (=" y") 0

en otro caso.

De igual forma se tiene que

1, six=2"yy~7v,
(I|V1\ ® AGQ)(;my)(w’,y’) - (I\Vll)m' <AG2)yy’ -
0, en otro caso.

Dado que las condiciones (i) © ~ 2’ y y = ¢/; (ii) © = 2’ y y ~ ¢’ no ocurren al mismo

tiempo, entonces se cumple que

L, si(z,y)~ (@),

0, en otro caso.

(Ag, @ Ty + Iy @ Ag,)

@)@y
Por lo que se tiene que la matriz Ag, ® Iy, + Ijy;| ® Ag, coincide con la matriz de adyacencia

de Gl X Gg. |

Corolario 97 Sean G, = (V1,Ey) y Go = (Va, Ey) dos grificas finitas, sea Gi x Gy =
(V,E) el producto directo de estas dos grificas, entonces la variable aleatoria Ag,xc, €

(MIVIX\V\’ gotr) es la suma de dos variables aleatorias tensorialmente independientes.
Demostraciéon. Se sigue directo del Teorema 96 y el Ejemplo 35. ]

De lo anterior podemos concluir que, el espectro del producto directo de una grafica finita

consigo misma, es igual en distribucién, a la suma de variables aleatorias independientes en
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el sentido tensorial, e idénticamente distribuidas. Este hecho se puede resumir en el siguiente

teorema.

Teorema 98 Sea G = (V, E) una grdfica finita conexa. Sea GV el producto directo de la

grifica G consigo misma N veces, y sea Agy su matriz de adyacencia, entonces se cumple

que
AGN ]. & 2
lim ¢, _ = —/ zme ™ 2y, m=1, 2, ...,
N—o0 v\ Vor J-
VI (4) h

donde la medida de probabildad que aparece al lado derecho de la ecuacion, corresponde a

una distribucion de probabilidad normal estdndar.

Demostracién. Notemos que la variable aleatoria A tiene la misma distribucién, bajo el
funcional ¢,,., que A ® Iy, entonces, del Corolario 97 se tiene que Agn tiene la misma

distribucién que A*V, de donde, aplicando el Teorema 46 se sigue el resultado. [

4.2 Producto booleano

Definicién 99 Sean Gy = (Vi, E1,11) y Gy = (Va, Es, r9) dos grificas con raiz. El producto
booleano (o estrella) de G1 con Go, denotado por G1 * Gy es la grifica con conjunto de
vértices V= Vi x Vs, y conjunto de aristas E, de tal forma que para (vy,wy), (vg, wy) € Vi x Vs

la arista e = (vy,wq) ~ (ve, we) € E si y sélo si alguna de las condiciones se satisfacen

l.vg = ve=1r1 yw ~ ws

2.1 ~ Vg Yyw =Wy =To.

Ejemplo 100 FEl producto booleano de la grifica completa de 3 vértices Ks, con el ciclo de
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longitud 4 Cy,

* C

es decir, el producto booleano de la grifica K3 con la grifica Cy, explicado en palabras, consiste
en hacer una copia de K3 y una copia de la grifica Cy, y "pegar” las raices de ambas grificas.
Lo anterior se puede escribir en términos de las matrices de adyacencia Ak, y Ac, de la
siguiente manera:

AKg*Cg :AK3®P4+P3®AC47

donde Py y P3 son la proyeccion de rango 1 al espacio generado por (1, 0, 0, 0) y (1, 0, 0),

respectivamente.

Lo anterior se cumple de manera general para el producto booleano de dos gréficas finitas.

Esto es lo que establece el siguiente resultado.
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Teorema 101 Sean (Gi,e1) y (Ge,e3) dos grificas con raiz, entonces la matriz de adyacen-

cia del producto booleano G x Gy se puede descomponer de la siguiente forma:
AGl*G’g = AGl & 1D|V2| + 1D\V1| & AG27

donde Py es la proyeccion de rango 1 al espacio generado por el vector (1, 0, ..., 0), con la

longitud del vector igual a d.

Demostracién. Sean x, =’ € V; y y, 3y € V5. Directo de la definicién del producto de

Kronecker se tiene que

1, siz~2' yy=1y =e
(AGl ® P|V2|)(x7y)(a:',y’) = (AGl)xx’ <P|V2‘>yy’ = 0 ¢
, en otro caso.

De igual forma se tiene que

1, sie=2d"=e1yy~1vy,
(P|V1\ & AG’z) = (P\V1|)m/ (AG2)yy’ -
0, en otro caso.

Dado que las condiciones (i) z ~ ' yy =9y = ey y (ii) z =2’ = e; y y ~ ¢ no se pueden
cumplir al mismo tiempo, entonces se cumple que
L si(z,y) ~ (@),
(AGI ® Plvy) + Py ® AG2) =

(@) (=" y')
0, en otro caso.

Gracias a lo anterior, se cumple que la matriz Ag, ® Py, + Py ® Ag, coincide con la matriz

de adyacencia de G x Gs. [}

El teorema anterior nos permite, poder descomponer, a la matriz de adyacencia del
producto booleano de dos gréficas, como la suma de dos variables aleatorias independientes

en el sentido booleano.

Corolario 102 Sean G1 = (Vi, Ey,e1) y Ga = (Va, Ea, e3) dos graficas finitas con raiz, sea
G1x Gy = (V,E,e) el producto booleano de estas dos grificas, entonces la variable aleatoria
Acisxa, € (M|V\><|V|7 gpl) es la suma de dos variables aleatorias independientes en el sentido
booleano. Ademds, si la distribucion espectral de G y Go estd dada por i y v, respectiva-

mente, entonces la distribucion espectral de (G1 * Go,e€) estd dada por W v.
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Demostraciéon. Se sigue del Teorema 101, el Ejemplo 39 y la definicién de convolucién

booleana. ]

Teorema 103 (Obata [29]) Sea G = (V, E,e1) una grifica finita conexa con raiz. Para
N > 1, sea Ag«n la matriz de adyacencia del producto booleano de G consigo misma N veces,

entonces

. AG*N )m) 1/00
lim —_— = — x™(0_1 + 01) dx, m=1, 2, ....
Jim o (( o) )=a e

Demostracién. Notemos que la variable aleatoria A tiene la misma distribucién, bajo el
funcional ¢,, que A ® Py, por lo que del Corolario 102 se sigue que Ag.v, tiene la misma

distribucién que AN, por lo tanto, aplicando el Teorema 48, se cumple el resultado. [

4.3 Producto monétono

Definicién 104 Sean G1 = (V1,E1) y Gy = (Va, Ey) dos grdficas. Fijamos un vértice
ro € Vo (la raiz). El producto mondtono de G con Gs, denotado por Gy >,, G es la
grifica con conjunto de vértices V.= Vi x V4 y el conjunto de aristas E, de tal forma que
para (v, wr), (vy, we) € Vi X Va la arista e = (vy,wq) ~ (v, we) € E si y solo si alguna de

las condiciones se satisfacen

1l.vy = vy ywy ~wy

2.1 ~ Vg Yyw =Wy =To.

Una de las caracterfsticas del producto monétono es que no es conmutativo, para ver

esto, tenemos el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 105 El producto mondtono de Ks con (Cy,13),

K,3 C 4 Ky, Cy

notemos que es distinto del producto mondtono de Cy con (K3,13),

D>, =

4 K3 Cy = re 3

En el caso K3 > Cy, notemos que podemos ver graficamente el producto mondtono como:

es decir, lo que se estd haciendo en el producto mondtono es tomar una copia de K3 y pegar

una copia de Cy, por la raiz, a cada uno de los vértices de K3, es decir, en términos de la
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matriz de adyacencia se tiene que
AK31>C4 = AKS ® P4 + I3 ® AC47

donde Py es la proyeccion de rango 1 al espacio generado por (1, 0, 0, 0) e I3 es la matriz

identidad de 3 x 3.

Lo expuesto en el ejemplo anterior, se puede generalizar, de manera andloga a lo hecho

en el producto booleano, al siguiente resultado.

Teorema 106 Sean (G1,e1) y (Ga,es) grificas con raiz, entonces la matriz de adyacencia

del producto mondtono G, > Gy puede ser descompuesta de la siguiente forma:

Agipay = Agy, @ Py + Iy @ Ag,.

Demostracién. Sean z, ' € Vi y y, ¥y € V,. Directo de la definicién de producto de

Kronecker se tiene que

1 siea~d'yy=9y =e;
(AGI ® P‘V2|)(x,y)(x’,y’) = <AG1)a:x’ (]D|V2|)yy’ = 0 ¢
en otro caso.

De igual manera se tiene que

1 sie=xyy~y
(I\Vll ® AG2>(:c,y)(a:’,y’) - ([|V1\)m’ (AG2)yy’ -
0 en otro caso.

Dado que las condiciones (i) x ~ 2’ yy =9y = ey (i) z = x y y ~ ¥/, no se cumplen

simultdneamente, entonces se tiene que

1 si(z,y) ~ (2,y)
(AGl &® P|V2\ + I|V1| ® AG2)(:p,y)(m’,y’) - 0 "
€n Otro caso,

de donde se sigue el resultado. ]



CAPITULO 4. PRODUCTOS DE GRAFICAS 84

Corolario 107 Sean (G1,e1) y (Ga,e2) grificas con raiz y sea Gy > Gy = (V, E) ,entonces
la variable aleatoria Ag,sc, € (M|V|X‘V‘, gpl) es la suma de dos variables aleatorias mond-
tonamente independientes respecto al funcional ¢,. Ademds, si pn y v son las distribuciones
espectrales de Gy y Ga, respectivamente, entonces la distribucion espectral de G > Gy estd

dada por > v.

Demostracién. Se sigue del Teorema 106, el Ejemplo 41 y la definicién de convolucién

monaétona. [ ]

Teorema 108 (Accardi, Ben Ghorbal y Obata [2]) Sea G = (V, E, e1) una grifica finita
conexa con raiz. Para N > 1, sea Ag-~ la matriz de adyacencia del producto mondtono de

G consigo misma N veces, entonces

lim <,01<(&)m):l/\/iidx7 m=1, 2, ....

N—oo VN deg (e1) T J_yz V2 —a?
Demostracién. Notemos que la variable aleatoria A tiene la misma distribucién, bajo el
funcional ¢,, que A ® Py y que Ijy| ® A, por lo que del Corolario 107 se sigue que Ags~,
tiene la misma distribucién que A>Y, por lo tanto, aplicando el Teorema 49, se cumple el

resultado. ]

4.4 Producto ortogonal

Usaremos la siguiente notacién para gréficas con raiz. Si V' es el conjunto de vértices de la

grafica con raiz G = (V, E, e), se define

VO =V\{e}.

A continuacién se define el producto ortogonal, el cual sirve, junto con el producto estrella
de gréficas, para hacer una descomposicién del producto libre de dos graficas G * G5 usando

copias de Gy y Gbs.
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Definicién 109 Sean Gy = (Vi, Ey, e1) y Go = (Va, Ea, e3) dos grificas con raiz. El producto

ortogonal de G con Gy se define como la grdfica con raiz Gy - Gy = (Vi + Vs, E e), donde
Vik Vo= (V) x V) U{e},

con e = (e1,e3), y conjunto de aristas E, de tal forma que para (vi,wy), (vy,wy) € Vi X Vs

la arista ((vi,w), (ve,wq)) € E siy solo si alguna de las siguientes condiciones se satisface

Loy ~ v yws =wy =ey

2. 01 = vy F e yw ~ ws.

Notese que el producto ortogonal de G; con GG se asemeja al producto monétono de estas
mismas, solo se diferencia en que en el producto monétono se pega (por la raiz e;) una copia
de G4 en cada vértice de G1, en cambio en el producto ortogonal se pega una copia de la

segunda gréfica en cada vértice de la primera, excepto en la raiz de la primer gréfica.

Ejemplo 110 El producto ortogonal del camino de longitud 2 (con raiz e1) (Ps,e1), con la

gréfica completa de 3 vértices (con raiz e3) (Kj,es), estd dado por:

&4
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Notemos que grdficamente, podemos ver lo anterior como

— DN g

es decir, lo que se hace al hacer el producto ortogonal de Py con K3 es tomar una copia de
Py y pegar una copia de K3 por la raiz, en cada uno de los vértices de la copia de Py, excepto

en la raiz de Py. Lo anterior puede ser visto en las matrices de adyacencia de la siguiente

forma:

Apyks = Ap, ® Py + Py ® Ay,

donde Py denota la proyeccion de rango 1 al espacio generado por (1, 0, 0) y Pt = I3 — Ps.

Lo explicado en el ejemplo anterior se puede generalizar para el producto ortogonal de

dos gréficas, como un andlogo a los Teoremas 96, 101 y 106.

Teorema 111 Sean (Gi,e1) y (Ga,e2) grificas con raiz, entonces la matriz de adyacencia

del producto ortogonal Gy F G4 se puede descomponer de la siguiente forma:

Aciray = A, ® Py + By, ® Ag,.
Demostracion. Sean z, ' € Vi y y, ¢y € V,. De la definicién del producto de Kronecker se
cumple que

1 siz~2' yy=y =es
(AGl ® P|V2‘)(a:,y)(az’,y’) = (AGl)xcc’ (P|V2‘)yy’ = 0 "
en otro caso.
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De igual forma se cumple que

1 siz=2"#e1yy~y

(P ® Acs) )= (Pra),o (Aca) =

z, l", /
(zy) (' y 0 en otro caso.

Dado que las condiciones (i) x ~ 2’ yy =19 =es y (ii) x = 2’ # e; y y ~ ' no se cumplen

al mismo tiempo, entonces

L osi (z,y) ~ (@, y)
(AGI ® P|V2‘ + PJ‘}l ®AG2) 1o =
il (@) (@y")
0 en otro caso,

de donde se sigue el resultado. ]
Notemos que, gracias al Teorema 106 y al Teorema 111, se tiene que
AGl &® P|V2\ + .[|V1‘ X AG’2 = (AG1 X P|V2\ —+ P|‘L/1| (%9} AG2) -+ P|V1| (%) AG27

de donde se concluye que

Gl > G2 = (Gl H GQ)*GQ.

En el caso del producto ortogonal de una gréfica G consigo misma N veces, no se tiene un
resultado del tipo Teorema del Limite Central, pues el comportamiento asintético de G no
es universal, es decir, depende de la estructura de G. Sin embargo, el limite GV aparecers,

en la descomposicién del producto libre (ver Teorema 123).

4.5 Producto Libre

En esta seccién se presenta el producto libre de grificas. Este producto esta asociado canéni-
camente con la independencia libre de variables aleatorias. De igual manera se estudiard una
descomposicién (de las ramas) del producto libre de grificas usando el producto ortogonal
y técnicas de la probabilidad no-conmutativa. Dicha descomposicién, asi como una descom-
posicion cudntica de este mismo producto de gréficas, son estudiadas en Accardi, Lenczewski

& Salapata [3].
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Para poder definir el producto libre de graficas, necesitamos definir el producto libre
de conjuntos con raiz. Sean (G, e;) = (Vi, E;, e;) gréficas con raiz, donde ¢ € I, con I un
conjunto de indices finito. El producto libre de conjuntos con raiz (V;,e;), i € I, se define

como el conjunto con raiz (*;c;V;, e), donde
xierVi={e} U{viva v v €V y iy #dy # -+ # iy, m € N},

y e es la palabra vacfa.

Definicién 112 El producto libre de grdificas con raiz (G;e;), i € I, se define como
la grifica con raiz (x;e;1Gj,€) con conjunto de vértices x;c1V; y conjunto de aristas %1 E; el
cual esta definido por
xicr By = {(vu,v'u) :(v,0") € UEZ yu, vu, v'u € *ieIVZ} )
iel

Este producto se denota como *;c; (Gy, €;) o simplemente x;c;G;.

Ejemplo 113 El producto libre de la grifica completa de dos vértices Ko con raiz x, consigo
misma. Notemos que si G; = (V;, E;), con V; = {e;, o} y E; = {(e;,x)}, i =1, 2, entonces
G1 %Gy = (Vi xVa, Ey % Es), donde

VixVy = Ae, , y, zy, yx, vyz, yry, ...}

El * E2 = {(67$> ; (679) ) ('Ta y'r) ’ (ya ffy) 3 (ﬁU% :L‘ym) ) (WJa Z/xy) y e } )

lo cual tiene la siguiente representacion geométrica
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Observemos que G1 x Gy = 7, donde Z es el camino infinito sin extremos, con raiz en el 0.

Ademds, notemos que podemos descomponer este producto como:

y /

Lo cual se puede describir en términos de las matrices de adyacencia de cada uno de los

factores del producto libre, como
AKz*Kz = A(l) + A(2)7

donde AV es la matriz de adyacencia de la grifica que se genera al pegar copias de la primer
grifica (primer factor del producto libre) en todos los vértices, excepto en la raiz, de la
sequnda grdfica, y A® es la matriz de adyacencia de la grifica que se genera al pegar copias

de la sequnda grifica en todos los vértices, excepto en la raiz, de la primer grifica.

Para poder establecer un teorema que generalice lo descrito en el ejemplo anterior, es
necesario introducir algunos conceptos. En primer lugar necesitamos escribir al conjunto de
las palabras que no empiezan con un elemento de Vjo, para j = 1, 2. Este conjunto se puede
escribir como unién de conjuntos de palabras que no empiezan con un elemento de Vjo y

ademsds, las palabras tienen longitud finita. Sea
Wj(n):{vlvg---vne‘ﬁ*%:vlgé\/}o} n > 1.

Es decir, W, (n) es, en efecto, el conjunto de palabras de longitud n que no empiezan con
un elemento de Vjo. Por lo que, el conjunto de palabras que no empiezan con un elemento de

0
Vjes
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con W; (0) = e para todo j.

Definicién 114 Sea Ag, la matriz de adyacencia de la grifica (Gy,e;), donde i = 1, 2.
Definimos las copias de G y Go en Gy x Gy por la formula

1 si{w, '} ={zu,2'u} para {z,2'} € E; yu e W;(n—1)
(AGz' (n))w,w’ =

0 en otro caso.

Donde n € N.

Teorema 115 Sean (G1,e1) y (Ga,e2) dos grificas finitas conexas, y sea Gy * Gy el pro-
ducto libre entre estas dos grificas, entonces la matriz de adyacencia Ag,«c, admite una

descomposicion de la forma Ag,wq, = A + AP donde
AD =3 "Ag (n)  i=1, 2
n=1

Demostracién. Notemos que si w, w' € V] * V5, entonces se tiene que

1 si {w,w'} ={zu,2'u} para {z,2'} € By yue W

(AM), =D _Aci (n) = )
n=1

0 en otro caso.

1 si {w,w'} = {zu,2’u} para {z,2'} € By y u € W

(A<2))w, _ ZAGl (n) =
n=1

0 en otro caso.

Dado que V; x Vo, = W7 U W5, entonces se tiene que

(AW 4 A@) = 1 si {w,w'} = {zu,2'u} para {z,2'} € ByUE yu € Vi Vs

w,w
0 en otro caso,

que era lo que se queria demostrar. [

A continuacién presentamos la definicién de ramas del producto libre de gréficas, el cual
fue introducido por Quenell [34]. Este concepto nos servird para hacer una descomposi-
cién del producto libre de gréficas en dos productos (ortogonal y monétono) de las graficas

factores. Para alcanzar este objetivo, necesitamos definir los siguientes conceptos.
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Definicién 116 Sea (Vi,e;),c; una familia finita de conjuntos con raiz. Se dice que (S;,e)

es una rama de x;c; (V;, e;) subordinada a (Vj,e;), donde j € I y
S] = {e}U {UIUZ"'Um € *ie[(‘/iaei) Sy € ‘/jo7 m EN}v

es el subconjunto de *;c; (Vi,e;) que consiste de la palabra vacia y palabras que terminan en

letras de Vjo.

Definicién 117 Sea (G, €;),.; una familia finita de grdficas con raiz. Se dice que (Bj,e) es

la rama de x,c; (G, e;) subordinada a (G;,¢;), donde j €1 y

B; = B, ((Gi)z’eI) )

es la subgrifica de *;cr (G, e;) restringida al conjunto S;.

En el caso cuando se tiene el producto libre de dos gréficas, entonces G * GGy consiste de
dos ramas B; y By con rafz comin e. La rama B; = B; (G, G2) "comienza" con una copia
de G y la rama By = By (G, G2) "comienza" con una copia de Gy. Por ejemplo, cuando se
tiene un arbol binario (visto como producto libre de dos gréficas), las ramas By y Bs son las

"hojas" izquierda y derecha de dicho arbol, respectivamente.

Ejemplo 118 Sea Gl = (‘/17E1) Yy G2 = (‘/27 E2)7 donde ‘/1 = {61, x, l’/}, ‘/2 = {62a Y, y,}
conx ~e~a yyn~ e~y sean By y By las ramas del producto libre G1* Gy subordinadas

a G y Ga, respectivamente. En la siguiente representacion geométrica se puede observar que

T, = B, (2 B,).
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Teorema 119 La matriz de adyacencia de la rama By = By (G1, G2) se puede descomponer

en la suma Ag, = AV + A®?) donde

AD = N A (n), AP =" Ay(n).

n mpar n par

Lo mismo se cumple para la rama By = By (Gh,G2), solo que se intercambian los pares e

mmpares de las sumas.

Teorema 120 La rama B; es el limite inductivo de la sucesion G1 +,, G dada por la

recursion

G(1 l_l GQ = Gl - G?a CTYl l_m GQ = Gl - (GQ l_mfl G1)7

donde m > 1. Lo mismo se cumple para Bs.

Demostracién. Consideremos, sin pérdida de generalidad, la rama B;. Recordemos que la
rama 3; comienza con una copia de G, por lo que escribimos que Bj (0) es igual a Gy, y
decimos que su raiz es e;. Para obtener B; (1) es necesario pegar una copia de By (0) = Gy
en cada uno de los vértices de (G; excepto en la raiz e;, y volvemos a escoger a e; como la
raiz, con lo cual estarfamos obtienendo una grafica con raiz (B;(1),e;) la cual es igual a
G1 F G. De manera similar podemos obtener la gréafica con raiz (Bs (1), e2) .

Ahora, notemos que, si nos restringimos a palabras de tamano a lo m&ds m, entonces
decimos que la aproximacion m-ésima de la rama B; se obtiene al pegar copias (por su raiz)

de (By(m —1),ey), a cada vértice de (G1, e1), excepto en su raiz. Esto es, se tiene que
By (m) =G F By(m—1) y Ba(m)=GyFB(m—1) Vm2>1.

Notemos que

B=B(n i=12
n=0

lo cual prueba el teorema. [
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Lo que buscamos es, encontrar una descomposicién del producto libre de gréficas, la cual
este basada en una descomposiciéon ortogonal de las ramas del producto libre. Para esto,

presentamos los siguientes lemas.

Lema 121 FEl producto libre G1 * G5 admite la descomposicion
Gl*G2 :Bl*BQ,
a la cual llamaremos la descomposicion estrella de G * G.

Demostracién. Por la definicién del producto libre, se tiene que G *G4 lo podemos obtener
al pegar las raices de las ramas B; y B. Pegar dos gréficas por sus raices sabemos que es la

definicién del producto estrella, por lo tanto se cumple el resultado. [

Lema 122 FEl producto libre G1 * G5 admite la descomposicion
Gl*GQZGleQZGQDBl,
a la cual llamaremos la descomposicion monotona de G x Gs.

Demostracién. Solo demostraremos la primer igualdad, la segunda igualdad se prueba
andlogamente. Notemos que la rama B; puede ser vista como una copia de GG; a la cual se

le pegan ortogonalmente copias de la rama B, es decir
BlzGlf_BQ y BQZGQ'_Bl.

Gracias al Lema 121, sabemos que podemos obtener a G * G5 pegando las ramas B; y Bo
por sus raices. De igual forma, By estd pegado a e y la rama B; se reemplaza por G - Bs, lo
que quiere decir que una copia de By estd pegada a cada vértice v € V. Esto tltimo significa
que la rama Bs estd pegada en todos los vértices de la grafica GG, lo cual es la definicién del

producto mondétono, lo que concluye la prueba. [

A continuacién se presentan las descomposiciones estrella-ortogonal y mondtona-ortogonal,
las cuales se pueden obtener al combinar el Teorema 119 con el Lema 121 y el Teorema 120

con el Lema 122, respectivamente.
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Teorema 123 Sean (Gi,e1) y (Ga,e) dos grificas finitas conexas con raiz, entonces el

producto libre G1 x G admite la descomposicion
Gi+xGy=(Gi1F (GoF (GiF-- ) *x(GoF (G1 F (G F--4))),
a la cual llamaremos la descomposicion estrella-ortogonal de G| x Gs.

Teorema 124 Sean (Gi,e1) y (Ga,e) dos grificas finitas conexas con raiz, entonces el

producto libre G1 * G5 admite la descomposicion

GixGy = Gi1> (GoF (GiF (Gol--4)))
= G2|>(G1|_<G2|_(Gll_)))7

a la cual llamaremos la descomposicion mondtona-ortogonal de G x G.






Capitulo 5

Graficas k-distantes

En este capitulo se presentan resultados del tipo asintético acerca del espectro de las grifi-
cas k-distante asociadas a algunos productos de graficas, los cuales ya hemos definido en el
capitulo anterior. Las gréficas k-distantes se definen a partir de una gréfica, a través de la dis-
tancia grdfica. En particular estudiaremos las graficas k-distantes asociadas a los productos

directo y booleano.

En la primera seccion se presenta un resultado en cuanto al anélisis asintético espectral de
las gréficas k-distantes asociadas al hipercubo, probado por Obata [28], mediante el uso de la
teorfa de los polinomios ortogonales, asi como una descomposicion de la matriz de adyacencia
de la grifica k-distante asociada al hipercubo de dimensiéon N. En la segunda seccién de
este capitulo se expone un resultado del tipo asintético espectral de las gréficas k-distantes
asociadas al producto directo de una gréfica finita consigo misma, el cual fue probado por
Hibino, Lee y Obata [16], mediante la aplicacién de la teorfa de polinomios ortogonales y la
probabilidad no-conmutativa. Por tltimo, en la tercera seccién de este capitulo se prueba
un resultado asintético espectral de las gréficas k-distantes asociadas al producto booleano
de una gréfica finita consigo misma. Este resultado es nuevo y representa una aportacién de

esta tesis al estudio del anélisis asintético espectral del producto de graficas.

A continuacién introducimos el concepto de grifica k-distante, asi como algunos ejemplos.

95
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Definicién 125 Dada una grifica G = (V, E) y un nimero entero positivo k definimos a

la grifica k-distante como G = (V, EM) | con
EM = {(z,y): z,y €V, 0¢ (w,y) = k},

donde Og es la distancia grifica.

Ejemplo 126 Recordemos que el hipercubo de dimension 3 se puede ver representado ge-

ométricamente de la siguiente manera:

/1
SV

Entonces, la grifica 2-distante de Q3 tiene la siguiente forma:
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5.1 Graéficas k-distantes asociadas al Hipercubo

En el Capitulo 3 se mostré el ejemplo de la grédfica nombrada como Hipercubo, y en el
Capitulo 4 se explica cémo el hipercubo de dimensién N puede ser visto como el producto
directo de la gréfica completa K5 consigo misma N veces. En esta seccién se presenta
un resultado del tipo asintético, acerca de la distribucién espectral de la gréfica k-distante
asociada al hipercubo de dimensién N. Dicho resultado serd demostrado usando propiedades
de los polinomios de Krawtchouk y los polinomios de Hermite, vistas en el Capitulo 1. Esta

demostracién fue presentada en Obata [28].

Recordemos que

1
AKz = AQI = )
1 0

y de la aplicacién iterada del Teorema 96, se obtiene que para N € N
N
AQN:Z[2®"'®AQ1®"’®[2a (5.1)
i=1

donde la matriz Ap, se encuentra en la i-ésima posicién en cada sumando, y la matriz I,

denota la matriz identidad de 2 x 2.

Similarmente, para £k = 1, 2, ..., N, podemos expresar la matriz de adyacencia de QE@]
como
Ag = > LR RLRAY VLR L RAY LR Ry,  (5.2)

1<y <ig<-<if <N

donde la matriz Ag, aparece k veces en cada una de las 7;-ésimas posiciones para j = 1, 2,...,

k.
Para simplificar la notacién, escribiremos

A=Al =4 [, [N:A[O]:A [0] -

Qb Ql QY



CAPITULO 5. GRAFICAS K-DISTANTES 98

Lema 127 Sea N > 1 fijo, entonces se cumple que

Al = 1y Al = 4, (5.3)

AAR = (k+ 1AM (N -k 1) AR k=12, L N1

Demostracién. De las ecuacién (5.1) se sigue que

N
AAKF — (Z[2®...®AQI®...®]2) A[k}’

1=1

haciendo uso de la distributividad del producto de Kronecker, se sigue que
AAF — (AQl®...®]2)A[k}+(]2®AQ1®...®]2)A[k]+...+(]2®...®AQ1)AU€]7

de donde, gracias a la ecuacién (5.2), notando que (Ag,)* = I, y utilizando la propiedad del

producto mixto de Kronecker (ver Proposicién 140), se obtiene que

AAR — Z L @ LA R RAg LR QI
2<i1<ip < <igp 1 SN ﬁ}o

+ Z AQl®...®[2®AQ1®'--®AQ1®[2®...®[2
***** fijo

- > LR L ® - 0hLeAY® - ®A®LE® - ®l

1< <io <<t 1 <N
i #2 Vi=1, 2, ..., k—1

+ > LRAL® - QLRAY® - ®AY VLR QI

fijo

i #2Vj=1,2, .., k fijo
+ g LR - WLRAY® - RAY LR - ® I
1<ipSip<-<ip1SN—1 fijo
+ E IQ@"'®I2®AQ1®"'®AQ1®]2®“'®AQ1
~—~
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sumando y restando coeficientes, para completar sumas, obtenemos que

AAR — g1 Z Ag, ® - ®A0, ® RA0 LRI,
2<i1 Sia<rSig 2SN Y
+A[k+1]_ Z I ®"'®AQ1®"'®AQ1®I2®"'®I2

2<i1 <in < i1 <Nl

+ Ak Z LA ® Ay R QA LR ® Iy
——

1<ig<ig<--<ip_o<N

A2 V=1, 2, ., k-2 fijo

+ AR _ > LO® L @ ®Ag @ ®Ag OL®- QI
1< <ip <<t 1SN \ﬁj/o/
ij#2 Vi=1, 2, ..., k+1

+A[k—1]_ Z I2®®AQ1®®AQ1®IQ®®AQI
1<iy <ip<--<dp o <N—1 fijo

+ AR Z LR QAR AL - ® I,
1<y <ig<orrig 1 <N—1 \ﬁ;

por lo tanto la siguiente igualdad se cumple

AAW = NARU o N AR (1) AR (N — (k1)) AR
= (N—(k—1) A" Y4 (N — (N — (k+1))) A+

= (N—k+1) AU 4 (k4 1) AR
de donde se sigue el resultado. ]

Poniendo cuidado en la recurrencia (5.3), nos damos cuenta que haciendo la normalizacién

adecuada se obtiene el siguiente resultado.

Lema 128 La matriz de adyacencia de la grifica k-distante del hipercubo Qy, estd dada por

1
Al = EK,S“ (A). (5.4)
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Demostraciéon. Del Lema 127 se tiene que
RIAAH = k1 ((k + 1) AR + (N — |+ 1) AFY)
Factorizando, se tiene que
A (KIAM) = (kb + 1)IAFH 4 (N — |+ 1) k (k — 1)1AF
Por otro lado, gracias al Lema 20 se sigue que
AR (A) = K (A) + (V= k+ D RIGT (4),

de donde podemos ver que k!AH y K ,gN) (A) cumplen la misma recurrencia, por lo que se

cumple (5.4). n

Para el andlisis asintético espectral del hipercubo necesitamos de los siguientes lemas.

Lema 129 Sea N > 1, sea A = AY = AN 1g matriz de adyacencia del hipercubo N -
dimensional QQ, entonces los momentos de la variable aleatoria A, con respecto al funcional

Y45 coinciden con los momentos de By (ver Subseccion 1.5.1), es decir

SDtr(Am)Z/_ "By (dx),  m=1,2, ...

o0

Demostracién. Dado que el espectro de Ag, estd dado por {—1(1), 1(1)}, gracias a las

ecuaciones (5.1) y (A.3) se tiene entonces que —N 427 es un eigenvalor de A con multiplicidad

, de donde se sigue el resultado. ]

Lema 130 Sea AMNH o matriz de adyacencia de la grdfica k-distante asociada al hipercubo

e (a5 = [~

. <%K£N) <x>>mﬁN (dz).

Qn, entonces
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Demostracién. Del Lema 129, se sigue que
[NK _ L g-(N)
A = k'K (A),

notemos que K. ,EN) (A) estd en la misma dlgebra que A (por ser un polinomio en A).

Ademéds, se cumple que si X es una variable aleatoria y P () es un polinomio en z, entonces

o (P (X))") = / (P ()" oy ().

entonces, del Lema 128 se sigue que

o (A" = / i ( KLY <x>)mﬂN ().

Ahora estamos en posicién de demostrar el siguiente teorema, el cual fue probado en [28].

Teorema 131 Sea k > 1, entonces se cumple que

AN K] m 00 1 - mefx2/2
]\}I_I)I;OQOW((W> )—/_OO<EH;€($)> \/ﬂda:, m=1, 2, ....

Demostracion. Se tiene que

A[N’k] " 1 m
oo () ) = e (7)),

de donde, gracias al Lema 130, se tiene que

AINVEIN ™ 1 > /1
_ ()
oo ((Fm) ) = wam [ (@5 @) o
1 [ (N)
_ W/_OO( K (VN )) 3. (d).

donde

N
Bn = Z : 2_N5—\/N+2j/\/ﬁa



CAPITULO 5. GRAFICAS K-DISTANTES 102

entonces, gracias al Teorema del Limite Central (ver Teorema 63) y a la convergencia de los

polinomios de Krawtchouk a los polinomios de Hermite (ver Lema 21), en el limite se cumple

que
AWNEINT 1 [>/1 ™
. o N) (/
A i ((W) ) = Jéiﬁow/m (HKk ( Nm)) By (dz)
/m<1ﬁ(>)m6x2/2d >1
= — €T xXr m ;
oo \ k! g V2T
lo que concluye la prueba. [

En otras palabras, lo que se acaba de demostrar es que

AWK

donde Z es una variable aleatoria con distribucién normal estandar N (0, 1) , y la convergencia

de la variable aleatoria AN /N*/2 g la variable aleatoria % Hj (Z) es en momentos.

5.2 Graficas k-distantes asociadas al producto directo

En esta seccién se presenta un andlisis asintético espectral de las gréficas k-distantes asocia-
das al producto directo de cualquier gréfica finita consigo misma. El caso k = 1 se presenté
en el Capitulo 4, en forma del Teorema del Limite Central Tensorial para gréficas. En el
caso k > 2 se utiliza teoria de polinomios ortogonales y probabilidad no-conmutativa, para
verificar la convergencia del espectro de la gréfica k-distante asociada al producto directo.

El resultado que exponemos a continuacién fue demostrado por Hibino, Lee y Obata [16].

Teorema 132 Sea G = (V, E) una grifica finita conexa, tal que |V| > 2. Para N > 1
y k > 1 sea GWVF la grifica k -distante de GY = G x --- x G (el producto cartesiano

[N,k [IV,k]

de G consigo misma N wveces) y A I la matriz de adyacencia de G entonces para
k > 1 la distribucion espectral de N=*/2ANK copverge en momentos, cuando N — oo, a la

distribucion de probabilidad de la variable aleatoria

2lEN\*?* 1 -
(—M) LH(2),
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donde Hy, es el polinomio ménico de Hermite de grado k (ver Seccion 1.5) y Z es una variable

aleatoria con distribucion normal estandar N (0,1).

Para demostrar el Teorema 132 necesitamos establecer un marco de teoria de probabilidad

no-conmutativa.

Sea G = (V, E) una gréfica finita, sea M (V') la *-dlgebra de las matrices cuadradas in-
dexadas por el conjunto de vértices V. El dlgebra de adyacencia A (G), es decir, el dlgebra
generada por la matriz de adyacencia de GG, es una *-dlgebra de M (V') . Dado que A (G [N ’k])
es una x-subslgebra de M (V)®" | la traza normalizada (ver Ejemplo 35) en A (GINH) coin-

. . ., N s1.e ,
cide con la restriccién de oV en M (V)® , lo que escribiremos como ¢ de aqui en adelante.

Utilizando notacién andloga a la empleada en la Seccién 2.6, escribimos

A(Nv"): Z A(il, ceey Zn):i Z A<i17 R Zn)a

1<i1 <--<in <N i1y oy in
y definimos la variable aleatoria real C' (N, k) tal que
AWNH = AP L O (N k)
Para poder demostrar el Teorema 132 basta probar que
C (N, k) =0,
cuando N — oo.

Recordemos que la matriz de adyacencia de GV se puede escribir como

N
AGN = ZlA(G)®“'®AG®"'®1A(G)
i=1

N
= Y A() =A™,
i=1
donde Ag estd en la i-ésima posicién de cada sumando. Lo anterior implica que

A[N’H _ A(N’l).
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Sin embargo, para k > 2, la igualdad ANH* = AN 1o se cumple en general.

Antes de demostrar el Teorema 132, demostraremos los siguientes lemas.

Lema 133 Sea G = (V, E) una grifica finita conexa, para &, n € V sea g (&,n) la distancia
en G entre los vértices & yn. Sea GV el producto directo de la grifica G consigo misma N

veces, entonces

N
8GN (l’,y)zzac (gzanz)a
i=1
dondex:(fl, B gN)ay:(nh R nN)GVN'

Demostraciéon. Para llegar del vértice x al vértice y, es necesario recorrer un camino en
GV, lo cual se debe de hacer a través de vértices que sean vecinos en GV. Para que dos
vértices @’ = (&), ..., &), v = (0}, ..., nly) sean vecinos en GV, es necesario que tengan
todas las entradas iguales a excepcién de una, en la cual los vértices correspondientes deben

de ser vecinos en G. El resultado se sigue de la anterior observacién. ]

Definimos a continuacién, para fines practicos la matriz de distancia de G. Para k =
1, 2, ..., sea D la matriz k-distante de G, la cual es una matriz cuadrada indexada por

el conjunto de vértices V' y definida por

(D[k]) 1 sidg(z,y) =k
Y 0 en otro caso.

Notemos que D coincide con la matriz de adyacencia de la grafica k-distante de G. Por

definicién Ag = DWW y ALK = DIk,

En la buisqueda de una expresion explicita para C (N, k), utilizamos el caso k = 2 para

ilustrar. Sean x = (&1, ..., &x), vy = (1, ..., ny) € VY, tales que

N
aGN (:E,y) = ZaG (gzﬂ?z) = 2a
=1

lo cual funciona si y solo si alguno de los dos casos siguientes ocurre:



CAPITULO 5. GRAFICAS K-DISTANTES 105

(i) Existen 1 < i; < iy < N, tales que Jg (fil,nil) = Jg (£i2,ni2) =1y dg (5]-,7]]-) =0
para todo j # iy, 1.
(ii) Existe 1 <i < N tal que 0g (§;,m;) =2y Jg (fj,nj) = 0 para todo j # i.

Luego, se tiene que|||

ANV = N DU (i) + > DPL(GG)

1<i1<ig<N 1<i<N

= AWN2 L O (N,2).

Apliquemos el argumento anterior a A™N* para un k arbitrario. Para k > 1, sea

A(k) = {/\ = (j1, J2, ---) : Jjn > 0 enteros tales que Zhjh = k} ;

h=1

a los elementos de A (k) se les llama particiones de k. Para A = (j1, ja, ...) € A (k) defnimos
C()‘):ZlA(G)@)“'@D[h]®"‘®D[h}®"'®1A(G)>

donde DI aparece jj, veces y la suma se hace sobre todos los posibles arreglos. Notemos

que si \g = (k, 0, ...), entonces

Cho)= > DW(, ..., i) =ANP,

1< << <N

Lema 134 Para k > 1 se cumple que

ANVH = AR L N O ().
XEAR)\{Ao}

Demostracién. Sean = = (&, ..., &), ¥ = (0, -, ny) € VPV, si (A[Nk])zy =1,

entonces dgn (z,y) = k, lo cual ocurre si y solo si

N
ZaG (Si,m) =k,
i=1
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y si contamos el nimero de pares (£;,7;) que estédn a distancia h, nos damos cuenta de que
A= O,
AeA(k)

de donde se sigue el resultado. [ ]

Lema 135 Sea A € A (k) \{ )Xo}, entonces se cumple que

CA) m
N2 — 0.

Demostracién. Sea A = (ji1, jo, ...) y definimos J = > j,. Sea M (m) el maximo de los
valores absolutos de los momentos mixtos de D"/, D ... de grado menor o igual que m.
Tenemos que

CA" =) 1y @ @)@ ®(x)® & lya),

por expansion explicita, donde (x) es un monomio en DU DB de grado a lo més m.
Para calcular el valor de o (C'(A\)™), los términos que tienen un monomio D" de grado 1,
no se toman en cuenta, pues ¢ (D[h]) = 0, por lo tanto solo necesitamos términos donde en
cada (%) se encuentre un monomio de grado al menos 2.

Separamos a ¢ (C'(\)™) en la siguiente suma
P(CN™ =5+R

donde
S= ¢(lae @00 0H*® - 0lyg),

donde los (*) son monomios de grado 2 todos, o todos los (x) son de grado 2 excepto uno el

cual es de grado 3, segtin la paridad de mJ. Observemos que para S, el nimero de lugares

N
donde aparece (x) es , ademds, el nimero de arreglos de DI, DBl en los

[m.J/2]
lugares elegidos, es un nimero finito ¢ (m, J), que depende de m y J. Por lo tanto
N

S| < M ()2 ¢ (m, k) < o1 (m, k) NT/2),
m.J /2]



CAPITULO 5. GRAFICAS K-DISTANTES

107

para alguna constante ¢; (m, k). Similarmente, para R el nimero de lugares donde puede

N
aparecer (x) es a lo més , de donde obtenemos que

mJ/2] —1

|R| N (N[mJ/2}) )

También se cumple que
T=Y ju<> hjn=F

de donde se puede deducir que

mdJ km m
— - =< =
2 2 = 2

y en consecuencia se tiene que

(p((c(A))m) - ¢ (m, k) NI/ 4 o (NTmI/2)

Nk/2 — NEkm/2
= O(N_m/Q) — 0,

N—oo

lo que concluye la demostracion.
Ahora estamos en condicién de demostrar el Teorema 132.
Demostraciéon del Teorema 132 Gracias al Lema 134 se cumple que
ANE — AWK L O (N E)

donde
C(NE)y= Y CO).

ACA(R)\{o}

Queremos aplicar el Teorema 65 a una normalizaciéon de ANF). Observemos que

2|E|
p(Ag) =0, v ((AG)Q) = IR
de donde aplicando el Teorema 65 se obtiene que
AWV:K) m 1 =~

-
Nk/QQO ((AG)2>I€/2 k!
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lo que implica que

AR B\ T
v = (W) @,

Por lo tanto, debido a lo anterior y al Lema 135 se cumple que

AWNH AR C(NE) <2|E|)k/2 115[
LN il

NWEZ T NEE TN vy ) mfe)

que era lo que se queria demostrar. [ |

5.3 Graficas k-distantes asociadas al producto booleano

En esta seccién se presenta un andlisis asintético espectral de las graficas k-distantes aso-
ciadas al producto booleano de una grafica finita con raiz, consigo misma. El caso k = 1
es presentado en el Capitulo 4, entiéndase como el Teorema del Limite Central Booleano
para graficas. En el caso k > 2 se utiliza el lema conocido como Lema del cuarto mo-
mento booleano, para verificar la convergencia del espectro de la grafica k-distante asociada

al producto booleano.

Lema 136 Sea G = (V, E, e1) una grifica finita conezxa con raiz y sea k € {2,..., N} tal que
G es una grifica no trivial. Sea (G*N ) ™ Ja gréfica k-distante asociada al producto booleano

de G' consigo misma N veces, entonces (G*N )[k] admite una descomposicion de la forma
(G*N)[k] _ (G[k})*N Sed
donde Og (z,€e) < k, para todo z € G'.

Demostracién. Sean G, Ga, ..., Gy las N copias de GG, que al pegarlas por e forman el

producto booleano G*V. Si z, y € G;, entonces

aG*N (.ZU, y) - aG,- ($7y> = 86' ({E, y) )
lo cual implica que

(.)€ B(GY) siysolosi () € E (™)),
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de donde se sigue que (G[k])*N - (G*N) [kl
Ahora, si x € G; yy € Gj con j # i, gracias a la definicién del producto booleano,

cualquier camino en G*V que vaya de x a y tiene que pasar por el vértice e, por lo tanto
Ogen (2,y) = g, (z,€) + 0g, (y,€),
de lo que se puede deducir que
(2,y) € E <(G*N)[k]> siy solo si dg, (7, ¢e) + Jg; (y,e) = k.

Como Jg, (,€), da, (y,e) > 0, entonces obtenemos el resultado. n

Lema 137 (Del cuarto momento booleano) Sea {X.,},., C (A ¢), una sucesion de

variables aleatorias en un Fspacio de Probabilidad No-Conmutativo, tales que
P(Xp)=0 y ¢(X2)=1 Vn>1

Si @ (X3) — 1, entonces py, — b, donde b es una variable aleatoria con distribucion de

probabilidad Bernoulli simétrica centrada.

Demostracién. Sean ({wZ (,u X)} , {ozi (,u Xn) }) los coeficientes de Jacobi de la medida de

probabilidad py . Gracias a las ecuaciones (2.14)

m = a3
2
ma = o + wq
3
mg = o + 20wy + aawg
4 2 2 2
my = o +3ajwi + 2000w + apwr + wi + wiws.

Dado que m, (MXH) =0y mo (,an) = 1 se cumple que

o (,an) =0 vy w (,an) =1 VVn2>1,

de donde

My (,an) = oz% (Mxn) + 1+ ws (an) .
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Ahora, como my (,LL Xn) — 1 y wy > 0 se tiene la convergencia

wa (px,) — 0y a2 (ux,) — 0.

n—oo n—oo
Finalmente, de la Proposicién 24, se sigue que

1
Gﬂxn (Z) 730 Z_—la
z

de donde se sigue el resultado. [ ]

Ahora, nos encontramos en posibilidad de demostrar el teorema principal de esta seccion.
Este teorema es un anédlogo a los Teoremas 131 y 132, donde se cambia al producto directo por
el producto booleano. Una caracteristica importante del teorema principal de esta seccion
es que la distribucién limite no depende de k, a diferencia de sus andlogos. Este resultado

no se encontré reportado en la literatura.

Teorema 138 Sea G = (V, E,e1) una grifica finita conexa con raiz y sea k fijo, tal que

*N, k]

GW es una grdfica no trivial. Sea Al la matriz de adyacencia asociada a la grifica k-

distante del producto booleano de G consigo misma N veces, sea el conjunto de vecinos
de e en la grifica k-distante asociada a G, entonces la distribucion de la variable aleatoria
AWK /\/ N ]Ve[k]], con respecto al estado p,, converge a una distribucion Bernoulli simétrica,
es decir

A[*N,k] 1
— = (5_1 + 51) ;

/N|V6[k]| 2

donde la convergencia es en distribucion.

Demostracién. Consideremos el Espacio de Probabilidad No-Conmutativo (A, ¢,;) con
o, (M) = My, para M € A (ver Observacién 30), entonces, recordando de la Proposicién
81, si A es una matriz de adyacencia, ¢, (Ak) es igual al nimero de caminatas de tamano &

que empiezan en el vértice 1 y terminan en él mismo.
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Como la gréfica G es una gréfica simple, es decir, no tiene lazos, entonces G*V también

es una grafica simple, de donde se puede ver entonces que

A[*N,k:}

ol ==
N|Ve[ }|

Ahora, veamos que dado que la grifica G*V no tiene lazos, las tnicas caminatas de tamano

=0.

dos que empiezan en e y terminan en e son de la forma (exe), es decir, empiezan en e y en
. . k
el primer paso van a un elemento z el cual es vecino de e en (G*N )[ } para luego regresar a

e, esto se puede hacer de N |Ve[k}| formas distintas, por lo tanto

2
A[*N’ k] 1

_ [xN,k]\ 2
o ([ ) C i (aey
A\ e
1
= %] NVH =1.
NIV

Nos interesa contar las caminatas de tamano 4 que empiezan en e y terminan en e en

(G*N )[ } , veamos entonces cuantos tipos de caminatas puede haber con estas caracteristicas.

Tipo 1 Tipo 2

El primer tipo (Tipo 1) de caminata es de la forma exeye. Es decir, aquella que empieza
en e, y va a un vecino x de e, para en el siguiente paso regresar a e, lo cual se puede escoger
de N ]Ve[k]] formas distintas. Después podemos ir a un vecino y de e (el cual incluso puede ser

el primero que se habia escogido) y finalmente regresar en el cuarto paso a e, esto se puede
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2
hacer de NV \Vem\ formas distintas, por lo que existen (N |Ve[k}|> caminatas de este tipo, es

decir
k] 2 4
<N Ve |> AN

7 > %1
<N|Ve[k]|) /N|Ve[k]|

Sea G 1a copia de G* en el producto booleano (G W)*N que contiene a x. Otro tipo (Tipo

2) de caminata es la siguiente, de e se va a un z € v (el cual se puede escoger de N |Ve[k]|
maneras distintas), y de z solo se puede ir a un y € Ggﬂ (lo cual estd acotado por el nmimero
de vecinos de ), lo anterior se cumple ya que g~y (e,7) = k, entonces si y estuviera en
otra copia de G*! la distancia SNy (y, 1), entre y y = tendrfa que ser mayor que k. Para el
siguiente paso de la caminata, de y solo se puede ir un elemento de 17 (pues en el ltimo
paso se tiene que regresar a e), entonces de y se va a z € G;[f], pues de lo contrario si z ¢ G[Ik]

esto implicarfa que (g« (e, 2) # k, lo cual es una contradiccién.

Obstrucciones
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Por lo tanto, si escribimos M = max,cy |Vz[ ]|, el nimero de caminatas de este tipo estd

acotado por (N |Vg[k}> (M) (]Ve[k]]) , de donde tenemos que

4 6]\ 2
AN E] <N"/e |> N|Vé[k] |M’Ve[k]’
£ ; = 1) 2 ) 2
VN (v (v
1 M 1
= _—
N N—o0 ’

pues M no depende de N. Gracias al Lema 137 se obtiene el resultado deseado. ]






Apéndice A

Resultados Auxiliares

A.1 Producto de Kronecker

Definicién 139 Sean A, .., y B,xq matrices, se define como el producto de Kronecker a
la matriz denotada por A ® B de tamarnio np X mq, tal que la entrada ijkl (entrada ki del

bloque ij) es (A®B)Z.jkl:aijbkl, donde 1 <i<n,1<j<m,1<k<pyl<i<yq.

Mids explicitamente, si

@11 Q12 - Aim bin bz - blq

A21 Q22 -+  Qom bai by - b2q
A= y B= ,

ap1 Qp2 *°°  Qpm bpl bp2 T bpq

entonces tenemos que el producto de Kronecker, visto por bloques es

CL11B (llmB
A® B =

amB s ant

114
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lo que, més explicitamente es

ai1bin apbiy - allblq coe e agpbin appbin - Cllnblq

aiibar  anbay - -- a11b2q oo e aipba aipbye - alanq

allbpl @nbpz s allbpq Tt alnbpl a/lnpr ce a/lnbpq
AR B =

anibin  apibiz - -- anlblq cee e Apmbin apmbiz - anmblq

anibor  apibay - - an1b2q cee e Qpmbar apmbae - anmb2q

anlbpl anlpr o anlbpq oottt anmbpl anmpr T anmbpq

El producto de Kronecker es un caso especial del producto tensorial, por lo que es bilineal

y asociativo, es decir, si las matrices B y C' son de iguales dimensiones se cumple que
AR (B+C)=A®B+A®C,

de igual forma, si las matrices A y B son de iguales dimensiones, entonces se cumple que
(A+B)C=AxC+BxCC.

También, si k£ € R, entonces se tiene que

(kA)® B=A® (kB)=k(A®B) v (A®B)®@C=A®(B().
El producto de Kronecker cumple la propiedad del producto mixto, la cual se enuncia
como sigue:

Proposicion 140 Si A, xm, Bpxq, Cmxi Y Dyxr, sS0n matrices de dimensiones n x m, p X q,

m X | y q X r, respectivamente, entonces se cumple que

(A® B) (C® D) = AC ® BD. (A.1)
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Notemos que si A y B son matrices cuadradas de tamano n y p, respectivamente, en la
diagonal de (A ® B) se encuentran los coeficientes de la forma a;;b;;, donde 1 < i < ny

1 < j < p, de este hecho se puede deducir que la traza cumple lo siguiente:

tr(A® B) = tr (A) tr (B). (A.2)

Entonces, de las propiedades (A.1) y (A.2) se deduce que el producto de Kronecker cumple

que

tr[(A® B)"] tr(A® B)(A® B)--- (A® B)]
= tr[A" @ B"|

= tr(A")tr(B").
Esta tltima igualdad implica que

Spec (A ® B) = {\i; : \i € Spec (A) p; € Spec(B)} . (A.3)
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