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Introduccion

Una innovacién que ha revolucionado las comunicaciones electréonicas es la comunicacion
inaldmbrica, en donde los sistemas MIMO! juegan un papel central en el desarrollo de nue-
vos sistemas. Esto requiere del uso de herramientas y modelos, clasicos y nuevos, para su
comprension y estudio. En particular, es de primordial importancia el anélisis de la eficiencia
espectral ergddica de dichos sistemas, lo cual nos permite estimar la cantidad de informacién
que pasara a través un sistema MIMO previo a su implementacién.

Esta tesis de licenciatura aborda el andlisis de la eficiencia espectral ergddica asintética
de sistemas MIMO con correlacién de Kronecker en presencia de una entrada isotrépica?,
exponiendo de manera detallada los principales resultados y técnicas disponibles para ello.
Dado que evaluar la eficiencia espectral ergddica no es facil en general (véase por ejemplo el
articulo de Telatar [Tel99]), en esta tesis se propone y analiza la bondad de la aproximacién
provista por la eficiencia espectral ergédica asintdtica. Ademas, con el fin de calcular numéri-
camente la eficiencia espectral ergddica asintética, se propone e implementa un método para
aproximarla.

En 1948 el ingeniero eléctrico y matematico Claude E. Shannon publicé en el Bell System
Technical Journal el articulo “A mathematical theory of communication” [Sha48], con el
cual fundé la teoria de la informacién y en particular acuné el concepto de capacidad de

un canal®. La capacidad de un canal es una cantidad teérica que, como demostré Shannon,

'Un sistema MIMO (del inglés Multiple Input Multiple Output) es un sistema de comunicacién inaldmbrica
en el cual tanto el transmisor como el receptor disponen de varias antenas para transmitir y recibir segin sea
el caso.

2En sistemas donde el transmisor no posee el suficiente equipo de cémputo para tener informacién del estado
del canal, transmitir la informacién de manera isotrépica es en general la opcién mas natural.

3En el caso de canales ergédicos, para una distribucién de la entrada fija, a la cantidad de informacién que
puede pasar a través del sistema se le denomina eficiencia espectral ergédica. En este contexto, la capacidad
ergddica se define como la méxima eficiencia espectral ergédica, maximizada sobre las posibles distribuciones
de la entrada.

XV



estd intimamente relacionada con la maxima cantidad de informacién que puede pasar a
través del sistema. Desde entonces, la teoria de la informacion ha sido una herramienta muy
importante en el desarrollo de las comunicaciones electrénicas, asi como en el desarrollo de
otras areas de importancia actual como la codificacién, economia, teoria de juegos, ciencias
de la computacién, entre otras.

Una de las caracteristicas de los sistemas de comunicacién inaldmbrica previos a los siste-
mas MIMO es que las multiples trayectorias que sigue la senal transmitida en su camino al
receptor son perjudiciales para el desempeno del sistema, puesto que producen interferencia
destructiva en el receptor. Sin embargo, explotando la existencia de las multiples trayectorias,
Gerard Foschini introdujo en 1996 los sistemas multiantena. Posteriormente Emre Telatar pu-
blicé en 1999 su articulo [Tel99] en el cual demostré que un sistema MIMO, bajo el llamado
modelo candnico, posee una capacidad ergddica asintética por antena receptora constante.
Como consecuencia, es tedricamente posible transmitir tanta informacién a través de un sis-
tema MIMO como se quiera sin ningin costo adicional de potencia, inicamente agregando
mas antenas transmisoras y receptoras, manteniendo una proporcién constante entre ellas.

El supuesto acerca de la independencia de los coeficientes de propagacién se puede ga-
rantizar bajo ciertas condiciones, tal y como lo supone el modelo canénico. Sin embargo, no
siempre sucede esto, por lo cual es necesario introducir el concepto de sistema MIMO correla-
cionado. Es decir, un modelo para los sistemas MIMO donde hay correlacion presente entre los
coeficientes de propagacién. De particular importancia y utilidad es el modelo de correlacién
separable o correlacién de Kronecker, debido, entre otros factores, a su motivacién teérica,
validez experimental y utilidad analitica. Uno de los objetivos de esta tesis es estudiar este
modelo, analizando por separado tres casos posibles: (a) el receptor no presenta correlacion,
(b) el transmisor no presenta correlacién y (c¢) cuando ambos extremos presentan correlacién.

Recientemente Couillet, Debbah y Silverstein en su articulo [Coul0], analizan expresiones
para la capacidad asintdtica de sistemas MIMO correlacionados multiusuario. Este andlisis
es particularmente importante puesto que contempla los efectos de la interferencia entre los
usuarios del sistema, por lo que se ajusta totalmente a los canales multiaccesso MIMO. Sin
embargo, en esta tesis se considera unicamente el caso en el que hay un dnico transmisor y
un dnico receptor.

Actualmente existe una gran cantidad de temas relacionados con los sistemas MIMO. Esta
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tesis presenta los conceptos basicos de dichos sistemas, ofreciendo una breve introducciéon al
tema. Puesto que el desarrollo de la comunicacién inalambrica involucra varias teorias y con-
ceptos, otro de los objetivos de esta tesis es hacer una recopilacion de algunas de las teorias
y conceptos mds relevantes, comentando la importancia de los mismos en la comunicacién
inalambrica. En particular, en los apéndices se exponen ciertos aspectos bésicos de probabi-

lidad, procesos estocasticos, teoria ergddica, codificacién y teoria de matrices aleatorias.

Para calcular la eficiencia espectral ergddica asintética de los canales MIMO es necesa-
rio utilizar resultados de la teorfa de matrices aleatorias* y la transformada de Stieltjes de
la distribucién empirica espectral asintdtica del canal. En el caso particular en que se tiene
correlacién unilateral, la misma que estd compuesta de variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas las cuales toman una cantidad finita de valores, la transformada
de Stieltjes buscada estd dada por las raices de un polinomio. Por lo que, calcular numérica-
mente las raices los polinomios respectivos nos permite obtener los valores de la transformada
de Stieltjes. Mediante la implementaciéon numérica de una férmula de inversién es posible re-
cuperar la densidad espectral asintética del canal, con la cual se calcula la eficiencia espectral
ergddica asintotica.

En el caso con correlacién bilateral, aplicando un resultado de matrices aleatorias debido
a Girko, se obtiene una ecuacién de punto fijo a través de la cual se calcula la transforma-
da de Stieltjes asintética correspondiente. Es importante mencionar que dicho resultado es
valido tinicamente en el caso de distribuciones de correlacién con soporte compacto. En esta
tesis proponemos un método basado en discretizaciones de la funcién de distribucién de la
correlacién el cual nos permite utilizar las expresiones polinomiales (en el caso con correla-
ci6n unilateral) y el teorema de Girko (en el caso con correlacién bilateral) para aproximar
la transformada de Stieltjes correspondiente en cada caso. Con el fin de evaluar la eficacia de
los programas implementados para calcular la eficiencia espectral ergddica asintética de los
canales correlacionados, se compara la eficiencia espectral ergédica asintética cuando® 3 — oo
con los valores calculados por el programa.

La tesis estd organizada como sigue. En el Capitulo 1 se presentan los conceptos basicos de

teoria de la informacién y el modelado de los sistemas de comunicacion. Se pone especial énfasis

“En particular, se utilizan ciertas generalizaciones del teorema de Marchenko-Pastur (Teorema C.6).
5Se define B como el limite de nr/ngr cuando ng tiende a infinito.
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en el concepto de eficiencia espectral ergédica y capacidad ergddica. Al final del capitulo, se
motiva la introduccién de la capacidad ergddica asintdtica a través de una variacién del canal
de ruido aditivo Gaussiano complejo.

En el Capitulo 2 se presenta el modelo canénico de los sistemas MIMO introducido por
Telatar. Se inicia el capitulo con el andlisis del canal MIMO constante con el fin de ilustrar el
papel que juegan los eigenvalores de la matriz de coeficientes de propagacién en la eficiencia
espectral ergédica del sistema. Asi mismo, se muestra una comparativa entre la capacidad
ergddica y la capacidad ergddica asintética del canal MIMO bajo el modelo candnico, obte-
niendo como resultado particular (para un relacién senal a ruido igual a cien) que la capacidad
ergddica asintética por antena receptora es una buena aproximacion a la capacidad ergddica
por antena receptora.

En el Capitulo 3 se presentan los sistemas MIMO correlacionados, en particular los sis-
temas con correlacion de Kronecker, y se analiza la eficiencia espectral ergdédica asintética
de dichos sistemas. Con el fin de ilustrar las técnicas propuestas para evaluar la eficiencia
espectral ergddica asintética, se presenta brevemente el analisis de otros dos canales no corre-
lacionados: los canales independientes no idénticamente distribuidos y el canal de Rice. Por
ultimo, se presenta una comparaciéon numérica entre la eficiencia espectral ergddica y la efi-
ciencia espectral ergddica asintética. Al final del capitulo se presenta la implementacién del
método de aproximacion propuesto que se describié con anterioridad.

En el Apéndice A se proporciona un resumen de los resultados de probabilidad y procesos
estocdsticos que son necesarios en esta tesis. Ademds, se presenta una breve introduccién a
la teoria ergddica con el fin de motivar la suposicién acerca de la ergodicidad de los canales
de comunicacion inaldmbrica. En particular, justificamos intuitivamente que ciertos canales
de comunicacién inaldmbrica (como procesos estocasticos) son mezclantes, lo cual implica la
ergodicidad de dichos canales. Esto permite demostrar que la eficiencia espectral empirica
converge casi seguramente a la eficiencia espectral ergddica, y por lo tanto es valido tomar
la eficiencia espectral ergdédica como medida de desempeno de un sistema de comunicacion
inalambrica.

En el Apéndice B se presenta una breve introduccién a la codificacién. Primero se exponen
los teoremas de compresién de fuentes por medio de la propiedad de equiparticién asintética

(Asymptotic Equipartition Property), tanto en el caso de fuentes compuestas por variables
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aleatorias independientes idénticamente distribuidas, como en el caso en el que la fuente es
un proceso estocdstico estacionario y ergddico. Por tdltimo, se enuncia el teorema de Shannon
para canales ruidosos, el cual muestra la estrecha relacién entre la capacidad ergédica tedrica
y la maxima cantidad de informacién que puede pasar a través del sistema de manera practica.

En el Apéndice C se compilan los principales conceptos y resultados de teoria de matrices
aleatorias utilizados en esta tesis, incluyendo algunos resultados sobre matrices aleatorias con
entradas gaussianas y la transformada de Stieltjes de una distribucién. Por ultimo, se presenta
el Teorema de Marchenko-Pastur y algunas generalizaciones acerca de la distribucién empirica
espectral de las matrices de correlacién aleatorias bajo estudio en este trabajo.

Al final de los primeros dos capitulos y del Apéndice B se incluyen notas histéricas, las
cuales tienen como objetivo contextualizar desde el punto de vista histérico los resultados

presentados en cada capitulo.
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Notacion

Conjunto de los niimeros naturales

Conjunto de los niimeros reales

Conjunto de los niimeros reales positivos

Conjunto de los niimeros complejos

Conjunto de los nimeros complejos con parte imaginaria positiva
Parte real de un nimero complejo z

Parte imaginaria de un ntimero complejo z
Cardinalidad de un conjunto A

Variable aleatoria

Variables aleatorias

Independientes idénticamente distribuidas

Distribucién gaussiana (media j, varianza o2)

Valor esperado de una v.a. X

Valor esperado de una v.a. Y con respecto a una v.a. X
Varianza de una v.a. X

Covarianza de las v.a.s X y Y.

Matriz identidad de k x k

Matriz transpuesta de una matriz A

Matriz transpuesta conjugada de una matriz A

Matriz diagonal compuesta por a1, ..., a,

Traza de una matriz A

Vector compuesto por la concatenacién de las columnas de una matriz A

Producto de Kronecker (producto tensorial)

Propiedad de Equiparticiéon Asintética
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Capitulo 1

Sistemas de Comunicacion y Teoria

de la Informacion

El objetivo de este capitulo es presentar el tipo de sistemas de comunicacién que se analizan
en los capitulos subsecuentes de esta tesis, asi como introducir las propiedades de dichos
sistemas en las que estamos interesados, en particular la eficiencia espectral ergddica y la
capacidad ergédica. Para ello, se muestra la forma tipica en la que se modelan estos sistemas,

1

a la par que se exponen los principales conceptos y resultados de la teoria de la informacién-.

Por 1ltimo, se motiva a través de un ejemplo la definicién de la capacidad ergddica asintética.

1.1. Fuente de Informacién

La existencia de un sistema de comunicacién estd justificada por la necesidad de transmitir
un mensaje, el cual contiene una cierta informacién o datos. Basados en este hecho podemos
pensar, al menos de manera intuitiva, que una fuente de informacién es cualquier dispositivo

u objeto que proporciona algin tipo de dato a través del tiempo.

Ejemplo 1. Texto Esta tesis se puede ver como una fuente de informacién que conforme
se lee produce palabras, las cuales son la representacién fisica de la informacion que queremos

transmitir. Asi, por ejemplo, si se lee una palabra cada segundo entonces podemos modelar

!Para una exposicién més detallada de la Teorfa de la Informacién remitimos al lector al libro de Cover y
Thomas [Cov06].



la lectura de esta tesis como una funcién f : N — {Palabras (contenidas en la tesis)}, donde

f(n) representa la palabra leida en el segundo n.

Ejemplo 2. Voz Podemos pensar en las variaciones de voltaje que produce la voz humana
en un micréfono como una fuente de informacién, en la cual las variaciones de voltaje son
la representacién fisica de la informacién que se quiere transmitir. Una manera natural de
modelar este proceso es representar las variaciones de voltaje como una funcién g : [0, 00) — R,

donde g(t) representa el valor del voltaje en el tiempo t.

Ejemplo 3. Bits FEs posible pensar en los bits que trasmite un celular durante una llamada
como una fuente de informacién en la que la informacion se representa mediante unos y ceros.
Si se transmitieran bits solamente en los tiempos nt con n = 1,2,3,... (n € N) y 7 una
constante de tiempo fija, entonces la transmisién de dichos bits se podria representar como

una funcién h : N — {0,1}, donde h(n) representa el bit transmitido en el tiempo nr.

Si bien, es valido pensar que la fuente de informacion es la voz de la persona que habla por
el celular, también es valido pensar que la fuente de informacion son los bits que se transmiten,
los cuales se producen a partir de la voz. Considerar como nuestra fuente de informacién a
la voz o a los bits dependera meramente del aspecto particular del sistema que queramos
analizar.

A priori no se puede saber exactamente qué dira esta tesis, asi como tampoco es posible
saber de antemano que nos dirda una persona cuando nos llama por teléfono o que bits pro-
ducird su voz, es decir, a priori desconocemos f = {f(n)|n € N}, g = {g(t)|t € [0,00)} ¥
h = {h(n)|n € N} en los tres ejemplos anteriores. Por lo tanto, es mas conveniente pensar en
f, gy h como colecciones de variables aleatorias que como funciones (véanse las definiciones
A5y A7) 6 en general como procesos estocésticos (véase la Definicién A.18). En consecuen-
cia, representaremos una fuente de informacién por un proceso estocdstico X; (t € T'), cuyo
espacio de estados lo denotaremos por Ex.

En los ejemplos anteriores, los espacios de estados Ex son el conjunto de palabras que
conforman esta tesis, el rango de voltajes que puede tomar el micréfono y el conjunto {0, 1}

respectivamente. A su vez, los conjuntos indices 7" son el conjunto N, el intervalo [0,00) y N
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respectivamente. Consideremos el siguiente ejemplo, el cual aparece en el articulo cldsico de
Shannon “A mathematical theory of communication” [Sha48].
Supéngase que se quiere modelar el idioma inglés (escrito). Denotemos por E al conjunto

de todas las letras del inglés mas el espacio, esto es

E={,ab,c,...,z}.

Bajo esta notacién un texto en inglés es representado como un proceso estocastico X; con es-
pacio de estados E y conjunto indice N, donde X, representa® el caracter en la posicién
n. Un primer modelo consiste en tomar los caracteres de un texto como variables alea-
torias independientes idénticamente distribuidas (iid), las cuales poseen una distribucién
uniforme en E (véase la Definicion A.11). Un texto tipico producido por este modelo es
el siguiente: XFOML RXKHRJFFJUJ ZLPWCFWKCYJ FFJEYVKCQSGHYD
QPAAMKBZAACIBZLHJQD. Observemos que este texto dificilmente puede ser consi-
derado como una expresion en inglés, de hecho, dificilmente puede ser considerado como una

expresién en cualquier idioma.

Un segundo modelo consiste en tomar los caracteres del texto como variables aleatorias iid,
las cuales se distribuyen sobre el conjunto E de tal manera que la probabilidad P(X,, = «) con
«a € E esigual a la frecuencia relativa del caracter a en el inglés. Un texto tipico es el siguiente:
OCRO HLI RGWR NMIELWIS EU LL NBNESEBYA TH EEI ALHENHTTPA
OOBTTVA NAH BRL. Observemos que este texto se parece més a una expresién en inglés
que el texto producido por el modelo anterior, ya que al menos las palabras tienen longitudes
més similares a las reales. Sin embargo, aun dista mucho de parecer una expresiéon en inglés.

Dejando de lado la independencia entre los caracteres del texto, un tercer modelo consiste
en modelar el texto como una cadena de Markov (véase la Definicién A.19) de primer orden,
en la que la probabilidad de transicién P(X,+; = §|X,, = «) iguala la frecuencia relativa
con la que B aparece después de « en el inglés. Un texto tipico producido por esta cadena
de Markov es el siguiente: ON IE ANTSOUTINYS ARE T INCTORE ST BE S
DEAMY ACHIN D ILONASIVE TUCOOWE AT TEASONARE FUSO TIZIN
ANDY TOBE SEACE CTISBE.

2Por comodidad, se utiliza X, en lugar de X (n).



Si seguimos el mismo procedimiento que en el modelo anterior, pero en lugar de tomar
una cadena de Markov de primer orden tomamos una cadena de Markov de segundo orden,
obtendremos textos como el siguiente: IN NO IST LAT WHEY CRATICT FROURE
BIRS GROCID PONDENOME OF DEMONSTURES OF THE REPTAGIN IS
REGOACTIONA OF CRE. Con este modelo se forman pequenas palabras, por ejemplo
whey o the, pero no més alla.

Es claro que al incrementar el orden de la cadena obtendremos mejores aproximaciones.
También es posible usar palabras en lugar de letras, es decir, tomar una cadena de Markov de
un cierto orden donde el espacio de estados no sea las letras del inglés, sino las palabras. Cla-
ramente obtendremos mejores aproximaciones usando palabras en lugar de letras, sin embargo
esto tendria un costo. Dado que en el inglés hay mas palabras que letras, el orden maximo de
la cadena® se reducirfa drasticamente.

Esto muestra que, en general, entre més elaborado sea el proceso estocdstico con el que
modelamos nuestra fuente de informacion, mejor se ajustara éste a la fuente real. Sin em-
bargo, entre mas elaborado sea el proceso estocédstico, més dificil serd trabajar con él. Por lo
tanto, es totalmente valido usar un modelo simplificado de la fuente, el cual sea méas o menos

aproximado a la fuente real en términos de la aplicacién en cuestién.

1.2. Cantidad de Informacién

En la seccién anterior presentamos el concepto de fuente de informacién, la cual intuiti-
vamente es cualquier dispositivo que produzca algtin tipo de dato. Si bien es cierto que todas
las fuentes de informaciéon producen datos, no todas las fuentes de informacién producen la
misma cantidad de informacion, tal y como lo muestra el siguiente ejemplo.

Supéngase que tenemos tres fuentes de informacién 4 : N — {0,1}, B : N — {0,1} y
C :N — {0, 1}. Supongamos ademas que las A,, son variables aleatorias iid con P(4,, = 1) =1
y P(A, =0) =0, que las B,, son variables aleatorias iid con P(B,, =1)=5/7y P(B, =0) =
2/7 y que las C,, son variables aleatorias iid con P(C,, = 1) = 1/2 y P(C,, = 0) = 1/2. Las

siguientes sucesiones son realizaciones tipicas de A, B y C respectivamente.

3Se puede ver que el nimero de probabilidades de transicién es igual a N2 donde N, es el ntimero de
estados y r es el orden de la cadena.



= 111111117111111111111...
= 11001111101111110111...
= 10111110101000011010...

Intuitivamente la primer fuente no produce informacién, ya que es lo mismo observarla o no
observarla, sabemos de antemano que siempre mostrard un 1. Por su parte, B y C no son
predecibles, sin embargo podemos decir mas de B que de C. Sabemos que es mas probable
ver un 1 que un 0 para cualquier B, en particular, mientras que practicamente no podemos
decir nada acerca de las C),, ya que es igualmente probable observar un valor que el otro.

Lo anterior nos hace pensar que la cantidad de informaciéon que produce una fuente
estd fuertemente relacionada con la incertidumbre o desconocimiento a priori que tenemos
sobre dicha fuente. Una forma de cuantificar la cantidad de informacién que produce una

variable aleatoria discreta es mediante la entropia de dicha variable aleatoria.

Definicion 1.1. Sea X una variable aleatoria discreta que toma valores s; con probabilidades
P(s;):=P(X =s;) para i ={1,2,...,n}. Se define la entropia de X como

n

H(X)=—) P(s;)log P(s;) = —E[log P(X)]. (1.1)
i=1

En la definicién anterior es usual tomar el logaritmo en base 2, en cuyo caso la unidad
de medida de la entropia es el bit por simbolo (bit/simb). Si alternativamente se toma el
logaritmo natural, entonces la unidad de medida correspondiente serd el nat* por simbolo

(nat/simb). En esta tesis utilizaremos el bit/simb a menos que se especifique lo contrario.
Podemos convencernos de la efectividad de tomar a la entropia como funcién que cuantifi-
ca la cantidad de informacién que produce una variable aleatoria de al menos dos formas. La
primera, la cual se puede encontrar en el libro de Guiasu “Information Theory with Applica-
tions” [Gui77], consiste en establecer ciertos axiomas que deben ser satisfechos por cualquier
funcién que mida la cantidad de informaciéon que produce una variable aleatoria discreta.
Después, basados en estos axiomas, demostrar que la tnica® funcién que los satisface es la

entropia.

*Observemos que Inat/sfmb= 1.4426bits/sfmb.
5Salvo por la base del logaritmo.



La otra forma, es convencerse uno mismo de la veracidad de tal afirmacién al observar el
papel fundamental que la entropia juega en la codificacién. Siendo més especificos, hay que
observar que la entropia de una variable aleatoria discreta esta intimamente relacionada con
la longitud minima a la cual se puede codificar dicha variable aleatoria (véanse los teoremas

B.3 y B.5 del Apéndice B).

Para el caso de las fuentes A, B y C, tenemos que las entropias correspondientes a las

variables aleatorias A,, B, y Cp (n € N) son iguales a

H(A,) = 0 bits/simb, (1.2)
H(B,) = 0.8631 bits/sfmb, (1.3)
H(C,) = 1 bit/simb. (1.4)

Estos valores son totalmente acordes con nuestra intuicién, es decir, A,, no produce infor-
macién alguna y B,, produce mas informacién que A,, pero menos que C,,. Es posible extender
la definicién de entropia a variables aleatorias absolutamente continuas (véase la Definicién

A.8), en cuyo caso se le denomina entropia diferencial.

Definicion 1.2. Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con funcion de densi-

dad fx y soporte Sx. Se define la entropia diferencial de X como
H(X) = - g fx (x)logy fx (z) dv = —E[log, fx (X)]. (1.5)
X

Si bien, las definiciones de entropia para variables aleatorias discretas y para variables
aleatorias absolutamente continuas son muy similares, hay que resaltar que la entropia de una
variable aleatoria absolutamente continua en general no es el limite de entropias de variables
aleatorias discretas que convergen en distribucién (véase la Definicién A.22) a la variable
aleatoria absolutamente continua en cuestiéon. Por ejemplo, sea W,, una variable aleatoria
discreta que toma valores i/n para i = {1,...,n} con probabilidad 1/n para cada valor. En

este caso W,, posee una entropia igual a

1 1 1
H(W,) = - ZlogQ o= —log, o= logy n. (1.6)
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De la ecuacién anterior es claro que cuando n — oo también H(W,) — oco. Sin embargo, la
entropia diferencial de una variable aleatoria absolutamente continua W la cual se distribuye

uniformemente en el intervalo [0, 1] estd dada por
1
H(W) = —/ log, 1dx = 0.
0

De esto observamos que H(W) # lim, oo H(W,) a pesar de que® W, S W, tal y como
se habia senalado. En lo sucesivo, nos referiremos a la entropia diferencial como entropia
unicamente, siempre y cuando esto no produzca confusion.

El siguiente teorema afirma que de todas las v.a. absolutamente continuas, la v.a. con
distribucién gaussiana (véase la Definicién A.13) tiene la maxima entropia para una varianza

dada.

Teorema 1.1. [Shad8] Supdngase que se tiene una variable absolutamente continua X con

varianza fija o®. Entonces la entropia de X satisface

H(X) < = In(2mec?),

con igualdad si y solo si X tiene distribucion gaussiana.

Este resultado es particularmente importante ya que, como se habia mencionado, tener la
maxima entropia implica tener la mayor incertidumbre posible sobre la variable aleatoria en
cuestion.

Es posible generalizar el teorema anterior para el caso multivariado complejo (véase la
Definicién A.14), en el cual los vectores Gaussianos complejos circulares simétricos (Definicién
C.2) juegan el papel que la distribucién gaussiana tiene en el caso univariado real. Si se
tiene un vector aleatorio complejo n—dimensional X el cual tiene funcién de densidad fx
y soporte Sx C C", entonces para calcular la entropfa de X basta aplicar directamente la
definicién de entropia diferencial (Definicién 1.2), realizando los ajustes necesarios a la integral

correspondiente.

Teorema 1.2. [Tel99] Supdngase que se tiene un vector aleatorio complejo n—dimensional X

5Denotamos por X, 2V al hecho de que X, converge en distribucién a Y.
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con funcion de densidad fx y matriz de covarianza fija Q. Entonces la entropia de X satisface
H(X) < Indet(meQ),

con igualdad si y solo si X es un vector Gaussiano complejo circular simétrico.

Este teorema tiene como consecuencia inmediata el siguiente resultado, el cual utilizaremos

al final de este capitulo para calcular la capacidad del canal de ruido aditivo Gaussiano.

Corolario 1.1. Supdngase que X es una variable aleatoria compleja con funcion de densidad

fx y varianza fija 0%. Entonces la entropia de X satisface
H(X) < In(rec?),

con igualdad si y solo si X tiene parte real e imaginaria independientes, ambas con distribucion

gaussiana Yy varianza 02/2.

Observemos que hasta el momento tinicamente hemos definido la entropia para variables
aleatorias, por lo tanto tenemos que extender esta definiciéon a fuentes de informacion, las

cuales, propiamente dicho, son procesos estocdsticos.

Definicién 1.3. [Cov06] Sea X; un proceso estocdstico indezado por el conjunto’ T = N. Se
define la entropia de Xy como

1
H(X,) = lim —H(X1,Xo,...,Xn), (1.7)

n—oo n

siempre y cuando el limite exista.

La entropia del lado derecho de la ecuacion (1.7) es simplemente la entropia de la v.a. cuya
funcién de densidad es la funcién de densidad conjunta de las variables aleatorias X1,...,X,,.
Con el fin de evitar tecnicismos que nos desvien de nuestra discusién acerca de los elementos
principales de un sistema de comunicacién, a lo largo de esta tesis supondremos que las fuentes
con las que trabajamos estan compuestas por v.a.s iid. Un tratamiento mas completo sobre
entropia y procesos estocasticos puede ser consultado en [Cov06]. Bajo estas suposiciones la

entropia de una fuente iguala a la entropia de la variable aleatoria que la compone.

"Posteriormente mostraremos por qué tomamos T = N.



Teorema 1.3. [Cov06] Supdngase que se tiene un proceso estocdstico X; indexado por el
conjunto T' = N. Si las X,, (n € N) son variables aleatorias iid con distribucion comin X,
entonces

H(X,) = H(X).

Bajo nuestras suposiciones la entropia de una fuente sélo depende de la variable aleatoria
X que la compone, por lo tanto, algunas veces utilizaremos el término la fuente X en lugar
del término preciso la fuente X; compuesta por la variable aleatoria X.

Uno de los objetivos de la codificacién es cambiar unas fuentes por otras (véase la Seccién
B.1 del Apéndice B). En este sentido la codificacién nos permite cambiar, bajo ciertas res-
tricciones, las fuentes originales por otras que sean analiticamente mas simples o mas ttiles.
En otras palabras, la codificacién nos permite controlar hasta cierto punto la entrada del
sistema, esto implica que nuestra suposicion acerca de que las fuentes con las que trabajamos

estan compuestas por v.a. iid es valida en ciertos escenarios.

1.3. Canal de Comunicacion

Algunas veces la informaciéon no es observada directamente de la fuente, como sucede
con una llamada telefénica por ejemplo. Por lo tanto, nuestro siguiente paso es modelar el
recorrido que hace la informacion en su camino desde la fuente hasta el destinatario.

Llamaremos canal a cualquier medio fisico por el cual se pueda transmitir informacion.
En general, este medio imprimira una cierta deformacién aleatoria a la senal mediante la
cual se transmite la informacién. Por lo tanto, conviene representar al canal por un proceso
estocastico Hy, el cual tiene un cierto espacio de estados Eg y por simplicidad supondremos
estd indexado por el mismo conjunto con el que se indexa la fuente.

En algunos casos es posible suponer que la fuente estd compuesta por variables aleatorias
iid sin que esto repercuta fuertemente en el desempeno del sistema (véase la Seccién B.3 del
Apéndice B). Sin embargo, suponer que el canal es de una forma u otra, depende exclusiva-
mente del tipo de canal que se quiera estudiar. En la siguiente seccién se discutira este punto
con mayor detalle.

Dado que la entrada de nuestro sistema es aleatoria, asi como el medio por el cual se



propaga la senal portadora de la informacion, en consecuencia la salida del sistema debera ser
aleatoria. Sin embargo, supondremos que para una realizacién de la entrada y una realizacién
del canal dadas, la salida siempre serd la misma. Por lo tanto, la salida Y; de un sistema de

comunicacién debera estar dada por

Yi = f(Xy, Hy), (1.8)

donde f : Ex X Egy — Ey es una funcién determinista y Fy es el conjunto de valores que
puede tomar Y;.

El proceso anterior se ilustra graficamente en la siguiente figura.

Canal
Trans Recep Desti
Fuente ¥ nisor f P ior natario

Recordemos que las labores de codificacién y decodificacion se encuentran entre los bloques
de la fuente y el transmisor, y entre los bloques del receptor y el destinatario respectivamente.
Nuestro analisis estara enfocado unicamente en lo que pasa entre el bloque del transmisor y
el bloque del receptor.

Hasta ahora hemos dicho poco sobre como son los conjuntos Ex, Ey y Fy, igualmente
no hemos discutido sobre como es T, el conjunto indice de los procesos. Procedamos entonces
a analizar estos conjuntos.

A lo largo de esta tesis se consideran exclusivamente sistemas en los cuales la informacién

se transmite mediante sefales electromagnéticas de la forma®

z(t) = a(t) cos(wct) — b(t) sen(wet), (1.9)

donde x : R — R es la senal transmitida, w. es la frecuencia angular de la senal y a,b :
R — R son las funciones denominadas componente en fase y componente en cuadratura

respectivamente.

8Esta forma de sefial es la forma tipica utilizada en la mayoria de los sistemas de comunicacién digital.
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Ademsds, supondremos que la comunicacién se realiza en periodos de tiempo de longitud
constante, y que durante cada periodo el transmisor mantiene constantes a a(t) y b(t). También
supondremos que el sistema es sincrono, es decir, tanto el receptor como el transmisor saben
con exactitud cuando empieza y cuando termina cada periodo. Esto implica que el conjunto
indice de los procesos estocasticos en cuestién sera N.

Si consideramos un periodo en particular y definimos a = a(t) y b = b(t), entonces ten-

dremos que

z(t) = acos(w.t)— bsen(w,t) (1.10)

= ccos(w.t + @), (1.11)

donde ¢ = va? + b? y ¢ = arctan(b/a). Esto nos permite representar la senal transmitida en
el periodo mediante el punto en coordenadas polares (c, ¢), el cual estd representado en el
plano complejo por el punto a + ib. Por lo tanto, podemos modelar las senales transmitidas
como numeros complejos X,, = a,, + iby,.

Claramente la senal recibida serd una versiéon modificada de la senal transmitida. Para
modelar la senal recibida, y en consecuencia el efecto del canal en la senal transmitida, es
necesario analizar primeramente el comportamiento de los canales inalambricos.

La propiedad principal que caracteriza a los canales inalambricos es la existencia de multi-
ples caminos a través de los cuales la sefial transmitida llega al receptor. Comprender a fondo
los mecanismos de propagacién de la ondas electromagnéticas estd fuera del propédsito de
esta tesis?. Sin embargo, podemos mencionar que los efectos dominantes en un canal de co-
municacién inaldmbrica son tres: los desvanecimientos a gran escala (large-scale fading), los
desvanecimientos a pequena escala (small-scale fading) y el ruido aditivo.

El desvanecimiento a gran escala se refiere a las variaciones de la potencia promedio de la
senal recibida en diferentes puntos geogréficos, generalmente estas variaciones sélo son per-
ceptibles a través de grandes distancias. Este fenémeno, también conocido como atenuacion,
se produce principalmente por las pérdidas de potencia debidas a la propagacién de la senal

a través del medio y por obsticulos de gran tamano que obstruyen el paso de la senal.

9Para una explicacién mis detallada acerca de los mecanismos de propagacién de las ondas electromagnéticas
consultese el libro de David Tse [Tse05].
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El desvanecimiento a pequena escala se refiere a las variaciones de la potencia recibida a
través del tiempo. Estas variaciones son causadas por las multiples copias de la senal trans-
mitida que llegan al receptor (debido a los multiples caminos entre el receptor y transmisor),
por lo tanto, este fenémeno depende fuertemente de los objetos'® que estén alrededor del
transmisor y del receptor, asi como el movimiento de los mismos. Estas variaciones son per-
ceptibles en pequenos cambios geograficos, ya que dos puntos relativamente cercanos pueden
tener caminos diferentes.

A lo largo de esta tesis pondremos especial énfasis en una clase de desvanecimiento conoci-
do como desvanecimiento plano (flat fading). Este desvanecimiento es tal que la senal recibida
es idéntica a la transmitida, excepto por un cambio en la amplitud y en la fase!l.

Debido a que el entorno y movimiento del transmisor y receptor son en general aleatorios,
el desvanecimiento a gran escala se modela estadisticamente. Como ya lo mencionamos, las
seniales utilizadas en los sistemas de comunicacién inaldmbrica son representadas como nime-
ros complejos, y debido a que el desvanecimiento plano sélo modifica la amplitud y fase de la
sefial transmitida, entonces la sefial recibida idealmente es de la forma ax donde x es la sefial
transmitida y « es el nimero complejo que representa la deformacién producida por el canal.
Es importante resaltar que el desvanecimiento a gran escala estd contemplado en o por medio
del valor esperado de la potencia recibida E[|az|?].

El ruido aditivo se produce generalmente por dos fenémenos, el ruido térmico (thermal
noise) y el ruido de disparo (shot noise). El ruido térmico es producido por el movimiento de
electrones libres en un resistor. Los electrones libres que crean este fenémeno, son electrones
que se desprenden del resistor a causa de la temperatura y por lo tanto, este fenémeno aparece
incluso en ausencia de corriente eléctrica a través del conductor. El ruido de disparo, por
el contrario, se presenta cuando una corriente eléctrica circula a través de un dispositivo
electrénico. Este ruido es generado por la variacién entre la corriente promedio y la corriente
instantanea, esto debido a que el nimero de electrones que pasan a través de un punto del
circuito no es constante con respecto al tiempo.

Dado que el ruido térmico y el ruido de disparo se generan debido al efecto conjunto de una

10Del orden de una longitud de onda de la sefial transmisora.

1E] desvanecimiento plano se presenta en canales de banda angosta. En canales de banda ancha, existe un
fenémeno conocido como desvanecimiento selectivo (frequency-selective fading). Para més detalles sobre las
diferentes clases de desvanecimientos constltese [Jaf05].
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gran cantidad de electrones, en la mayoria de los casos estos ruidos se suponen Gaussianos.
Cabe resaltar que el ruido aditivo no es tinico de las comunicaciones inaldmbricas, dado que
el ruido aditivo se produce practicamente en cualquier proceso de conducciéon eléctrica, este
fenémeno estd presente en la mayoria de los dispositivos electrénicos.

Por lo tanto, modelaremos la senal recibida como un nimero complejo de la forma ax +n
donde « es la variaciéon producida por los desvanecimientos a gran escala y a pequena escala,
mientras que n es la variacion producida por el ruido aditivo. Observemos que una realizacion
del canal estd compuesta por el par (o, n) y en consecuencia los espacios de estados de los
procesos estocasticos en cuestién seran Ex = Fy =Cy Eg =C x C.

Con el fin de hacer un uso mas eficiente de la energia eléctrica, la senal transmitida
deberd tener media cero'?, es decir E[X] = 0. Ademés, restringiremos la potencia promedio
transmitida a algin valor P, esto es, E[|X|?] < P. El valor de P depender4 totalmente de la

disponibilidad de energia eléctrica que tenga el sistema.

1.3.1. Canal de Ruido Aditivo Gaussiano Complejo

Un canal de ruido aditivo Gaussiano complejo es un canal el cual estd descrito por la
expresion

Y, = Xy + YN, (1.12)

donde X,, € C es la senal transmitida en el periodo n, Y,, € C es la senal recibida durante
el mismo periodo, 72 € R es una constante denominada potencia de ruido y las N,, € C son
variables aleatorias independientes gaussianas complejas de media cero y varianza unitaria,
cada una con parte real y parte imaginaria iid con distribucién N(0,1/2).

En este modelo el coeficiente que representa la modificacion inducida en la senal transmi-
tida debido al paso a través del canal es igual a 1, es decir no hay tal efecto. Por esta razén
este modelo es bastante utilizado en comunicaciones alambricas, donde la modificaciéon debida
al paso a través del canal es practicamente constante salvo el efecto del ruido aditivo.

Es importante mencionar el porqué las variables aleatorias IV,, se modelan como variables

aleatorias gaussianas y no mediante otra distribucién. En primer lugar, la motivacion fisica

2S¢ puede demostrar que si X es una v.a. compleja de media cero y p un niimero complejo no nulo, entonces
E[|X + u|?] > E[|X]|?]. Por lo tanto, en términos de la potencia transmitida es éptimo que E[X] = 0.
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sugiere que el ruido es debido a la superposiciéon de muchos efectos pequenos, lo cual hace
natural pensar en la normalidad de la distribucién estadistica del ruido.

Ademsds, recordemos que la entropia también se puede interpretar como la incertidumbre
que se tiene acerca de un cierto fenémeno. Dado que la distribucién gaussiana maximiza la
entropia para una varianza dada, entonces esta distribucién es la que nos produce la mayor
incertidumbre acerca del ruido. En otras palabras, si usaramos cualquier otra distribucion

diferente a la gaussiana es porque se tiene evidencia que afirme la no normalidad del ruido.

1.4. Capacidad Ergddica

Hasta ahora se ha cuantificado la cantidad de informacién que produce una fuente mediante
la entropia y se ha modelado la deformacién que sufre la senial transmitida en su paso por el
canal. El siguiente paso es investigar la cantidad de informacién que llega al receptor, ya que
en general, ésta no serd la misma que la transmitida.

Podemos pensar en la cantidad de informacién util recibida como la cantidad de infor-
macién recibida menos la cantidad de informacion o incertidumbre producida por el paso de
la informacioén a través del canal. Esto se puede pensar como si a la informacién recibida le
quitaramos la informacion que gener6 el ruido. Por lo tanto, la informacién perdida se puede

pensar como la incertidumbre que se tiene sobre la salida dada la entrada.

Definicion 1.4. Sean X yY dos variables aleatorias con densidades fx vy fy respectivamente.

Se define la entropia condicional de Y dada X como

HY|X) = - /S /S F(,y) logy £(y]z) dy de, (1.13)

donde Sx y Sy son los soportes de las densidades fx y fy respectivamente.

Por ejemplo, en el canal de ruido aditivo Gaussiano complejo se tiene que
H(Yn|Xn) = H('YNn)v (1'14)

tal y como se esperaba. A continuacién se define la informacién mutua de dos variables

aleatorias, por lo expuesto en el parrafo anterior esta cantidad cuantifica la cantidad de
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informacién que pasa a través de un sistema.

Definiciéon 1.5. Dadas dos variables aleatorias X y Y, se define la informacion mutua de

ambas variables aleatorias como
I(X;Y)=H(Y)- H(Y|X). (1.15)

Observemos que la informacién mutua se puede expresar como

f(z,y)

fx(a:)fy(y)> dz dy, (1.16)

1069) = [ o, (

de lo cual se concluye rapidamente que I(X;Y) = I(Y; X).

Si se tiene un sistema sin ruido, en el que Y = X entonces I(X;Y) = H(X) = H(Y)
como se esperaria, ya que en este sistema no hay deformacion de la informacién debido a
la propagacién a través del canal. Si por el contrario, se tuviera un canal en el que la senal
recibida es independiente de la senial transmitida entonces I(X;Y’) = 0, es decir, tinicamente
tendriamos la informacién del ruido en el receptor.

Es importante notar que durante un wuso del canal la informacién mutua promedio por

simbolo o periodo es igual a

N N
1 1
NZI(Xi;Yi) = NZI(Xi;f(Xz’,Hi)), (1.17)
=1 1=1
donde N es el nimero de periodos que se utiliza el canal.
Si I(X;;Y;) = g(H;) para alguna funcién g : Eg — R, es decir si la informaciéon mutua
es una funcién'® de H;, entonces en el caso de canales ergédicos (véase la Seccién A.3 del

Apéndice A) se tiene que

N
P( lin 31X Y)) :EH[9<H>1) -1, (118)
i=1

N—>ooN,

donde H es la variable aleatoria que tiene la misma distribucion que las H;.

3En el siguiente capitulo veremos que en el caso de los sistemas MIMO la informacién mutua del sistema
es una funcién continua que sélo depende de H;.
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Dado que en la mayoria de sistemas convencionales N suele ser relativamente grande'?,
de la ecuacién (1.18) se concluye que en el caso de canales ergddicos la informacién mutua
empirica promedio + SN | I(X;; V) debe ser similar al valor esperado teérico E[g(H)]. Con
base en esta observacion se define la eficiencia espectral ergddica de un sistema como la
informacién mutua producida por la entrada y la salida dividida entre el ancho de banda
utilizado. Por ejemplo, si X y Y son las variables aleatorias asociadas a la entrada y salida
de un sistema respectivamente, y el ancho de banda utilizado es igual a B Hertz, entonces la
eficiencia espectral ergédical!® del sistema serd igual a I(X;Y)/B.

Por simplicidad suponemos que el ancho de banda utilizado en nuestros sistemas es de
1Hz. Cabe resaltar que el término eficiencia espectral se refiere a la eficiencia con la que se
utiliza el espectro electromagnético, y no tiene que ver con el espectro de una matriz.

Es importante notar que para un canal dado la eficiencia espectral ergédica depende
unicamente de la distribuciéon de la entrada, la cual es hasta cierto punto controlable mediante

la codificacion.

Definiciéon 1.6. Se define la capacidad ergddica de un canal como la mdxima eficiencia es-
pectral ergodica, maximizada sobre las posibles distribuciones de la entrada. En otras palabras,

la capacidad ergddica C de un sistema se define como
C=maxI(X;Y). (1.19)
fx

Esta es la cantidad sobre la cual gira todo el andlisis de esta tesis, sin embargo, no es el
7 . d . ’ . d . 16 L -d d /d. .
unico aspecto de interes en este tipo de sistemas™. La capacidad ergodica es muy importante
debido a que nos proporciona un maximo tedrico para la cantidad de informacion que puede
pasar a través del sistema (véase la Seccién B.4 del Apéndice B), lo cual nos ayuda a evaluar
la utilidad de un sistema antes de implementarlo. Esto es crucial en las comunicaciones, ya
que una mala inversién es inaceptable en sistemas de la magnitud de una red de telefonia

celular, por ejemplo.

MPor ejemplo, un sistema que transmite 1Kbps con 10 bits por simbolo utiliza 100 periodos por segundo.

513 unidad de medida de la eficiencia espectral ergédica es el bit/sfmb/Hz.

En sistemas donde el canal permanece pricticamente constante a lo largo de todo un uso, la capacidad
ergddica deja de ser significativa. En este tipo de canales se suele utilizar como medida de desempefio la
Capacidad de Apagén (Outage Capacity), la cual a grandes rasgos, es una funcién Cout : [0,1] — R donde
el valor Cout(p) representa la méxima cantidad de informacién C' con la que el 100(1 — p) por ciento de las
realizaciones del canal produce una informacién mutua mayor o igual a C.
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Ademas, la capacidad ergdédica nos ayuda a evaluar el desempeno de los sistemas ya
implementados. Imaginemos que tenemos un sistema que alcanza una eficiencia del 99 % con
respecto a la capacidad ergddica (méximo teérico). En esta situacién dificilmente podremos

hacer mejoras que afecten significativamente el desempefio del sistema.

En resumen, calcular la capacidad ergédica es fundamental en la planeacién e implementa-
cién de cualquier sistema de comunicacion inaldmbrica. A continuacién se desarrolla el célculo
de la capacidad del canal de ruido aditivo Gaussiano complejo. Posteriormente se muestra una
variacién del canal de ruido aditivo Gaussiano complejo muy interesante, la cual nos permite

introducir la nocién de capacidad ergddica asintética.

1.5. Capacidad Ergoddica Asintética

A fin de motivar la introduccién de la capacidad ergédica asintética, primero analizamos
el canal de ruido aditivo Gaussiano complejo seguido del andlisis de una variacién de dicho

sistema, la cual refleja claramente el comportamiento asintético de la capacidad ergédica.

Supéngase que se tiene un canal de ruido aditivo Gaussiano complejo!” Y = X + N tal

que E[|X|?] = P42 En este caso la capacidad del sistema est4 dada por

C = n}éx{H(X +yN) — H(X +vN|X)} (1.20)

= n}iX{H(X +~yN)— H(yN)}. (1.21)

Despejando el valor de la entropia de una variable aleatoria gaussiana compleja (Corolario

1.1) obtenemos que
C = Ir}éux{H(X +vN)} — In(rey?). (1.22)
X

Dado que la varianza de X 4+ N es fija (P2 + +2), tenemos que el méximo de H(X + yN)

se alcanza cuando X + yN es gaussiana. Dado que N es gaussiana, entonces la capacidad se

17 Al igual que lo hicimos con las fuentes, omitimos el indice temporal del canal asi como el de la salida del
sistema, ya que las cantidades de interés solo dependen de las distribuciones comunes X, H y Y.
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alcanza cuando X es gaussiana. Por lo tanto la capacidad iguala a la conocida expresion

C = In(re(Py? +4?)) — In(ren?) (1.23)

— In(1+P). (1.24)

Supoéngase que en lugar de transmitir toda la potencia por un mismo canal, ésta se divide
en n canales idénticos al descrito en el parrafo anterior, es decir con potencia de ruido v2 para
cada canal. En este caso la potencia para cada canal individual serd Py?/n, y la capacidad

de cada uno de ellos sera igual a

C=In <1 + 1;) : (1.25)

Dado que la capacidad total del sistema es la suma de las capacidades de los canales

individuales, tendremos que la capacidad total del sistema esta dada por
P
Cp=nln (1+> . (1.26)
n

Haciendo los calculos correspondientes se puede mostrar que si n > m entonces C,, > C,,.
Esto implica que, con la misma potencia, entre mas canales individuales se tengan mayor

capacidad total se tendrd. Sin embargo, el limite de la sucesiéon C), cuando n — oo es igual a
P n
Coo = lim In (1 + ) =P, (1.27)
n—00 n

lo que implica que, si bien cada vez tenemos mayor capacidad, ésta nunca serd mayor a P.
La cantidad C es denominada capacidad ergddica asintética y por lo general representa un

maximo tedrico, el cual esta intimamente relacionado con la escalabilidad del sistema.

Si bien es cierto que en general no es posible alcanzar una eficiencia espectral igual a
la capacidad ergédica asintética, el conocimiento de ésta nos permite tener una idea gene-
ral del comportamiento y limitaciones del sistema. De hecho, en muchos casos, para una n

razonablemente grande la capacidad C,, se comporta muy similar a Cy.

Por lo tanto, es deseable analizar la capacidad ergddica asintotica de cualquier sistema de

comunicacién que se pretenda implementar.
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1.6. Notas Historicas

El nacimiento de la teoria de la informacién se dio con la publicacién del articulo clasico
de Claude E. Shannon “A mathematical theory of communication” publicado en el Bell Sys-
tem Technical Journal en 1948. Existieron algunos trabajos previos en los laboratorios Bell
relacionados con el andlisis de canales de comunicacién, pero hasta el articulo de Shannon fue
que se introdujo por primera vez el concepto de entropia'® y su unidad de medicién el bit.
Ademis, en este articulo se dio por primera vez una definicién formal del término capacidad
de un canal de comunicacién. Més alld de la definicién tedrica de capacidad, en dicho articulo
se mostrd la relevancia de la capacidad teérica en términos de sus implicaciones practicas

(véase el Teorema B.7 del Apéndice B).

8Fue la primera vez que se utilizé en el contexto de la medicién de la cantidad de informacién, ya que la
entropia ya existia en el contexto termodinamico.
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Capitulo 2

Modelo Canodnico de los Sistemas

MIMO

En este capitulo se presentan los sistemas MIMO, asi como el modelo candnico de dichos
sistemas. Con el objeto de mostrar el papel que juegan los eigenvalores de la matriz de coefi-
cientes de propagacién del canal, previo a la presentacién del modelo canénico analizaremos
el caso en el que la matriz de coeficientes de propagacién es constante.

Una vez introducido el modelo candnico presentamos el andlisis de la capacidad ergddica
asintética de los canales MIMO bajo este modelo. Por ultimo, presentamos una compara-
ciéon numérica entre la capacidad ergddica y la capacidad ergddica asintética, seguido de la

presentacién de algunas aplicaciones que tienen dichos sistemas.

2.1. Introduccion a los Sistemas MIMO

Un sistema MIMO (del inglés Multiple Input Multiple Output) es un sistema de comuni-
cacion inalambrica en el que tanto el transmisor como el receptor cuentan con varias antenas
para transmitir y recibir segiin sea el caso. Denotemos por nr y np al nimero de antenas
receptoras y transmisoras respectivamente.

En este tipo de sistemas todas las antenas transmisoras transmiten al mismo tiempo, y de
igual manera todas las antenas receptoras reciben al mismo tiempo. Esta situacién es ilustrada

graficamente en la siguiente figura.
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La senal transmitida por una antena transmisora ¢t € {1,...,nr}, serd recibida en la
antena receptora r € {1,...,ng} como una versién modificada de la senal transmitida. Si x;
es la senal transmitida por la antena ¢, entonces en la antena receptora r sera recibida la senal
H,;x; (véase la Seccién 1.3). Se considera que tanto x; como H,; son nimeros complejos. A
los H,: se les denomina coeficientes de propagacion.

Cabe senalar que si 71,72 € {1,...,nr} y t1,t2 € {1,...,np} con (ry,t1) # (re,t2) enton-
ces el camino que sigue la senal transmitida por la antena ¢; hacia la antena r; es en general
distinto al camino que sigue la senal transmitida por la antena ts hacia la antena ry. Por lo
tanto, los coeficientes de propagacion H,; son en general diferentes.

Por lo tanto, para cada antena receptora r la sefial recibida y, serd una combinacién lineal

de las senales transmitidas x; méas un ruido aditivo Gaussiano, es decir

nr
Yr = Z H,.xi + n,. (21)
t=1

Es importante recordar (véase la Seccién 1.3) que el ruido presente en la ecuacién anterior
se debe, entre otros factores, al ruido de disparo y al ruido térmico, los cuales se generan
en los dispositivos electronicos presentes en el sistema. Debido a que los ruidos n, se ori-
ginan en diferentes componentes electrénicos (antenas, amplificadores, etc.) se supone que
son v.a.s independientes!, las cuales se normalizan de tal forma que var(n,) = 1 para toda
red{l,...,ng}.

Si escribimos la ecuacién (2.1) en notacién matricial, obtenemos la siguiente expresion

y = Hx + n, (2.2)

'Puede haber fuentes de ruido que afecten a més de una antena, como por ejemplo el ruido eléctrico que
produce un rayo. Sin embargo, en general esta clase de fuentes es menos significativa.

22



donde x = [¥1 ... @pn,|T representa el vector de entrada del sistema, y = [y1 ... Ynp]?
es el vector de salida, H = {H,;} es la matriz de coeficientes de propagacién del canal y
n = [ng ... ny,)7 es el vector de ruido del sistema, el cual tiene matriz de covarianza
Enn*] =1I,,.

En lo sucesivo analizaremos la capacidad ergédica de sistemas MIMO los cuales estén des-
critos por la ecuacién (2.2). Es claro que la capacidad ergddica dependerd fuertemente de la
matriz H, de hecho, en la siguiente seccién mostraremos que la capacidad ergddica esta inti-

mamente relacionada con los valores singulares de la matriz de coeficientes de propagacién?.

2.2. Canal MIMO Constante

Para ilustrar el papel que tienen los eigenvalores de la matriz HH* en el anélisis de la
capacidad ergédica de un sistema MIMO, estudiaremos el siguiente esquema de transmisién-
recepcién en el caso simplificado donde el canal permanece constante a través del tiempo.

Supongamos que se tiene un sistema MIMO, el cual tiene una matriz de coeficientes de
propagaciéon H constante, es decir, H es una matriz determinista. Supongamos ademaés que
tanto el transmisor como el receptor conocen la matriz H. Es importante notar que en este
caso la aleatoriedad en el sistema serd producida tnicamente por el vector de ruido Gaussiano
n.

La transmision se realiza de la siguiente manera. Se codifica la informacién a transmitir

en un vector X = [Z1,. .. ,a?nT]T, el cual debe tener una potencia menor o igual a P, esto es

> var(iy) < P. (2.3)
t=1

Dado que H acepta una descomposicién en valores singulares (SVD), podemos escribirla
como

H = UDV*, (2.4)

donde U es una matriz unitaria de ng X ngr, V es una matriz unitaria de np X np y D es

una matriz de ng X ny con D = diag(oy, ... ,amin{anT}), donde los valores o; son los valores

2Recordemos que el cuadrado de los valores singulares no nulos de H igualan a los eigenvalores no nulos de
la matriz HH*
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singulares de H.

Dado que el transmisor y el receptor conocen la matriz H, y ésta es constante, entonces
también conocen las matrices U y V. Por lo tanto, previo a la transmisién del vector x éste

se multiplica por V, para dar paso al vector a transmitir

x := VXx. (2.5)

Observemos que tr(xx*) = tr(xx*) y por lo tanto > ;7 var(z;) < P, es decir, x irradia
una potencia menor o igual a P. Despejando las ecuaciones (2.4) y (2.5) en la ecuacién (2.2)

obtenemos que el vector recibido y es igual a
y = UDV*Vx +n=UDx + n. (2.6)

Aplicando un procesamiento similar, el receptor multiplica el vector recibido y por U*, para

dar paso al nuevo vector y := U*y. Despejando en la ecuacién anterior obtenemos que
y =U*(UDx +n) = Dx+ U'n =Dx + n, (2.7)

donde n := U*n. Dado que U es una matriz unitaria y n es un vector de ruido Gaussiano
entonces U*n tiene la misma distribucion que n.

Dado que la matriz D es una matriz diagonal, entonces la ecuacién (2.7) es equivalente al
. . 3
sistema de ecuaciones
1 = o011+ m
(2.8)
Ung = OngTng + Nng.
Cada una de las ecuaciones anteriores representa un canal de ruido aditivo Gaussiano com-

plejo, por lo tanto, si las Z, son v.a.s independientes entonces la capacidad ergddica de cada

subcanal ¥, = 0,Z, + 7N, es igual a

C, =logy(1 + 02 P,), (2.9)

3Si ng > nr el sistema de ecuaciones tendrd dnicamente ny ecuaciones.
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donde P, = E[|z,|?] (recordemos que E[7i,|?] = 1). En esta situacién la eficiencia espectral

ergddica del sistema es

I(x;y) =) G (2.10)
r=1

Dado que la capacidad para cada subcanal se alcanza cuando x, es gaussiana circular simétri-
ca, entonces la capacidad del sistema se alcanza para un vector Gaussiano complejo circular
simétrico (véase el Corolario C.1). Por tltimo, para obtener la capacidad ergdédica hay que

optimizar sobre los valores de las P, es decir

nR

C= Pr;gélgigP; log, (1 + a2 Py). (2.11)
Esta optimizacion puede realizarse computacionalmente para cada matriz H que se propor-
cione (véase la Seccién 2.6.1).

Algo que es importante resaltar es que la capacidad de este canal MIMO constante depende
totalmente de los eigenvalores de la matriz HH*. De hecho, el sistema de ecuaciones (2.8) el
cual relaciona una antena transmisora con una antena receptora nos sugiere que un sistema
MIMO estd compuesto por una especie de cableado oculto, el cual comunica a cada antena
transmisora con una antena receptora (siempre y cuando haya suficientes antenas receptoras).
En esta analogia, los eigenvalores de la matriz HH™ representan las caracteristicas individuales

de los cables ocultos que componen al sistema.

2.3. Modelo Canodnico

Si bien en la seccién anterior encontramos la capacidad de un sistema MIMO con matriz
de coeficientes de propagacién constante, cabe resaltar que esta situacién es poco comun
en sistemas convencionales (a menos que el medio practicamente no cambie con el paso del
tiempo). Por lo tanto, es necesario introducir un modelo en el que la matriz de coeficientes
de propagacién sea aleatoria. En esta seccién introduciremos un modelo, el cual contempla la

aleatoriedad de la matriz de coeficientes de propagacion.

El modelo canénico de los sistemas MIMO es un modelo béasico relativamente simple

para analizar la capacidad ergddica de canales MIMO en los que la matriz de coeficientes de
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propagacion es aleatoria. Por lo tanto, empezaremos nuestro estudio de los sistemas MIMO
aleatorios con este modelo.

El modelo candnico de los sistemas MIMO supone que los coeficientes de propagacion son
iid con distribucién gaussiana compleja circular simétrica de media cero y varianza unitaria. A
este tipo de atenuacion se le conoce como atenuacion de Rayleigh. Es importante senalar que
bajo este modelo la fase de la senal recibida tiene una distribucién uniforme en el intervalo
[0,27), lo cual refleja la suposicién implicita acerca de la total aleatoriedad de la posicién del
transmisor y del receptor, asi como la aleatoriedad del entorno cercano a ellos.

En el siguiente capitulo analizaremos los sistemas MIMO bajo un modelo, el cual no supone
que los coeficientes de propagacion son independientes. Sin embargo, en ciertos escenarios si
es posible obtener coeficientes de propagacién practicamente independientes®.

El modelo candnico supone ademaés que el receptor conoce la matriz H y que el transmisor
conoce la distribucién de H. A esta configuracién se le suele llamar CSIR/CDIT (del inglés
Channel State Information at the Receiver y Channel Distribution Information at the Trans-
mitter). Esta configuracién es comun en sistemas similares a la telefonia celular en el enlace
de subida, donde el transmisor es un equipo mévil con un hardware limitado, y por lo tanto
no puede conocer el estado del canal, mientras que el receptor es una estacion base, la cual

tiene el hardware suficiente para conocer el estado del canal en todo momento.

2.3.1. Capacidad Ergddica

Como se mencioné en la Seccién 1.4, una de las cantidades fundamentales que se debe
conocer de cualquier sistema de comunicacién es la capacidad ergddica. El siguiente teorema
proporciona una expresion para la capacidad ergddica de un sistema MIMO bajo el modelo

canonico.

Teorema 2.1. La capacidad del canal MIMO con matriz de coeficientes de propagacion H de
ngr X np se alcanza cuando X es un vector aleatorio Gaussiano complejo circular simétrico con
media cero y matriz de covarianza %IHT. Ademas, en esta situacion la capacidad estd dada
por

P
C(ng,nr) =En [logQ det (InR + HH*)] . (2.12)
nr

4En situaciones donde se tiene un ambiente rico en multiples trayectorias, es suficiente separar las antenas
media longitud de onda para obtener coeficientes estadisticamente independientes [Big07].
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Con la intencién de comparar el desarrollo realizado para obtener la capacidad ergddica del
canal de ruido aditivo Gaussiano complejo y el desarrollo necesario para obtener la capacidad
ergddica del sistema MIMO bajo el modelo candnico, bosquejamos la demostracion del teorema

anterior.

Demostracién. (Bosquejo) Recordemos que la capacidad de un canal esta dada por

C(ng,nr) = H}éx I(x;y) = H}éX{H(Y) — H(yx)}. (2.13)

X

Uno de los supuestos del modelo es que el receptor conoce la matriz H en todo momento, por

lo tanto, la ecuacién anterior puede reescribirse como

Clnmnr) = mix{H(y) — H(Hx +n})} (2.14)
— mixEq [H(y) ~ H(Hx + njx)H] (2.15)
~ miox By [H(y) [H] - H(n) (2.16)
= méxEy [H(y)|H] — log, det(rel). (2.17)

fx

Observemos que para una matriz de covarianza dada Q = E[xx*] y una matriz H dada, el

vector y tiene una matriz de covarianza constante igual a

Elyy*] = E[(Hx+n)(Hx+n)7 (2.18)

— I,,+HQH". (2.19)

Por el Teorema 1.2 la méaxima entropia se obtiene cuando y es un vector Gaussiano complejo

circular simétrico, y dado que n es Gaussiano complejo circular simétrico entonces x también

tiene que serlo. De esto se obtiene que la capacidad ergédica estd dada por la expresién®

C(ng,nr) = méix Ex [log, det[me(I,,,, + HQH™)] — log, det(mel)] (2.20)

= méixIEH [log, det(L,,, + HQH")]. (2.21)

5Obsérvese que la eficiencia espectral para una matriz de covarianza fija Q estd dada por la expresién
I(X;Y) = Enllog, det(I, , + HQH")], la cual solamente depende de H. Por lo dicho en la Seccién 1.4 (ecuacién
1.18) la cantidad de informacién transmitida durante un uso del canal serd similar a la capacidad tedrica en
cuestion.
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Usando la invarianza unitaria de la matriz H (véase el Teorema C.2), se concluye que la
ultima optimizacion se realiza sobre las matrices Q diagonales. Utilizando la concavidad de

la funcién log, det se llega a que

1 * * 1 * *
logadet |[T+H | — > 7Qn" | H 2~ > logydet T+ HrQmn H*),  (2.22)

nr. :
T WGSHT WeSnT

donde S, es el conjunto de matrices de permutaciéon de orden n7. Dado que 7 es una matriz

unitaria, la invarianza unitaria de H implica que
log, det (I + HrQn*H™) = log, det (I + HQH") . (2.23)

Despejando la ecuacién anterior en la ecuacién (2.22) obtenemos que

1
logydet |T+H | — > 7Qr" | H* | > log, det (I+HQH"). (2.24)
nr: TESn
Y puesto que %ﬂzwesnT TQr* = %I, el resultado se sigue. La demostracién detallada

se puede encontrar en el articulo de Emre Telatar “Capacity of Multi-Antenna Gaussian

Channels” [Tel99].

El teorema anterior nos asegura que la capacidad se alcanza con Q = £ I, es decir to-

nr
mando independientes las senales trasmitidas por las antenas del transmisor. La intuicién nos
indica que al no tener informacion del estado del canal en el transmisor, lo mejor que se puede

hacer es irradiar la potencia disponible uniformemente en todas las antenas transmisoras. En

este sentido, el resultado anterior corrobora dicha intuicién.

Calcular la capacidad por medio del teorema anterior no es facil en general, ya que implica
utilizar los polinomios de Laguerre (véase [Tel99], Teorema 2). En la siguiente seccién se
presenta un método el cual nos permite aproximar la capacidad ergédica mediante la capacidad

ergddica asintotica.
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2.3.2. Capacidad Ergdédica Asintética

En la Seccion 1.5 se calculé la capacidad ergddica asintética del canal Gaussiano dividido,
y nos percatamos que este canal es poco escalable®. Esta seccién estd dedicada a estudiar
qué tan escalable es un sistema MIMO bajo el modelo candnico.

Como se mencioné en la seccién anterior, calcular la capacidad de un sistema MIMO
para valores dados de nr y nr no es facil en general. En esta seccién, ademds de estudiar la
escalabilidad de los sistemas MIMO, encontraremos un método alternativo para aproximar la
capacidad ergédica de un sistema MIMO con ng y nr fijos.

Dado que el determinante de toda matriz compleja iguala al producto de sus eigenvalores

(Teorema C.1), entonces la ecuacién (2.12) puede ser escrita como

nR
C(nr,nt) = Eg [10g2 H Ar (InR + ;;HH*>] ; (2.25)

r=1

donde A\i(Ing + (P/np)HHY) < ... < Ay, (Ing + (P/np)HH) representan los eigenvalores

nr
ordenados” de la matriz A. Observemos que si x es un eigenvector de HH* y \ el eigenvalor

correspondiente entonces

P P
<InR + PHH*) X=X+A—x= (1 + A) X, (2:26)
nr nr nr

por lo tanto 1 + A(P/nr) es un eigenvalor de I, + (P/ny)HH" y x el eigenvector corres-
pondiente, lo cual pone en relacién uno a uno los eigenvalores de HH* y los eigenvalores de

I, + (P/ny)HH". Utilizando esta relacién en la ecuacién (2.25) obtenemos que

C(ng,nr) =Egn [logg H < + —/\ HH*))] . (2.27)

Dado que el logaritmo del producto es la suma de los logaritmos, tenemos que

C(ngr,nr) =Egn [i log, <1 + 7/\ (HH*))] (2.28)

r=1

5Por poco escalable nos referimos a que la cantidad de informacién que puede pasar a través del sistema
estd acotada.

"Si I, + (P/nr)HH* es una matriz Hermitiana no negativa definida, entonces los eigenvalores de A son
reales no negativos.
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Si escribimos la dltima suma en términos de la distribucién empirica espectral (véase la

Definicién C.7) tenemos que

[e'e] P i
0
Dado que
. 1 &
r=1
1 &
~ ng Z_} Lo () /np<al (2.31)
1 & )
= oD Lo y<ay = FU @), (2.32)
r=1

la ecuacién (2.29) se puede reescribir como

o P .
C(ng,nr) = Eg [/ log, <1 + nnR$> npdFHH (nRx)} (2.33)
0 T

o0 P *
= En {/ log, (1 + nRx> npdFHAH /”R(az)} . (2.34)
0 nr
Normalizando la capacidad por el niimero de antenas receptoras tenemos que

Clrmnr) _ [ [ s (1 " P”Rx) dFHH*/”R(J:)] . (2:35)
nRr 0 nr

Sing — ooy np/ng — B aplicando el teorema de Marchenko-Pastur (véase el Teorema

C.6) tenemos que
C(ng,nr) es

" p
lo 1+ x) dFs(x), 2.36
1) e Mo, (14 50 ) ars(o (2.36)
donde I = (1—/B)?, r = (1+/B)? y Fs(x) es la distribucién de Marchenko-Pastur (Definicién

C.8).

Observemos que el lado derecho de la ecuacién (2.36) es una constante que unicamente
depende de 3. Si denotamos por « a dicha constante, entonces C(ng,nr) ~ nra para ng
suficientemente grande. Esto significa que el sistema es totalmente escalable, en el sentido

que basta agregar més antenas transmisoras y receptoras (manteniendo la proporcién ) para

30



obtener mas capacidad sin necesidad de invertir més potencia.

Esta propiedad de los sistemas MIMO es muy importante, ya que practicamente un sistema
MIMO nos da tanta capacidad como queramos sin ninguiin costo extra de potencia. Algo que
es importante remarcar es que esta ganancia no es totalmente gratis, entre mas antenas se
tienen, la cantidad de procesamiento computacional necesario aumenta, y por lo tanto el costo

de los equipos transmisores y receptores también aumenta.

Por otro lado, la ecuacién (2.36) nos permite aproximar la capacidad de un sistema MIMO

con ng y nr fijos mediante la aproximacién

C(ng,nr) ~ng /ZT logy (1 + I;x) dFs(x), (2.37)

donde 8 = np/ng. En la siguiente seccién analizaremos mds a fondo la aproximacién que

proporciona la ecuacién anterior.

2.4. Analisis Numérico de la Capacidad Ergdédica

FEn esta seccién se analizan numéricamente algunos casos particulares de las situaciones
expuestas en las secciones anteriores. En particular, se enfatiza el andlisis de la bondad de
la aproximacién de la capacidad ergddica mediante la capacidad ergddica asintética. Para
facilitar las comparaciones, todas las simulaciones de este capitulo y el siguiente se realizan

para una potencia P = 100.

2.4.1. Canal Constante

Dado que la capacidad ergédica tinicamente depende de los valores singulares de la matriz
H y no de su realizacién particular, la siguiente grafica® muestra la capacidad para ng, ny = 2

y valores singulares o1, 09 € [0, 2].

8Los valores de la grifica se obtuvieron directamente de la ecuacién (2.11) mediante la implementacién de
un algoritmo genético. Los detalles acerca del algoritmo asi como su implementacién se presentan en la Seccién
2.6.1.
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Esta grafica es totalmente simétrica, tal y como se esperaba, puesto que el transmisor no
tiene ningun interés particular hacia ninguna de las antenas con las que transmite. Si bien es
cierto que en el caso del canal MIMO constante hay que optimizar la potencia a transmitir
para la realizacion particular de H, esta optimizacién se realiza uinicamente una vez. Por
lo tanto, una vez implementado el sistema, éste permanecera en las mismas condiciones de

operacion hasta que se tenga evidencia de un cambio significativo del canal.

2.4.2. Modelo Candnico

La siguiente grafica ilustra la capacidad ergddica no asintética para sistemas MIMO los
cuales poseen entre una y cinco antenas por cada extremo (transmisor y receptor). Cada punto
de la grafica se obtuvo promediando 10,000 simulaciones, los detalles se pueden consultar en

la Seccion 2.6.2.

Capacidad
Ergodica

Antenas Receptoras Antenas Transmisora
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Observemos que la grafica no es simétrica, por ejemplo, es mejor tener una antena trans-
misora y cinco receptoras que cinco antenas transmisoras y una receptora. Esto implica que

en general los enlaces de subida y bajada de un sistema MIMO son asimétricos.

2.4.3. Modelo Candnico Asintdtico

A continuacion se presenta la grafica de la capacidad ergddica asintdtica con respecto a
B. Dicha gréfica se obtuvo mediante la implementacién directa de la ecuacién (2.36) (véase la

Seccién 2.6.3 para mas detalles acerca de la implementacion).

Capacidad
Asintotica

De esta grafica se observa que cuando ngp = 1 y np — oo, la capacidad ergddica del
sistema tiende a logy(1 4+ P). Esto puede ser deducido del hecho que si np = 1, entonces
(P/nr)HH* = (P/nr) > 01, |h1;|?. Por la ley débil de los grandes ntimeros se tiene que

(P/ny)HH* 2 P cuando ny — oo, y aplicando el Teorema 2.1 el resultado deseado se sigue.

En la seccién anterior se comenté que es posible aproximar la capacidad ergddica utili-
zando la capacidad ergddica asintética via la ecuacién (2.37). La siguiente tabla muestra una
comparativa de la capacidad ergédica y la capacidad ergédica asintética, en cada casilla se
encuentra la capacidad ergédica por antena receptora (obtenida por el método de la seccién

anterior) y la capacidad ergédica asintética por antena receptora separadas por una diagonal.
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nR\nT 1 2 3 4 5
1 5.88/5.48 | 6.28/6.23 | 6.42/6.39 | 6.47/6.47 | 6.51/6.51
3.63/3.61 | 5.64/5.48 | 6.07/6.04 | 6.25/6.23 | 6.34/6.33

2.66/2.65 | 4.43/4.40 | 5.57/5.48 | 5.95/5.92 | 6.13/6.12
2.11/2.11 | 3.61/3.61 | 4.76/4.74 | 5.53/5.48 | 5.87/5.85
1.76/1.76 | 3.06/3.06 | 4.11/4.10 | 4.94/4.93 | 5.52/5.48

ot =~ w \]

En la tabla anterior la aproximacién menos precisa se da cuando ngp = ny = 1, donde
la capacidad ergddica presenta una diferencia porcentual del siete por ciento por arriba de
la capacidad ergédica asintética. Ademds, observemos que la capacidad ergddica asintética
siempre estd por arriba de la capacidad ergédica. Por tanto, la tabla anterior sugiere que
la capacidad ergdédica puede ser aproximada satisfactoriamente por la capacidad ergddica

asintotica.

2.5. Algunas Aplicaciones de los Sistemas MIMO

Actualmente son muchas las aplicaciones de los sistemas MIMO, entre las mas conocidas

se encuentran las siguientes [Sha06].

WiFi802.11n La familia de estdandares 802.11 de la IEEE definen un conjunto de protocolos
para proveer acceso a internet mediante las llamadas WLAN (del inglés Wireless Local Area
Network). Entre estos estdndares se encuentra el 802.11n el cual incluye tecnologia MIMO en

la capa fisica. Este estdndar es capaz de proporcionar velocidades de hasta 600Mbps.

WiMAX 802.16e La familia de estandares 802.16 de la IEEE, oficialmente llamada Wire-
lessMAN y comercializada bajo el nombre de WiMAX, proporciona una serie de protocolos
para proveer acceso a internet, entre los cuales el 802.16e integra el uso de tecnologia MIMO
en la capa fisica. Debido al gran alcance geografico que tiene esta tecnologia, actualmente se
encuentra en desarrollo un proyecto en el Estado de Jalisco (México) el cual pretende proveer
servicio de internet a comunidades de dificil acceso. Mediante el internet se prestaran servicios

médicos y educativos, los cuales mejoraran la calidad de vida en esas comunidades [PWJO08].

34



B W N

4G. Entre los estdndares candidatos para la cuarta generacién (4G) de telefonia celular se
encuentran entre otros WiFi, WiIMAX y LTE Advanced. LTE Advance, al igual que WiFi y
WiMAX, emplea tecnologia MIMO para aumentar la cantidad de informacion total que pasa

a través del sistema [Qual0].

Si bien la ecuacién (2.36) promete un buen desempefio por parte de los sistemas MIMO,
uno de los supuestos fue que los coeficientes de propagacién son independientes idénticamente
distribuidos. Como se verd en el siguiente capitulo, estos supuestos no siempre se tienen, pero

si es posible tener modelos en esas circunstancias.

2.6. Calculo Numérico de la Capacidad Ergddica

En esta seccién se recopila el software producido para realizar los calculos numéricos pre-
sentados en este capitulo. El cédigo fue realizado en Matlab 2007b, por lo que recomendamos

verificar la compatibilidad de las instrucciones en caso de usarse una versién diferente.

2.6.1. Canal Constante

El célculo de la capacidad ergddica de un canal MIMO constante se realizéo mediante un
algoritmo genético el cual optimiza la distribucién de la potencia en la ecuacién (2.11). En la
Figura 2.1 se muestra el diagrama de flujo de este algoritmo.

La siguiente funcién evalia la eficiencia espectral ergédica producida por un conjunto de
eigenvalores A y una distribucién de potencia pot. Esta es la funcién a optimizar, la cual sirve

como funcién de aptitud (véase [Coe95]).

function varret = f(lambda, pot)

% Esta funcion calcula la eficiencia espectral ergodica de un canal

% constante con eigenvalores “lambda” y distribucion de potencia "pot”.
varret = sum(log2(l1+lambda.*pot));

El algoritmo de seleccién consiste en ordenar los individuos en orden descendiente de
aptitud y tomar los tseleccion mejores. En este algoritmo de seleccién se procura no repetir
individuos, lo cual normalmente no es utilizado en un algoritmo genético, pero debido a
nuestros algoritmos de cruza y mutacién esto es mas eficiente.

Aprovechando la concavidad de la funcion a optimizar en el conjunto de matrices definidas

positivas (véase [Tel99]) la funcién de cruza no se realizard aleatoriamente. El algoritmo de
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cruza selecciona todas las posibles parejas (permitiendo cruzar alguien con si mismo), sumarlas

y normalizar el individuo resultante, de tal manera que la suma de sus componentes sea P.

Este método de cruza asegura que los mejores individuos de la generacién anterior pasen a la

siguiente, es decir es un algoritmo elitista.

La mutacion se realiza con una probabilidad pmuta= 0.05. El
algoritmo de mutacién consiste en tomar aleatoriamente nsemi-
llas individuos alrededor del individuo a mutar? y agregarlos a la
poblacién. Para hacer mas eficiente el algoritmo de mutacién en
etapas avanzadas del algoritmo, el radio en el cual se dispersan
las semillas es proporcional a la distancia entre el mejor y el peor
elemento de la generacién anterior.

La poblacién inicial siempre es muy importante, y bajo es-
te algoritmo de cruza particular lo es ain maés. Siendo coheren-
tes con esta importancia, la parte mas demandante del algoritmo
(computacionalmente hablando) es elegir la poblacién inicial. El
proceso de eleccion de la poblacién inicial es el siguiente. Se crea
una poblacion inicial del orden de tinicial, la cual se distribuye
uniformemente en [0, P|"F para después ser proyectada al hiper-
plano P + ...+ P, , = P. Esto garantiza que la poblacién inicial
estd distribuida de manera practicamente uniforme en el conjunto
solucion, y por lo tanto la respuesta obtenida sera aproximada a
la capacidad ergédica real.

La funcién CapacidadCanalConstante toma como entradas a
la matriz H y la potencia P, y como valores de retorno devuelve
la capacidad ergddica del canal y la distribucién de la potencia

que alcanza dicha capacidad.

Entracda: H, P

‘ Generar poblacidn inicial ‘

¥

‘ Seleccidn ‘

—

‘ Cruza ‘
i

‘ Mutacidn ‘
!

‘ Seleccidn ‘

Nimero de
iteraciones
igual a npasos
(constante)

Salida: Mejor

Elemento

Figura 2.1: Diagrama de
flujo del algoritmo genéti-

co utilizado.

function [capacidad,distribucion_potencia] =

CapacidadCanalConstante (H,P)

% Esta funcion aproxima la capacidad de un canal MIMO con matriz H constante

%y potencia disponible P.

[n.R,n.T]| =

size (H) ; % #0k< NASGU > % Obtencion de las dimensiones de H.

9La variable nsemillas debe su nombre a que este algoritmo de mutacién es similar a la manera en que los

arboles dispersan sus semillas alrededor de ellos.
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7| tinicial = 10000; % Tama " no de la poblacion inicial.

8| tseleccion = 100; % Tama ™ no de la poblacion despues de la seleccion.
9| npasos = 20; % Numero de iteraciones del algoritmo.

10| pmuta = 0.05; % Probabilidad de mutacion.

11| nsemillas = 10; % Cantidad de descendientes por cada mutacion.

12
13| tpoblacion = 0; % #ok< NASGU > % Tama no de la poblacion.

14| lambda = eig(H«H’) ’; % Obtencion de los eigenvalores de HHx.
15
16| % Generar la poblacion inicial. Se distribuyen puntos uniformemente en
17| % [0,P] "n_.R y despues se proyectan al hiperplano Pl1+...+Pn.R = P.

18|G = []; % Variable en cuyas filas se almacena la poblacion.

19| base = ceil(tinicial "(1/n_R))+1; % Notese que la poblacion inicial real es mas
20| for n = 0:base " n_.R—-1 % grande que la variable timicial.
21 temp = [];

22 k = n;

23 for it = 1:n.R

24 temp = [temp mod(k,base)]; %#ok< AGROW >

25 k = (k—mod(k, base))/base;

26 end

27 temp = P/(base—1)xtemp;

28 if sum(temp)>0

29 temp = Pxtemp/sum(temp) ;

30 end

31 G = [G; temp f(lambda,temp)]; %#ok< AGROW >

32| end

33| tpoblacion = length(G(:,1));

34

35| % Seleccion. Se toman los mejores.
36| [X,I] = sort(G(:,n.-R+1), descend’);

371G = G(I,:);

38| % Evitar repetidos.

39| nl = 1;

40| for it = 2:tpoblacion

41 if G(it,1:n.R) "= G(it —1,1:n_-R)
42 nl = [nl it]; %#ok< AGROW >
43 end

44| end

45|G = G(nI(1:min(length(nl),tseleccion)) ,:);
46| tpoblacion = length (G(:,1));

a7

48| for n = 1l:npasos

49 delta = norm(G(1,1:n_.R)—G(tpoblacion ,1:n.R)); % Radio de mutacion adaptivo.
50

51 % Cruza. Se cruzan todos con todos mediante promedio, esto para
52 % aprovechar la convexidad de la funcion a optimizar.

53 for itl = 1:tpoblacion

54 for it2 = 1l:tpoblacion

55 temp = G(itl ,1:n.R)+4G(it2 ,1:n.R);

56 if sum(temp)>0

57 temp = Pxtemp/sum(temp) ;

58 end

59 G = [G; temp f(lambda,temp)]; %#ok< AGROW >

60 end

61 end

62

63 % Mutacion. Se gemeran puntos alrededor del elemento mutado.

64 for it = 1l:tpoblacion

65 desicion = random(’unif’,0,1);

66 if (desicion<pmuta)
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for w = 1l:nsemillas
temp = G(it ,1:n_.R)+deltaxrandom(’unif’,—-1,1,1,n_.R);
if sum(temp)>0
temp = Pxtemp/sum(temp) ;

end
if (sum(temp>=0) = n_R)
G = [G; temp f(lambda,temp)]; %#ok< AGROW >
end
end
end

end
tpoblacion = length(G(:,1));

% Seleccion. Se toman los mejores.
[X,I] = sort(G(:,n.R+1), descend’);

G=G(I,:);
% Evitar repetidos.
nl = 1;

for it = 2:tpoblacion

if G(it,1:n.R) "= G(it —=1,1:n.R)

nl = [nl it]; %#ok< AGROW >

end
end
G = G(nI(1l:min(length(nl),tseleccion)) ,:);
tpoblacion = length(G(:,1));

end

% Generacion del resultado.
capacidad = G(1,n.-R+1);
distribucion_potencia = G(1,1:n_.R);

2.6.2. Modelo Candnico

Para calcular la capacidad ergddica del canal MIMO bajo el modelo candnico, se utilizo el
siguiente procedimiento. Se simulan matrices de coeficientes de propagacién, se evalia la
eficiencia espectral ergédica de cada matriz y se promedian dichas eficiencias espectrales. Por
la ley débil de los grandes nimeros (Teorema A.1) dicho promedio empirico converge (cuando
el nimero de simulaciones va a infinito) al valor esperado tedrico deseado (ecuacién 2.12).
Esto es lo que se conoce como método de Monte Carlo.

La funciéon CapacidadErgodica toma como parametros ng, np, P y el nimero de simula-

ciones que se realizaran para estimar la capacidad ergddica.

function capacidad = CapacidadErgodica(n_.R,n_.T,P,nsimulaciones)

% Esta funcion aprozima la capacidad ergodica de un canal MIMO de n_Ran_T
% bajo el modelo canonico mediante el promedio de varias simulaciones

% (nsimulaciones ).

capacidad = 0;

for w = 1l:nsimulaciones
% La matriz de coeficientes de propagacion.
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H=random ( 'norm”’ ,0,1/sqrt(2) ,n.R,n_T)+i*random( ’norm’,0,1/sqrt(2) ,n.R,n_T);

% Obtener los eigenvalores de HHx.
lambda=eig (H«H’) ;

% La eficiencia espectral ergodica obtenida para esta realizacion
% de H en particular.
capacidad _H=sum(log2(14+P/n_Txlambda) ) ;

% Agregar la eficiencia espectral ergodica obtenida para la rea—
% lizacion en cuestion.
capacidad=capacidad+capacidad_H/nsimulaciones;

end

2.6.3. Modelo Candnico Asintdtico

Para calcular la capacidad ergédica asintética dada por la ecuacién (2.36) implementamos
el método de integracién numeérica por rectangulos. Si bien este método es de los menos
precisos, es muy eficiente y debido al grado de discretizacion con el que se utiliza, éste se
desempeiia de manera aceptable. La funcién CapacidadAsintotica toma como parametros a (3
y a la potencia total P. La funcién calcula los limites [ y r, y utilizando un ancho de A = 10~
para cada rectangulo, se aproxima la integral mediante la suma de las areas de los rectangulos

correspondientes.

function varret = CapacidadAsintotica (beta,P)

% Esta funcion calcula la capacidad ergodica asintotica de un canal MIMO con
% relacion beta y potencia P mediante una aproximacion de la integral que

% describe esta cantidad.

delta = 0.000001; % Tama no del intervalo.

1 (1—sqrt(beta)) "2; % Limite izquierdo.
r = (1+sqrt(beta)) "2; % Limite derecho.

X = [l4delta:delta:r]; %#ok< NBRAK > % Evitar el cero.
X = log2(14+P/betaxX) .xsqrt ((r—X) .x(X=1))./(2xpi*X); % Aprozimacion de la inte—
varret = deltaxsum(fX); % gral.

2.7. Notas Historicas y de Frontera

En 1996 Gerard Foschini publicé su articulo “Layered space-time architecture for wireless
communication in a fading environment when using multi-element antennas” [Fos96]. En él
presento una arquitectura con la cual, en el caso n = nr = np, se obtienen crecimientos lineales

en la capacidad ergddica respecto a n. El caso general para el modelo canénico (Teorema 2.1)
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fue estudiado por Emre Telatar en su articulo “Capacity of multi-antenna Gaussian channels”
[Tel99] en 1999. En este articulo se estudian tanto el caso asintdtico como el no asintético; sin
embargo, es de especial interés el caso asintético, del que se deriva la ecuacién (2.37).

Desde entonces y hasta la fecha, los sistemas MIMO han cobrado importancia tanto en la
industria como en la academia, prueba de ello es la gran cantidad de aplicaciones en las que
se encuentran y la gran cantidad de articulos sobre el tema en revistas como la IEEE Tran-
sactions on Information Theory. Este campo sigue siendo un drea activa de investigacion en la
que destacan los siguientes temas: comunicaciones MIMO multipunto-punto!® [Coul0], comu-
nicaciones MIMO punto-multipunto [Liul0], correlacién en sistemas MIMO!![Tul05, Coul0],

canal MIMO con relevo [Jinl0] entre otros.

10Fn esta tesis solamente se analiza el caso punto-punto.
" Este tema es tratado en el siguiente capitulo para el caso punto-punto, sin embargo el tema sigue siendo
estudiado en el caso mas general.
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Capitulo 3

Sistemas MIMO con Correlacion de

Kronecker

En este capitulo se presenta el andlisis de la eficiencia espectral ergédica asintética de
ciertos canales MIMO cuyos coeficientes de propagacion no son independientes. Primeramente
se introduce el modelo de correlaciéon de Kronecker, el cual utilizamos para calcular la eficiencia

espectral ergédica asintética de canales MIMO con correlacién unilateral y bilateral.

Para encontrar la eficiencia espectral ergddica asintética de tales sistemas MIMO corre-
lacionados se propone un método para aproximar la transformada de Stieltjes asintética de
la distribucién empirica espectral correspondiente. Con el fin de ilustrar la versatilidad del
método, después de analizar la eficiencia espectral ergddica asintdtica de los canales con corre-
lacién bilateral, analizamos una clase de canales independientes no idénticamente distribuidos

asi como el canal de Rice.

Posteriormente se compara numéricamente la eficiencia espectral ergddica y la eficiencia
espectral ergddica asintética de algunos casos particulares de los canales expuestos. Por tltimo,
se exponen los métodos desarrollados para calcular la eficiencia espectral ergédica asintética

asi como su implementacién en Matlab.
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3.1. Correlacion de Kronecker

En la Seccién 2.3.2 del capitulo anterior encontramos que los sistemas MIMO (bajo el
modelo canénico) tienen una capacidad ergédica asintética proporcional al nimero de an-
tenas receptoras, siempre y cuando se mantenga una relacién constante entre el ntimero de
antenas transmisoras y receptoras. Sin embargo, uno de los supuestos principales fue que
los coeficientes de propagacién eran independientes e idénticamente distribuidos, lo cual no

necesariamente es cierto en varias situaciones reales de interés.

Por ejemplo, pensemos que se ponen cien antenas en un teléfono celular convencional.
Debido a las dimensiones fisicas de un teléfono celular, las antenas practicamente estarian
en el mismo lugar y en esta situacién dificilmente podemos pensar que los coeficientes de
propagacion son independientes. En consecuencia, es necesario modelar la correlacion entre
los coeficientes de propagacién! de un sistemas MIMO a fin de encontrar expresiones mas

precisas para la capacidad ergddica del sistema.

Denotaremos por Ry, = E[vec(H)vec(H)*| a la matriz de covarianza de los coeficientes
de propagacion del canal. Por lo tanto, para modelar la correlacion en su forma mas general

2 coeficientes de correlacién (vec(H) es un vector de

serfa necesario tomar en cuenta (ngnr)
dimensién nrny). Si bien utilizar todos estos coeficientes de correlacién es bastante preciso,
es al mismo tiempo poco manejable. Con el fin de introducir un modelos méas simple, pero al

mismo tiempo util, consideremos la siguiente situacién:

Supéngase que se entabla comunicacién entre un celular y una radio base (ambos mul-
tiantena). La trayectoria de la sefial portadora de la informacién, la cual supondremos va
del celular hacia la radio base, puede ser dividida en tres etapas. En la primer etapa, justo
después de su transmision, la senial debe salir del entorno cercano al celular, el cual podria
estar compuesto, por ejemplo, por el mueble e inmueble de un edificio. Después de salir del
entorno cercano al transmisor, pasaria a una etapa de movimiento practicamente libre. Por
ultimo, la senal volveria a interactuar con ciertos objetos, pero esta vez en el entorno cercano

al receptor. Esta situacion se ilustra graficamente en la siguiente figura.

IPor correlacién entre dos coeficientes de propagacién nos referimos a la covarianza de ambos coeficientes
vistos como variables aleatorias. Si bien es cierto que la correlacién y la covarianza de dos variables aleatorias
son diferentes (véanse las definiciones A.15 y A.16), aqui nos referimos por correlacién al hecho de que los
coeficientes no sean independientes.
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Correlacion debida al transmisor Correlacion debida al receptor

Area libre de obstaculos

Por lo tanto, podemos pensar que la correlacién entre dos coeficientes de propagacién
depende de las antenas con las que se transmite y las antenas con las que se recibe de manera
independiente. Es decir, si se transmite con las antenas j y [, y se recibe con las antenas 7 y k,
entonces el coeficiente de propagacién correspondientes sera igual a Cy.(i, k)Ci(4,1), donde C,
y Cy son las funciones que modelan la correlacion entre las antenas receptoras y transmisoras
correspondientes. A este modelo se le llama modelo de correlacién de Kronecker o también
modelo de correlacién separable?. Las suposiciones hechas por el modelo de Kronecker implican
que la matriz Ry, tiene la forma

R, =R{ ®R,, (3.1)

donde R; y R, son matrices de covarianza de dimensién ny y ng respectivamente, las cuales
modelan la correlacién entre las antenas transmisoras y receptoras respectivamente. El simbolo
® denota el producto de Kronecker o producto tensorial (véase la Definicién A.17).

Denotemos por Hy, a la matriz con coeficientes Gaussianos complejos circulares simétricos
iid con media cero y varianza unitaria. Si suponemos que los coeficientes de la matriz que
modela el canal son v.a.s gaussianas, entonces la matriz H definida por H = R}ﬂ/ 2HwRi/ 2
tiene matriz de covarianza Rj, = R} ® R, y coeficientes con distribucién gaussiana, y en
consecuencia ajusta a los supuestos hechos sobre el canal.

Supondremos que las matrices de correlacién R, y R; son aleatorias, es decir, cambian
con el paso del tiempo. Esta suposicién se basa en que, al menos intuitivamente, ciertas
disposiciones geograficas del sistemas pueden generar ciertas matrices de correlacion R, y Ry,
pero una vez que estas condiciones geogréaficas cambian, las matrices de correlaciéon también

lo hacen.

2Debido a que separa, la correlacién del sistema en correlacién debida al transmisor y correlacién debida al
receptor.
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A través de este capitulo normalizaremos la matriz H de tal forma que Eg[tr(HH")] =
ngny. Dado que las matrices R, y R; son matrices Hermitianas semidefinidas positivas,
podemos escribirlas como

R, = UD,U", (3.2)
R; = VD, V*, (3.3)

donde U y V son matrices unitarias aleatorias de dimensiones nr X ng y nr X nr respec-
tivamente, D, = diag(d,1,...,dm,) es la matriz diagonal real cuyos coeficientes d,; son los
eigenvalores ordenados de la matriz R, y D; = diag(dy, . .., dm,) es la matriz diagonal real

cuyos coeficientes dy; son los eigenvalores ordenados de la matriz Ry.

Después de ciertas manipulaciones algebraicas a la expresién Eg[tr(HH*)] = ngnr, se

llega a la condicién equivalente

nr NT

EDth Z Z dm‘dtj = nprnr. (34)

i=1 j=1
Esta tultima ecuacién es una condicion general sobre la distribucion de los coeficientes de
las matrices R, y Ry a fin de que se satisfaga la normalizacién Eg[tr(HH")] = ngny. Sin
embargo, si suponemos que R, y R; son independientes entonces la condicién anterior se

simplifica a la condicién equivalente

Ep,

nRr
§ dri
i=1

nr
Ep, | Y _di| =ngnr. (3.5)
j=1

La correlacion de Kronecker es el modelo mas utilizado para estudiar la correlacién en siste-
mas MIMO, tanto por la motivacién teérica como por su validez practica [Bli04, Ker02, Yu01].
Como veremos mas adelante, este modelo posee propiedades analiticas ttiles en términos del
andlisis de la capacidad ergédica de sistemas MIMO correlacionados. En las siguientes seccio-

nes analizaremos la capacidad ergddica asintética de canales con correlacién de Kronecker.

En general estaremos en presencia de sistemas con una cantidad finita de antenas, y por
lo tanto debemos adaptar la correlacién presente en el sistema finito para extenderla al caso

asintotico. En particular, trabajaremos con dos formas de extender la correlacion. La primera
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serd suponer que los eigenvalores de las matrices de correlacién en cuestién son v.a.s iid
cuya distribucién comtn tiene como imagen ciertos valores observados®. La otra forma en
que modelaremos la correlaciéon es tomando los eigenvalores como v.a.s idd con una cierta
distribucién continua?. En secciones subsecuentes denominaremos como caso discreto y caso

continuo a dichas formas de extender la correlaciéon respectivamente.

3.2. Correlacion Unilateral

Como ya se habia mencionado en la introduccién de la Seccién 2.3, en ambientes ricos en
multiples trayectorias se puede asegurar la independencia entre los coeficientes de propagacién
mediante el espaciado adecuado de las antenas. Por lo tanto cabe pensar que en sistemas donde
exista la posibilidad de brindar de ese espacio al receptor o al transmisor, la correlacién en
el sistema serd originada tinicamente en el extremo opuesto del que dispone de dicho espacio.
Debido a la naturaleza de esta situacién, a este tipo de correlacién se le suele denominar
correlacion unilateral. Esta correlacién se presenta en dos formas diferentes, cuando el receptor
no presenta correlacion y cuando el transmisor no presenta correlacién. Si bien ambos casos
son muy similares, en general no son idénticos. A continuacion se analiza el caso en el que el

receptor no presenta correlacion, seguido del caso andlogo para el transmisor.

3.2.1. Receptor No Correlacionado

En esta secciéon supondremos que el receptor no esta correlacionado, es decir R, = 1.
Ademds, supondremos que se tiene una entrada x gaussiana compleja circular simétrica con
matriz de covarianza E[xx*] = %I, es decir, supondremos que se tiene una entrada isotrépica®
con potencia disponible P. El siguiente teorema, el cual puede derivarse de la demostracion
del Teorema 2.1, nos permite calcular la eficiencia espectral ergédica de un sistema MIMO en

general cuando se tiene una entrada gaussiana compleja circular simétrica.

3Los valores observados a los que hacemos referencia son los eigenvalores de las matrices de correlacién
empiricas, las cuales se estiman directamente de las mediciones del canal. Debido a la invarianza unitaria de la
matriz H,,, inicamente estamos interesados en la distribucién de los eigenvalores de las matrices de correlacion
y no en la distribucién de las matrices por si mismas. Por lo tanto, supondremos que las matrices de correlacién
son matrices diagonales.

4Claramente aqui se supone que se hizo inferencia sobre dicha distribucién previamente.

5El anilisis se centra en la eficiencia espectral ergédica para una entrada isotrépica ya que, como se men-
cioné anteriormente, en muchos casos los dispositivos moéviles no disponen de informacién acerca del estado
del canal, en cuyo caso la mejor opcién es transmitir de manera isotrépica.
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Teorema 3.1. Supdngase que se tiene un canal MIMO con matriz de coeficientes de propa-
gacion H y vector de entrada x. Si x es un vector Gaussiano complejo circular simétrico con
media cero y matriz de covarianza E[xx*] = ®, entonces la eficiencia espectral ergédica del
sistema es igual a

I(x;y) = En[log, det (I + H®H™)]. (3.6)

Por el teorema anterior, la eficiencia espectral ergddica en el caso en el que el receptor no

estd correlacionado es igual a

I(x;y) = Ex [h)g2 det <1 + iHRi/ 2 (HRi/ 2))} (3.7)
= Eg [logz det (I + fHRtH*)] : (3.8)
T

Aplicando el Teorema C.1 obtenemos que
I(x;y) = Eng [Z logy \; (I + HRtH*>] , (3.9)
i=1 nr

donde A\ (I+ (P/ny)HRH*) < ... < A\, (I+ (P/nr)HR/H") son los eigenvalores ordenados
de la matriz I+ (P/ny)HRH*. Simplificando la expresién anterior y cambiando la suma por

una integral respecto a la distribucién empirica espectral de (1/ngp)HR,H*, llegamos a

I(x;y) = En
nr nr

oo P .
0 T

el Png 1 .
> logy 1+ —A (—HR,H (3.10)
i=1

Escribamos B,,,, = HR:H* /ng, entonces

Ix:y) _ g [/OOO logs <1 + PnRx) dFBrr (:c)] : (3.12)

nr nr

Por lo tanto, la eficiencia espectral ergédica para una entrada isotrépica solamente depende
de la distribucién empirica espectral de B,,,. Al igual que en el capitulo anterior, aproxima-
remos la eficiencia espectral ergédica mediante la eficiencia espectral ergédica asintética, la

cual obtendremos a partir de la distribucién empirica espectral asintética de B,,,.
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Por la forma de extender los valores de correlacién observados al caso asintdtico, la funcion
de distribuciéon empirica espectral de R; converge con probabilidad uno a una funcién de

distribucién determinista R(x).

Aplicando el Teorema C.7 concluimos que la transformada de Stieltjes de la funcién de

distribucién empirica espectral de B,,,, converge cuando ng — oo y np/nr — f a mp(z), la

nR

cual estd dada por la ecuacién de punto fijo

mp = mo (z — B / 1++m13(z) R(d:c)) : (3.13)

donde mg(z) es la transformada de Stieltjes de la funcién de distribucién F(z) = 150

Dado que mg(z) = 1/(—2), se tiene que

mp(2) = (z + 5/ 1—|—+m}3(z) R(dx)>_1. (3.14)

Caso Discreto

En el caso en el que la distribucién R(z) toma una cantidad finita de valores, digamos
T1,...,Tn con probabilidades pi,...,p,, entonces la ecuacién (3.14) puede escribirse de las

siguientes formas

n ~1
_(_, Tip;
mp(z) = ( +B§; 1+mmB(z)> : (3.15)
-1

mp(2) = | =2+ g ani [T +rme(2)| (3.16)

[[Q+rme(2) —me(z) | —=][(1+rims(2)) + 8> ripi [[(1 + rime(2)) | =0. (3.17)

= i=1 =1 A
Esta ultima férmula que a primera vista parece un tanto complicada, para un valor dado de
z € C" es un polinomio en mp(z). El Teorema C.7 implica que mgp(z) es la tnica rafz del
polinomio de la ecuacién (3.17) con parte imaginaria positiva. Por lo tanto, para encontrar
el valor de mp(z) basta encontrar numéricamente las soluciones al polinomio en cuestién y

buscar la tnica solucién en C*. Los detalles de la implementacién se presentan en la Seccién

3.6.
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Por ltimo, para evaluar la eficiencia espectral ergdédica asintdtica es necesario obtener la
funcién de densidad de probabilidad que corresponde a la transformada de Stieltjes obtenida,

para lo cual utilizaremos la férmula de inversién (Teorema C.3).

Caso Continuo

Dado que en el caso discreto la resolucién numérica de la ecuacion (3.14) es relativamen-
te simple, en esta tesis proponemos aproximar la solucién del caso continuo mediante las
soluciones de ciertos casos discretos.

Para tal fin aproximaremos R(z) por una funcién R, (z) la cual es la funcién de distribucién
de la v.a. uniforme en el conjunto {R™'(i/n) : 1 < i < n}, donde R7'(p) = sup{z €
R : F(z) < p}. Dado que R, (x) es discreta, podemos encontrar la solucién correspondiente
mediante el método de la seccién anterior. Por iltimo, tomaremos la solucién encontrada para
R, (z) como aproximacion a la solucién correspondiente a R(z).

Para comprobar la validez de este método de aproximacion demostramos el siguiente
teorema, el cual afirma que cuando n — oo la solucién aproximada que se propone converge

a la solucion exacta.
Teorema 3.2. Supdngase que

a. Para cada ngp = 1,2,... sea Hy, una matriz de ng X nr con coeficientes complejos

idénticamente distribuidos para toda n, i, j.
b. Los coeficientes H,, , (7, j) son independientes para cada ng y var(Hy,(i,j)) = 1.

c. np =nyp(ng) connp/ng — >0 cuando np — oo.

d. Ry, = diag(r; (1),...,7m..(n7)) con r; (i) € R y la funcion de distribucion empirica
de {ry.(1),...,r (nT)} converge débilmente, con probabilidad uno, a una funcién de

distribucion no aleatoria Ry (x) cuando ngr — co. Ademds, supdngase que Ry, (x) LN R(x)

cuando n — oo, donde R(x) es una funcion de distribucion de probabilidad.
e. H,, y Ry, son independientes.

.y B”?
Sea By, . = H, Ry, _H}, _/ng, entonces con probabilidad uno F~"r 55 FB cuandon,np — oo,

donde FB es una funcion de distribucion no aleatoria cuya transformada de Stieltjes mp(z)
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satisface que

mp(z) = — <z - ,8/ 1++m3(z) dR(x))l (3.18)

para todo z € CT. Ademds, mp(z) es la tnica solucion a la ecuacidn anterior con parte

1maginaria positiva.

Demostracién. Sea R, una matriz diagonal de nr x nr con coeficientes iid con distribu-
cién comiin R(zr). Observemos que los coeficientes de la matriz B}, son sumas de elementos
de la forma ghiho con g € Ry, vy h1, he € Hy,. Debido a la independencia entre los coeficientes
de R}, y Hy, la convergencia R, (z) 4 R(x) implica que los coeficientes de B} convergen
en distribucién a los coeficientes de la matriz B,,,, :== Hy, R, H}, . /ng cuando n — oo.

Dado que los eigenvalores de una matriz son una funcién continua de sus coeficientes, los
eigenvalores de Bj, . convergen en distribucién a los eigenvalores de By,;, (de manera conjunta)
y por lo tanto FBir % FBun cuando n — co. Cuando npr — 0o se tiene que con probabilidad
uno FBr () % FB(z), donde FB es una funcién de distribucién no aleatoria que satisface la
ecuacion de punto fijo del Teorema C.7. Dado que la convergencia en distribucion es transitiva
se tiene que con probabilidad uno FB7z(z) % FB(z) cuando n, ng — .

Por el Teorema C.5 se tiene que FPor (z) > FB(z) si y solo si mBy (z) " mp(2)
para todo z € C. Si A es la matriz nula de ng X ng, aplicando el Teorema C.7 a B, se
obtiene el resultado deseado. O

En términos de la demostracién anterior, R,,,. es la matriz de correlacién cuyos coeficientes
tienen como distribucién comun a R(z), es decir, la capacidad en el caso continuo estd dada
por el espectro de la matriz B,,,. En consecuencia, la convergencia F' Bur(z) % FB(z) asegura
que nuestro método es correcto.

En otras palabras, el teorema anterior demuestra que mediante una discretizacién de R(x)
podemos aproximar la verdadera transformada de Stieltjes de tal forma que cuando n,np — o
dicha aproximacién coincide con la transformada deseada.

La discretizacién de R(z) transforma este caso, en el que R(z) es continua, al caso de
la seccién anterior. Por lo tanto, utilizando el software de la seccién anterior (con los r; y
p; adecuados) podemos aproximar la transformada de Stieltjes en este caso mas general, y

en consecuencia dar una aproximaciéon para la eficiencia espectral ergddica. Es importante
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mencionar que el comportamiento de la convergencia depende totalmente de las r; y las p;

tomadas, asf como el valor de n elegido®.

3.2.2. Transmisor No Correlacionado

En este caso supondremos que el transmisor no presenta correlacién, esto es Ry = 1. El
desarrollo que se realiza en esta seccidn para calcular la eficiencia espectral ergddica cuando el
transmisor no presenta correlacién es similar al realizado en la seccién anterior, practicamente
la Unica diferencia es que en lugar de utilizar el Teorema C.7 se utiliza el Teorema C.8. La

eficiencia espectral ergédica alcanzada por una matriz de covarianza E[xx*] = %I es igual a

i b, )
I(x;y) = Eu |log,det <I+R}/2H (RWH) )] (3.19)
L nr
nNR P
= Eu > log A <I + R},/2HH*R1/2>] (3.20)
i=1 nr
. 1
= Eu > log, <1 + P (R}/QHH*R}/z)ﬂ (3.21)
i—1 nr
— Eg / log, (1 + Px)ny dFRr HERY 2/”T(x)] . (3.22)
L/ 0
Si escribimos B, ,, 1= R},/2HH*R,1/2/nT, entonces
I(x; o0
5¥) _ gy [ / log, (1 + Pz) dFBrr (a:)} . (3.23)
nR 0

Por lo tanto, la eficiencia espectral ergddica solamente depende de la distribucién empirica
espectral de B,,,. Al igual que en el capitulo anterior, aproximaremos la eficiencia espectral
ergodica mediante la eficiencia espectral ergédica asintética.

Por la forma de extender los valores de correlacién observados al caso asintético, es claro
que en este caso la funcion de distribucién empirica espectral de R; también converge con
probabilidad uno a una funcién de distribucién no aleatoria R(x) cuando ng — oo.

Aplicando el Teorema C.8 se obtiene que la distribucién empirica espectral de B, con-

verge a una funcién de distribuciéon no aleatoria FB cuando np — o y np/ng — B. La

SEl valor de n tedéricamente debe ser tan grande como sea posible, sin embargo, conforme n crece los
problemas originados por errores numéricos aumentan (véanse las Secciones 3.5 y 3.6).
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transformada de Stieltjes mp(z) de dicha funcién de distribucién estd dada por la siguiente

ecuacién de punto fijo

me(z) = / ! dR(z), (3.24)

x(l—c—czmp(z)) — 2
con c = L

Si R(z) toma una cantidad finita de valores, digamos r1, . . . , 7, con probabilidades p1, . . ., pn,
entonces la transformada de Stieltjes buscada mp(z) satisface que
pi

n
— 3.25
mB(2) ; —riczmp(z) +r; —ric — 2’ ( )

>oic1 billjzi(—riczmmp(2) + 1 —ric — 2)
[T, (—riczmp(2) + 1 — ric — 2)

mp(z) = : (3.26)

mp(z) H(—ricsz(z) +7ri—ric—z) — Zpi H(—ricsz(z) +ri—ric—z)=0. (3.27)

i=1 =1 j#i

Para z € C™ fija, la ecuacién anterior es un polinomio en mp(z) y en consecuencia podemos
proceder de la misma manera que en la seccién anterior. En el caso continuo utilizamos el
mismo método que el utilizado en el Teorema 3.2 de la seccién anterior. La demostracién de
que este método es correcto en esta situacion, es muy similar a la demostracién del Teorema
3.2, por lo cual la omitimos. En la Seccion 3.6 se discuten los detalles de implementacién de

este método.

3.3. Correlacion Bilateral

En esta seccién se analizan sistemas MIMO en los cuales la correlacion estd presente en
ambos extremos del enlace, de aqui que a este tipo de correlacién se le denomine correlacion

bilateral.

Siguiendo el mismo desarrollo que el utilizado en los casos con correlaciéon unilateral,

encontramos que la eficiencia espectral ergédica alcanzada por una matriz de covarianza
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E[xx*| = %I es igual a

] » )
I(x;y) = Eu |log,det <I+nTR,%/2HRt1/2 (RY/*HR; ) )] (3.28)
- .
= Em ) logy A <I+ nTRi/?HRtH*Ri/?)] (3.29)
1=1
[ & Pn 1
= Em |» log <1+nTRAZ» (wRi/QHRtH*Ri/z)ﬂ (3.30)
=1
I o0 P *
— Em /0 logs <1 + ﬁx) np dFR HRERY? Jnp (m)} . (331

Escribamos B, = R;/2HRtH*R%/2/nR, entonces

! (;‘;y ) _Ey [ /0 ~ log (1 - ?w) dFPrn (93)] : (3.32)

Por lo tanto, la eficiencia espectral ergédica tinicamente depende de la distribucién empirica

espectral de B, .

Supéngase que los eigenvalores de la matriz R, son v.a.s iid con distribucién comiun R(z) y
que los eigenvalores de la matriz Ry son v.a.s iid con distribucién comin 7'(z). Supéngase que
las distribuciones R(x) y T'(x) se discretizan de la misma manera que en la seccién anterior,
esto es, proporcionando versiones discretas Ry (z) y T, (x) las cuales toman dnicamente n
valores. Utilizando argumentos similares a los de la demostracién del Teorema 3.2 se obtiene
que en el caso asintético la transformada de Stieltjes obtenida por la versién discretizada del

sistema converge, cuando n — 0o, a la transformada de Stieltjes tedrica deseada.

Dado que las discretizaciones R, (z) y T, (x) tienen soporte compacto, entonces el Coro-
lario C.3 es aplicable a esta situacién. Debido a la complejidad intrinseca del sistema, no es
posible aplicar técnicas basadas en polinomios para encontrar la transformada de Stieltjes de
la distribucién empirica espectral asintética de B, . Por lo tanto, es necesario iterar la ecua-
cién de punto fijo proporcionada por el Corolario C.3, los detalles de implementacion pueden

ser consultados en la Seccién 3.6.
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3.4. Canales Relacionados

En esta seccion discutimos brevemente dos canales de comunicacién inalambrica conocidos
como canales IND y canal de Rice no correlacionado. Si bien estos canales no son canales
correlacionados, la eficiencia espectral ergddica de dichos canales se obtiene directamente de
lo expuesto o se puede derivar utilizando el mismo método que se utilizé para los canales con

correlacién unilateral.

3.4.1. Canales IND

Supongamos que R, y R; son matrices diagonales semidefinidas positivas. En esta situa-

. . 1/2 1/2 . . .
cion la matriz H = R;’"H,R:H,R;’~ es una matriz cuyos coeficientes son v.a.s gaussianas
independientes no idénticamente distribuidas. Este tipo de canales son conocidos como canales

IND (por sus siglas del inglés Independent Non identically Distributed [Tul05]).

Estos canales surgen en sistemas donde la independencia estadistica de los coeficientes de
propagacion puede ser lograda mediante ciertas técnicas las cuales comprometen la unifor-
midad de las distribuciones de los coeficientes de propagacién. Por ejemplo, una técnica que
propicia la obtencién de coeficientes de propagacién independientes es la polarizacién de las
seniales transmitidas, sin embargo, esto puede comprometer la uniformidad de las distribucio-

nes de los coeficientes de propagacion.

Claramente el tipo de canales IND presentados en este capitulo son un caso particular de
los canales con correlacién bilateral. De hecho, en la seccién anterior se mostré (utilizando la
invarianza unitaria de la matriz gaussiana) que en el caso de canales con correlacién bilateral
unicamente es relevante la distribucién de los eigenvalores de las matrices de correlacién y
no su distribucion particular, por lo cual se supuso, sin pérdida de generalidad, que dichas

matrices de correlacién eran matrices diagonales.

3.4.2. Canal de Rice No Correlacionado

El canal de Rice es un canal de comunicacion inalambrica similar al canal de Rayleigh.

A diferencia del canal de Rayleigh, el canal de Rice tiene media no nula, la cual representa
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fisicamente el componente de linea de vista del sistema’. Denotemos por H la matriz de
coeficientes de propagacién del canal y escribamos H,, = E[H|. En esta situacién el canal
puede expresarse como

H =H,, + H,, (3.33)

donde H,, es la matriz gaussiana utilizada en el modelo canénico.

Una situacién donde el andlisis de este tipo de canales podria ser titil es en la siguiente:
Supdéngase que se disponen de varias ubicaciones geograficas para implementar un sistema de
comunicaciones y que cada configuracion tiene su propia media H,,. Si extendemos H,,, al caso
asintético de la misma manera en que extendimos la correlacién en la Seccién 3.2, entonces la
distribucién empirica espectral de %HmHj;l converge a una distribucién no aleatoria R(z)
cuando np — oo para cada posible disposicion geografica.

En esta situacion es de interés conocer la eficiencia espectral ergédica de cada posible ubi-
cacién del sistema, de esta forma es posible cuantificar el incremento en la eficiencia espectral
ergddica (con respecto al canal de Rayleigh) causado por la componente de linea de vista de
cada posible ubicacién.

Realizando célculos similares a los realizados en secciones anteriores, se tiene que la efi-

ciencia espectral ergddica alcanzada por una entrada isotrdpica con potencia disponible P es

igual a
- P )
I(x;y) = Eg |log,det (I—i—HH ﬂ (3.34)
L nr
NR P
= E logy A ( I+ —HH" 3.35
|3 tom (1 ) (3.39
- nm )
= E 1 1+ PN, | —HH" 3.36
) a0
= En / 1og2(1+Px)anFHH*/”T(x)]. (3.37)
LJo

Escribamos B,,,, = HH" /n7, entonces la eficiencia espectral ergédica por antena receptora es

"Teniendo en cuenta la existencia de multiples trayectorias por las cuales una sefial transmitida llega de la
antena transmisora a una antena receptora, se le denomina componente de linea de vista a la trayectoria que
va de la antena transmisora a la antena receptora directamente. Para que exista tal trayectoria es necesario
que la antena receptora sea visible desde la antena transmisora, de aqui que a este componente se le llame
componente de linea de vista.
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igual a
I(x;y)
ng

=En [ /0 " logy (14 Pa) dFBr(2)| | (3.38)

Aplicando el Teorema C.9 se tiene que la distribucién empirica espectral de B,,,, converge
a una funcién de distribucién no aleatoria FB cuya transformada de Stieltjes estd dada por

la siguiente ecuacién de punto fijo

B dR(x)
ms(z) = [ S —— P ) PR o (3:39)

con ¢ = 3L

Si el conjunto de valores que toma R(x) es finito, digamos r1,...,7, con probabilidad

P1,--.,Pn, entonces la transformada de Stieltjes buscada mp(z) satisface que

_ Di
mB(e) =) T~ (Lt emp(2)z+ (1—¢) (3.40)

i=1 l+emp(z

Simplificando la expresion anterior obtenemos la expresién equivalente

n

pi(1+emp(2))

mel) = ; ri — (1+cemp(2)%2 + (1 +emp(2))(1 —¢)

(3.41)

Multiplicando por el factor comun []7 (r; — (1 + cmB(2))?z 4+ (1 + emp(2))(1 — ¢)) tene-

mos que

0 = ms(2) [, (ri— (1 +cms(2)*2+ (1 +cmp(2))(1 —c))

(3.42)
=y pi(l+emp(2)) H#i (ri — (1 +emp(2)%z + (1 +cemp(2))(1 — c)) .
Definamos A; := —c?z, Bi:=c—c* —2c2y Cj:=r;—z+1—cconi=1,...,n, entonces
0= mB(z) H (AiWLB(Z)2 + B,mB(z) + Ci)—Zpi(1+cmB(z)) H (AimB(Z)2 + Bsz(Z) + Cz) .
i=1 i=1 j#i
(3.43)

Al igual que antes la expresién anterior es un polinomio en mgp(z), y por lo tanto encontrar
la transformada de Stieltjes mp(z) es equivalente a encontrar las soluciones del polinomio en

cuestion.
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En el caso continuo podemos utilizar nuevamente discretizaciones similares a las del Teo-
rema 3.2 para aproximar la transformada de Stieltjes buscada mediante otras transformada
que son solucidén a ciertos casos discretos. En la Seccién 3.6 se discuten los detalles de imple-

mentacién del software que calcula la transformada de Stieltjes mp(z).

3.5. Analisis Numérico de la Eficiencia Espectral Ergoédica Iso-
tropica

En esta seccién analizamos algunos casos particulares de los canales con correlacién de
Kronecker unilateral y bilateral®. Los resultados se exponen en tres secciones: receptor no
correlacionado, transmisor no correlacionado y correlacién bilateral. En cada una de las tres
secciones se expone un andlisis de la eficiencia espectral ergddica y la eficiencia espectral
ergddica asintética, asi como una comparativa entra ellas (cuando se tienen hasta 5 antenas
por extremo). Para ejemplificar los efectos de la correlacién se utilizan cuatro distribuciones

diferentes?:

Bernoulli. En este caso la correlaciéon tiene una distribuciéon uniforme en el conjunto

{1/2,3/2}. La distribucién ya es discreta, por lo tanto no hay necesidad de discretizarla.

Uniforme. La correlacién en este caso se distribuye uniformemente en el intervalo [0, 2].
Esta funcién de distribucion se discretiza mediante una distribucién uniforme en el
conjunto {1/20,...,20/20}. Por lo tanto, el grado de los polinomios utilizados en los

casos con correlacion unilateral es veintiuno.

Ezponencial. Aqui la correlacién tiene distribucién exponencial de pardmetro A = 1. La
discretizacién se realiza mediante una distribucién uniforme en el conjunto {F~1(i/16) :
i=1,...,15} U{F~1(31/32)}, de manera similar que en la Seccién 3.2.1. Por lo tanto

los polinomios en cuestién tienen grado diecisiete.

8Dado que el canal de Rice no es un sistema correlacionado, analizar su desempefio queda fuera del contexto
y objetivo de esta tesis. Por esta razén no se incluyen simulaciones de este canal.

En las secciones de correlacién unilateral, la distribucién de R(z) toma cada una de las cuatro distribuciones
posibles. Para el caso con correlacién bilateral, tanto R(x) como T'(z) toman la misma distribucién, es decir,
cuando la correlacién en el receptor tiene distribucién Bernoulli también la correlacién en el transmisor tiene
distribuciéon Bernoulli y asi para las cuatro distribuciones. Sin embargo, el programa desarrollado también
funciona en el caso en el que las distribuciones de R(x) y T'(x) son diferentes.

56



Chi Cuadrada. En este caso la correlacion tiene distribucion chi cuadrada con un grado de
libertad. Al igual que con la distribucién exponencial la discretizacién se realizé mediante

una distribucién uniforme en el conjunto {F~1(i/16) : i = 1,...,15} U {F~1(31/32)}.

Obsérvese que los conjuntos utilizados no pueden ser de la forma {F~1(i/16) : i =

1,...,16} puesto que F~!(1) = oo lo cual produce errores numéricos.

Para facilitar la comparaciéon de las simulaciones de este capitulo con las del capitulo
anterior, todas las simulaciones satisfacen la condicién de la ecuacién (3.5) (la media de las
variables aleatorias utilizadas para modelar la correlacién en los cuatro casos es uno) y se

realizan para una potencia P = 100.

3.5.1. Receptor No Correlacionado

Con el fin de ilustrar el efecto que tiene la correlacion en la eficiencia espectral ergddica

do el i lacionado, las sigui ificas!? la eficiencia es-
cuando el receptor no esta correlacionado, las sigulentes graficas™ muestran la eficiencia es
pectral ergédica alcanzada cuando la correlacién en el transmisor tiene distribucién Bernoulli,
uniforme, exponencial y chi cuadrada respectivamente. Obsérvese que la forma de las cuatro
graficas es la misma, la inica variacién es la escala. Se puede observar que en todos los casos la
correlacion tiene un efecto negativo en la eficiencia espectral ergédica respecto a la alcanzada

por el modelo candnico.

107 05 programas utilizados para realizar las graficas de esta seccién se encuentran en la siguiente seccién.
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Bernoulli Uniforme

Eficiencia Espectral Ergadica
Eficiencia Espectral Ergodica

Antenas Receptoras Antenas Transmisoras Antenas Receptoras Antenas Transmisoras

Exponencial Chi Cuadrada

Eficiencia Espectral Ergadica
Eficiencia Espectral Ergodica

Antenas Receptoras Anitenas Transmicoras Antenas Receptoras Antenas Transmisoras

Si bien el método de aproximacién funciona tedricamente, es 16gico esperar que se presenten
errores numéricos al aproximar las raices de los polinomios utilizados o al aplicar la férmula de
inversion. Teniendo esto en cuenta, es necesario tener un parametro que nos permita decidir
si la simulacién sigue dentro de las condiciones de operacién correctas o no, para este fin

utilizaremos la eficiencia espectral ergédica asintética cuando 5 — oo.

Observemos que si ng = 1 entonces 1 + %HthH:‘U =1+ % Z’jzl dtjhljhfj, donde
R; = diag(d1,...,dm,) ¥y Hy = {hsj}. Debido a la independencia entre R; y H,, se tiene
que E[dtjhljh’{j] = 1 para toda j. Aplicando la ley débil de los grandes nimeros se tiene que
1+ %HthHfU 514 P Porlo tanto, independientemente de la distribucion particular de
los coeficientes de Ry, la eficiencia espectral ergddica asintética cuando 8 — oo debe ser igual

a logy(1 4+ P) =~ 6.65.
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Bernoulli Uniforme

Eficiencia Espectral Ergédica Asintética
Eficiencia Espectral Ergédica Asintética

L L L L L L L L
1 15 2 El S L 2%

25
Beta Beta

Chi Cuadrada

Eficiencia Espectral Ergédica Asintética
Eficiencia Espectral Ergodica Asintética
~

Las graficas sugieren que las simulaciones estan dentro de las condiciones de operacion
aceptables. Observemos que la distribucién particular de los coeficientes de Ry influyen en
la velocidad con la que la eficiencia espectral ergédica asintética converge al valor calculado

cuando  — oo.

Es importante notar que, si bien la funcién implementada retorna 6.56 cuando se tiene
distribucién Bernoulli y 8 = 10, para 8 = 100 retorna un valor menor a 3-10~2. Por lo tanto,
estas funciones deben ser utilizadas con precaucién, verificando que el programa funcione

dentro de los condiciones de operacion deseadas.

Las siguientes tablas muestran una comparacion entre la eficiencia espectral ergddica y la

eficiencia espectral ergddica asintética.
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Bernoulli Uniforme

nr\nr 1 2 3 El 5 nr\nr 1 2 3 4 5
1 5.68/5.31 | 6.16/6.13 | 6.31/6.33 | 6.40/6.42 | 6.45/6.47 1 5.48/5.45 | 6.05/6.10 | 6.28/6.30 | 6.35/6.48 | 6.42/6.53
2 3.54/3.51 | 547/5.31 | 5.91/5.91 | 6.11/6.13 | 6.24/6.25 2 3.42/3.72 | 5.29/5.45 | 5.82/6.05 | 6.04/6.19 | 6.19/6.32
3 2.60/2.59 | 4.20/4.27 | 5.38/5.31 | 5.79/5.78 | 6.01/6.00 3 2.53/2.86 | 4.16/4.45 | 5.24/5.45 | 5.60/5.92 | 5.03/6.14
4 2.06/2.06 | 3.51/3.51 | 4.62/5.00 | 5.36/5.31 | 5.71/5.70 4 2.01/2.37 | 3.41/3.72 | 4.48/4.76 | 5.20/5.45 | 5.58/5.84
5 1.72/1.72 | 2.08/2.97 | 3.90/3.98 | 4.79/4.77 | 5.34/5.31 5 1.67/2.07 | 2.00/3.23 | 3.87/4.18 | 4.64/4.92 | 5.20/5.45

Exponencial Chi Cuadrada

nr\nr 1 2 3 4 5 ng\nr 1 2 3 4 5
1 5.20/5.06 | 5.82/6.04 6.21/6.42 | 6.29/6.49 1 4.54/4.59 | 5.34/5.78 | 5.78/6.14 | 5.95/6.31 | 6.05/6.40
2 3.24/3.33 | 5.00/5.06 5.83/6.04 | 6.01/6.20 2 2.87/2.99 | 4.39/4.50 | 5.00/5.30 | 5.46/5.78 | 5.68/6.00
3 2.40/2.46 | 3.03/4.05 5.40/5.59 | 5.68/5.87 3 2.11/2.22 | 347/3.63 | 4.39/4.50 | 4.90/5.19 | 5.28/5.55
4 1.92/1.97 | 3.24/3.33 4.91/5.06 | 5.32/5.48 4 1.70/1.78 | 2.85/2.99 | 3.73/3.91 | 4.37/4.59 | 4.81/5.07
5 1.60/1.65 | 2.75/2.83 | 3.66/3.78 | 4.38/4.52 | 4.90/5.06 5 1.43/1.50 | 2.43/2.54 | 3.24/3.39 | 3.85/4.06 | 4.38/4.59

De las tablas anteriores se observa que la aproximacion es buena en general. Un detalle
importante que hay que resaltar es que la eficiencia espectral ergddica asintética es menor
que la eficiencia espectral ergédica en el caso de la distribucién Bernoulli, mientras que en el

resto es mayor.

Un detalle que conviene resaltar es que en el caso de la distribucién Bernoulli la eficiencia
espectral ergédica converge de manera casi exacta a la eficiencia espectral ergddica asintética,
esto se debe a que la distribucion Bernoulli ya es una distribucién discreta. En los demaés
casos se puede ver que cuando nr = nr la eficiencia espectral ergddica tiende a converger a
un cierto valor, sin embargo, no converge a la eficiencia espectral ergddica propuesta. Esto
claramente es efecto de la discretizacion, ya que la distribucion Bernoulli es discreta mientras

que las deméds son continuas.

3.5.2. Transmisor No Correlacionado

A continuacién mostramos una grafica comparativa de la eficiencia espectral ergddica
para las cuatro distribuciones en cuestién. Al igual que antes, la forma de las graficas es
esencialmente la misma para todas las distribuciones salvo variaciones en la escala. En este
caso la eficiencia espectral ergédica también es menor que la del canal candnico, lo cual muestra

nuevamente el efecto nocivo que tiene la correlacién en la eficiencia espectral ergddica.
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Bernoulli Uniforme

Eficiencia Espectral Ergddica
Eficiencia Espectral Ergadica

Antenas Receptoras Antenas Transmisoras Antenas Receptoras Antenas Transmisoras

Exponencial Chi Cuadrada

Eficiencia Espectral Ergadica
Eficiencia Espectral Ergddica

Antenas Receptoras Antenas Transmisoras Antenas Receptoras Antenas Transmisoras

Nuevamente es necesario tener un parametro que nos permita decidir si el programa que
calcula la eficiencia espectral ergddica asintética estd operando de manera aceptable. Al igual
que antes, utilizaremos la eficiencia espectral ergddica asintética cuando  — oco. Si ng =1
entonces 1+ L RYPH,H,R,® = 1+ LR, Y07, hyjhi;, donde R, = diag(dp, .-, drny)
y Hy, = {h;;}. Puesto que E[hljh’{j] = 1 para toda j, aplicando la ley débil de los grandes

1/2 p

nuameros se tiene que 1+ %Ri/ 2HwH;Z '~ = 14 PR,. Por lo tanto, la eficiencia espectral

ergddica asintdtica cuando 8 — oo es igual a

P
Ex [bg2 det (I + R}/QHwaUR}ﬂﬂ — / logy(1 + Pz) dR(x), (3.44)

nr
donde R(z) es la distribucién de la correlacion y H = R,ln/ *H,,. Por lo tanto la eficiencia
espectral ergédica asintdtica cuando S — oo es aproximadamente 6.46, 6.25, 5.88, y 5.16 en
cada caso respectivamente. El hecho de que la eficiencia espectral ergddica asintética dependa

de la distribucion de la correlaciéon nos hace pensar, al menos intuitivamente, que en general
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la correlacion en el receptor es mas notoria que la correlacion en el transmisor. La siguientes

graficas muestran la evolucién de la eficiencia espectral ergddica asintética respecto a .

Bernoulli Uniforme

Eficiencia Espectral Ergodica Asintdtica
—
™~
Eficiencia Espectral Ergodica Asintdtica
e

Exponencial Chi Cuadrada

2t/ E

Eficiencia Espectral Ergédica Asintdtica
Eficiencia Espectral Ergodica Asintdtica

Es claro que en el caso con correlacion exponencial el programa estd fuera de las condiciones
de operacién aceptables!!. Si bien en el caso de la distribucién chi cuadrada el ajuste no es
perfecto, atin estd dentro de los patrones de forma y escala.

Las siguientes tablas muestran una comparacion entre la eficiencia espectral ergddica y la
eficiencia espectral ergddica asintética. Si bien el desempefio del programa que calcula la efi-

ciencia espectral ergddica asintética no fue el 6ptimo, al menos en el caso de las distribuciones

"La correctitud de los programas fue comprobada mediante la comparacién de la funcién de densidad gene-
rada por la formula de inversién correspondiente y la distribucién empirica espectral de matrices de dimensién
grande (del orden de 1000 x 1000). Por lo tanto, que la grafica ajuste o no nos dice inicamente si los pardmetros
con los cuales opera el programa son correctos. En particular, nos dice si el grado del polinomio utilizado es
correcto y si el € de la férmula de inversién es adecuado (véase la siguiente seccién para més detalles). Entre
mayor es el grado del polinomio utilizado es mejor la aproximacién, sin embargo, pasado cierto umbral en el
grado del polinomio la funcién de densidad obtenida se aleja demasiado de la funcién de densidad real, por lo
tanto es necesario monitorear el desempeno del programa.
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Bernoulli y uniforme, nos da una pauta para comparar la correlacién en el transmisor contra

la correlacion en el receptor.

Bernoulli Uniforme

nr\nr 1 2 3 4 5 nr\nr 1 2 3 4 5
1 5.68/5.31 | 6.08/6.03 | 6.23/6.19 | 6.29/6.26 | 6.32/6.31 1 5.40/5.30 | 5.00/6.14 | 6.04/6.36 | 6.07/6.50 | 6.00/6.61
2 3.57/3.56 | 5.45/5.31 | 5.87/5.84 | 6.04/6.03 | 6.13/6.13 2 3.52/3.66 | 5.20/5.30 | 5.60/5.92 | 5.84/6.14 | 5.04/6.27
3 2.62/2.63 | 4.34/4.32 | 5.38/5.31 | 5.75/5.73 | 5.94/5.92 3 2.61/2.75 | 4.26/4.40 | 5.23/5.39 | 5.57/5.81 | 5.74/6.01
1 2.10/2.10 | 3.55/3.56 | 4.64/4.63 | 5.36/5.31 | 5.68/5.66 1 2.09/2.24 | 3.51/3.66 | 4.56/4.72 | 5.21/5.30 | 5.50/5.73
5 1.75/1.76 | 3.01/3.02 | 4.04/4.03 | 4.80/4.80 | 5.34/5.31 5 1.75/1.91 | 3.00/3.14 | 3.98/4.12 | 4.71/4.88 | 5.21/5.39

Exponencial Chi Cuadrada

nr\nr 1 2 3 4 5 nr\nr 1 2 3 4 5
1 5.15/5.06 | 5.55/5.80 | 5.67/6.19 | 5.72/6.52 | 5.75/6.87 1 4.51/4.59 | 4.81/5.10 | 4.95/5.32 | 5.00/5.49 | 5.05/5.65
2 3.39/3.70 | 4.97/5.06 | 5.35/5.55 | 5.50/5.80 | 5.59/6.00 2 3.17/3.48 | 4.42/4.50 | 4.69/4.93 | 4.85/5.10 | 4.92/5.22
3 2.54/3.00 | 4.06/4.26 | 4.93/5.06 | 5.25/5.43 | 5.40/5.64 3 2.43/2.86 | 3.75/3.98 | 4.39/4.59 | 4.63/4.85 | 4.75/5.00
4 2.05/2.79 | 3.40/3.70 | 4.35/4.50 | 4.91/5.06 | 5.18/5.36 4 1.97/2.52 | 3.20/3.48 | 3.08/4.18 | 4.37/4.50 | 4.58/4.80
5 1.72/2.62 | 2.92/3.34 | 3.83/4.05 | 4.49/4.64 | 4.90/5.06 5 1.67/2.29 | 2.78/3.13 | 3.57/3.80 | 4.07/4.20 | 4.38/4.59

El ajuste mostrado en las tablas anteriores es parcialmente aceptable, al menos en los
casos con distribuciones Bernoulli y uniforme. Incluso con estas distribuciones donde se da
un mejor ajuste, éste es menos preciso que en el caso del receptor no correlacionado. Esto
corrobora hasta cierto punto la intuicién obtenida con el andlisis de la eficiencia espectral
ergddica cuando f — oo, donde en el caso del transmisor no correlacionado la eficiencia
espectral ergédica dependia de la distribucién de la correlacién, lo cual desde un punto de
vista intuitivo implica que la correlacién agrega més aleatoriedad en este caso que en el
anterior.

Algo que se puede comparar directamente de las eficiencias espectrales ergédicas es que en
general, si np > np entonces es mas conveniente no tener correlacién presente en el receptor,
mientras que si n < np es mejor tener un transmisor no correlacionado. Esto es acorde
a la intuicién, la cual nos dice que el extremo con menos antenas debe ser el extremo con
menor correlacion, de tal forma que la diversidad debida a las multiples trayectorias no se vea

afectada.

3.5.3. Correlacién Bilateral

Las siguientes graficas muestran la eficiencia espectral ergddica de los cuatro casos ana-

lizados cuando se tiene correlacién bilateral presente en el sistema. Es importante observar
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que de los tres casos (correlacién en el transmisor, correlacién en el receptor y correlacién
bilateral), éste es el caso donde la eficiencia espectral ergédica es menor, lo cual nos da una
idea del efecto de la correlacion bilateral. Esto es totalmente natural puesto que la correlacién

bilateral compromete la existencia de las multiples trayectorias en ambos extremos.

Bernoulli A
Uniforme

Eficiencia Espectral Ergadica
Eficiencia Espectral Ergddica

Antenas Receptoras Antenas Transmisoras Antenas Receptoras Antenas Transmisoras

Exponencial
P Chi Cuadrada

Eficiencia Espectral Ergodica
Eficiencia Espectral Ergddica

Antenas Receptoras Antenas Transmisoras Antenas Receptoras

Antenas Transmisoras

Al igual que en las secciones anteriores, utilizamos la eficiencia espectral ergédica cuando
B — oo como variable de control del programa. Sing = 1 entonces 1+£Ri/ 2HthH;jJR}«/ 2 =
1+ %Rr Z;ﬁl dijhijhi;. Puesto que E[dyjhijhi;] = 1 para toda j, la ley débil de los grandes

nameros implica la convergencia de la eficiencia espectral ergédica
P *1/2
Eg |logydet ( I+ —R,/“H,R:H, R, — [ logy(1 + Px)dR(z), (3.45)
nr

donde R(x) es la distribucién de la correlacién en el receptor y H = R}/ 2HMR; 2,
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Por lo tanto, la eficiencia espectral ergédica cuando f — oo es igual cuando se tiene

correlacién bilateral que cuando se tiene correlacién en el receptor.

Bernoulli Uniforme

Eficiencia Espectral Ergédica Asintdtica
e
Eficiencia Espectral Ergddica Asintdtica

)
R
v
2
i
wh
i
in
o
"
=
"
Iz
wh
i
ir

Exponencial Chi Cuadrada

Eficiencia Espectral Ergédica Asintdtica
Eficiencia Espectral Ergddica Asintdtica
.

Al igual que en el caso con correlacion presente en el receptor, aqui hay ciertos problemas
numéricos, en especial cuando § crece. Sin embargo, el comportamiento es mejor que en el caso
del transmisor no correlacionado, ya que tanto la forma como la escala son més similares a la
esperadal?. A inuacié las tabl i la eficienci 1

perada*“. A continuacion se muestran las tablas comparativas entre la eficiencia espectra

ergddica y la eficiencia espectral ergddica asintética.

12Es importante observar que los maximos de las gréficas de las distribuciones exponencial y chi cuadrada
estdn a menos de 0.1 del valor calculado cuando 8 — oo. Esto da indicios de posibles problemas con el € (véase
la siguiente seccién para consultar los detalles de implementacién), el cual al crecer 3 se vuelve inapropiado para
obtener la solucién con la suficiente precisién. Claramente hay errores por la discretizacién de la distribucién
de la correlacién, pero este efecto es minimo comparado con el efecto relacionado a la seleccién de e.
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Bernoulli Uniforme

nr\nr 1 2 3 4 5 ng\nr 1 2 3 4 5
1 5.51/5.15 | 5.97/5.94 | 6.12/6.13 | 6.20/6.22 | 6.25/6.27 1 5.14/5.12 | 5.60/5.93 | 5.86/6.13 | 5.90/6.22 | 6.01/6.28
2 3.46/3.46 | 5.27/5.15 | 5.72/5.71 | 5.93/5.94 | 6.06/6.06 2 3.31/3.45 | 4.95/5.12 | 5.46/5.70 | 5.66/5.93 | 5.80/6.05
3 2.55/2.56 | 4.20/4.19 | 5.22/5.15 | 5.61/5.59 | 5.80/5.81 3 2.47/2.56 | 4.00/4.17 | 4.90/5.12 | 5.33/5.57 | 5.55/5.80
4 2.04/2.05 | 3.45/3.46 | 4.50/4.49 | 5.20/5.15 | 5.51/5.51 4 1.99/2.05 | 3.32/3.45 | 4.30/4.47 | 4.90/5.12 | 5.27/5.48
5 717171 | 2.94/2.94 | 3.91/3.01 | 4.66/4.65 | 5.16/5.15 5 1.66/1.72 | 2.84/2.04 | 3.74/3.90 | 4.42/4.63 | 4.91/5.12

Exponencial Chi Cuadrada

ner\ng 1 2 3 4 5 np\ng 1 2 3 4 5
1 4.53/4.68 | 5.08/5.57 | 5.33/5.76 5.50/5.51 1 3.46/3.95 | 4.17/4.74 | 4.36/5.01 | 4.62/5.08 | 4.67/4.96
2 3.01/3.23 | 4.43/4.68 | 4.88/5.25 5.20/5.66 2 2.48/2.80 | 3.51/3.95 | 4.00/4.47 | 4.24/4.74 | 4.40/4.90
3 2.28/2.43 | 3.61/3.86 | 4.39/4.68 1.99/5.36 3 1.93/2.15 | 2.94/3.30 | 3.53/3.95 | 3.88/4.34 | 4.12/4.58
4 1.84/1.96 | 3.03/3.23 | 3.84/4.12 4.69/5.03 4 1.58/1.74 | 2.54/2.80 | 3.15/3.49 | 3.57/3.95 | 3.85/4.26
5 1.55/1.65 | 2.60/2.78 | 3.40/3.63 | 3.97/4.25 | 4.38/4.68 5 1.35/1.48 | 2.21/2.43 | 2.81/3.11 | 3.26/3.60 | 3.57/3.95

Tomando en cuenta que en esta situacién la aleatoriedad proviene de H,,, R, v R; las
aproximaciones obtenidas son buenas en general. En este caso la eficiencia espectral ergddica
es alin menor que en el caso con transmisor no correlacionado, lo cual muestra que en términos
de la eficiencia espectral ergddica éste es el peor escenario.

Dado que la correlaciéon presente tnicamente en el receptor es un caso particular de la
correlacion bilateral, los programas para la correlacion bilateral pueden usarse para resolver
el caso con el transmisor no correlacionado. La tinica desventaja, es que el método para resolver
el caso con correlacién bilateral es iterativo y no se tiene la certeza de que el algoritmo va
a converger en algiin momento. En otras palabras, a cambio de no tener la certeza tedrica
de que el algoritmo funciona tenemos un mejor comportamiento numérico, lo contrario de la
Seccién 3.5.2, donde se tenia la certeza tedrica del funcionamiento del algoritmo pero no se

tenia un buen comportamiento numérico.

3.6. Calculo Numérico de la Eficiencia Espectral Ergdédica Iso-
tréopica

En esta seccion presentamos la implementacion de los teoremas y técnicas expuestas en
este capitulo. La correlacién unilateral se calcula utilizando dos programas diferentes, uno para
el caso con correlacién en el transmisor y otro para el caso con correlacién en el receptor. Sin

embargo, ambos programas son muy similares, ya que resuelven el polinomio correspondiente
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para cada caso (véanse las ecuaciones (3.17) y (3.27)). De manera similar para el caso del
canal de Rice se implementa la solucién del polinomio equivalente en dicho caso (véase la
ecuacién (3.43)). Para el caso del canal con correlacién bilateral se implementa la ecuacién de
punto fijo dada por el Corolario C.3.

Si bien el programa que calcula las transformadas de Stieltjes es el mismo para todas
las distribuciones elegidas para la correlacién, los programas que lo utilizan para calcular la
eficiencia espectral ergddica son diferentes en cada caso, dependiendo de la distribucién de la
correlacién. Por lo tanto, ejemplificamos el calculo de las eficiencias espectrales ergddicas para
la distribucién chi cuadrada, aunque los programas respectivos para las demads distribuciones

son practicamente idénticos.

3.6.1. Receptor No Correlacionado

A continuacién se presentan los programas con los cuales se calcularon las graficas para el
caso en el que no hay correlacién presente en el receptor. Ademads de los programas se exponen

los detalles de implementacién mas relevantes.

Eficiencia Espectral Ergodica

Este programa, el cual utiliza el método de Monte Carlo, simula nsimulaciones matri-
ces de propagacién con las matrices de correlacion correspondientes. Después de obtener los
eigenvalores de HH* se agrega la eficiencia espectral ergddica obtenida para dicha realiza-
cion al acumulado, el cual tras ser dividido regresa el promedio de las eficiencias espectrales
ergddicas. Por la ley débil de los grandes nimeros este procedimiento produce el resultado

deseado cuando nsimulaciones— oo.

function varret=EficienciaErgodicaRNC_Chi2(n_R,n_T,P,nsimulaciones)
% Esta funcion aprozima la eficiencia espectral ergodica de un

% canal MIMO de n_Rxzn_-T el cual tiene correlacion wunilateral en

% el transmisor, dicha correlacion tiene una distribucion chi2.
varret =0;

for it=I1:nsimulaciones
% La matriz de coeficientes de propagacion.
H=random ( 'norm’ ,0,1/sqrt(2) ,n.R,n_T)+i*random( 'norm’,0,1/sqrt(2) ,n.R,n.T);
D=random(’chi2’,1,1,n.T);

Rt=diag (D) ;

% Obtener los eigenvalores de HHx.
E=eig (H«xRt+H’ /n_R) ;
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% Agregar la eficiencia espectral ergodica obtenida para la rea—
% lizacion en cuestion.
varret=varret+sum(log2(1+Px(n-R/n_T)«E));

end

varret=varret/nsimulaciones;

Eficiencia Espectral Ergédica Asintotica

La estimacién de la eficiencia espectral ergddica se realiza mediante la estimacién de la
funcién de densidad espectral correspondiente, para posteriormente encontrar el valor espe-
rado que describe la eficiencia espectral ergédica por antena receptora. La estimacién de la

eficiencia espectral ergédica se realiza mediante los siguientes cuatro programas'>.

function varret=EficienciaAsintoticaRNC_Chi2 (beta,P)

% Esta funcion calcula la eficiencia espectral ergodica asintotica
% para una beta y P dadas cuando el receptor mo presenta correlacion
%y el transmisor tieme correlacion con distribucion chi2.

varret =0;

% Se construye la discretizacion de la distribucion.
n=16;
r=[1;
for it=1:(n-1)
r=[r chi2inv (it/n,1)]; ZHok<AGROW>

end
r=[r chi2inv(1—-1/(2%n),1)];
p=ones(1l,n)/n; % Se asigna una distribucion wuniforme.

% Se evalua la integral que proporciona la eficiencia espectral
% ergodica asintotica.
for x=0.001:0.001:30
varret=varret+InversionRNC (x,beta,r,p)*0.001xlog2(1+(P/beta)xx) ;
end

La funcién de inversién evalia mp(z) en un punto con Im(z) pequeno y retorna el valor
de la parte imaginaria de mg(z). Es importante notar que este limite se puede tomar de esta
manera dado que el limite involucrado en la férmula de inversién no implica la evaluacién de

expresiones complicadas numéricamente hablando!?.

function den=InversionRNC (x,beta,r ,p)
% Este programa implementa la formuala de inversion.

13T,as simulaciones se realizaron en un equipo de cémputo QuadCore a 2.33Ghz con 4Gb de memoria RAM.
Con dicho equipo la obtencién de la eficiencia espectral asintdtica para una 3 y una potencia P dadas toma
aproximadamente minuto y medio. Por lo tanto, cada gréfica que muestra el comportamiento de la eficiencia
espectral ergédica asintética con respecto a 8 requiere aproximadamente dos horas y media para su realizacién.

1Un ejemplo tipico de un limite mas dificil de evaluar numéricamente es el célculo de una derivada. Por lo
general, esto implica que se evalien fracciones con numerador y denominador muy pequenos, lo cual es mas
propenso a tener errores numéricos.
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epsilon=0.000001;

den=StieltjesRNC (x+epsilonx*i,beta,r,p)/pi;

Es importante observar que esta implementacién de la férmu-
la de inversiéon no toma la parte imaginaria de la transformada
de Stieltjes porque el programa que calcula la transformada de
Stieltjes lo hace.

La funcién StieltjesRNC almacena el polinomio dado por la
ecuacién (3.17) (el cual es creado por la funcién PolinomioRNC),
encuentra sus raices y de las que tienen parte imaginaria positiva
selecciona la que tiene parte imaginaria mayor. El Teorema C.7
afirma que dicha raiz debe ser unica, sin embargo por posibles
errores numéricos puede haber ninguna o mas de una. Para pre-
venir dichos errores numéricos se toma la raiz que tiene la parte
imaginaria mayor.

Por 1ultimo, la funcién PolinomioRNC crea el polinomio de la
ecuacién (3.17). El diagrama de flujo de la Figura 3.1 muestra el
algoritmo para construir dicho polinomio. El polinomio se cons-
truye mediante la suma de otros tres polinomios més simples, los

cuales denotaremos como

Entrada: z, beta,
rf p

1

| n<dongitud del vectorr |

4

| Calcular vector Al |

+

| Calcular vector A2 |

+

| Caleular vector A3 |

1

Ajustar tamafno de los

wvaectoras

+

/ Salida: AL1+A2+A3 /

Figura 3.1: Diagrama de

flujo de la funcién Polino-

mioRNC.

Al = JJ(+rims(2), (3.46)
i=1
A2 = —mgp(z) (—z H(l + rimB(z))> , (3.47)
i=1
A3 = —mgp(z) BaniH(l—i—rimB(z)) . (3.48)
i=1 i

Para construir los polinomios Al, A2 y A3 se utiliza la funcién poly de Matlab, la cual

crea un polinomio a partir de sus raices. Es importante hacer que los polinomios tengan

los coeficientes deseados, esto se puede lograr controlando el término constante (de manera

predeterminada Matlab simplifica el polinomio). Esto se realiza en el momento en el que se
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divide el polinomio en cuestién por su término constante (de la ecuacién 3.17 se obtiene que
el término constante debe ser uno).
Es importante observar que en los tres casos (receptor no correlacionado, transmisor no

correlacionado y canal de Rice) el término constante no es cero puesto que es producto de
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nimeros complejos no nulos, lo cual asegura el buen funcionamiento del programa.

function solucion=StieltjesRNC (z,beta,r,p)

% Esta funcion retorna la parte itmaginaria de la transformada de

% Stieltjes en z para una beta dada cuando se tiene que la correlacion
% tiene distribucion en r con probabilidades p.

% Obtener las raices del polinomio.
raiz=roots (PolinomioRNC(z,beta,r,p));

solucion =0;

% Elegir la raiz correcta.
for it=1:length(raiz)
if imag(raiz(it))>solucion
solucion=imag(raiz (it));
end
end

function poli=PolinomioRNC(z,beta,r ,p)
% Esta funcion crea el polinomio requerido para calcular la
% transformada de Stieltjes.

n=length(r);

if n==1
poli=|
r*z
r—betaxr+z
1
15
else

% Calcular el producto
%\prod_{i=1} "n(1+r_im_{\bf B} (z))
raices =[];
for it=1:n
if (r(it)™=0)
raices=[raices —1/r(it)];
end
end
Al=poly(raices);
while length (Al)<n+1
Al=[0 Al];
end
A1=A1/Al(n+1);
% Calcular el termino
% zm_{\bf B}(z)\prod_{i=1} "n(1+r_im_{\bf B}(z))
A2—7xAl;
A2=—[A2 0];

% Calcular el termino
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end

%—\beta m_{\bf B}(z)\sum_{i=1}"n r_ip_i
%\prod_{j\neq i} (1+rim {\bf B}(z))
A3=zeros(1,n+1);

for ita=1:n

raices =[];

for itb=1:n
if ith =ita && r(ith) =0

raices=[raices —1/r(itb)];

end

end

An=poly (raices);

while length (An)<n+1
An=[0 An];

end

An=An/An(n+1);

An=betaxr (ita)xp(ita)*An;

A3=A3+An;
end

% Ajustar el grado de los polinomios.
A3=—[A3 0];
Al=[0 Al];

% Sumar los terminos del polinomio.
poli=A1+A2+A3;

3.6.2. Transmisor No Correlacionado

Dado que el c6digo de esta seccién es totalmente andlogo al de la seccién anterior (la tnica

diferencia reside en el polinomio que se esta resolviendo, ya que en lugar de la ecuacién (3.17)

se implementa la ecuacién (3.27)), solamente se comentan los detalles particulares de este

Caso.

Eficiencia Espectral Ergddica

Este caso es totalmente andlogo al caso donde el receptor no presenta correlacion, con la

diferencia que aqui se multiplica por R, en lugar de R;.

function varret=EficienciaErgodicaTNC_Chi2 (n-R,n.T,P,nsimulaciones)

varret =0;

for

it=1:nsimulaciones

H=random ( ’norm’ ,0,1/sqrt (2) ,n.R,n_T)+i*random( 'norm’,0,1/sqrt(2) ,n_-R,n.T);
D=random( ’chi2’,1,1,n_R);

Rr=diag (D) ;

E=eig(Rr"(1/2)«(HxH’)*Rr"(1/2) /n.T);
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varret=varret4+sum(log2(1+P«*E) ) ;
end

varret=varret/nsimulaciones;

Eficiencia Espectral Ergédica Asintética

En este caso hay que tomar en cuenta la condicién de unicidad proporcionada por el

Teorema C.8 en lugar de la condicién proporcionada por el Teorema C.7.

function varret=EficienciaAsintoticaTNC_Chi2 (beta,P)
varret =0;

n=16;
r=[;
for it=1:(n—-1)

r=[r chi2inv(it/n,1)];
end
r=[r chi2inv(1-1/(2%n),1) ];
p=ones(1,n)/n;

for x=0.001:0.001:30
varret=varret+InversionTNC (x,beta,r,p) *0.001xlog2(1+Pxx) ;
end

function den=InversionTNC (x,beta,r,p)
epsilon=0.000001;

den=StieltjesTNC (xt+epsilon*i,beta,r,p)/pi;

function solucion=StieltjesTNC (z,beta,r,p)
c=1/beta;
raiz=roots (PolinomioTNC(z,c,r,p));
solucion =0;
for it=1:length(raiz)
if imag(—(1—c)/z+cxraiz (it))>0 && imag(raiz (it ))>solucion
solucion=imag(raiz (it));

end
end

Aqui la verificacion del término constante se realiza mediante la variable escala puesto que

en general este coeficiente no es uno.

function poli=PolinomioTNC (z,c,r,p)
n=length(r);

if n==1
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poli=]
—r*C*z
r—C*r—2z
1
I
else
raices =[];
escala=1;
for it=I1:n
escala=escalax(r(it)—r(it)*c—z);
if (r(it)~=0)
raices=[raices (r(it)—r(it)xc—z)/(r(it)*cxz)];
end
end
Al=poly (raices);
while length (Al)<n+1
Al=[0 Al];
end
Al=A1/Al(n+1)*escala;
Al=[A1 0];
A2=zeros (1,n+2);
for ita=1:n
raices =[];
escala=1;
for itb=1:n
if itb =ita
escala=escalax(r(itb)—r(itb)xc—z);
if r(itb) =0
raices=[raices (r(itb)—r(itb)*c—z)/(r(itb)xcxz)];
end
end
end
An=poly (raices);
while length (An)<n+2
An=[0 An];
end
An=An/An(n+2)xescala;
An=p(ita)=*An;
A2=A2+An;
end
poli=A1-A2;
end

3.6.3. Correlacién Bilateral

En este apartado se compilan los programas utilizados para el caso con correlaciéon bila-
teral. En esta situaciéon no se implementan métodos basados en polinomios, en su lugar se

utiliza la ecuacién de punto fijo proporcionada por el Corolario C.3.
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Eficiencia Espectral Ergddica

Para evaluar la eficiencia espectral ergdédica se utiliza un cédigo idéntico a los casos con

correlacién unilateral, salvo que aqui se tienen dos matrices de correlacion en lugar de una.

function varret=EficienciaErgodicaCB_Chi2 (n-R,n.T,P,nsimulaciones)
varret =0;
for it=1:nsimulaciones
H=random ( norm’,0,1/sqrt(2) ,n.R,n_T)+i*random( 'norm’,0,1/sqrt(2) ,n_-R,n.T);
D=random( ’chi2’,1,1,n_R);
Rr=diag (D) ;
D=random( ’chi2’,1,1,n.T);
Rt=diag (D) ;
E=eig (Rr"(1/2)*H+«Rt«H’*«Rr"(1/2)/n_R);
varret=varret+sum(log2(14+P*(n-R/n_T)+E));
end

varret=varret/nsimulaciones;

Eficiencia Espectral Ergdédica Asintética

El célculo de la correlacién bilateral se realiza usando el Corolario C.3. Dado que una de
las hipdtesis de dicho corolario es que las distribuciones empiricas asintéticas de las matrices
R, y R, tienen soporte compacto, tendremos que trabajar siempre con discretizaciones de las

distribuciones reales.

function varret=EficienciaAsintoticaCB_Chi2 (beta,P)
varret =0;

n=16;
r=];
for it=1:(n-1)

r=[r chi2inv(it/n,1)];
end
r=[r chi2inv(1—-1/(2%n),1)];
p=ones(1l,n)/n;

for x=0.001:0.001:20
varret=varret+InversionCB (x,beta,r ,p,r,p)*0.001xlog2(1+(P/beta)*x) ;
end

El cédlculo de la densidad de los eigenvalores se realiza mediante los siguientes dos pro-
gramas. El primero unicamente implementa la férmula de inversion para la transformada de

Stieltjes y el segundo calcula la ecuacién de punto fijo dada por el Corolario C.3.

function den=InversionCB (x,beta,rr ,pr,rt,pt)
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3| eps=0.000001;
4
5| den=imag( StieltjesCB (x+i*eps,beta,rr ,pr,rt,pt))/pi;

La obtencion de la transformada de Stieltjes en este caso es una implementacién directa
de la ecuacion de punto fijo del Corolario C.3. Para el adecuado funcionamiento de la funcién
StieltjesCB se debe crear una variable global B, la cual tenga la misma cantidad de elementos
que el grado de aproximacién de R, (niimero de valores en la discretizacién). Puesto que en el
programa EficienciaAsintoticaCB_Chi2 se calculan las transformadas de Stieltjes para valores
sucesivos de z, la variable global B nos permite utilizar la soluciéon anterior a la ecuacion de

punto fijo para calcular la siguiente.

function valor=StieltjesCB (z,beta,rr ,pr,rt,pt)
% Esta funcion calcula el wvalor de la transformada de Stieltjes
% mediante la implementacion del Corolario C.3

global B;

valor=0; % Esta variable retorna el wvalor esperado final

% \ mathbb{E}\ left [\ mathcal{B} (D, z)\right ].
var=1; % Variacion de B entre iteraciones sucesivas.
epsilon=0.001; % Variacion umbral para detener iteraciones.

© 00 N O Ok W N

== e
N o= O

while var>epsilon
var=0;

= o= e
ot W

for it=1:length(B)

un
(=]

A1=0;
for ita=1:length(rr)

Al=Al+4rr (ita)xpr(ita)«B(ita);
end

NN N E = e
N o= O © 0 =

A2=0;
for ita=1:length(rt)

A2=A2+rt (ita)xpt(ita)/(zt+zxrt (ita)=Al);
end

NN NN
N O Otk W

temp=—z+zxbetaxrr (it)*A2;
temp=1/temp;

@ NN
o © w

var=var+norm(B(it )—temp) ;
B(it)=temp;
end
end

W W W w w
T W N =

for it=1:length(rr)
valor=valor+pr(it)«B(it);
end

w W
N o

FEn este programa el € que se toma para detener las iteraciones es igual a 0.001. Claramente

entre menor sea €, mejor serd la aproximacién y mayor serd el tiempo de ejecucién requerido
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por el programa. Por lo tanto, es necesario ajustar el € teniendo en cuenta dicho intercambio

precision-tiempo de ejecucion.

3.6.4. Canal de Rice

Como se menciond con anterioridad, dado que el canal de Rice no es un canal correlacio-
nado, analizar la eficiencia espectral ergddica de este canal queda fuera del objetivo de esta
tesis. Sin embargo, por completez incluimos los programas necesarios para obtener la funcién

de densidad del espectro asintdtico de un canal de Rice no correlacionado.

Eficiencia Espectral Ergddica Asintdtica

Esta implementacion es muy similar a la implementacién para el caso de la correlacion
unilateral, pero en este caso implementando la ecuacién (3.43). La similitud de estas tres
implementaciones (receptor no correlacionado, transmisor no correlacionado y canal de Rice)

es muy fuerte debido a la relacién tan estrecha entre los Teoremas C.7, C.8 y C.9.

function den=InversionR (x,beta,r,p)

epsilon=0.000001;
den=StieltjesR (x+epsilonx*i,beta,r,p)/pi;

function solucion=StieltjesR (z,beta,r,p)
c=1/beta;
raiz=roots (PolinomioR (z,c,r,p));
solucion=0;
for it=1:length(raiz)
if imag(raiz(it)+z)>=0 && imag(raiz (it))>solucion
solucion=imag(raiz (it));

end
end

function poli=PolinomioR(z,c,r,p)
n=length(r);

if n=—=1
poli=]
—c 2%z
c—C 2—2%C*2z
r—z+1—c—px*c
—Pp
|

else
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end

raices =[];
escala=1;

for

end

it=1:n
Ai=—c"2x1z;
Bi=c—c"2—-2xcxz;
Ci=r (it )—z+l—c;
escala=escalaxCi;
raizl=(—Bit+sqrt (Bi"2—4xAixCi)) /(2xAi);
raiz2=(—Bi—sqrt (Bi"2—-4xAixCi)) /(2xAi) ;
if (raizl™=0)
raices=[raices raizl];
end
if (raiz27=0)
raices=[raices raiz2];
end

Al=poly(raices);
while length (Al)<2xn+1

Al=[0 Al];
end
Al1=A1/A1(2xn+1)xescala;
Al=[A1 0];
A2=zeros(1,2xn);
for ita=1:n
raices =[];
escala=1;
for itb=1:n
if itb =ita
Ai=—c " 2xz;
Bi=c—c"2—2xcxz;
Ci=r (itb )—z+l—c;
escala=escalaxCi;
raizl=(—Bit+sqrt (Bi"2—4xAixCi)) /(2% Ai);
raiz2=(—Bi—sqrt (Bi"2—4xAixCi)) /(2% Ai);
if (raizl™=0)
raices=[raices raizl];
end
if (raiz27=0)
raices=[raices raiz2];
end
end
end

end

raices=[raices —1/c];

An=poly (raices);

while length (An)<2sn
An=[0 An];

end

An=An/An(2xn)xescala;

An=p(ita)*An;

A2=A2+An;

A2=[0 0 A2];

poli=A1-A2;
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Capitulo 4

Conclusiones

En esta tesis se analizaron sistemas MIMO con correlaciéon de Kronecker en los que las
matrices de correlacién del modelo (ecuacién 3.1) tienen eigenvalores independientes idénti-
camente distribuidos. En este contexto y motivados por el caso en el que la distribucién de
dichos eigenvalores toma una cantidad finita de valores, desarrollamos un método para calcu-
lar la eficiencia espectral ergddica asintética por antena receptora para canales en los que los
eigenvalores de las matrices de correlacién tienen una distribucién continua.

La prueba de la validez de este método, el cual estd basado en la discretizacién de la
funcién de distribucién de los eigenvalores de las matrices de correlacion, estd dada por el
Teorema 3.2. Para asegurarnos del correcto funcionamiento de la implementacion de este
método, la cual se realizdé en Matlab, utilizamos la eficiencia espectral ergédica asintética por
antena receptora cuando 8 — oo. Esta cantidad, la cual se puede calcular analiticamente, se
utilizé como pardmetro de comparacién para los valores retornados por la implementacién, y
asi decidir si los parametros utilizados al ejecutar el programa fueron los correctos.

Finalmente, se observé que dentro de los limites analizados (una relacién senal a ruido
igual a cien), la propuesta de estimar la eficiencia espectral ergddica por antena receptora

mediante la eficiencia espectral ergédica asintética por antena receptora es aceptable.
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Apéndice A

Teoria Ergddica y Algunos

Resultados de Procesos Estocasticos

En la primer seccion de este apéndice se resumen algunos de los conceptos y resultados
de probabilidad y procesos estocasticos utilizados en esta tesis. Para una exposicién mas
detallada sobre probabilidad se recomienda al lector consultar el libro de Hoel, Port y Stone
[Hoe71]. En las ultimas dos secciones de este apéndice se da una breve introduccién a la teoria

ergddica y se discute la relevancia de esta teoria en el anélisis de canales de comunicacion.

A.1. Nociones Basicas de Probabilidad y Procesos Estocasti-

COS

Definiciéon A.1. Una coleccion no vacia F de subconjuntos de un conjunto €2 se denomina

o-dlgebra de subconjuntos de € si las siguientes dos propiedades se satisfacen:
» Si AeF entonces A° € F.
» Si Ay, Ay, ... €F, entonces |J,~ A, €F.

Una consecuencia directa de la definicién de o-dlgebra es que si Aj, As,... € F entonces
Mooy Ap € F. Ademds, debido a que F es no vacia y es cerrada bajo complementos, se tiene

que 0, € F.
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Definicion A.2. Una medida de probabilidad P en una o-dlgebra F de un conjunto 2 es una

funcion P: F — R U {0} tal que

» Si Ay, Ag, ... son mutuamente disjuntos, esto es, A; N Aj =0 sii# j, entonces

P (D An> - i]P’(An). (A1)
n=1 n=1

Definicién A.3. Un espacio de probabilidad, denotado por (2, F,P), es un conjunto 2 dotado

con una o-dlgebra F y una medida de probabilidad P definida en F.

Con objeto de motivar las definiciones anteriores, considérese el siguiente ejemplo. Supénga-
se que se tiene un componente electrénico y estamos interesados en estudiar su tiempo de vida,
claramente este tiempo sera aleatorio. Suponiendo que el tiempo en el que se adquirio es el
tiempo cero, entonces el tiempo de vida estard en el intervalo [0, 00), por lo que en este caso
tomamos 2 = [0, 00). Nosotros estamos interesados en hacer preguntas sobre la probabilidad
de ciertos sucesos o eventos, por ejemplo, la probabilidad de que el componente dure entre x
anos y y anos. De hecho, en este ejemplo particular podemos tomar como F a la o-algebra
generada! por los intervalos abiertos en €. En general, la o-algebra F se puede interpretar
como un conjunto, el cual contiene las preguntas que son relevantes para el problema.

Dado que las preguntas se hacen sobre los conjuntos de F, cualquier funcién que vaya
de © a un espacio de la forma (S, B(S)) donde S es un conjunto y B(S) una o-algebra? en
S, debera ser tal que X 1(A) € F para todo A € B(S). Esto es, la imagen inversa de los
conjuntos de interés (en B(S)) debe tener una probabilidad bien definida. La formalizacién

de tal funcién es la siguiente.

Definicién A.4. Sean (Q,F,P) un espacio de probabilidad y (S, B(S)) un conjunto y una
o-dlgebra en S. Se define una variable aleatoria (v.a.) como una funcion X : Q@ — S tal que

X~YA) €F para toda A € B(S).

Los siguientes son casos particulares de variables aleatorias.

1Si E es una clase de subconjuntos de Q entonces la o-dlgebra generada por E, la cual denotamos por o(E),
es la menor o-algebra que contiene a FE.
2Aqui se puede interpretar B (S) como la clase de conjuntos de interés en S.
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Definicion A.5. Decimos que una v.a. es una v.a. discreta si toma una cantidad a lo mds

numerable de valores® y ademds B(S) es el conjunto potencia de S.

Definicién A.6. Una v.a. X es una v.a. real si S =R y es tal que {w € Q: X(w) < z} es

un evento para toda x € R. A la funcion F : R — R la cual estd dada por
F(z)=P(X <x)

se le conoce como funcion de distribucion de X.

Definicién A.7. Una v.a. real es una v.a. continua st P(X = x) = 0 para toda x € (—00,00).

Equivalentemente se dice que X es una v.a continua si su funcion de distribucion es continua.

De manera similar se define una v.a. compleja como una v.a. que toma valores en los
complejos y su o-dlgebra asociada es la o-algebra generada por los intervalos abiertos inducidos

por la métrica estdndar?.

Definicion A.8. Sea X una v.a. continua. Si existe una funcion determinista f : R —

R*T U {0} Lebesgue integrable tal que para toda a,b € R con a < b se satisface que

Pla <X <b) = /bf(:r) de, (A.2)

entonces a la funcion [ se le llama la funcion de densidad de probabilidad de X, y se dice que

X es absolutamente continua.

Definicién A.9. Se define el valor esperado E[X]| de una v.a. absolutamente continua X con

funcion de densidad f, como

E[X] = / T () d (A3)

siempre y cuando [~ |z|f(z) dx < co.

Definiciéon A.10. Sea X una v.a. absolutamente continua, se define la varianza de X como

var(X) = E [(X — E[X])?].

3Es decir, si S es a lo mis numerable.
Yd(z,y) = |y — x| con z,y € C.
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Definicion A.11. Sea X una v.a. y S su imagen. Si la cardinalidad de S es finita, entonces
decimos que X tiene una distribucion uniforme discreta si P(X = a) = P(X = b) para toda

a,bes.

Definicion A.12. Se dice que una v.a. absolutamente continua X tiene una distribucion
uniforme en el intervalo [a,b] si f(z) = (b — a)~! para toda x € [a,b] y f(z) = 0 para

x ¢ [a,b)].

Definicion A.13. Se dice que una v.a. absolutamente continua X tiene una distribucion

gaussiana (o simplemente se dice que X es gaussiana) de media p y varianza o si

1
o) = J\/ﬂe—@—mz/(%?) (A4)

para toda x € R.

Definicion A.14. Se dice que una v.a. aleatoria es multivariada compleja si y solo si su

imagen es un subconjunto de C" para algin n y todos sus componentes son v.a.s complejas.

Cuando nos referimos a una distribucién univariada estamos haciendo referencia a una
distribucién que sélo depende de un pardmetro, mientras que multivariada implica la depen-

dencia de la distribucién en varios parametros.

Definicién A.15. La covarianza cov(X,Y) de dos v.a.s complejas X y 'Y estd dada por
cov(X,Y)=E[(X - EX])(Y —E[Y])"]. (A.5)

Definicién A.16. La correlacion p(X,Y) de dos v.a.s complejas X y'Y estd dada por

cov(X,Y)
var(X)var(Y)

p(X,Y) = (A.6)

Definiciéon A.17. Sean A = {a;;} y B = {b;;} matrices de m x n y p x q respectivamente.
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Se define su producto de Kronecker como la matriz de mp X nq dada por

anB a2B ... a1,B
ao1B  aB ... a9,B

AgB=| = 7 . (A7)
amB ameB ... am,B

Definicién A.18. Un proceso estocdstico es un conjunto de v.a.s {X; : Q — Ex : t € Tx}
definidas sobre un espacio de probabilidad comin. A los conjuntos Ex y Tx se les denomina
espacio de estados del proceso estocdstico y conjunto indice del proceso estocdstico respectiva-

mente.

Definicion A.19. Una cadena de Markov es un proceso estocdstico X1, Xo, ... tal que

P(Xpt1 =2 X1 =21,...,Xp =2,) =P (Xpt1 = 2| X, = x) . (A.8)

Intuitivamente, una cadena de Markov ignora el pasado en el sentido que el futuro sélo
depende del estado actual. Al proceso estocdstico de la definicién anterior también se le
denomina cadena de Markov de primer orden, mientras que una cadena de Markov de orden

k es un proceso estocastico tal que

P(Xpp1 =2 X1 =21,...,Xpn =) =P (Xpt1 = 2| Xp_kt1 = Tnkat,-- - Xn = Tn) -
(A.9)
La convergencia de una sucesion de nimeros complejos no contiene ambigiiedad en su
definicién, es decir, esencialmente sélo existe una manera de convergencia. Dado que las v.a.s
son funciones que van de un espacio de probabilidad a un espacio medible®, la forma en
que puede converger una sucesion de v.a.s a otra v.a. puede darse en muchos sentidos. Las

siguientes son algunas de tales formas de convergencia.

Definicion A.20. Sean X, X1, Xs,... v.a.s definidas en un espacio de probabilidad comin

®Se denomina espacio medible a la pareja (S, B(S)) compuesta por un conjunto S y una o-algebra B(S) de
subconjuntos de S.
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(Q,F,P). Se dice que X1, X2, ... converge casi sequramente a la v.a. X si

P ({w : lim X, (w) = X(w)}) ~ 1L (A.10)

n—oo

C.S. .7
FEsto se denota por X,, = X o X,, = X con probabilidad uno.
A la convergencia casi segura también se le conoce como convergencia casi en todas partes.

Definiciéon A.21. Sean X, X1, Xo,... v.a.s definidas en un espacio de probabilidad comain
(Q,F,P). Se dice que X1, Xa,... converge en probabilidad a la v.a. X si para todo € > 0 se
tiene que

lfim P (|X, — X| > €) = 0. (A.11)

n—o0

, D
Denotamos esta convergencia por X, — X.

Definicién A.22. Sean X, X1, Xo,... v.a.s, Fx la funcion de distribucion de X y Fx, la

funcion de distribucion de X,, (n € N). Se dice que X1, Xa, ... converge en distribucion a la
v.a. X 1
lim Fx, () = Fx(z) (A.12)
n—oo

para toda x donde Fx es continua. Este modo de convergencia se denota por X, 4 x.

A la convergencia en distribucién también se le conoce como convergencia en ley o conver-
gencia débil. A continuacién se enuncia la ley débil de los grandes nimeros, la cual ejemplifica

el uso de la convergencia en probabilidad.

Teorema A.1l. Sean X1, Xo,... v.a.s @d con distribucién comin X. Si E[X] < oo entonces

Xi+...+X,

- 2 E[X]. (A.13)

A.2. Breve Introduccién a la Teoria Ergdodica

La teoria ergddica y en especial el teorema ergddico de Birkhoff, tienen una importancia
fundamental en la motivacion detras del uso de la capacidad ergddica espectral como medida

de desempeno de un sistema de comunicaciones. Esta secciéon tiene como objetivo mostrar
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brevemente dicha relevancia. Algunas pruebas se omiten®, excepto aquellas que ilustran el
uso de nuevos conceptos de teoria ergddica que resulten relevantes al estudiar el comporta-
miento de ciertos canales de comunicacién, como por ejemplo los conceptos de transformacién

conservadora de la medida y transformacién mezclante.

Definicién A.23. Sea (2,F,P) un espacio de probabilidad y T : Q — Q una transformacion

medible con respecto a F.
B 5i P(T'A) = P(A) para toda A € F, se dice que T preserva la medida.

B S5i T es una funcién biyectiva y para toda A € F se tiene que TA € F se dice que T es

ivertible.

La definicién de preservacién de la medida se da en términos de T-'A en lugar de T A
debido a que el dltimo conjunto no necesariamente pertenece a F (dado que T es medible con
respecto a IF). Y debido a que T'A no necesariamente estd en IF para T biyectiva, se define la
invertibilidad con la condicién adicional (a la biyectividad) que T~! sea medible. Esto le da

sentido a la expresién P(T'A) cuando T es invertible.

Proposicién A.1. Sea T invertible. Entonces P(A) = P(T'A) para toda A € F si y sélo si T

preserva la medida.

Demostracién. Supéngase que P(A) = P(T'A). Para toda A € F definase B :=T 'A € F
(dado que T es una transformaciéon medible). Dado que T es invertible entonces TT 1A = A

y utilizando la hipétesis P(A) = P(T'A) tenemos

P(B) = P(TB), (A.14)

P(T7tA) = P(TT'A),

—

A.15)
P(T7'A) = P(A), (A.16)

y por lo tanto 1" preserva la medida.

Las pruebas se omiten debido a que involucran un cierto grado de tecnicismo de teoria de la medida, lo cual
se escapa del proposito de esta tesis. Estas demostraciones pueden ser encontradas en cualquier libro estdndar
de teoria ergddica, como por ejemplo el libro de Billingsley [Bil78].
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Supéngase que T preserva la medida. Para todo A € F definase B := T'A € F (dado que

T es invertible). Dado que T preserva la medida y es invertible se tiene

P(B) = P(T'B), (A.17)

P(TA) = P(T'TA), (A.18)

P(TA) = P(A), (A.19)

y por lo tanto P(A) = P(T'A) para toda A € F. O

Corolario A.1. Sea T una transformacion invertible que preserva la medida, entonces T~

preserva la medida.

Demostracién. Por la Proposicién A.1 se tiene que P(A) = P(T'A) para todo conjunto
A € F, y dado que T es biyectiva (puesto que es invertible) tenemos que T = (T~1)~! y en
consecuencia

P(A) = P(T~1)~1A). (A.20)

Por lo tanto 7! también preserva la medida. O
La imagen de cualquier transformacion 1" que conserva la medida es esencialmente €2, ya
que si A € F es tal que TS) C A, entonces P(A) = P(T1A) =P(Q) = 1.
El siguiente teorema nos facilita demostrar que una transformacién preserva la medida,

por lo cual serd de particular importancia en la siguiente seccion.

Teorema A.2. Sea Fq un anillo generador de F. Si T"'A € F y P(T~'A) = P(A) para toda

A € Fy entonces T es una transformacion que preserva la medida.

Este teorema es una consecuencia directa del teorema de la clase mondtona (véase el
libro de Halmos [Hal50]), por lo cual su demostracién se omite. Es importante notar que una
transformacién que preserva la medida estd compuesta por la terna (7, F,P) y no solamente

por la transformacién T

Definicién A.24. Un conjunto A se dice que es estrictamente invariante (respecto a T) si

T4 = A.
Definicién A.25. Se dice que un conjunto A es invariante si P(AAT1A) = 0.

88



Definicion A.26. Se dice que una transformacion es ergodica si cualquier conjunto invariante

A satisface que P(A) =0, o bien P(A) =

Proposicion A.2. Sea T una transformacion que preserva la medida, entonces existe un
conjunto estrictamente invariante no trivial st y solo si eriste un conjunto invariante no

trivial.

Demostracion. Claramente si existe un conjunto estrictamente invariante A no trivial en-
tonces este conjunto satisface la condicién de invarianza, ya que P(AAT~1A) = P(()) = 0. Si

existe un conjunto invariante A, definamos B := limsup,, 7" A. Observemos que

B =limsupT "A = limsupT "A =T 'limsupT "A =T"!'B, (A.21)
n>0 n>1 n>0

por lo tanto B es estrictamente invariante. Dado que A y B tienen la misma medida entonces
B es el conjunto buscado. O
La proposicion anterior implica que la definicién de transformacién ergédica no depende

de qué invarianza se tome (estricta o no estricta). Dado que

P(A-T7'A) = P(A-—ANT'A) (A.22)
= P(A) -P(ANT 'A) (A.23)
= P(T7'A) -P(ANT'A) (A.24)
= P(T'A-ANT'A) (A.25)
= P(T7'A - A), (A.26)

tenemos que P(AAT1A) = 2P(A — T—1A) = 2P(T-'A — A). Por lo tanto, para probar la
invarianza de un cierto conjunto A es suficiente demostrar que A — 714 0 T~'A — A tienen
probabilidad cero. Este resultado nos dice que en particular, una transformacion ergédica no

deja invariante, contrae o expande a ningin conjunto medible.
Teorema A.3. Si T es invertible, entonces T es ergddica si y solo si T~' es ergédica.

Demostracién. Supongamos que T es ergddica. Sea A un conjunto invariante con respecto a

T, es decir A = T A. Dado que T preserva la medida y es biyectiva tenemos que T71A = A,
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y por lo tanto A también es invariante con respecto a T. Al ser T ergédica se tiene que

P(A) =00 P(A) =1y por lo tanto 7! también es ergédica. El regreso es idéntico. O

Definicién A.27. Decimos que una transformacion es mezclante si para todos A,B € F se
cumple que

lim P(ANT "B) = P(A)P(B). (A.27)

n—oo

En términos generales, una transformacién es mezclante si lim,,_,., P(T""B|A) = P(B),
lo cual intuitivamente implica que la densidad o abundancia’ de T~"B en A es la misma que

la densidad de B en 2 para n suficientemente grande.

Teorema A.4. SiT es mezclante entonces T es ergddica.

Demostracién. Sea B un conjunto invariante, dejando A = B se tiene que

lim P(BNT"B) = lim P(BN B) = B(B). (A.28)

n—o0

Dado que T es mezclante entonces P(B) = P(B)?, y por lo tanto P(B) = 0 o bien P(B) = 1. [
Esta propiedad serd particularmente importante en la siguiente seccién, ya que bas-
tard mostrar que una transformacién es mezclante para obtener la ergodicidad como con-
secuencia.
El siguiente teorema afirma que es suficiente tener la propiedad mezclante en un anillo

generador de [F para asegurar que la propiedad mezclante se mantiene en general.

Teorema A.5. Sea Fg un anillo generador de F. Si

lim P(ANT "B) = P(A)P(B) (A.29)

n—oo

para toda A, B € Fy entonces T' es mezclante.

Definicién A.28. Se dice que una funcion g(w) es invariante si g(Tw) = g(w) casi en todas

partes.

"Nos referimos a densidad en analogia al caso hipotético en el que Q representa un liquido compuesto
por varias sustancias y los eventos representan diferentes regiones del liquido. En esta analogia hablar de la
densidad de B en A implica hablar de la probabilidad condicional P(B|A).
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Claramente un conjunto es invariante si y sélo si su funcién indicadora es invariante.
El siguiente resultado, conocido como teorema ergddico de Birkhoff, nos permitird calcular la
cantidad de informacién que pasa a través de ciertos canales de comunicacion. La demostracion

puede verse en el libro de Billingsley “Ergodic Theory and Information” [Bil78§].

Teorema A.6. Si f es integrable, entonces existe una funcion invariante integrable f tal que

1
> F(TFw) = f(w) (A.30)

.1y
Iim —
k=0

n—oo N

casi en todas partes. Si T es ergddica entonces f = E[f] casi en todas partes.

A.3. Canales Ergdédicos

En esta seccién se motiva el uso de transformaciones ergédicas en el modelado de canales
de comunicacién, asi como las implicaciones que esto conlleva. Dado que estamos interesa-
dos especialmente en canales inalambricos, la motivacién se hace a través de dichos canales,
sin embargo argumentos similares aplican a las contrapartes alambricas. La ergodicidad se
derivara después de motivar la propiedad de mezcla en un canal inaldmbrico®.

Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad con

Q:{w:("'vpflap()aplv"'):piEp}a (A31)

donde p es un conjunto equipado con una o-dlgebra B(p). Sea F = o(Fy) con Fy conformado
por todos los conjuntos de la forma {w € Q:w, € Ay, ..., wpik-1 € Apik—1,4; € B(p)} con

n €Zy k € N. Ademds definamos T : Q — Q) por
Tw = (..., 20(w), 21 (@), 2(w), -, (A.32)

donde z,(w) = pp, es decir, x,, devuelve la n—ésima coordenada de w. Claramente T' es

invertible, y T~! est4 dada por

T'w=(.,29w),z1(w),z0(w),...). (A.33)

8Decimos que un canal tiene la propiedad de mezcla si el canal como proceso estocéstico es mezclante.
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Con lo anterior, modelaremos un canal de comunicacién inalambrica como un w € €2, del
cual sélo podemos observar zg(w) en un momento dado. El cambio del canal se ve representado
por la evolucién temporal inducida por T', es decir, si en este momento se observa zp(w) para
el siguiente instante de tiempo lo que observaremos serd zo(Tw) = z1(w). Esta motivacién
ciertamente equivale a decir que el canal tiene un destino o trayectoria predeterminada, y
que el tiempo es la transformacién que lleva al canal de un estado al siguiente. En principio
esto puede parecer irreal, pero mas alla de esta implicacion lo importante es que el modelo se

ajuste y sea util.

Que T preserve la medida es equivalente a decir que

PlweQ:wy, € An,y...ywnik-1 € Anti—1,4; € B(p)) (A.34)

no depende de n. Esto es, que el canal sea estacionario. Si bien el canal es aleatorio, ideal-
mente éste mantiene una cierta regularidad a lo largo del tiempo®. Por lo tanto, es en general
razonable suponer que el canal es estacionario, y en consecuencia T preserva la medida. Por

el Corolario A.1 tenemos que 7! también preserva la medida.

Observemos que si A ={w :w, € Ay, ... ,wpik-1 € Apip-1, 4 €8(p)}y B={w:wpn €

By wmti-1 € Byi—1, Bj € B(p)} entonces

P(ANT*B) = PHw:wn € Apn,...,wntk—1 € Antk—1,

Wm+s € Bm+87 s s Wmdlts—1 € Bm+l+s—1> AZ € B(p)> Bj € ﬁ(p)})
(A.35)

Es importante resaltar que cuando s — oo el lado derecho de la ecuaciéon anterior requiere
calcular la probabilidad de A y T®B. Para s suficientemente grande uno esperaria que estos
eventos sean practicamente independientes, ya que lo contrario seria afirmar que dado un valor

del canal en un instante especifico, ese valor aportara informacién del canal para cualquier

9Sin embargo, esto puede ser no necesariamente cierto, ya que el ambiente en general puede tener evoluciones
temporales que afecten esta idealizacién.
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tiempo!?. Por lo tanto, puede suponerse que

lim, oo P(ANT*B) = limy oo P{w :wp € Ay, ..oy wntk—1 € Angr-1,

Wm+ts € Bm-l—s; sy Wmtls—1 € Bm+l+3717

Ai € B(p), Bj € B(p)})
= P(A)P(T*B) = P(A)P(B),

(A.36)

donde la tltima igualdad se sigue del hecho que tanto T como T~! preservan la medida. Debe
observarse que la tltima ecuacién implica que T~! es mezclante, y por el Teorema A.4 se tiene
que T~! es ergédica. Aplicando el Teorema A.3 se tiene que 7' también es ergédica y por lo
tanto se cumple el teorema ergddico de Birkhoff (Teorema A.6).

Por ejemplo, si tomamos p = My, . xn, (C) el conjunto de las matrices complejas de np xnr,
entonces los valores p; no son otros que los posibles estados de un canal MIMO con ng antenas
receptoras y np antenas transmisoras. Dado que la eficiencia espectral para un valor del canal
dado!! es igual a

f(w) =logdet(I + xo(w)Pxo(w)®), (A.37)

y dado que T~! es ergédica, por el teorema ergédico tenemos que

n—1
P ( lim > H(TFw) = E[f]) =1, (A.38)

donde E[f] = [ f(w)P(dw) = [ f(zo(w))P(dzg(w)). Observemos que la eficiencia espectral
ergddica sélo depende de la funcién de distribucién de zg(w), la cual es la distribucién comin
a todas las x;(w) que componen el proceso estocéstico (estacionario) bajo estudio.

En general, la ergodicidad conlleva a que la eficiencia espectral ergddica sélo dependa
de la distribucion estacionaria comun a las v.a.s que componen el proceso estocastico. Esto
nos permite calcular la eficiencia espectral ergédica utilizando inicamente dicha distribucién

comun!2.

00Obsérvese que para tiempos pequefios el estado actual del canal nos puede ayudar a predecir estados
siguientes, pero aqui se trabaja con el limite asintético.

")\ anteniendo fija la distribucién de la entrada, es decir, dejando a la matriz ® constante.

12Por ejemplo, la férmula Eg(log, det(I + HH*)] sélo depende de la distribucién de H, la cual se puede
interpretar en este caso como la distribucién de xg(w).

93






Apéndice B

Codificacion

En este apéndice se presenta un andlisis de las tareas bésicas de la codificacién: la com-
presién de datos y la transmision segura de la informacién a través de un canal ruidoso. El
material que se presenta en este apéndice son resultados elementales de la teoria de la in-
formacion, tanto por su importancia como por su valor histérico dentro de la teoria. Estos
resultados son necesarios para entender los fundamentos y limites de la compresién y trans-

misién de datos. Ademads, nos muestran la importancia del anélisis de la capacidad ergddica.

B.1. Introduccion

Supoéngase que se tiene una fuente a tiempo discreto, i.e. su conjunto indice como pro-
ceso estocdstico es T = N, la cual tiene un espacio de estados compuesto por los simbolos
{41, Ag, ..., A;}. Para transmitir la informacién que produce esta fuente a través de un canal

1 sin ruido?, es necesario pasar los simbolos A; a binario. Informalmente, a este proceso

binario
de cambiar los datos de una fuente por otros lo denominaremos codificacion.

Es claro que si tomamos k > log, [ entonces a cada palabra del conjunto { A1, Aa, ..., A} le
podremos asignar una tnica palabra binaria de longitud & que la represente. Asi por ejemplo,

si nuestra fuente toma tres posibles simbolos {A;, Ag, A3}, entonces se puede tomar k =2y

alguna asignacioén, por ejemplo A; — 01, As — 10 y As — 11 lo cual resuelve hasta cierto

1 . .
Un canal donde sélo se pueden transmitir unos o ceros.
2Un canal sin ruido es un canal donde se recibe lo que se transmite. Por el contrario, en un canal con ruido
existe la posibilidad de recibir algo diferente a lo que se transmitio.
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punto el problema. Supdngase que los simbolos que produce la fuente son v.a.s iid tales que
P(A;) = 1/2, P(Ay) = 1/4 y P(A3) = 1/4. Obsérvese que bajo el esquema de codificacién
anterior, en promedio se necesitan dos digitos binarios para transmitir cada simbolo (de hecho
cada simbolo utiliza dos digitos).

Si en lugar de la asignaciéon propuesta en el parrafo anterior utilizamos la asignacién

Ay — 1, Ao — 00 y A3 — 01, entonces la longitud promedio por simbolo sera igual a

E[L] = B(A1)L(A1) + P(A2)L(4s) + P(A5)L(As) = 21+ 324+ 22 =2, (B)

donde L(A;) representa la longitud de la palabra asignada al simbolo A;. Dos cosas deben
observarse, en primer lugar el cédigo es decodificable, es decir, para cada cadena binaria
recibida existe una y s6lo una cadena de simbolos de la fuente que producen dicha cadena
binaria. Ademads, la longitud promedio se redujo en un 25 % con respecto al primer método de
codificacién, por lo que concluimos que no todos los métodos de codificaciéon son igualmente
buenos.

Por lo tanto, la codificacién nos permite transmitir (en el caso ideal de un canal sin ruido)
de manera mas eficiente la informacién, esto debido a la compresion de datos que da a lugar
durante dicho proceso. Sin embargo, surgen dos preguntas: ;Hasta qué punto sera posible
comprimir la informacién de una fuente? ;Qué pasa en el caso general de un canal ruidoso?
La primer pregunta se respondera en las primeras dos secciones de este apéndice a través de
la llamada propiedad de equiparticién asintética AEP (del inglés Asymptotic Equipartition
Property). Para responder la segunda pregunta, enunciaremos y comentaremos el teorema de
codificacién de Shannon para canales discretos sin memoria. Este teorema, ademéas de respon-
der la pregunta planteada, nos mostraréd la importancia de conocer la capacidad ergddica de

un canal.

B.2. Propiedad de Equiparticiéon Asintética

El objetivo de esta seccién es estudiar los limites tedricos de la compresion de datos.
Para ello, primeramente estudiaremos la propiedad de equiparticién asintética, la cual nos

permitird construir un cédigo asintéticamente éptimo.
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En esta seccion supondremos que la fuente estd compuesta de v.a.s idd, es decir el pro-
ceso estocdstico { Xy, }n>1 que modela la fuente estd compuesto de v.a.s independientes todas
con una misma distribucién comiun X. Ademaés supondremos que X es una variable aleatoria
discreta que toma una cantidad finita de simbolos y que el medio por el cual se transmite la in-
formacioén es un canal discreto® sin memoria? y sin ruido. En la siguiente seccién analizaremos
el caso mds general en el que {X,,},>1 es un proceso estocastico estacionario y ergédico.

La siguiente propiedad, denominada propiedad de equiparticiéon asintética, afirma que
conforme n — oo la probabilidad de cualquier cadena tipica de simbolos x1,...,x, conver-
ge a 27 nH (X). Esto implica que todas las cadenas tipicas tienen asintéticamente la misma

probabilidad.

Teorema B.1. Sean X, Xs,... v.a.s iid con distribucion comun X. Si H(X) < co entonces
1 P
—ﬁlogzp(Xl,...,Xn)%H(X). (B.2)

Demostracién. Dado que las X; son v.a.s independientes entonces — log, p(X;) son v.a.s

iid. Por las identidades de logaritmos tenemos que

2?21 —log, p(Xz)

n

1
—Elong(Xb...,Xn) = (B.3)

Aplicando la ley débil de los grandes nimeros (Teorema A.1), la dltima ecuacién implica que
1
——logy p(X1, -, Xn) L E[~log, p(X)] = H(X) (B.4)

tal y como se queria demostrar. O

La nocién de cadena tipica se formaliza de la siguiente manera.
Definiciéon B.1. Sean € > 0 y n € N dados, se define el conjunto tipico AE”) con respecto a

X como el conjunto de cadenas (x1,...,x,) € X™ tales que

9= HX)O) < pigy, ..., z,) < 27" HEX)=9), (B.5)

3Se define un canal discreto como un canal en el cual los conjuntos de estados de la entrada y salida son
finitos.

4Un canal es un canal sin memoria si la distribucién estadistica de la salida sélo depende de la entrada y
no de estados anteriores del canal.
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En la definicién anterior X™ denota al conjunto {(z1,...,zy) : z1,...,2, € Ex}, donde
Ex es el conjunto de valores que toma X. Las propiedades més importantes del conjunto

tipico estan resumidas en el siguiente teorema.
Teorema B.2. Sea ¢ > 0, entonces el conjunto tipico cumple las siguientes propiedades.

a) (T1,...,2n) e A s y sdlo si H(X) —e < —2logyp(1,...,2) < H(X) +¢

)

b) P ( ) > 1 — € para n suficientemente grande.
)
)

¢ W | < nlC0+0),

d | | > (1 — €)2MHX)=9) para n suficientemente grande.
Demostracién.

a) Por definicién (x1,...,z,) € A s y sélo si

2 OO+ < iy, 2y) < 27RO, (B.6)
Dado que el logy x < log,y siy solo x < y la ecuacién anterior se puede reescribir como

—n(H(X)+e€) <logyp(z1,...,2,) < —n(H(X) —€), (B.7)

dividiendo por —n se llega a la desigualdad deseada.

b) Por la AEP se tiene que para todo € > 0 y para toda J > 0 existe N tal que para toda

n > N se cumple que

P HH(X) - %long(Xl, LX) > e] <6, (B.8)
Por lo tanto, para toda n > N
P HH(X) - %logﬂo(Xl, X)) < e} S 1-4, (B.9)
Si dejamos que § = € concluimos que
1—e<P {H(X) —e< —% logy p(1, .. ) < H(X) + e] —P [Ag’ﬂ . (B.10)

98



¢) Dado que (z1,...,2,) € AE”) implica p(z1,. .., x,) > 27"HE)+9) tenemos que

1 > P [Agm (B.11)

S IR (B.12)

($1,...,xn)€A£n)

> Z 27n(H(X)+e) (B13)
(:cl,...,xn)eAgn)
_ gnlHCO+) ) (B.14)

de donde el resultado se sigue.

d) Dado que (z1,...,x,) € AE”) implica p(z1,...,z,) < 27"HEX)=9) v dado que para n

suficientemente grande P [AE"’] > 1 — € tenemos que

1—¢ < P[AM (B.15)

= Z p(x1, ..., xn) (B.16)

(zl,l..,xn)eAén)

< > 2H (B.17)
(:cl,...,:vn)EAén)
2 HX) =9 4| (B.18)
tal y como se queria demostrar. O

El conjunto tipico debe su nombre a la propiedad (b), la cual asegura que el conjunto
tipico tiene una probabilidad tan alta como se desee tomando un n suficientemente grande.
Esto quiere decir que para n suficientemente grande, las cadenas (z1,...,%,) que tienen una
entropia muestral cercana a la entropia del proceso son practicamente todas las cadenas
probables. Antes de demostrar el teorema central de esta seccién tenemos que definir con

precisiéon qué es un codigo.

Definicién B.2. Se define un cédigo C' como una funcion que mapea las cadenas (1, ..., Ty)
a cadenas binarias C(x1,...,xy) las cuales son llamadas palabras (o palabras del cédigo). Se
dice que un codigo es invertible si la funcion es uno a uno. Denotaremos por L a la funcién

que a cada cadena (x1,...,x,) le asigna la longitud de C(z1,...,xy), i.e. L(xy,...,z,) es
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igual longitud de la palabra C(z1,...,xy).

Definicion B.3. Se dice que un codigo C' es un codigo de bloque si la informacion codificada
puede ser dividida en bloques de n simbolos los cuales pueden ser decodificados independien-

temente. Si el rango de C' tiene cardinalidad M, entonces se dice que C' es un cédigo (M, n).

Los cédigos de bloque tienen una estructura algebraica muy fuerte [Lin91], ademds, un
error en un bloque no afecta bloques subsecuentes, lo cual los hace bastante practicos en
términos de implementacién. El siguiente teorema establece que existen buenos codigos en

términos de compresién de la fuente.

Teorema B.3. Sean Xq,Xo,... v.a.s tid con distribucion comin X. Sea ¢ > 0, entonces
existe un entero n y un codigo C' que mapea las cadenas x1, . ..,T, en cadenas binarias tales

que el mapeo es invertible y

E [TlLL(Xl, . ,Xn)} < H(X)+e (B.19)

Demostracién. Para demostrar este teorema construiremos un cédigo que cumpla las pro-
piedades requeridas. Dado que |A£7)| < 2n(H(X)+¢) para toda n y para todo €, a cada cadena
en el conjunto tipico se le puede asociar un tnico indice con exactamente [n(H(X) +€)] <
n(H(X) + €) 4+ 1 bits. El complemento del conjunto tipico tiene una cardinalidad menor a
| X |™ y por lo tanto se puede asociar un tnico indice a cada elemento en el complemento del
conjunto tipico, el cual contenga exactamente [nlog, |X|] < nlogy | X| + 1 bits. El c6digo C
en cuestién es tal que a cada cadena (z1,...,x,) € Agl) se le asigna como palabra codificada
el indice asociado a la cadena dentro del conjunto tipico agregando previamente un uno. A
(n)
e

cada cadena fuera de A',” se le asignard el indice correspondiente anteponiendo un cero.
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Bajo este esquema de codificacién la longitud esperada por simbolo cumple que

- p(x1, .. xn)L(21,. .., Tp) (B.20)

S|~

X'n.

>
> par, . ze) L2, ) (B.21)

(ml,...,xn)eASL)

1
+= Y plen.w)L@ne oz (B22)
(@1,mern) gAY

(z1

SR

< % S plans o w)((H(X) +€) +2) (B.23)
(z1 :L’»,L)EA( )
F2 bl m)(nlog | X] 42)  (B24)
(@L,.nnzn) gAY
1 (n)
= (n(H(X)+¢)+2)P [40] (B.25)
- (nlog |X] +2) (1 - B [40]) (B.26)
S C((H(X)+€)+2) + ~e(nlogy|X| +2) (B2
= H(X)+¢€logy | X]|+¢€ <1+i>—|—i. (B.28)

Tomando €’ suficientemente pequeno y n suficientemente grande se obtiene el resultado desea-

do. O

Podemos modificar el esquema de codificaciéon de la demostraciéon anterior de tal manera
que las cadenas fuera del conjunto tipico se codifiquen a una palabra de nH (X) bits (todas
a la misma palabra), y las cadenas dentro del conjunto tipico se codifiquen de la misma
forma que en la demostracion del teorema anterior. Si bien esta manera de codificar no es
invertible puesto que manda todas las cadenas fuera del conjunto tipico a la misma palabra,
asintoticamente la probabilidad de estar fuera del conjunto tipico es cero y por lo tanto el

codigo es asintéticamente invertible casi en todas partes.

Por ejemplo, la fuente presentada al inicio de este apéndice tiene una entropia igual a
H(X)= %, la cual coincide con la longitud esperada del cédigo Ay — 1, Ao — 00y As — 01.
Sin embargo, este cddigo no es un cédigo de bloque (ya que distintas cadenas tienen palabras de

distintas longitudes). Con el fin de ilustrar la eficacia del c6digo descrito en el parrafo anterior,
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la siguiente grafica muestra una aproximacion® de la probabilidad del conjunto tipico A((;_ll) (con

respecto a la v.a. de la introduccién de este apéndice) para valores de n en el intervalo [1, 128].

Probabilidad

Como se puede apreciar en la grafica, para valores pequenos de n el conjunto tipico Ang)
tiene probabilidades relativamente altas (mayores a 0.9). De hecho, de 100,000 simulaciones
realizadas solamente 137 cayeron fuera del conjunto tipico A(Q)jr’lﬁ, lo cual representa menos del
0.2% del total.

Es importante resaltar que el Teorema B.3 no afirma que no existan cédigos cuya longitud

promedio por simbolo sea menor que H(X). Sin embargo, en la siguiente seccién mostraremos

que en efecto H(X) es una cota inferior para la minima longitud promedio.

B.3. AEP en Procesos Estocasticos

FEn la seccién anterior relacionamos la longitud a la que se puede codificar una fuente, la
cual es un proceso estocastico compuesto de v.a.s iid y la entropia de la v.a. que compone el
proceso estocastico. En esta seccién presentamos una generalizacién de dicho teorema y sus

consecuencias.

Dado que calcular la entropia de un proceso estocéstico directamente de la Definicién 1.3

5Las probabilidades se estimaron simulando mil cadenas aleatorias, para después comparar la fraccién de
las cadenas que pertenecieron al conjunto tipico con el total de ellas.
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6

puede ser relativamente complicado, a continuacién se enuncia’ un teorema que nos permite

calcular la entropia de un proceso estocastico de una manera alternativa.

Teorema B.4. Si {X,},>1 es un proceso estocdstico estacionario, entonces

.1 .
lim *H(Xl,XQ, ey Xn) = lim H(Xn|Xn_1,Xn_2, e ,Xl). (B29)
n—oo n n—o00
Este teorema es particularmente 1til en el caso de cadenas de Markov. Por ejemplo,
supéngase que se tiene una cadena de Markov de primer orden, la cual toma valores en
{0,1} y cuya matriz de transicién es
3/4 1/4

T = . (B.30)
1/2 1/2

Realizando los célculos correspondientes se obtiene que la distribucion estacionaria del proceso
es po = 2/3, p1 = 1/3.
Se podria codificar la fuente pensando que las variables aleatorias X,, son v.a.s iid Ber-

noulli con probabilidad de éxito 1/3, es decir, pensando que las v.a.s se distribuyen como la

distribuciéon estacionaria. En esta situacién la entropia aparente del proceso es igual a

1 1 1 1
H(X') = —glogg 373 log, 3 ~ 0.9183 (B.31)

lo cual nos haria pensar que la minima longitud promedio por simbolo a la que se puede

codificar la fuente es 0.9183.

Sin embargo, la probabilidad de ver un 00 en la cadena es practicamente 1/2 para n
suficientemente grande, mientras que para 01, 10 y 11 la probabilidad es 1/6. Por lo tanto, si
pensamos en la fuente como un proceso estocastico, el cual esta compuesto por v.a.s iid con

distribucién comin X”| la cual toma los valores 00, 01, 10 y 11 con probabilidades 1/2, 1/6,

A partir de esta seccién se omiten las demostraciones de los teoremas dado que en general son mas técnicas,
y desde el punto de vista de la intuicién, inicamente generalizan los resultados de la seccién anterior. Las
demostraciones pueden encontrarse en [Cov06], la demostracién del teorema de Shannon-McMillan-Breiman
también puede encontrarse en [Bil78].
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1/6 y 1/6 respectivamente, entonces la entropia del proceso aparentaria ser igual a

1
-1

1 1
H(X”) = —510g2§ —36

1
0g, ¢ ~ 1.7925. (B.32)

Esto nos lleva a pensar que la minima longitud promedio a la cual se puede codificar la fuente
es 0.8962 (por cada simbolo de X” se tiene dos simbolos del proceso original).

Ademds, la entropia del proceso estocdstico original es

= lim H(X,|Xn1) (B.34)

= Z —pipij logy pij (B.35)
2%

~ 0.8742 (B.36)

lo cual nos hace pensar que la minima longitud promedio por simbolo a la que se puede codifi-
car la fuente es 0.8742. Las discrepancias en los diferentes esquemas de codificacién claramente
se deben a la sobresimplificacién que se hace en la estructura del proceso estocéstico, lo cual
deriva en un menor uso de las propiedades del mismo. Por esta razon es relevante estudiar
la entropia de un proceso estocéstico directamente, y de hecho, la entropia del proceso es-
tocdstico es la minima longitud a la cual se puede codificar el proceso tal y como lo enuncia

el siguiente teorema’.

Teorema B.5. Sea n € N, entonces la minima longitud promedio por simbolo L} cumple la

siguiente relacion

H(X1,...,X,) H(Xy,...,X,) 1

<D< =T B.37
n -t n n ( )
Ademds, si X1, Xo,... es un proceso estocdstico estacionario entonces
lim Ly = H(X), (B.38)
n—oo

donde H(X) es la entropia del proceso estocdstico.

"En este teorema se supone que el cédigo es un cédigo libre de prefijos. Un cédigo es libre de prefijos si
ninguna palabra del cédigo es un prefijo de ninguna otra palabra del cédigo. La decodificacién de este tipo de
cédigos es relativamente simple, lo cual los hace ampliamente utilizados (véase [Lin91]).
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El siguiente resultado, conocido como Teorema de Shannon-McMillan-Breiman, afirma
que la AEP también se cumple para procesos estocdsticos estacionarios y ergddicos, lo cual

tiene implicaciones importantes en términos de codificacién.

Teorema B.6. Si H(X) es la entropia de un proceso estocdstico {X,}n>1 estacionario y

ergodico con espacio de estados finito, entonces
1 C.S.
—Elong(Xl,...,Xn) = H(X). (B.39)

Este dltimo teorema nos permite definir un conjunto tipico como lo habiamos hecho an-
teriormente y codificar de manera totalmente similar al caso en el que el proceso estaba
compuesto de v.a.s iid. Por lo tanto, también es posible codificar una fuente estacionaria y

ergddica a una velocidad igual a la entropia del proceso.

B.4. Codificacion en Canales Ruidosos

En las secciones anteriores analizamos la codificacién en canales sin ruido, donde la com-
presién es el aspecto principal a analizar. Sin embargo, en la mayoria de sistemas practicos
hay ruido presente, el cual cambia algunos simbolos transmitidos por otros en una forma

aleatoria.

Definicion B.4. Decimos que un canal binario sin memoria es un canal simétrico binario
BSC (del inglés Binary Symmetric Channel) si la probabilidad de recibir un uno, dado que se
mando un cero, es la misma que la probabilidad de recibir un cero, dado que se transmitio un

uno. Si p denota tal probabilidad decimos que el canal es un canal BSC(p).

A partir de la definicién de capacidad ergddica (Definicién 1.6) podemos calcular la capa-

cidad ergédica de un BSC(p). Realizando los célculos correspondientes llegamos a que

C = méxI(X;Y) (B.40)
p(X)
= 1+plogyp+ (1 —p)logy(1—p). (B.41)

En esta situacién es de particular importancia conocer cual es la maxima cantidad de informa-

cién que puede pasar a través del canal prdcticamente sin errores. La nocién de transmision
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sin errores se formaliza en la siguiente definicion.

Definicion B.5. Se dice que una velocidad R es alcanzable si existe una sucesion de cédigos
(277 n) tales que A, nzpe 0, donde A, es la mdzima probabilidad de error sobre las palabras

transmitidas por el cédigo (2%, n).

Observemos que la probabilidad de error puede ser diferente para cada palabra transmitida
dentro de un mismo cédigo (2"%,n). Por lo tanto, para poder decir que el canal es confiable es
necesario que los méximos ), tiendan a cero®. El siguiente teorema, conocido como Teorema
de Shannon para la codificacién de canales con ruido, establece una relacién entre la capacidad
del canal y las velocidades practicas a las que se puede transmitir informacion a través del

canal de manera confiable.

Teorema B.7. Para un canal discreto sin memoria, todas las velocidades R debajo de la
capacidad C' son alcanzables. Especificamente, para toda velocidad R < C' existe una secuencia
de cédigos (2"F,n) con mdxima probabilidad de error \, — 0.

Reciprocamente, cualquier secuencia de cédigos (2™, n) con A, — 0 satisface que R < C.

Este teorema vincula la capacidad ergddica tedrica y la cantidad de informacién que puede
ser transmitida fisicamente a través del canal de manera segura, es decir, relaciona el calculo
tedrico y el limite practico. De hecho, es este teorema el que le da valor al andlisis de la
capacidad ergddica.

Como consecuencia directa de este teorema, en el caso del BSC(p) se puede transmitir con
una probabilidad de error arbitrariamente pequena hasta 1+ plog, p+ (1 — p) logy (1 — p) bits
por simbolo.

Dado que la mayoria de transmisores envian datos de diversas fuentes®, el disefio de trans-
misores se suele basar en la suposicién de que la fuente tiene una distribuciéon uniforme en
los valores que toma [Lin91], lo cual permite transmitir con el mismo cédigo (para el canal)
diversas fuentes.

Por lo tanto, es necesario codificar la informacion original para que ésta esté representada

por palabras equiprobables, y después se codifica nuevamente para transmitirla. En otras

8Es necesario verificar que el méximo tiende a cero, ya que si se tomara el promedio por ejemplo, podrian
existir simbolos no seguros para ninguna n pero aun asi tener un promedio que tiende a cero, y en esta situacién
claramente el canal no seria confiable.

9Por ejemplo, una computadora transmite datos y video mediante el mismo transmisor.
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palabras, si se tiene una fuente A ésta sera codificada primeramente en una fuente A’, la cual
utiliza palabras practicamente equiprobables. Por tltimo, la fuente A’ es transmitida mediante
un cédigo realizado para el canal, el cual contiene la redundancia necesaria para la correccion

de errores!?.

B.5. Notas Historicas

Los fundamentos de la teoria de la informacién se encuentran en el articulo de Claude
E. Shannon “A Mathematical Theory of Communication”, el cual fue publicado en 1948 en
el Bell System Technical Journal. En este articulo se analizé por primera vez los limites de
la transmisién de datos en canales sin ruido y con ruido, lo cual revoluciono totalmente las
comunicaciones. En primer lugar, fund6 una teoria para predecir los limites de transmisién de
los canales fisicos. En segundo lugar, demostré que asintoticamente los buenos cédigos existen,
lo cual fundamenta el nacimiento de la teoria de cédigos, la cual se dedica a encontrar buenos
cédigos en el régimen finito!!. Esta teorfa es igualmente titil en comunicacién aldmbrica como

inalambrica.

0Fn el disefio de cédigos para el canal, a los bits de informacién se les agregan bits extras o de redundancia,
con la intencién de reparar posibles danos en el mensaje transmitido (véase [Lin91]).

1Si no se demostrara la existencia de tales buenos cédigos, se podrian estar buscando cédigos que no existen.
Por ejemplo, si se buscaran cédigos de prefijos con longitud promedio menor a la entropia, éstos no podrian
ser encontrados.
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Apéndice C

Teoria de Matrices Aleatorias

En este apéndice se resumen las principales definiciones y resultados de la Teoria de Ma-

trices Aleatorias que se utilizan en esta tesis. Estos resultados fueron tomados principalmente

de las notas de Robert Gallager [Gal08a], el libro de Antonia Tulino y Sergio Verdud [Tul04] y

el articulo de Jack Silverstein [Sil09].

C.1. DMatrices Aleatorias Gaussianas

Teorema C.1. Sea A una matriz compleja de n X n. Entonces

det A =[] Mi(A),
i=1

donde \;(A) representa el eigenvalor i de A.

Definicién C.1. Sea x = [z1 ... 2,7

covarianza del vector como

Definicién C.2. Sea x = [z ... z,]7

cov(zy,x1) cov(zy,xs)

cov(ze,x1) cov(za,xs)

cov(zy, 1) cov(xy,x2)
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cov(xy, xy)

cov(za, xy,)

cov(Tp, Tn) |

(C.1)

un vector aleatorio complejo, se define la matriz de

(C.2)

un vector aleatorio tal que las x; son v.a.s gaussia-



nas complejas y sea x = [Re(x)” Im(x)T]" con Re(x) = [Re(x1) ... Re(x,)]T y Im(x) =

[Im(x1) ... Im(z,)]T. Decimos que x es un vector Gaussiano complejo circular simétrico si

1 [ Re(Q) —Im(Q)
2\ m(Q) Re(Q)

para alguna matriz Hermitiana no negativa definida Q € C™*"™.

De la definicién anterior es claro que en el caso 1-dimensional una v.a. es gaussiana com-
pleja circular simétrica si y sélo si tiene parte real e imaginaria gaussianas iid.
Corolario C.1. Sea x = [z7 ... :cn]T un vector aleatorio tal que las x; son v.a.s gaussianas
complejas circulares simétricas independientes, entonces el vector x es un vector Gaussiano

complejo circular simétrico.

El siguiente resultado afirma que la matriz gaussiana con coeficientes iid Gaussianos com-
plejos circulares simétricos tiene una distribucién invariante bajo multiplicaciones por matrices

unitarias.

Teorema C.2. Sea H una matriz de ng X np con coeficientes iid Gaussianos complejos
circulares simétricos. Si U es una matriz unitaria de ng X ng entonces la distribucion de UH

iguala la distribucion de H.

C.2. Transformada de Stieltjes

Definicion C.3. Sea X una variable aleatoria real con distribucion Fx. Su transformada de

Stieltjes estd definida para argumentos complejos z € CT como

mX(z):E[ 1 }:/m L ary(@). (C.3)

X —z R

Teorema C.3. Sea X una v.a. con funcion de distribucion Fx y transformada de Stieltjes
myx. Sixzg € R es tal que el limite lim,cc+_,,, Im(mx (2)) existe, entonces Fx es diferenciable

en xg y la funcion de densidad de X estd dada por

Fe(zo) =~ lim  Tm(mx(2)). (C.4)

T 2eCt—xg
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Teorema C.4. Sean F y G dos funciones de distribucion de probabilidad, entonces F = G

si y sdlo si mp(z) = mg(z) para toda z € CT.

Por simplicidad, se utiliza la notacién mp(z) para denotar la transformada de Stieltjes de

la v.a. cuya funcién de distribucién es la funcién F'.

Definicién C.4. Se define el conjunto M(R) de funciones de distribucién de subprobabilidad
en los reales, como el conjunto de todas las funciones G tales que G = oF donde o € [0,1] y

F es una funcion de distribucion de probabilidad.

Definicién C.5. Sea {F,}n>1 C M(R),entonces F,, converge vagamente a F' € M(R) si para
cualesquiera a y b puntos de continuidad de F se tiene que lim,_,o F{[a,b]} = F{[a,b]}. Esto

se denota por F, = F.

Teorema C.5. Sea {F),}n,>1 C M(R), entonces F,, converge vagamente a F' € M(R) si y

sélo si mp, (2) — mp(z) para toda z € CT.

Definicion C.6. Sea X una v.a. no negativa, entonces la transformada n de X se define

como

1
=FE C.5
donde v es un numero real no negativo.

Mediante continuacién analitica la transformada n puede extenderse a C* (véase [Tul04]),

y mediante los calculos pertinentes se llega al siguiente corolario.

Corolario C.2. Sea X una v.a. real, entonces la transformada n de X y la transformada de

Stieltjes de X satisfacen que
nx(y) = ———— (C.6)

para toda v € CT.
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C.3. Teoremas Tipo Marchenko-Pastur

Definicion C.7. Sea A una matriz autoadjunta de n xn, la funcion de distribucion empirica

espectral de A denotada por FA(x) : R — R se define como
1 n
i=1

donde \;(A) denota el eigenvalor i de A.

Si A es una matriz Hermitiana positiva semidefinida, entonces denotamos por ma (z) a la

transformada de Stieltjes de la funcién de distribucién empirica espectral de A.

Definicién C.8. Sea 8 > 0, se define la distribucion de Marchenko-Pastur Fg(x) de pardme-

tro B como la funcion de distribucion tal que

Fy(de) = (1 — B)*oo(de) + %\/(rf:cﬁ(:vfl)*dx, (C.8)

donde (z)* = max(0,z), | = (1 —/B)? yr = (1 ++/B)>%

Teorema C.6. Sea H una matriz compleja de ng X np cuyas coeficientes son independientes
con media cero, varianza unitaria y momentos cuartos de orden O(1/n%). Supongamos que
nr/nr — B cuando ng — 0o. Denotemos la distribucion empirica espectral de HH* /ng por
FHH/nR (1) Entonces, cuando ng — oo se tiene que FFH/me(3) “Y Fy(z), donde Fp(z) es

la distribucion de Marchenko-Pastur de pardmetro (.
Teorema C.7. Supdngase que

a. Para cada ngp = 1,2,... sea Hy, una matriz de ng X nr con coeficientes complejos

idénticamente distribuidos para toda n, i, j.
b. Los coeficientes H,, (i, 7) son independientes para cada ng y var(Hy,,(i,j)) = 1.
c. np =nyp(ngr) connp/ng — B> 0 cuando np — oo.

d. Ry, = diag(rp,.(1),...,mn(n7)) con 1, (2) € R y la funcion de distribucidn empirica
de {rn;(1),...,mn.(n7)} converge débilmente, con probabilidad uno, a una funcion de

distribucion no aleatoria R(x) cuando np — oo.



e. Ay, es una matriz aleatoria de nr X nrg Hermitiana tal que, con probabilidad uno,

v, -, . . -, .
FAnr 2 FA donde FA es una funcidn de distribucidn no aleatoria.

f- Hp,, Ry, vy Ay, son independientes.

NR»

Sea By, = Ay, + HnRRnTH;R/nR, entonces con probabilidad uno FBr 5 FB cuando
ng — oo, donde FB es una funcidn de distribucion de probabilidad no aleatoria la cual

satisface

ms(z) = ma <z _3 / 1++m]3(z) dR(x)) (C.9)

para todo z € CT. Ademds, mp(z) es la tnica solucion a la ecuacion anterior con parte

maginaria positiva.
Teorema C.8. Supdngase que

a. Para cada ngp = 1,2,... sea Hy, una matriz de ng X nt con coeficientes complejos

idénticamente distribuidos para toda n, i, j.
b. Los coeficientes H,, (i, j) son independientes para cada ng y var(Hy,(i,j)) = 1.
c. ny =nr(ng) con ny/ng — >0 cuando ngp — oo.

d. Ry, = diag(rny(1),...,rng(nR)) con rp,(i) € RTU{0} y la funcidn de distribucion
empirica de {rn,(1),...,rmy(ngr)} converge en distribucion, con probabilidad uno, a una

funcion de distribucion no aleatoria R(x) cuando ngp — oo.

e. H,, y Ry, son independientes.
Sea R,lléf cualquier raiz cuadrada Hermitiana de R, ,. Definase B, , = R}LQHH*RZC??/nT,
entonces, con probabilidad uno FBrr % B cuando nr — oo donde, para todo z € C* la
transformada mp(z) satisface

mp(2) :/ac( dR(z) . (C.10)

1—c—czmp(2)) —z

Ademds, mp(z) es la inica solucidén a la ecuacion anterior tal que —(1—c)/z+cmp(z) € CT,

donde ¢ :=1/p.
Teorema C.9. Supdngase que
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a. Para cada ngp = 1,2,... sea Hy, una matriz de ng x nr con coeficientes complejos

idénticamente distribuidos para toda n, i, j.
b. Los coeficientes H,, (i, j) son independientes para cada ng y var(Hy,(i,j)) = 1.
c. ny =nr(ng) con nyp/ng — >0 cuando ngp — 0.

. : . - d .
d. Ry, es una matriz de ng x np, independiente de Hy,,, con FRepRug/nr () = R(x) casi

seqguramente cuando ng — 00, donde R(x) es una funcion de distribucién no aleatoria.
e. H,, y Ry, son independientes.

Sea By, = (Ry, + cHy )Ry, + 0H,,)* /gy con 0 > 0 no aleatoria, entonces, con pro-

babilidad uno FBrr % FB cuando ng — oo donde, para cada z € CT se tiene que mp(2)

B dR(zx)
ma(z) = / e — (L+o%emp(2)z +0%(1 —c)’ (C.11)

1+o02cmp(z

satisface

Ademds, mp(z) es la unica solucion a la ecuacion anterior tal que Im(zmp(z)) > 0, donde

c:=1/p.

Definicién C.9. Sea H una matriz de ng X ny tal que ny/ng — B cuando ng — co. Se dice

que H satisface la condicion de Lindeberg si

NR—>00

1 [ Hij?
HRZE{ Ll ey | O (C.12)
Y]

nRr

para toda 6 > 0.

Teorema C.10. Sea H = CSA con S una matriz de ng X np con coeficientes aleatorios
independientes complejos (arbitrariamente distribuidos) que satisface la condicion de Linde-
berg. Ademds, supdngase que los coeficientes tienen medias idénticas y varianzas unitarias.
Sean D = CC* y T = AA* matrices de ng X ng y ny X np respectivamente tales que los
espectros asintoticos de D y T convergen casi sequramente a medidas de soporte compacto.
Si C, S y A son independientes, entonces cuando ng — 0o con ny/nr — B3, se tiene que la

transformada n de HH* /ng estd dada por

"THH* /ng (’7) = E[FHH*/nR(D’ ’Y)]v (013)
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donde z € C* y Ty, satisface

T -1
Feceee - (d) = (14 ﬁdE[ D C.14
HH" /ng (4:7) ( v L +~ATE[DTaga* /ny, (D7) ( )

con D yT v.a.s independientes con la distribucion asintotica del espectro de D y T respecti-

vamente.

Utilizando la relacién entre la transformada n y la transformada de Stieltjes se obtiene el

siguiente corolario al teorema anterior.

Corolario C.3. Sea H= CSA con S una matriz de ng X np con coeficientes aleatorios in-
dependientes complejos (arbitrariamente distribuidos) que satisface la condicion de Lindebery.
Ademds, supongase que los coeficientes tienen medias idénticas y varianzas unitarias. Sean
D =CC* y T = AA" matrices de ng X ng y nt X ny respectivamente tales que los espectros
asintoticos de D y T convergen casi seqguramente a medidas de soporte compacto. St C, S y A
son independientes, entonces cuando ng — 0o con ny/nr — [, se tiene que la transformada

de Stieltjes asintdtica de B := HH* /ng estd dada por
me () = EB(D, )], (C.15)

donde z € C* y B satisface

B(d,z) = <—z+zﬁdE [z—szE[jl;B(D,z)]])l (C.16)

con D yT v.a.s independientes con la distribucion asintética del espectro de D y T respecti-

vamente.
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