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Introduccion

La teoria de probabilidad libre fue fundada en la década de los 80 por Dan Virgil
Voiculescu. En palabras de Dimitri Shlyakhtenko: “Noncommutative probability theory
views elements of a noncommutative von Neumann algebra as analogs of classical ran-
dom variables. One of Voiculescu’s discoveries is that in this more general noncommu-
tative framework there is room for a new notion of independence, called freeness. |...]
Amazingly, as Voiculescu showed, many theorems and concepts in classical probability
have very nice free analogs; [...] Free probability theory has now grown into a rich field,
with connections and applications to many other areas of mathematics. For example,
Voiculescu’s discovery that certain random matrices are asymptotically free as their si-
zes go to infinity makes possible computations of expected asymptotic spectral density

of their eigenvalues. [...]”.

En otras palabras, la teoria de probabilidad libre es un andlogo a la teoria de pro-
babilidad cuando las variables aleatorias son no conmutativas. En la década de los 90
Roland Speicher introdujé el concepto de cumulantes libres y relacioné a estos tltimos
con la teoria combinatoria de las particiones que no se cruzan. En esa misma época
Voiculescu demostré que ciertos ensambles de matrices aleatorias son libres asintética-
mente, lo que permitié poner a las matrices aleatorias en el contexto de la probabilidad
libre. Especificamente, permitié calcular los espectros asintéticos de ciertos ensambles
de matrices aleatorias via las herramientas, tanto analiticas como combinatorias, de la
probabilidad libre. Para mas informacion acerca del contexto historico de la probabili-

dad libre véase la introduccién del libro de Vladislav Kargin [14] del 2008.
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En comunicacién inalambrica, particularmente al trabajar con sistemas multiantena,
ciertas cantidades de interés dependen del espectro de ciertas matrices aleatorias. Puesto
que es posible trabajar con el espectro asintético de matrices aleatorias via probabilidad
libre, esta 1ltima es la base de diversas aplicaciones en comunicacién inalambrica. Por
ejemplo véanse los articulos de Mestre, Fonollosa y Pages-Zamora [18] del 2003; Far,
Oraby, Bryc y Speicher [11] del 2008; Speicher, Vargas y Mai [24] del 2011; y Debbah,
Fawaz, Gesbert y Zarifi [7] también del 2011.

Un sistema multiantena es un sistema de comunicaciones en el cual se transmite
y se recibe con varias antenas que operan simultaneamente. El sistema multiantena
ideal supone la ausencia de correlacién entre las variables aleatorias que modelan a los
canales entre las antenas del sistema. Como consecuencia de la no correlacion se puede
demostrar, a partir del teorema célebre de Marchenko-Pastur (Teorema 3.5), que dicho
sistema ideal es capaz de transmitir cualquier cantidad de informacion. Especificamente,
la cantidad de informacion crece indefinidamente al incrementar el nimero de antenas.
Sin embargo, cuando el nimero de antenas en un mismo dispositivo aumenta es muy
dificil evitar que estas se correlacionen [23]. Por lo tanto, surge la necesidad de modelar
la correlacién de tal forma que seamos capaces de estimar la escalabilidad del sistema,
es decir, cuantificar la cantidad de informacién que pasara a través del sistema cuando
el nimero de antenas se vuelva arbitrariamente grande.

En la literatura existen diversos modelos para la correlacion de sistemas multiantena.
Uno de los modelos més utilizados es el modelo de correlaciéon separable o correlacién
de Kronecker, véase por ejemplo el articulo de Lozano, Tulino y Verdu [17] del 2005.
En dicho articulo se calcula la capacidad de un sistema multiantena con este tipo de
correlacion mediante una serie de teoremas derivados a partir de un teorema de matrices
aleatorias deducido por Girko.

En este contexto, una extensién reciente de la probabilidad libre, llamada proba-
bilidad libre valuada en operadores, nos permite calcular el espectro de dicho canales
multiantena correlacionados. Mas atn, explotando el concepto de libertad, el analogo

en probabilidad libre al de independencia en probabilidad, es posible contruir nuevos
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modelos para la correlacién de sistemas multiantena. En este sentido, la probabilidad
libre valuada en operadores nos proporciona una serie de herramientas de utilidad desde
el punto de vista de la modelacion.

En esta tesis de maestria proporcionamos un modelo para modelar la correlacion
en un sistema multiantena el cual, hasta donde sabemos, no ha sido explorado en la
literatura. Este modelo surge de adaptar y extender el modelo a bloques utilizado por
Far, Oraby, Bryc y Speicher en el articulo [11] del 2008 en el contexto de sistemas
monousuario con interferencia intersimbolos. Para calcular la cantidad de informacion
asintotica en el nimero de antenas transmitida bajo este modelo es necesario calcular
el espectro de la matriz de operadores que nos proporciona el modelo. En este trabajo
describimos a grandes rasgos una forma de resolver este problema en un caso particular.
Sin embargo, la solucién del caso general es parte del trabajo futuro que surge de esta
tesis.

En el Capitulo 1 discutimos la metodologia usual con la cual posteriormente pondre-
mos a las matrices aleatorias en el contexto de la probabilidad libre. Este capitulo posee
un caracter introductorio por lo cual procuramos mantener los tecnisismos al minimo.

En el Capitulo 2 presentamos algunos de los fundamentos de la teoria de probabi-
lidad libre. En particular, definimos espacio de probabilidad no conmutativo, variable
aleatoria no conmutativa y objetos relacionados, como por ejemplo la relacion de liber-
tad, los cumulantes libres y la transformada de Cauchy.

En el tercer capitulo enunciamos los teoremas de la teoria de matrices aleatorias
que nos permiten aplicar el procedimiento discutido en el Capitulo 1.

En el Capitulo 4 presentamos la probabilidad libre valuada en operadores. Después
de dar algunos elementos basicos de esta teoria, trabajamos con dos espacios de pro-
babilidad valuados en operadores los cuales nos permitirdan operar con matrices rectan-
gulares y matrices a bloque. Este tipo de espacios seran de utilidad en las aplicaciones
tratadas en el tltimo capitulo. En particular, las matrices rectangulares nos permiten
solucionar el problema ya resuelto en Debbah, Fawaz, Gesbert y Zarifi [7] mediante el

uso exclusivo de probabilidad libre (valuada en operadores); mientras que el modelo
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que proponemos esta basado fuertemente en matrices a bloques.

Como ya se menciond, en el Capitulo 5 presentamos algunas aplicaciones de la
probabilidad libre valuada en operadores en comunicacién inalambrica. Después de
revisar algunas aplicaciones existentes, en la Seccion 5.4 presentamos nuestra propuesta
para modelar la correlacion en sistemas multiantena.

Al final de cada capitulo se incluyen notas adicionales de caracter bibliografico e
histérico relacionadas con el capitulo al que pertenecen.

En el Apendice A damos algunos elementos de la Teoria de Inverison de Mobius, la

cual es una parte importante de la teoria combinatoria de los cumulantes libres.
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Notacion

R

C

Maty (K)
Mat gx. (K)

B, (1)
K(X; |i€eI)
LP(Q, P)
L>(Q, P)
L>=(Q, P)
S!

NC(n)
NCy(n)

NC

NG,

Campo de los nimeros reales

Campo de los nimeros complejos

Conjunto de las matrices de d x d con coeficientes en el campo K
Conjunto de las matrices de d X e con coeficientes en K

Funcioén traza

Funcién traza normalizada por la dimensién (d)

Identidad en el dlgebra A

Elemento neutro en el dlgebra A

Conjunto de las funciones continuas en X con valores en K

Bola centrada en p de radio r

Polinomios con coeficientes en K con indeterminadas (X;);es
Conjunto de las funciones f : Q@ — C tales que [ |f[PdP < oo
Conjunto de las funciones f : {0 — C acotadas P c.s.

Conjunto de las f: Q — C tales que f € LP(Q), P) para toda p > 1
Subconjunto de los nimeros complejos con norma unitaria
Particiones que no se cruzan del conjunto {1,...,n}
Emparejamientos que no se cruzan del conjunto {1,...,n}
Conjunto de todas las particiones que no se cruzan

Conjunto de todos los emparejamientos que no se cruzan
o-algebra de Borel del espacio topolégico X

Coeficiente 7, j de la matriz A
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Capitulo 1

Motivacion general

Como se dijo en la introduccion, el objetivo de este capitulo es ilustrar la metodologia
usual para operar con el espectro de matrices aleatorias mediante probabilidad libre.

Para ello consideremos lo siguiente.

Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad en el cual estan definidas variables alea-
torias (X, Y, )n>1 independientes, tales que las (X,,),>1 son idénticamente distribuidas
con media i, y las (Y,),>1 también son idénticamente distribuidas de media p,. Su-
pongamos ademas que las variables aleatorias en cuestion tienen soporte uniformemente
acotado, i.e. X,,,Y,, € L>(Q,P) para todan € Ny existe K > 0 tal que |X,,|,|Y,| < K

para toda n. Definamos para cada N € N

XN
Sy = N;Xn,
| XN
Sy = N;Yn’
Ey =E,

donde E es el valor esperado asociado a IP. Observemos que Ex es un funcional lineal
Ey: L*(Q,P) — C.

Si por alguna razén tinicamente operamos con las variables aleatorias Sx y Sk
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a través del funcional Ey, y ademds unicamente estamos interesados en el valor de
Ex ((Sx + Sk)?), entonces un cdlculo directo nos muestra que
N N NJ) )» q

E(X?)+E(Y?) N-1

2
By (S +83)°) = =05 S G ) + 2

El célculo anterior es relativamente sencillo, sin emabargo, este tipo de expresiones
se puede complicar, e.g. Ey ((S])\?S}\/, + 5%2)3 - SfV(S%). Una observacién importante

es que' Ey ((SX + Sy)?) — (1 + 1) ¥
2
En ((SNSN +SX) = SNSX) = (tatty + 122 = piatty

cuando N — oo. Por lo tanto, para N suficientemente grande es posible utilizar la
cantidad (fiefty, + p7 ) — ptzft, como una aproximacion a Ey ((SﬁS}\/f +5Y%)3 — SﬁS}G).

Observemos que para cada N € N tunicamente hemos trabajado con las variables
aleatorias Sx, Sk vy el funcional lineal Ey. Puesto que las variables aleatorias Sx y S%
son variables aleatorias de soporte compacto, la frase anterior es equivalente a decir
que para cada N € N trabajamos con la pareja (Ay,Ey), donde Ay = L>®(Q,P).
Si denotamos por id : C — C a la identidad en C, la aproximacién propuesta en el
parrafo anterior es equivalente a aproximar a nuestro espacio (Ay,Ex) por el espacio
(A := C,p :=id). En general, no es claro como aproximar a una variable aleatoria
cualquiera en Ay por un elemento en A. Sin embargo, las variables aleatorias Sx vy Sk
pueden ser aproximadas por fi, y p, respectivamente.

Si bien es cierto que la simplificacién propuesta nos evita una gran cantidad de
calculos, en esta era en la que el ordenador nos permite realizar millones de operaciones
por segundo parece poco util tal simplificacién. Sin embargo, la razéon de fondo es
que el espacio (A, ¢) contiene la esencia del fendmeno en cuestién. En este sentido, si
las parejas (Ay,Ey) provienen de cierto fenomeno fisico entonces podemos pensar a

(An,Ey) como una versién imperfecta de (A, ¢), aun que no sea de esta manera.

Puesto que (Xn,Y,)n>1 tienen soporte uniformemente acotado, los limites siguientes son una
consecuencia directa del Teorema de Convergencia Dominada.



De esta forma optamos por la simplificacién de espacio para evitar distraernos con
detalles posiblemente irrelevantes. En este sentido, la probabilidad libre nos propor-
ciona un espacio esencial el cual nos permite operar y entender mejor a las matrices
aleatorias de dimensién grande. En capitulos subsecuentes presentaremos la nocién de
libertad asintotica, el concepto analogo a la independencia en el contexto de ensambles
de matrices aleatorias. Puesto que algunas aplicaciones suponen libertad asintotica en-
tre algunas matrices, es imperativo desde el punto de vista de modelacién entender la
relacién de libertad asintética. En particular, este es un ejemplo de los beneficios de
entender la esencia detras de las matrices de dimensiéon grande.

Para ilustrar la metodologia usual al trabajar con matrices aleatorias consideremos
lo siguiente. Supéngase que se tiene matrices autoadjuntas® (A, ).en cuyos coeficientes
son variables aleatorias con valores en los nimeros complejos. Denotemos por F4»
a la distribucién empirica espectral de A,,, es decir, la distribuciéon uniforme en los
eigenvalores de A,,.

Puesto que los coeficientes de las A,, son aleatorios, también las distribuciones F4»
son aleatorias. Sin embargo, existen familias de matrices aleatorias (A, ),en cuyas dis-
tribuciones empiricas espectrales F'4» convergen en distribucién casi seguramente a un
funcién de distribuciéon F4 no aleatoria. En el Capitulo 3 damos ejemplos de este tipo
de familias de matrices aleatorias.

En el animo de las aproximaciones hechas en parrafos anteriores, en este contexto
utilizaremos a F4 en lugar de F4». Si ademas de la familia (An)nen se tuviera otra
familia (B, )nen tal que sus distribuciones empiricas espectrales F'5» convergen a una
funcién de distribucién F'Z, jqué podriamos decir acerca de las aprozimaciones corres-
pondientes para FAntBr o FAnBn?

Un enfoque para responder a esta pregunta, el cual extiende lo realizado para las

sumas normalizadas Sy y Sk al caso de matrices aleatorias, es el siguiente.

1) Puesto que estamos interesados en sumas y productos, necesitamos crear un algebra

2En general las matrices no tienen porque ser autoadjuntas, sin embargo, aqui hacemos esa supo-
sicién por simplicidad en la exposicién.



A de «variables aleatorias» en la cual existan a,b € A tales que la «distribucién» de

a estd intimamente relacionada con F4 y la «distribucién» de b lo estd con FZ.

2) Derivar reglas para el calculo de la «distribucién» de la suma y producto de variables

aleatorias «independientes».

3) Encontrar en que casos las variables inducidas por las familias de matrices aleatorias

resultan ser «independientes».

Las «» son para denotar que los objetos que buscamos son analogos al caso clasico, pero
no necesariamente son los mismos.

Observemos que de crear un tal espacio y una forma de asignarle una «variable
aleatoria» a cada distribucién de probabilidad, estaremos equipando a cada familia
de matrices aleatorias (cuyo espectro converge) una «variable aleatoria» en una cierta
algebra A. Esto nos permite intepretar este procedimiento como dotar de una matriz
nfinita a cada familia de matrices. Después veremos que las C*-dlgebras son de parti-
cular utilidad al trabajar con estos nuevos «espacios de probabilidad», y por lo tanto
estas matrices infinitas de hecho pueden ser pensadas como operadores.

Una forma de caracterizar a las variables aleatorias reales de soporte compacto es
mediante sus momentos. Por lo tanto, L>(€2,P) es un espacio conmutativo el cual es
un posible candidato a algebra donde aplicar el procedimiento anterior. Especificamen-
te, la «independencia» es la independencia usual y la «distribucién» es el conjunto de
momentos. Ademads, las reglas para calcular la «distribuciéon» de la suma o producto de
variables aleatorias independientes tambien sigue la técnica usual (basada en momen-
tos). Por lo tanto, la «distribucién» depende sélamente del funcional lineal esperanza
lo que nos permite trabajar inicamente con la pareja (L*°(2,P),E). Es importante
enfatisar que en este caso trabajamos con los momentos de las variable aleatoria y no
su distribucién de probabilidad.

Si bien es cierto que (L*>°(2,P),E) es un candidato para aplicar el procedimiento

de tres pasos descrito anteriormente, es intuitivamente claro que no es un buen can-
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didato ya que L*(£2,P) es un algebra conmutativa mientras que las matrices son no
conmutativas.

Para el caso de matrices aleatorias, observemos que para toda m € N se tiene que

E (/ meA"(dx)> = E (tr,(A™)). (1.1)

En analogia a los momentos del parrafo anterior, para matrices aleatorias de dimen-
sion finita podemos tomar el valor esperado de la traza normalizada para obtener la
«distribucién» de la distribucién empirica espectral. Més atun, para encajar a una fami-
lia (A,)nen en el espacio de matrices infinitas tomaremos un algebra no conmutativa
Ay un elemento a € A de tal manera que la «distribucién» (momentos) de a coincidan
con los limites de los momentos de F'4». Especificamente, si ¢ : A — C es el funcional
lineal asociado a las «distribuciones» en A, requerimos que

¢ (a™) = lim E (trN(AJA\/,I))

N—o0

para toda m € N.

Las reglas para calcular los momentos de sumas o productos en el espacio de matrices
infinitas no son las usuales, donde la principal diferencia radica en que el dlgebra de
«variables aleatorias» en cuestion es no conmutativa. Por esta misma razén la nocién de
«independencia» también difiere a la del caso clasico, tal y como se vera en los siguientes
capitulos.

Por lo tanto, en lo sucesivo trabajaremos con «variables aleatorias independientes»
en un espacio (A, ), donde A es un algebra no conmutativas y ¢ : A — C es un
funcional lineal. La existencia de un algebra A de las caracteristicas requeridas no es
clara a priori. Este es un hecho técnico que necesita demostracién, andlogo a demostrar
la existencia de un espacio de probabilidad clasico en el que viven familias de vari-
bles aleatorias independientes. Este aspecto de la teoria no serd tratado en esta tesis,

remitimos al lector interesado al libro de Nica y Speicher [19].






Capitulo 2

Probabilidad libre escalar

En este capitulo se dan algunos elementos bésicos de la probabilidad libre escalar,
en particular, se da la definicién de variables aleatorias (no conmutativas) libres y
se muestra la relacién entre momentos, cumulantes y ciertas transformadas de dichas
variables aleatorias. Comenzamos dando las definiciones basicas de la probabilidad libre
escalar, a saber, las de espacio de probabilidad no conmutativo y variable aleatoria no
conmutativa. A manera de aplicacion demostramos el Teorema del Limite Central Libre
(TLCL), para lo cual es necesaria la nocién de convergencia en distribucién de variables

aleatorias no conmutativas.

2.1. Definiciones basicas

Antes de estudiar a nuestros principales objetos de estudio, recordemos las siguientes

definiciones.

Definicién 2.1. Definimos un algebra A sobre un campo K como un espacio vectorial
sobre K el cual tiene definida una operacién - : A x A — A tal que para cualesquiera
aeKyuxy,ze Ase tiene que

(1) a(zy) = (ax)y = z(ay),

(2) z(y+2) = vy + 22,



(3) (x4 y)z =xz+yz.
Si para todas z,y € A se tiene que zy = yx, se dice que A es un dlgebra conmutativa.
Definicién 2.2. Definimos una *x-dlgebra A como un algebra la cual tiene una operacion
antilineal % : 4 — A (a — a*) tal que (a*)* = a y (ab)* = b*a* para todas a,b € A.
Definicién 2.3. Decimos que una *-dlgebra A es una C*-algebra si es un espacio de
Banach respecto a una norma || - ||: A — [0, 00) la cual satisface que ||z*z|| = ||z*|| ||=||

para toda x € A.
En este contexto definimos los espacios de probabilidad no conmutativos.

Definicién 2.4. Un espacio de probabilidad no conmutativo es un par (A, ¢) donde
A es un dlgebra unital compleja y ¢ : A — C es un funcional lineal con ¢ (14) = 1,
donde 14 es la identidad en A. A los elementos de A se les llama variables aleatorias
no conmutativas.

Decimos que ¢ es tipo traza si ¢ (ab) = ¢ (ba) para cualesquiera a,b € A. En este

caso decimos que el espacio de probabilidad no conmutativo es tracial.

Comentario 2.1. El término no conmutativo es para enfatizar que el algebra en prin-
cipio no es conmutativa. Siempre que no cause confusién, en lo sucesivo omitiremos
el término no conmutativo cuando hablemos de espacios de probabilidad o variables
aleatorias no conmutativas. El adjetivo escalar en probabilidad libre escalar se debe a
que ¢ es C-valuada (o escalar valuada). En el Capitulo 4 estudiaremos una clase de
espacios de probabilidad en los que el funcional lineal en cuestién no es C-valuado sino

B-valuado, donde B es una subdalgebra unital de A.

Definicién 2.5. Se define un *-espacio de probabilidad como un espacio de probabilidad
(A, p) tal que A es una *-dlgebra y ¢ es un funcional positivo, i.e. ¢ (a*a) > 0 para
toda a € A.

Decimos que ¢ es fiel si ¢ (a*a) = 0 siy sélo si a = 04, donde 04 denota al elemento

neutro en A.

Ejemplo 2.1. Sea A = Maty (C) el dlgebra de matrices d X d con coeficientes complejos
1
Vo =trg = Etr. Es claro que (A, ) es un *-espacio de probabilidad, con ¢ tracial y



fiel.

Ejemplo 2.2. Observemos que el Ejemplo 2.1 puede ser extendido considerando las
matrices d x d cuyos coeficientes son variables aleatorias en L~ ({2, F,P), el dlgebra
de variables aleatorias sobre (§2, F,P) que tienen todos sus momentos. Especificamente,
si tomamos A = Mat, (L>* (2, F,P)) vy ¢ = E o try entonces (A, p) forma un *-
espacio de probabilidad con ¢ tracial. Ademds, se tiene que ¢ es fiel si A se toma como
Mat, (L~ (2, F,P)) médulo la relacién de equivalencia definida por la igualdad casi
segura. En particular, para d = 1 se obtiene que (L* (£, F,P),E) es un x-espacio de

probabilidad donde el algebra es de hecho conmutativa.

Ejemplo 2.3. Sea A el dlgebra de operadores lineales acotados en un espacio de Hilbert
H. Tomemos u € H fijo con ||u||* = 1, y definamos ¢, : A — C al mapeo dado
por a — (au,u). Es claro que para cada u € H la dupla (A, p,) es un *-espacio de
probabilidad no necesariamente tracial y no necesariamente fiel. Esto nos muestra que
dotar de diferentes funcionales lineales a una misma algebra puede dar lugar a diferentes

espacios de probabilidad.

Ejemplo 2.4. Sea (A, ¢) un *-espacio de probabilidad y Mat, (A) el conjunto de matri-
ces d x d con entradas! en A. Definimos las operaciones - : Cx A — A, +: Ax A — A,

X: AxA— Ay *: A— A mediante
(aA)i,j = OéAZ'J',
(A+ B)ij = Aij + By,
d
(AB);; = ZAi,kBk,j;
k=1

(A%)ij = A

Jye)

para cualesquiera a € Cy A, B € Mat, (A). Es facil demostrar que (Maty (A) , ¢ o try)

es un *-espacio de probabilidad tracial, y que ademas ¢ o try es fiel si y sélo si ¢ es

'En general, siempre que una matriz tenga variables aleatorias no conmutativas por coeficientes,
denominaremos a estos ultimos «entradas».



fiel. Este tipo de espacios seran retomados con mas detalle en el Capitulo 4, cuando

trabajemos con los llamados espacios de probabilidad valuados en operadores.

Para finalizar con los ejemplos de *-espacios de probabilidad, mostraremos uno de

los ejemplos clasicos que motivaron el desarrollo de la probabilidad libre.

Ejemplo 2.5. Sea G un grupo. El dlgebra de grupo CG de G es un algebra compleja

la cual tiene una base indexada por los elementos de G, i.e.

CG = {Zagg:ageC,HgEG]ag#O}\<oo}.

geG

Maés ain, CG tiene estructura de x-algebra con las operaciones dadas por

(Z agg> * =Y gt

(Z agg> ) (Zﬁg9> = Z O‘gﬁh(gh)a
<Z agg> + (Zﬁg9> = Z(O‘g + By)g-

Si denotamos por ¢ : CG — C al funcional lineal dado por

¥ (Z agQ) = Qe
geqG

con e la identidad en G, entonces (CG, ¢) es un *-espacio de probabilidad con ¢ tracial

y fiel.

El Teorema de Gelfand-Naimark afirma que toda C*-dlgebra es isométricamente
x-isomorfa a una subalgebra cerrada de los operadores lineales acotados de un cierto
espacio de Hilbert [22]. En este sentido, cuando se trabaja con una C*-algebra en esencia
se esta trabajando con un algebra de operadores. En este tenor se definen los siguientes

tipos de variables aleatorias.
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Definicién 2.6. Sea (A, ¢) un x-espacio de probabilidad y a € A, decimos que:
= g es autoadjunta si a* = a.
= ¢ es unitaria si a*a = aa® = 14.
= ¢ es normal si a*a = aa™.
= ¢ es Haar unitaria si es unitaria, i.e. aa* = a*a = 14, y ademés para m € Z se

tiene que

Las siguientes son algunas propiedades bésicas de los espacios de probabilidad.

Proposiciéon 2.1. Sea (A, ) un *-espacio de probabilidad. Entonces las siquientes
proposiciones se cumplen:

(1) Sia e A es una variables aleatoria autoadjunta entonces ¢ (a) € R.

(2) ¢ (z*) = ¢ (z) para toda x € A.
Demostracion. Puesto que 14 = (1%)* = (141%)" = 141% = 1%, tenemos que u :=
¢ +21A v =2 _21A satisfacen la ecuacién a = u*u — v*v. De la positividad de ¢

concluimos que

T+ z* A
5 yb=1

a 'y b son autoadjuntas. Por el primer inciso se tiene que ¢ (a), ¢ (b) € R, y por lo tanto

. Observemos

Para demostrar (2), escribamos z = a + ib con a =

p(z7) = ¢ (a —ib)
= ¢ (a) —ip(b)
= ¢ (a) +ip (b)
= ¢ (x),
tal y como se queria demostrar. O]
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Proposicién 2.2. Sea (A, ¢) un x-espacio de probabilidad y a,b € A. Entonces se tiene
que

o (b"a) [ < ¢ (a*a)  (b°D).

Demostracion. Sea t € R, la positividad de ¢ implica que

0 <@ ((th—a)(tb - a))
=@ ((#0" = a”)(tb - a))

= %0 (b*D) — te ((b*a)*) — te (b*a) + ¢ (a*a)
= t%p (b*b) — 2tR{p (b*a)} + ¢ (a*a).

Puesto que la forma cuadratica anterior es no negativa definida tenemos que

R{p (b"a)}* < ¢ (a*a) ¢ (b"D).

Utilizando tb — ia en lugar de tb — a obtenemos la desigualdad analoga

S{p (b"a)}* < p(a*a) ¢ (b"D).

Si ¢ (b*b) = 0, las dos desigualdades anteriores implican que

R{p(a)} =0y I{p(a)} =0,

dando lugar a la igualdad |¢ (b*a) |* = ¢ (a*a) p (b*b) = 0. Supongamos que ¢ (b*b) > 0,

entonces
0<p((p®b)a—¢ (b a)b) (¢ (bb)a—¢ (b a)b))
= ¢ (e () a* = o) (B0 a — ¢ (V") b))

p (b°0)° @ (a"a) — ¢ (170) ¢ (Ba)p (b*a) — ¢ (b°B) @ (b"a) ¢ (b*a) + | (b*a) [P (07D)
=@ (b"b) [0 (b"0) ¢ (a”a) — | (b"a) [*] .
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Puesto que ¢ (b*b) > 0, la ultima desigualdad implica el resultado deseado. O

Comentario 2.2. La desigualdad del teorema anterior es conocida como la desigualdad
de Cauchy-Schwarz. Si (A, ¢) es un *-espacio de probabilidad tal que existe a € A con
a# 04y p(a*a) =0, entonces la proposicién anterior implica que ¢ (b*a) = ¢ (ba) = 0
para toda b € A. Observemos que estos casos degenerados no suceden en espacios de

probabilidad donde ¢ es fiel.

A continuacién damos la definicién de distribucion de una variable aleatoria mno
conmutativa. Dicha definicién tiene dos versiones: la algebraica y la analitica. Como
veremos mas adelante, estas dos versiones son compatibles para variables aleatorias
normales en C*-espacios de probabilidad (véase la Definicién 2.9).

Definicién 2.7. Sea (A, ¢) un *-espacio de probabilidad y a una variable aleatoria en
A. La x-distribucién algebraica de a es el funcional lineal pu : C(X, X*) — C el cual

satisface que para cualesquiera k € Ny €(1),...,e(k) € {1, %} se tiene que
b (00 XY = (0D g Y

A las expresiones de la forma ¢ (aV---a“®)) para k € Ny €(j) € {1,*} se les

denomina los *-momentos de a.

Comentario 2.3. Puesto que

C(X, X*) = @ (XM ... xe®)y,

keN
€(1),...,e(k)e{l,x}

la *-distribucién algebraica estd bien definida.

Definicién 2.8. Sea (A, ¢) un *-espacio de probabilidad, a una variable aleatoria nor-
mal en A y p una medida de probabilidad sobre C con soporte compacto. Llamaremos

a i la x-distribucion analitica de a si para toda j, k € N se tiene que
/zjikd,u(z) = ¢ (a/(a")").
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Comentario 2.4. Supongamos que p y v son *-distribuciones analiticas de un elemento
normal a en A. Por definicién p y v tienen soporte compacto, y por lo tanto existe K > 0

tal que

supp (u) , supp (v) C By (K).

Definamos @, : C(B, (K),C) — C mediante

B,(f) = / F(2)dp(z).

Anélogamente definamos ®,. Dado que |®,(f)] < [ Kdu(z) = K, es claro que ¢, y @,
son funcionales lineales acotados. Puesto que p y v son *-distribuciones analiticas de a,
se tiene que ®,(p) = @, (p) para todo p € C(z,%). Dado que B, (K) es un subconjunto
compacto de C y los polinomios son una x-dlgebra que contiene a las constantes y
separa puntos (ya que la identidad z +— z lo hace), el Teorema de Stone-Weierstrass
[16] implica que C(z,%) es denso en C(B, (K),C). Por lo tanto, ¢, estd determinada
por los valores que toma en C(z,Z%), y al coincidir estos tltimos con los de ®, se tiene
que ¢, = ®,. Observemos que ¢, = @, implica que [ f(z)du(z) = [ f(z)dv(z) para
toda f € C(By (K),C), sin embargo, la tltima igualdad se puede extender trivialmente
para toda f € C(C,C) y por lo tanto u = v. Esto nos muestra que de existir una -

distribucién analitica esta es tnica, y por lo tanto la definicion anterior es consistente.

Definicién 2.9. Un C*-espacio de probabilidad es un *-espacio de probabilidad (A, ¢)
tal que A es una C*-dlgebra.

Definiciéon 2.10. Sea A una C*-dlgebra unital y a una variable aleatoria en A, el

espectro Sp (a) de a esté definido por
Sp (a) ={z € C| 214 — a no es invertible}.

Los siguientes tres teoremas, provenientes de la teoria de C*-dlgebras, constituyen la
herramienta necesaria para mostrar la conexién entre ciertos espacios de probabilidad

no conmutativos y ciertos espacios de probabilidad clasicos. Los detalles acerca de dicha
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conexion se encuentran en el Comentario 2.5. Una exposiciéon més detallada de estos

tres teoremas puede ser encontrada en [19)].

Teorema 2.1. Sea A una C*-dlgebra unital, entonces las siguientes proposiciones se

cumplen:

Sia € A entonces el conjunto Sp (a) es un subconjunto compacto no vacio de C.
Ademds, se tiene que Sp (a) C By (|]al)-

Sia € A es una variable aleatoria normal entonces ||al| = ||a*||.

a € A es una variable aleatoria autoadjunta si y sdlo si Sp (a) C R.

a € A es una variable aleatoria unitaria si y sélo si Sp (a) C St C C, donde S*

representa a los numeros complejos de norma unitaria.

Teorema 2.2. Sea A una C*-dlgebra unital y a € A una variable aleatoria normal.
Entonces existe un mapeo ® : C(Sp (a),C) — A el cual satisface las siguientes propie-
dades:

= & es un homomorfismo de x-dlgebras unitales.

< 110()]] = |Ifll.e para toda f € C(Sp(a),C), donde ||fll., = supcspiey 1£ ()]

» P(z—2) =a.
Ademds, ® también satisface las siguientes propiedades:

» & es inyectivo.

s O es continuo.

» O es unico.
Para f € C(Sp(a),C) se define f(a) == ®(f). A ® se le conoce como el cdlculo

funcional para funciones continuas de a.

Teorema 2.3. Sea (A, p) un C*-espacio de probabilidad y a € A una variable aleatoria
normal. Entonces a tiene una *-distribucion analitica p la cual satisface que:

(1) Para toda f € C(Sp(a),C) se tiene que

/ F(2)duz) = o (f(a)).
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(2) supp (1) € Sp (a), con igualdad si ¢ es fiel.

Teorema 2.4. Sea i una medida de probabilidad en R. Si p tiene soporte compacto en-
tonces esta determinada por sus momentos, es decir, si v es otra medida de probabilidad

en R tal que [ 2™ du = [ 2™ dv para toda m € N entonces v = p.

La demostracion del teorema anterior es un ejercicio de rutina. Basta observar que

existe K > 0 tal que para toda m € N se tiene que

] [amanta

y después escribir la transformada de Fourier como una serie de potencias utilizando

< K™,

los momentos de p (que coinciden con los de v).

Comentario 2.5. Sea (A, ¢) un C*-espacio de probabilidad y a € A una variable
aleatoria autoadjunta. El Teorema 2.1 implica que Sp (a) es un subconjunto compacto
de R, mientras que el Teorema 2.3 asegura la existencia de la distribucién analitica,
digamos p, tal que supp (1) C Sp (a). Por lo tanto, el teorema anterior nos muestra que
la distribucién analitica y la distribucién algebraica contienen la misma informacion, i.e.
una determina a la otra y viceversa. En resumen, en el contexto de variables aleatorias
normales en una C*-dlgebra, es suficiente trabajar con las distribuciones algebraicas
ya que estas contienen implicitamente toda la informacién acerca de las medidas de
probabilidad correspondientes. En esta tesis, generalmente trabajaremos con variables

aleatorias autoadjuntas en C*-espacios de probabilidad.

2.2. Variables aleatorias libres

El objetivo de esta seccidén es presentar una nocion de «independencia» entre varia-
bles aleatorias en un espacio de probabilidad no conmutativo. En particular, daremos
la definicion de variables aleatorias libres y calcularemos algunos ejemplos relacionados.

Estos ejemplos nos ayudaran a mostrar las similitudes y diferencias entre las expresiones
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para los momentos mixtos de variables aleatorias independientes en el sentido clasico y

en el sentido libre.

Comentario 2.6. Sean X, Y variables aleatorias independientes en un espacio de pro-

babilidad (€2, F,P). Entonces la siguiente igualdad se cumple para cualesquiera j, k € N
E(X'Y") =E (X/)E (Y").

En particular, tenemos que los momentos mixtos, i.e. el valor esperado de productos
que contienen a X y Y, se pueden calcular via los momentos individules de X y Y.
En esta seccién mostraremos que si x, y son variables aleatorias libres en un espacio de
probabilidad (A, ¢) entonces la distribucién algebraica mixta estd determinada por las

distribuciones algebraicas individuales.

Definicién 2.11. Sea I un conjunto arbitrario, (A, ) un *-espacio de probabilidad y
(a;)ier variable aleatorias en A. La x-distribucién algebraica de las variables aleatorias
(a;)ier es el funcional lineal p : C{X;, X} | i € I}) — C el cual satisface que para
cualesquiera k € N, i(1),...,i(k) € I y €(1),...,e(k) € {1, %} se tiene que

€(1) e(k)\ _ (1) e(k)
H (qu) o 'Xi(k)) =¥ (%’(1) " '%(k)) :

A las expresiones de la forma ¢ (a:(%) - a?i?) para k € N, i(j) € [ y €(j) € {1, *}

se les denomina los *-momentos mixtos de (a;)ie;-

Definicién 2.12. Sea (A, ) un #-espacio de probabilidad, I un conjunto arbitrario y
A; una subdlgebra unital de A para cada i € I. Decimos que las algebras {A;|i € I}

son libres si: para todo n € N y variables aleatorias a; € Ker (¢) N Ay (i(j) € I,j €
{1,...,n}) tales que? i(1) #i(2), i(2) #4(3), ..., i(n — 1) # i(n), se tiene que

2Observemos que estd permitido que i(1) = i(3) y que i(1) = i(n).
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Decimos que las familias de variables aleatorias {agi), e ,a533} para ¢ € I son libres

si las dlgebras (C1 4, agi), . ,ag)

i

) para i € [ son libres.

Ejemplo 2.6. Sean {a}, {b} C A libres. Puesto que ¢ (a — ¢ (a) 1) = 0, de la definicién

de libertad se tiene que

0=9((a—p(a)1)(b—¢(()1))
=p(ab—p(b)a—p(a)b+(a)p(b)1)
=@ (ab) — @ (a) @ (b).

Por lo tanto, para {a}, {b} libres se tiene que ¢ (ab) = ¢ (a) ¢ ().

Comentario 2.7. Sean X, Y variables aleatorias independientes en un espacio de pro-
babilidad (€2, F,P), entonces E (XY) = E (X)E (Y). Por lo tanto, la expresiéon encon-

trada en el inciso anterior coincide con la férmula del caso clasico.

Notacion 2.1. En lo sucesivo, si z es un numero complejo denotaremos a z1 4 unica-
mente por z. Notemos que este abuso de notacion es consistente con la identificacion
natural v : C — A dada por 1(2) = z14. Ademds, para a,b € A utilizaremos la expresion

‘a,b € A libres” en lugar de “{a}, {b} C A libres”.

Ejemplo 2.7. Sean {b} y {a1, as} libres, entonces

0= ((ar =¥ (a1))(b— ¢ (b))(az — ¢ (a2)))
= @ (a1(b =@ (b))(az — ¢ (az))) — ¢ (a1) ¢ (b — ¢ (b)) (a2 — ¢ (a2))) - (2.1)

De la definicion de libertad, el segundo término de la ultima expresion se anula. Por lo

tanto, la ecuacién (2.1) implica que

0= (ai(b—p(b)(az — ¥ (az)))
= i (arbaz) — ¢ (az) ¢ (a1b) — ¢ (b)  (a1a2) + ¢ (b)  (a1) ¢ (az)

= ¢ (arbaz) — ¢ (b) ¢ (araz),
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o equivalentemente ¢ (aibas) = ¢ (b) ¢ (a1az).
Comentario 2.8. Observemos que la expresion encontrada en el ejemplo anterior coin-

cide nuevamente con la del caso clésico, i.e. E (Y1 XY3) = E (X)E (Y1Y2) siempre que
X sea independiente de {Y;, Ys}.

Ejemplo 2.8. Sean a, b elementos en A libres. Procediendo como en el ejemplo anterior
se obtiene que ¢ (abab) = ¢ (a2) ¢ (b)* + ¢ (a)* ¢ (b?) — ¢ (a)? ¢ (b)°. Esta férmula ya no
es igual a la del caso clésico: E (abab) = E (a?0?) = E (a?) E (b?).
Comentario 2.9. Los ejemplos anteriores nos muestran que la libertad imita a la
independencia en el sentido que los momentos mixtos de variables aleatorias libres
pueden ser calculados a partir de los momentos marginales.

Al menos en el caso en el que ¢ es tracial, es natural que la primer expresion cuyo
«valor esperado» difiera del caso clasico sea abab. Esto debido a que no hay manera de

llevar ¢ (abab) a ¢ (a®b?), no asi para aba donde se tiene que ¢ (aba) = ¢ (a®b).

2.3. Teorema del limite central libre

Definicién 2.13. Sean (A, ¢) v (Ay, ¢n) para N € N espacios de probabilidad. Con-
sideremos variables aleatorias a € Ay ay € Ay para cada N € N. Decimos que ay

converge en distribucion a a cuando N — oo si
’ m\ __ m
lim oy (ay) = ¢ (a™)
N—o0

. distr
para toda m € N. Denotamos a esta convergencia por ay — a.
. . . . ., *-dist
Similarmente, decimos que ay converge en *-distribucién a a (denotado por ay —
a) si en lugar de la convergencia de momentos se tiene la convergencia de los *-

momentos.

Comentario 2.10. Esta convergencia lo tinico que implica es la convergencia de mo-
mentos, sin embargo, si la distribucién limite esta determinada por sus momentos en-

tonces esta convergencia en distribucion algebraica implica la convergencia de las dis-

19



tribuciones analiticas.

Para dar una aplicacién a la teoria expuesta hasta el momento, a continuacion

bosquejamos la demostracion del Teorema del Limite Central en el caso libre.

Definicién 2.14. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad. Decimos que s € A es un
elemento semicircular estandar si sus momentos impares son cero y sus momentos pares

estan dados por los nimeros de Catalan, i.e. para toda m € N se tiene que

0 si m es impar,
p(s™) =

ﬁ(%f) sim =2k con k € N.

Decimos que ¢ € A es un elemento circular estandar si

s+t
c=—,
V2

donde s y t son elementos semicirculares estandar libres.

Una forma de obtener los nimeros de Catalan es mediante el nimero de empareja-
mientos que no se cruzan del conjunto {1,...,m}. Este resultado se utiliza al demostrar

el Teorema del Limite Central Libre.

Teorema 2.5 (Teorema del Limite Central Libre). Sea (A, ¢) un *-espacio de proba-
bilidad y (an)nen C A una sucesion de variables aleatorias autoadjuntas libres idéntica-
mente distribuidas. Mds ain, supongamos que todas las variables son centrandas y con

varianza unitaria, i.e. o (a,) =0 y ¢ (a2) = 1 para toda n € N. Entonces

a1+---+aN distr

VN

donde s es una variable aleatoria semicircular estandar.

Definicién 2.15. Sea 7 = {V4,...,V;} una particién del conjunto {1,...,n}, i.e.
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Vi,...,V; son subconjuntos no vacios de {1,...,n} tales que

l
{1.....n}=JW
k=1

y ViNV; = 0 siempre que ¢ # j. Decimos que 7 es una particion que no se cruza si
siempre que ay,b; € Vi, y az,by € V;, con a; < as < by < by se tiene que i = is.

Decimos que una particién = = {V;,...,V;} es un emparejamiento si cada bloque

V.. contiene exactamente dos elementos.

Bosquejo de la Demostracion del Teorema 2.5. Para cada N € N sea

N
SN = N_l/QZak,
k=1
entonces para m € N se tiene que

o (SR) =N Z @ (aiqy -~ aim)) - (2.2)
i(k)=1,..,N
ke{l,...,m}

Si para algin término a;(1) - - - a;(m) de la suma anterior existe un indice tinico, i.e. existe
j €{1,...,m} tal que i(j) # i(k) para toda k # j, entonces por el Ejemplo 2.7 y el
hecho que a,(;) € Ker (¢) tenemos que dicho término se anula. Por lo tanto, en la suma

anterior solo aparecen los términos cuyos indices estan dos o mas veces.

Puesto que las variables (a,)nen tienen la misma distribucién, para una particién

7=A{Vi,...,Vi} de {1,...,m} hay
N(N —=1)---(N —|7| +1) < NI

términos en la suma de la ecuacién (2.2) con valor ¢ (a,) := ¢ (ay, - - - a,,, ) donde py = j

si k € V. De las observaciones anteriores, en particular de la ultima desigualdad, se
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obtiene que

dim o (S) = ¢ (ax) (23)
nweP
donde P son todos los emparejamientos del conjunto {1,...,m}. Para finalizar, del

Ejemplo 2.8 concluimos que las tnicas ¢ (a,) que no se anulan son aquellas que provie-
nen de los emparejamientos que no se cruzan. Més atn, los términos que no se anulan

satisfacen que ¢ (a,) = 1. Por lo tanto, concluimos que

0 sl m es impar,
Jim o (Sy) =

%H(Qkk) sim =2k con k €N,

tal y como queriamos demostrar. O

Comentario 2.11. Es posible dar una prueba alternativa para el Teorema del Limite
Central cléasico siguiendo las ideas de la demostracién anterior. Especificamente, es
posible imitar la demostracion hasta la ecuacién (2.3). En este punto, la conmutatividad
del caso clésico implicaria que ¢ (a,) = 1 para todo emparejamiento = € P, y por lo
tanto
0 si m es impar,
lim o (Sy) =
N—oo

(2k)!

st Sim =2k con k € N.

Puesto que las cantidades anteriores son los momentos de la variable aleatoria gaussiana
estandar, y esta esta determinada por sus momentos, el resultado se sigue. Es impor-
tante senalar que para demostrar el TLCL utilizamos los emparejamientos que no se
cruzan, mientras que en el caso del TLC clasico utilizamos todos los emparejamientos

(tanto los que se cruzan como los que no).
Es posible extender el teorema anterior al caso multidimensional.

Definicién 2.16. Sea I un conjunto arbitrario y (¢;;)ijer C C. Una familia (s;);er de
variables aleatorias autoadjuntas en un *-espacio de probabilidad es llamada una familia

semicircular de covarianza (c;;); jer si para toda n € N y para todas i(1),...,i(n) € I
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se tiene que

w(Hsim) = > 1] cwiw
j=1

7TENCa(n) (p,q)E™

donde NCy(n) denota a los emparejamientos que no se cruzan del conjunto {1,...,n}.

Definicién 2.17. Sean (A, ) v (An,¢n) para N € N espacios de probabilidad. Para

I un conjunto arbitrario, consideremos familias de variables aleatorias (a(i))ie ;C A
y (ag\i,))z‘ef C Ay para cada N € N. Decimos que a

cuando N — oo si los momentos mixtos de (a%))ie ; convergen a los correspondientes

de (a(i))iel-

@) converge en distribucién a a®

Teorema 2.6. Sea (A, ) un x-espacio de probabilidad, I un conjunto arbitrario y
(ag\i,))ig C A para cada N € N. Supongamos que las familias (a%))iel son familias libres
de variables aleatorias autoadjuntas con distribuciones conjuntas idénticas. Si ademds

las varibles aleatorias de cada familia son centradas con covarianza c;; := ¢ (ag\z,)ag\j,))

(@) (2)
ap” + -+ ay dist
— \Si)iel,
( \/N )ie[ ( )GI

donde (s;)ier es una familia semicircular con covarianza (ci;)ijer-

entonces

2.4. Cumulantes y transformadas

Andlogamente al caso clasico, en probabilidad libre se tiene la nociéon de cumulantes.
Dichos cumulantes son de particular interés al trabajar con las trasformadas que a

continuacion se definen.

Notacién 2.2. Denotemos por NC(n) al conjunto de particiones que no se cruzan del

conjunto {1,...,n}, y por NC := 5, NC(n).

Ejemplo 2.9. Supongamos que buscamos funcionales multilineales ., : A" — C para
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cada m € NC tales que

play--a,) = Z Rr(Qy, ..., ap).

7TENC(n)

Por simplicidad denotaremos por «, a Ky, ). De existir dichos funcionales, a los cuales

llamaremos cumulantes, de la férmula recursiva anterior se debe tener que

¢ (a) = m(a),

y por lo tanto ki(a) = ¢ (a). Procediendo de manera similar

¢ (a1as) = Z Kr(ay,as)

TENC(2)

= Ko(a, az) + ff{1}{2}(a1, as).

Una propiedad que es deseable es que x sea multiplicativo respecto a , i.e. que

mw(al,...,an): | | R|V\(ai17"‘7aimv)'
Ven
V={i1,..ijv}

En tal caso, se tiene que kqi} (21(a1,a2) = ki(ai)rz(az) y por lo tanto re(ar,az) =

¢ (araz) — ¢ (a1) ¢ (ag). Procediendo de manera andloga obtenemos que

K3(ar, az, az) =p (a1aza3) — ¢ (a1a2) ¢ (az) — ¢ (a1a3)  (az)

— @ (azaz) p (a1) + 2¢ (a1) ¢ (az) ¥ (a3) .

Comentario 2.12. En el ejemplo anterior pudimos construir hasta x3 bajo la condicion
de que los funcionales k, sean multiplicativos respecto a 7. Sin embargo, no tenemos la
certeza de poder continuar ad infinitum. La existencia de tal familia de funcionless se
demuestra via la teoria general de la inversion de Mcobius. En el Apéndice A se exponen

brevemente algunas de las nociones principales de dicha teoria, la cual nos permite
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demostrar el siguiente teorema.

Teorema 2.7. Sea (A, ) un espacio de probabilidad. Entonces existen funcionales mul-

tilineales (Kx)renc los cuales son multiplicativos en m y satisfacen la siguiente ecuacion

elay...a,) = Z Kr(Q, ..., ap). (2.4)

7TENC(n)

para toda aq,...,a, € A.

Ejemplo 2.10. Si 7 = {{1,8},{2,6},{3,4,5},{7}} entonces
kr(ar, ... as) = Ka(ar, ag)ka(as, ag)ks(as, as, as)ky(ar).

Notacién 2.3. Denotamos por k% a ky(a,...,a).

Observacién 2.1. De la multiplicatividad de la familia (k,)renc es claro que dicha

familia estd determinada por (k,),>1 y viceversa.

A partir de la formula de momentos-cumulantes y las féormulas de inversion de
Mébius (ecuaciones (2.4), (A.1) y (A.2) respectivamente) se pueden derivar algunos
resultados acerca de los cumulantes. De particular importancia son lo siguientes dos

teoremas.

Teorema 2.8. Sea (A, ) un espacio de probabilidad y (Ky,)nen los cumulantes respec-
tiwos. Si (A;)icr son subdlgebras unitales de A con I un conjunto arbitrario, entonces
las familias (A;)icr son libres si y sélo si para toda n > 2 y para cualesquiera a; € Ay
con j =1,...,n se tiene que ky(ay,...,a,) = 0 siempre que exista k € {1,...,n} tal

que i(k) # i(j) para algin j # k.

Comentario 2.13. El teorema anterior caracteriza la libertad de variables aleatorias
mediante la cancelacion de los cumulantes mixtos. El siguiente corolario es una conse-

cuencia directa de este teorema.
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Corolario 2.1. Si a,b € A son variables aleatorias libres entonces para toda n € N se
tiene que

KOTO = k% 4 KD, (2.5)

Definicién 2.18. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad y a una variable aleatoria con

distribucién analitica p sobre R. Se define la transformada de Cauchy G, : C\R — C

Ga(z)Z/RM

z—t

de a como

Puesto que G, depende completamente de p es usual denotar a G, por G,.

Teorema 2.9. Sean (m$),>0 y (k%)n>1 los momentos y cumulantes de una variable

aleatoria a € A respectivamente. Definamos las series de potencias formales

M,(z) := Z mez",

n>0
Cu(z) =1+ Z Kez2".

n>1

Entonces

y ademas

Galz) = 21, <1> |

z z

Comentario 2.14. Mas precisamente, la igualdad entre la transformada de Cauchy G,
y la funcién generadora de momentos M, se da en una vecindad de infinito para z, o
bien una vecindad de cero para 1/z. Esto no representa ningin problema al trabajar
con series de potencias formales. Sin embargo, no es posible recuperar la distribucion
analitica de a a partir de dicha serie de potencias per se, ya que para ello es usual

evaluar a la transformada de Cauchy fuera de tal vecindad de infinito.
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Definicién 2.19. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad y a € A una variable aleatoria

con distribucién analitica p. Se define su transformada R por

Ra(z) = Z Ko 12"

n>0

Al igual que antes, es usual denotar a R, mediante .

De la definicién anterior y la ecuacion (2.5) se tiene la siguiente proposicion.

Proposicién 2.3. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad y a,b € A dos variables alea-

torias. St a,b son libres entonces
Rats = Ra + Re.

La proposicion anterior afirma que la tranformada R linealiza la suma de variables
aleatorias libres. Esto muestra que los cumulantes libres son analogos a los cumulantes
clasicos en el sentido que la transformada R, o funciéon generadora de cumulantes,
linealiza la suma de variables aleatorias libres o independientes segiin sea el caso. Para
finalizar este capitulo presentamos la transformada S, el analogo a la transformada R

para la multiplicacion de variables aleatorias libres.

Definicién 2.20. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad y a una variable aleatoria con
distribucién analitica p. Definimos la funcién generadora de momentos ¥, : C\R — C

de a por

v(2) = [ TEp(aa)

Al igual que antes, es usual denotar a ¥, por V.

Comentario 2.15. La funcion generadora de momentos recibe su nombre del hecho

que para una medida p de soporte compacto tiene lugar la igualdad

U(2) = 3 ma ()"

n>1
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para z en una vecindad del cero. De hecho, en dicha vecindad del cero se tiene que ¥,

estd bien definida y tiene una tnica inversa siempre que mq(u) # 0.

Definicién 2.21. Sea (A, ) un espacio de probabilidad. Para una variable aletoria a
con media no nula y distribucién analitica p se define su transformada S, denotada por

S., mediante

Sa(z) = ;M (2) 12

@ z

para z en una vecindad del cero.

Proposicién 2.4. Sea (A, @) un espacio de probabilidad y a,b € A variables aleatorias

libres, entonces

Sap(2) = Sa(2)Sp(2)

para z en una vecindad del cero.

2.5. Notas adicionales

Este capitulo esta basado principalmente en el libro de Nica y Speicher [19], salvo
lo que concierne a la transformada S lo cual esta basado en el libro de Arizmendi,
Barndorff-Nielsen, Franz, Perez-Abreu, Thorbjensen y Vargas [1].

La demostracién de que la cantidad de emparejamientos que no se cruzan del con-
junto {1,...,2n} es el n-ésimo término de los nimeros de Catalan puede ser encontrada,

junto con muchos resultados mds acerca de estos nimeros, en el libro de Koshy [15].
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Capitulo 3

Probabilidad libre y matrices

aleatorias

En el capitulo anterior expusimos algunos elementos basicos de la probabilidad li-
bre, una teoria donde las variables aleatorias no conmutativas son fundamentales. En
particular, a partir del concepto de variables aleatorias libres se obtuvieron reglas para
calcular la distribucién de la suma y producto de variables aleatorias no conmutativas.
En el presente capitulo se mostrara brevemente como las matrices aleatorias pueden po-
nerse en el contexto de la probabilidad libre. Debido al caracter general de este capitulo,
omitimos las demostraciones de los teoremas. Las referencias pertinentes se encuentran

al final del capitulo.

3.1. Matrices aleatorias

Como veremos en la siguiente secciéon, una herramienta bastante utilizada en la

literatura es la transformada de Cauchy!.

Notacion 3.1. Denotamos por CT al conjunto de niimeros complejos con parte imagi-

1Otra transformada ampliamente utilizada en la literatura es la transformada de Stieltjes, la cual
es el negativo de la transformada de Cauchy.
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naria positiva, 1.e.

Ct:={2eC|S(z) >0}

Definicién 3.1. Sea p una medida de probabilidad en R. Definimos su transformada

de Cauchy G, : C* — C* UR mediante

1

RR— X

Z =

p(dz).

Teorema 3.1. Sea p una medida de probabilidad en R. Para cualesquiera a < b puntos

de continuidad de p tenemos que

1t
pla,b) =lim— [ QG (x + ie)dz.

el0 T a
Teorema 3.2. Sean (f,)n>1 y p medidas de probabilidad en R. Entonces py, KR Sty

solo si G, (2) — G(z) para toda z € C*.

El siguiente teorema es particularmente 1til para obtener la densidad de una fun-
cién de distribucién de la cual dnicamente se conoce su transformada de Cauchy. Esta
formula es utilizada en las Secciénes 5.2 y 5.4 para obtener la densidad de la distribucién

del espectro asintotico de ciertos canales de comunicacién inalambrica.

Teorema 3.3. Sea i una medida de probabilidad en R y xq € R. Si el limite

lim SG,(z
lim 3G, (2)
zZ—X0

existe, entonces la funcion de distribucion F* de p es diferenciable en xg y ademds

1
F*(dxg) = - Zleig}r SGu(2).

Z—ITo

A continuacién definimos los principales objetos de estudio en la teoria de matrices

aleatorias: matrices aleatorias y distribucién empirica espectral.
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Definicién 3.2. Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad, d,e € Ny M = Matgx. (C).
Decimos que X : (,F) — (M,B(M)) es una matriz aleatoria si es una funcién
medible.

Definicién 3.3. Sea X una matriz aleatoria en (€2, F,[P) con valores en Mat, (C).

Definimos su medida empirica espectral 4* mediante

1
/J“X - C_Z Z 5>\k7
k=1
donde 6, es la medida de Dirac en z y Ay, ..., \g son los eigenvalores de X. Denotaremos

por FX ala funcién de distribucién asociada, la cual llamaremos funcién de distribucién

empirica espectral de X.

En general los eigenvalores A, ..., \; pueden ser nimeros complejos. Sin embar-
go, usualmente trabajaremos con matrices Hermitianas por lo que los eigenvalores
A1 < -+ < Ay son reales y més ain, son continuos respecto a las entradas de X [25].
Puesto que la definiciéon de matriz aleatoria implica la medibilidad de los coeficientes
(aleatorios) de X tenemos que \; < --- < A, son variables aleatorias. En particular,

pX es un proceso puntual.

Ejemplo 3.1. Para cada n € N sea X,, una matriz de n x n tal que:
1) X,, es Hermitiana.

2) Los coeficientes en la diagonal son variables aletorias reales independientes idénti-
camente distribuidas con media cero y varianza unitaria con media cero y varianza

unitaria.

3) Los coeficientes arriba de la diagonal son variables aleatorias complejas independien-

tes idénticamente distribuidas con media cero y varianza unitaria.

A la familia (X,,),>1 se le conoce como ensamble de Wigner.

Ejemplo 3.2. Para cada n € N sea X,, una matriz p X n donde p = p(n) es tal

que p/n — y € (0,00). Supongamos que los coeficientes de X,, son variables aleatorias
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complejas independientes idénticamente distribuidas con media cero y varianza unitaria.

Definamos la matriz H,, mediante

H, — 2X,X".
n

A la familia (H,),>1 se le conoce como ensamble de Wishart.

Comentario 3.1.Si xq,...,X, son n vectores observados procedentes de un vector
aleatorio x, entonces la matriz de covarianza muestral estd dada por
n
1 1
— g xXpX) = —XX",
n n
k=1

donde X = (x;---x,). Por este motivo a las matrices de la forma XX* se les suele

denominar matrices de covarianza empirica.

Ejemplo 3.3. Para cada n € N sea U, una matriz aleatoria Haar unitaria de n X n,
i.e. una matriz aleatoria unitaria cuya distribucién es la medida de Haar en las matrices

unitarias. A la familia (U,,),>1 se le conoce como el ensamble de Haar unitario.

Generalmente se llama ensamble a una coleccién de matrices aleatorias cuya di-
mensién crece. Vale la pena mencionar que salvo los supuestos distribucionales no se
especifica ninguna relacién entre las matrices que componen el ensamble. Dos de los
supuestos mas usuales son que las matrices de un mismo ensamble sean independientes
o bien que la matriz de dimensién (n + 1) x (n + 1) se obtenga agregando una fila y

una columna a la matriz de dimension n X n.

Proposicion 3.1. Sea X una matriz aleatoria de d x d con distribucion empirica es-

pectral FX, entonces para toda m € N se tiene que

/meX(dx) = try (X™).
C
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Demostracion. Puesto que A\;(X™) = X\;(X)™ tenemos que

m X 1 : m
/Cx F (dx):ElZAkoc)

tal y como se queria demostrar. O

En particular se tiene la siguiente férmula.

Corolario 3.1. Sea X una matriz aleatoria de d X d con distribucion empirica espectral

FX entonces para toda m € N se tiene que

E (/@ meX(dx)) =E (try (X™)).

3.2. Convergencia de matrices aleatorias clasicas

En esta seccion enunciamos algunos de los teoremas clasicos acerca de la convergen-

cia débil de la distribuciéon empirica espectral de ciertos ensambles.

Definicién 3.4. Llamamos ley del semicirculo a la medida de probabilidad p® deter-

minada por
Va4 — a2

p(de) = . 1i_99)(z)dx.

Proposicién 3.2. La transformada de Cauchy G- de la ley del semicirculo estd dada

por

para z € CT.
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Teorema 3.4 (Teorema de Wigner). Supdngase que (X,,)n>1 €s un ensamble de Wig-
1
ner. Entonces, con probabilidad uno, la distribucion empirica espectral de —X,, con-

Jn

verge débilmente a la ley del semicirculo.

Comentario 3.2 (Método de los momentos). Una posible demostracién para el teorema
anterior es via el método de los momentos. Este método se puede describir a grandes
rasgos como sigue:

Paso 0. Denotemos por F* a la funcién de distribucion asociada a la ley del semicirculo.
Puesto que p® tiene soporte compacto, estd determinada por sus momentos. Dichos

momentos estan dados por

0 si m es impar,
/:z:mFs(dx) =

ﬁ(%f) sim =2k con k € N.

Paso 1. Para toda k& > 0 se tiene que

E ( / xanl/QX"(dx)) ooy / 2F o (dx).

Paso 2. Var (f xkF”71/2X”(dx)) < & para alguna C € R.
Paso 3. Extender la convergencia en media (Paso 1) a convergencia c.s. via la cota
para las varianzas (Paso 2) y el Lema de Borel-Cantelli.
Paso 4. De la convergencia casi segura del paso anterior y la caracterizacion de p® por
sus momentos (Paso 0) concluir el resultado.

La demostracion del Paso 1 utiliza algunos argumentos de teoria de graficas. Espe-

cificamente, del Corolario 3.1 tenemos que

E(éﬂwf”%mm)zﬁ%EmMX%)

n

1
- nm/2+1 Z E (Xi1,i2Xi2,i3 o Xim,il) .

ikzl,...,n
ke{177m}
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Para cada término E (X, ;, Xi, i, - - - Xi,, s, ) podemos construir una gréafica cuyos vertices
sean V' = {iy,...,i,} y cuyas aristas sean F = {(i1,42),..., (im,?1)}. Haciendo un
conteo adecuado de las gréficas formadas de esta manera, el cual sigue hasta cierto
punto las ideas de la demostracién del Teorema de Limite Central Libre, se obtiene la

convergencia buscada. El Paso 2 sigue ideas combinatorias similares, mientras que el

resto de los pasos siguen argumentos usuales de teoria de probabilidad.

Como corolario del teorema anterior se tiene que para un ensamble de Wigner
(X,)n>1 existe un espacio de probabilidad (A, ) y un elemento semicircular s € A
tal que X,, U 5 casi seguramente.

Similarmente, existen resultados acerca de la convergencia de la distribucion empiri-
ca espectral de matrices de Wishart, i.e. matrices de la forma H = XX*.

Definicién 3.5.Sea y € (0,00), a = (1 — /y)* y b = (1 + /y)*. Llamamos ley de

Marchenko-Pastur de pardmetro y a la medida de probabilidad p, determinada por

() = (1= 2 ) Do (lde) + 5

) mry

V(b —x)(x — a)ly(x)de.

Proposicién 3.3. La transformada de Cauchy G,, de la ley de Marchenko-Pastur de

pardametro y estd dada por

para z € CT.

Teorema 3.5 (Teorema de Marchenko-Pastur). Sea (H,,),>1 un ensamble de Wishart
tal que H,, es de dimension p x n donde p = p(n) con p/n — y € (0,00). Entonces,
con probabilidad uno, la distribucion empirical espectral de H,, converge débilmente a

la distribucion de Marchenko-Pastur de pardmentro y.

Es posible demostrar el teorema anterior siguiendo el método de los momentos,
al igual que con el Teorema de Wigner. En este caso los pasos 1 y 2 también siguen

argumentos combinatorios, sin embargo las graficas a estudiar resultan ser diferentes.
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En particular, en el caso del Teorema de Wigner las graficas de interés son arboles
mientras que en el caso del Teorema de Marchenko-Pastur son gréaficas bipartitas. Por

lo tanto las pruebas son similares mas no idénticas.

Teorema 3.6. Sea (U,),>1 un ensamble Haar unitario. Entonces existe un espacio
espacio de probabilidad (A, ¢) tal que U, I casi sequramente, donde u € A es una

variable aletoria Haar unitaria.

3.3. Libertad asintotica

Supongamos que (X,,),>1 es un ensamble cuya distribucién empirica espectral con-
verge débilmente casi seguramente. Los teoremas de la secciéon anterior nos permiten
asociar a tal ensamble una variable aleatoria x en un cierto espacio de probabilidad
(A, ). La distribucién algebraica de = debe estar dada por los momentos de la distri-

bucién espectral limite, esto es

o) = [amFds)

= lim E (trg (X))

n—oo

para toda m € Ny F tal que FX» % F cs.

Si tuvieramos un par de ensambles (X,,)n>1 ¥ (Yy)n>1, €l procedimiento anterior?
nos proporcionaria un espacio de probabilidad (A, ¢) en el cual existen variables aleato-
rias z y y las cuales estan asociadas a los ensambles correspondientes. Para utilizar los
resultados del capitulo anterior es necesario agregar un ingrediente mas: la libertad entre
x vy y. Sin la libertad, al menos a primera vista, el procedimiento de cambiar ensambles

de matrices aleatorias por elementos en un espacio de probabilidad no conmutativo es

poco util.

2Ademas del procedimiento anterior es necesario garantizar la existencia del producto libre de
espacios de probabilidad. Para la demostracién de este hecho véase [19].
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Definicién 3.6. Sean (A, ¢) v (An, ¢,) para n € N espacios de probabilidad. Si S es
un conjunto arbitrario y para cada n € N (a(s,n))ses son variables aleatorias tales que
{a(s,n) | s € S} C Ay (a(s,n))ses =5 (a(s))ses con {a(s) | s € S} C A, decimos
que ({a(s,n)})ses son asintéticamente libres cuando n — oo si ({a(s)})ses son libres.

En notacién de la definicién anterior, el comentario del parrafo anterior a la De-
finicion 3.6 resalta la importancia de la libertad asintética entre matrices aleatorias.

Los siguientes teoremas muestran que algunos ensambles cldsicos son asintéticamente

libres.

Teorema 3.7. Para cada n € N sea (U(s,n))ses una familia de matrices aleatorias
unitarias estandar de nxn independientes, y sea (D(t,n))ier una familia de matrices no
aleatorias de nxn tales que sup,, ||D(t,n)|| < oo para cadat € T y (D(t,n), D(t,n)*)ier

tiene una distribucion limite conjunta. Entonces las familias

({U(s,n),U(s,n)"})ses, {D(t,n),D(t,n)* | t € T}

son asintoticamente libres cuando n — oo casi sequramente.

Definicién 3.7. Decimos que una matriz aleatoria T autoadjunta de n x n es unita-
riamente invariante si

TLVTV*
para cualquier matriz unitaria V de n x n.

Teorema 3.8. Para cada n € N sea (H(s,n))ses una familia de matrices aleatorias
autoadjuntas unitariamente invariantes de nxn independientes, y sea (D(t,n))ier como
en el Teorema 3.7. Si cuando n — oo se tiene que H(s,n) converge en distribucion casi

sequramente a una medida de soporte compacto para cada s € S, entonces la familia

({H(s,n)})ses, {D(t,n), D(t,n)* | t € T})

es asintoticamente libre cuando n — oo cast sequramente.
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Supdngase que se tienen dos ensambles de matrices constantes (A, )n>1 ¥ (Bn)n>1
dist dist . . . .
tales que A,, — a y B,, — b, con a y b variables aleatorias en un cierto espacio
. ., . . dist
(A, ). En tal situacién no es necesariamente cierto que (A, B,) — (a, b), de hecho,
podria ser que (A,,B,) no converja. El siguiente corolario® nos proporciona un par
de ensambles asintéticamente libres los cuales convergen en distribucion a los mismos
elementos. Este recurso sera particularmente ttil en el Capitulo 5, cuando necesite-

mos de la relacién de libertad para calcular el espectro asintético de ciertos canales

multiantena.

Corolario 3.2. Sean (A,)n>1 ¥ (Bn)n>1 dos ensambles de matrices Hermitianas cons-
tantes, los cuales satisfacen las mismas condiciones que el ensamble (D(n)),>1 del Teo-

rema 3.7. 8i (Uy,)n>1 es un ensamble de matrices Haar unitarias, entonces las familias
{UnA UL By}

son asintoticamente libres cuando n — oo casi sequramente.

Como consecuencia del teorema anterior tenemos la siguiente generalizacion del

Teorema de Wigner (Teorema 3.4) la cual es conocida como Teorema de Voiculescu.

Teorema 3.9 (Teorema de Voiculescu). Para cadan € N sea (X(s,n))ses una familia
de matrices gaussianas autoadjuntas estandar independientes de nxmn, y sea (D(t,n))ier

como en el Teorema 3.7. Entonces existe un espacio de probabilidad (A, ) tal que

({X(s,7)})sess Dt n))er) " ((2(5))ses (dt))eer),

(({X(s,n)})ses. {D(t,n) | t € T}) es asintdticamente libre y x(s) es una variable alea-

toria semicircular para toda s € S.

Observemos que la parte medular del teorema anterior radica en la libertad asintéti-

ca de las matrices aleatorias en cuestién. Por lo tanto, podemos construir un teorema

3Es una consecuencia directal del hecho que U,A, U} es unitariamente invariante.
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analogo al teorema anterior para matrices Haar unitarias, el cual se sigue de los Teore-
mas 3.6 y 3.7. Terminamos esta seccién enunciando el teorema analogo al Teorema 3.7

en el caso de matrices de covarianza.

Teorema 3.10. Para s € S yn € N sea p(s,n) € N tal que p(s,n)/n — As € (0,00)
cuando n — oo0. Sea Z(s,n) una matriz aleatoria de p(s,n) x n tal que RNZ, ;(s,n)
y SZ; ;i(s,n) son independientes con distribucion comiun N(0,1/2n). Sea B(s,n) una
matriz autoadjunta de p(s,n) X p(s,n). Supongamos que ((Z(s,n))ses, (B(s,n))ses) son
independientes para cada n € N. Supongamos ademas que para cada s € S se tiene que
B(s,n) converge en distribucion casi sequramente a una medida de soporte compacto.

Si (D(t,n))er es como en el Teorema 3.7 entonces

(({Z(s,n)"B(s,n)Z(s,1)})ses, {D(t,n), D(t,n)" | t € T})

es asintoticamente libre cuando n — oo cast sequramente.

3.4. Notas adicionales

Salvo el Teorema 3.6, las pruebas de las proposiciones y teoremas de las secciones
3.1 y 3.2 pueden ser encontradas en libro de Bai y Silverstein [2]. En particular, las
demostraciones detalladas de los teoremas 3.4 y 3.5 se encuentra en los capitulos 2 y 3
respectivamente. El Teorema 3.6, asi como la seccién anterior, se encuentra en el libro
de Hiai y Petz [13].

El Teorema de Voiculescu (Teorema 3.9) se puede extender a matrices aleatorias no
autoadjuntas, en cuyo caso las matrices gaussianas convergen a una familia de variables

aleatorias circulares libres (véase [10]).
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Capitulo 4

Probabilidad libre valuada en

operadores

En este capitulo daremos una breve introduccién a la probabilidad libre valuada en
operadores, poniendo especial énfasis en los espacios de probabilidad utilizados para
estudiar las matrices aleatorias a bloques y rectangulares. Estos espacios son la base de

las aplicaciones discutidas en el siguiente capitulo.

4.1. Definiciones basicas

Comencemos poniendo en contexto algunos elementos que utilizaremos después.

Definicion 4.1. Sea A una C*-dlgebra unital. Definimos el conjunto de elementos po-

sitivos de A como

A" :={pec Alp=p",Sp(p) C[0,00)}.

Escribimos p > 0 para denotar que p € A*.

Teorema 4.1. Sea A una C*-dlgebra y a una variable aleatoria normal. Si f € C(Sp (a),C)

entonces

Sp (f(a)) = f(Sp(a)).
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Demostracion. Primero demostremos lo siguiente: “f(a) es invertible si y sélo si f(\) #
1
0 para toda A € Sp (a)”. Si f(\) # 0 para toda A € Sp (a) entonces h = 7 es continua

en Sp (a). De las propiedades del célculo funcional definido en el Capitulo 2 tenemos

que

14 = (1)
=@(fh)
= O(f)2(h),

y por lo tanto ®(f) es invertible. Para demostrar el reciproco tomemos f(a) invertible
pero supongamos que f(Ag) = 0 para algin \g € Sp (a). Tomemos a > ||®(f)7!|], en-
tonces por continuidad existe r € R, tal que para toda A € By, () se tiene que | f(\)| <
1/a. Construyamos una funcién continua! h : Sp(a) — [0,a] tal que supp(h) C
By, (r/2) v h(Xo) = a. De la construccién de h se tiene que supp (fh) C By, (r/2)

y ademads || fh|| < 1. Claramente « = ||h||_, y por lo tanto

o = || (h)]]
=[le(hH-"e(nHem]
= [l lIe¢nll

< a,

lo cual es una contradiccién al hecho que f(Ag) = 0 para algin Ay € Sp (a). Con esto
queda demostrada la afirmacién.

Por 1ltimo, observemos que A € Sp (f(a)) si y sélo si (A — f) es no invertible. Més
atn, del parrafo anterior tenemos que ®(A— f) es no invertible (en C'(Sp (a) , C)) siy sélo

si A — f(X\g) = 0 para algin A\g € Sp (a), lo cual implica trivialmente el resultado.  [J

Comentario 4.1. En la demostracién anterior usamos implicitamente que ®(C(Sp (a) , C))

Podemos construir una funcién de prueba (bump function) por ejemplo.

42



es una x-algebra conmutativa, i.e. si f,g € C'(Sp (a),C) entonces ®(f)P(g) = (fg) =
(g)®(/f)-
Definicién 4.2. Sean A y B dos C*-dlgebras unitales. Un mapeo lineal f : A — B se
dice positivo si f(a) > 0 para toda a > 0.

Definimos el mapeo lineal I; ® f : Maty (A) — Maty (B) de tal forma que para
M € Maty(C) y a € A se tiene que (I; ® f)(M ® a) = M ® f(a). Decimos que
f: A — B es completamente positivo si I; ® f es positivo para toda d € N.
Definicién 4.3. Sea A una C*-dlgebra unital y B una C*-subélgebra unital de A. Un

mapeo E : A — B es una esperanza condicional si

a) F es un mapeo lineal completamente positivo,
b) E (b) = b para toda b € B,

c) E (bjaby) = b1 E (a) by para toda a € Ay cualesquiera by, by € B.

Un espacio de probabilidad valuado en operadores consiste de una terna (E, A, B) donde

B C A son C*-dlgebras unitales y E : A — B es una esperanza condicional.

Definicién 4.4. Un W*-espacio de probabilidad es un C*-espacio de probabilidad en
el que el algebra correspondiente es una W*-algebra, i.e. una C*-algebra la cual es el

espacio de Banach dual de un cierto espacio de Banach.

Comentario 4.2. 5i (A, ¢) es un W*-espacio de probabilidad tracial, entonces para
cada W*-subalgebra B existe una tunica esperanza condicional £ : A — B tal que
poF = p. Por lo tanto, en el contexto de los W*-espacios de probabilidad, la esperanza
condicional E posee la propiedad de anidamiento de la esperanza condicional probabi-
lista (véase [24], [3] y referencias alli). En este sentido, el término esperanza condicional
es un abuso de notacion ya que la esperanza condicional de la definicién anterior no es

lo misma que la esperanza condicional probabilista.

La siguiente proposicion ilustra una consecuencia de la positividad de E.

Proposicién 4.1. Sea (A, B, E) es un espacio de probabilidad valuado en operadores,

entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:
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1) Sip e At entonces E (p) € A*.

2) Sia € A es autoadjunto entonces E (a) = E (a)".
3) Six € A entonces E (x*) = E (x)".
Demostracion.

1) Puesto que E es completamente positivo, en particular es positivo. Por lo tanto

E (p) € A" para todo p € AT.

a+1 a—1 . . [
2) Definamos u = 5 A yuv=—yp 2 Puesto que u es autoadjunto existe un calculo

funcional ®, asociado a u. Si f(z) = Zz entonces del Teorema 4.1 se tiene que

Sp (u"u) = Sp (f(u))
= f(Sp (u))
={IAP[A€Sp(u)} C [0,00),

es decir, u*u € A", Similarmente v*v € A" y por el inciso anterior se tiene que

3) La demostracién de este inciso es directa del inciso anterior y la técnica de la de-

mostracion de la Proposicién 2.1.
O

Comentario 4.3. Observemos que la positividad de la esperanza condicional es de

utilidad al trabajar con la involusién y el espectro. Sin embargo, generalmente traba-
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jaremos en un nivel més algebraico por lo que omitiremos la propiedad a) al demostrar

que un funcional lineal es esperanza condicional.

Definicién 4.5. Sea (E, A, B) un espacio de probabilidad valuado en operadores. La
distribucién valuada en operadores de una variable aleatoria a € A es el funcional lineal

p o B(X, X*) — C el cual estd determinado por
(X0 X2 X, 1 X)) = E(a“b1a®...a" b, _1a™)

paran € N ey, ...,e, € {1,x} yby,...,b,_1 € B.
A las expresiones de la forma E (a“bja®...a“'b,_1a) se les llama momentos

valuados en operadores.

Comentario 4.4. Observemos que la definiciéon anterior es practicamente la misma
que en el caso escalar, salvo que ¢ fue remplazado por E y Cl4 por B. De hecho,
puesto que C14 es un subgrupo del centro de A, en la definiciéon del caso escalar no
es necesario escribir el analogo a los by,...,b,_1 de la definicion anterior. La definicion
de distribucién valuada en operadores de varias variables se establece mediante esta

misma analogia, al igual que la siguiente definicion.

Definicién 4.6. Sean A; subalgebras unitales de A para ¢ € I, con I un conjunto

arbitrario. Las dlgebras (\A;);cr son libres respecto a E si

siempre que a; € Ker (E) N A;;) para j € {1,...,n} y ademds® i(1) # i(2),i(2) #
i(3),...,i(n—1) #i(n).

Decimos que las familias de variables aleatorias {agi), e ,a£53} para ¢ € I son libres
respecto a E si las dlgebras (B3, agi), e ,a,@> para ¢ € I son libres respecto a E.

Comentario 4.5. Al igual que en el caso escalar, la distribucion valuada en operadores

de una familia libre respecto a F depende tnicamente de las distribuciones valuadas

2Como antes, es permitido que i(1) = 4(3) y que i(1) = i(n).
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en operadores individuales. Por lo tanto, en este contexto tendremos herramientas muy
similares a las del caso escalar, i.e. cumulantes, transformada de Cauchy, transformada

R, transformada S, etc.

Ejemplo 4.1. Supongamos que z,y € A son libres respecto a £ : A — B. Entonces®

donde la ultima igualdad se sigue de la propiedad c¢) en la Definicién 4.3. Por lo tanto

E (zy) = E (z) E (y), similar al caso escalar.

Ejemplo 4.2. Sean x y {y1, 32} libres respecto a E. Entonces

0=FE((y1 — Ey))(x—E(2)(y2— E (1))
=FE(y(z—E(@)(y2— E(y2)) — E(E (1) (z — E(2))(y2 — £ (32)))
=Ey(r—E@)(y2— E(y2)) — E(n) E((x — E(2))(y2 — £ (1)) -

Puesto que = y y, son libres se tiene que E (y;) E(x — E(2)) E(y2 — E(y2)) = 0, v

procediendo como en el ejemplo anterior se tiene que

Por lo tanto F (y12y2) = E (11 E (x) ya).

3Puesto que E (z) € B, en este caso no hay abuso de notacién al escribir x — F (z), a diferencia del
caso escalar donde x — ¢ (x) significaba x — ¢ (z) 1 4.
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Comentario 4.6. Observemos que la formula del ejemplo anterior es idéntica a la del
caso escalar, salvo que en este contexto el término F (z) no conmuta con el resto de
la expresién. Especificamente, si B =C y E = ¢ entonces F (z) = ¢ (x) € C y por lo

tanto

E(y1zy2) = E (1 E () ya)

= E (z) E (y192) -

En particular, observamos que en el caso general B C A se tiene que los términos
en las expresiones para los momentos mixtos de variables aleatorias libres mantienen

el orden inicial de las variables en cuestion, e.g. E(xy) = E(x) E(y) y E (y12y2) =
E(E () ys).

Ejemplo 4.3. Siguiendo la metodologia anterior, para {x1, 22}, {y1, 42} libres se tiene

que

E(z1y129y0) = E (01 E (y1) ¥2) E (y2)+E (21) E ()1 E (v2) y2)—E (21) E (1) E (22) E (y2) -

En analogia al caso escalar se definen a continuacién los cumulantes valuados en

operadores.

Definicién 4.7. Sea B un algebra y M un espacio vectorial sobre C. Decimos que M

es un B-bimdédulo si el algebra B actua en él por derecha e izquierda.
Ejemplo 4.4. De la definiciéon de algebra es claro que B es un B-bimdédulo.

Definicién 4.8. El producto tensorial M ®g N de dos B-bimédulos M y N se define
como el producto tensorial M ® N médulo la identificacion (m -b) @ n ~ m & (b - n)

para todo (m,b,n) € xM x B x N.

Comentario 4.7. Obsérvese que M ®p N se puede dotar de una estructura de B-

bimédulo definiendo by - (m ®@ n) - by = (by - m) ® (n - by) para todos by, by € B, m € M
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y n € N. Esto nos permite definir el B-bimédulo

A% = A@g - @p A
—_———

n

paran € N.

Definicién 4.9. Sean M y N dos B-bimédulos. Se dice que f : M — N es un morfismo

entre B-bimédulos si
f(bymby + bym/'by) = by f(m)by + b f(m)b),

para todos by, b}, be, 0, € By m,m’ € M.

Definicién 4.10. Sea (E, A, B) un espacio de probabilidad valuado en operadores.
Definimos los cumulantes valuados en operadores como la familia de morfismos entre
B-bimddulos

(KB : A®" — B) renc(n)men

la cual satisface que:

1) Es multiplicativa respecto al argumento 7.

11) Satisface la relacién

E(ay...a,) = Z KE(a1® ... ®ay).
TeNC(n)

Al igual que en el caso escalar, a la ecuacién anterior se le conoce como la férmula

momentos-cumulantes.
Comentario 4.8. Observemos que B en k8 denota que el cumulante en cuestién es
B-valuado. Cuando no cause confunsién escribiremos tinicamente x, en lugar de x5.

Comentario 4.9. La definicién anterior necesita justificacion puesto que la existencia
de tales morfismos no es clara a priori. Sin embargo, podemos imitar la teoria desarrolla-

da en el caso escalar para el caso valuado en operadores. Para ello, es necesario extender

48



la teoria para trabajar con funciones B-valuadas en lugar de funciones C-valuadas?, y a
partir de E crear una familia de morfimos entre B-bimédulos la cual sea multiplicativa.

Puesto que B en principio no es conmutativa, para que una familia sea multipli-
cativa requiere que se respete el orden de los bloques de w. Para aclarar este punto

desarrollemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5. Si 7 = {{1,8},{2,6},{3,4,5},{7}} entonces
Kr(a1 @ ... ® ag) = ka(a1ka(azks(az @ as @ as) ® ag)k1(ar) @ ag).

Comentario 4.10. Observemos que las expresiones para los cumulantes valuados en
operadores son muy similares a las del caso escalar. Las diferencias, al igual que con el
mapeo FE, provienen de la no conmutatividad de B. Si B = C y E = ¢ entonces para 7

como en el ejemplo anterior se tiene que
Kr(ar, ..., as) = Ka(a1 @ as)ka(az @ ag)rs(as ® as ® as)ki(ar),
lo cual coincide con el caso escalar.

El siguiente teorema es la versién valuada en operadores del Teorema 2.8.

Teorema 4.2. Sean (E, A,B) un espacio de probabilidad valuado en operadores e I

un conjunto arbitrario. Las familias de variables aleatorias (agi), e ,a%})ia son libres

respecto a E si y solo si los cumulantes mixtos se anulan.

4.2. Variables aleatorias semicirculares y el teorema

del limite central

Definicién 4.11. Sea (F, A, B) un espacio de probabilidad valuado en operadores y s

una variable aleatoria. Se dice que s es un elemento semicircular valuado en operadores

4En particular, es necesario extender la formula de inversién de Mobius bajo la consideracién de
una funcién zeta dada por (o, 7) = 15 para toda o < 7.
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si para toda n > 1 se tiene que

E (sby---sb,_18) = Z Rr(sh @ ... ® sb,_1 ® s), (4.1)

mENCa(n)

para by,...,b,_1 € B.

Ejemplo 4.6. Sea s es un elemento semicircular en (E, A, B). Puesto que NCy(2n+1) =

() para toda n € N entonces

E(s") = >, kals) =04,

WGNC2(2n+1)
y en particular, de la férmula momentos-cumulantes concluimos que ki(s) = 0.4.

Ademéds, de la ecuacion (4.1) se tiene que para b € B

E (sbs) = Ka(sb® s).

Definicién 4.12. Sea = un elemento en (E, A, B). Definimos la funcién de covarianza

de z, n : B — B, mediante la aplicacién b — E (xbx).

Comentario 4.11. Si 7 € NCy(n) entonces k,(s®---® s) se puede calcular utilizando
tinicamente la funcién de covarianza de s. Por ejemplo, param = {{1,4},{2,3},{5,6}} €

NCy(6) se tiene que

Re($®...®8) = Ka(ska(s ® 5) ® $)ka(s® s)
= ra(sn(1a) @ s)n(1a)

=n(n(1a))n(1a).

Maés ain, la representacion de m € NCy(n) mediante paréntesis muestra claramente la
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forma de (s ® - - ® s), e.g.

m=(0)0) = rx(s®@---@s) =nn(1a))n(1a)

™= ((0)0) = (s ®---@5) =n(nn(1a))n(1a))-

Lema 4.1. Si s es una variable aleatoria semicircular en (E, A, B) entonces
Kont1(sb1 @ -+ ® sby, ® 5) =0

paran € N y by, ... by, € B.

Demostracion. Procedamos por induccién. El caso n = 0 se calculé en el Ejemplo 4.6.
Supongamos el resultado para n. También del Ejemplo 4.6 sabemos que F (32(”+1)+1) =

04, y de la féormula momentos-cumulantes tenemos que
OA - Z "iﬂ'(Sbl K- ® SbQ(n—i—l) X S))
TENC(2(n+1)+1)
o equivalentemente
/{Q(n+1)+1(8b1 Q- Sbg(nJrl) ® S) = — Z /{71—<Sbl (SN Sbg(n+1) &® S).
T<INC(2(n+1)+1)

Demostraremos que cada término de la suma anterior se anula. Sea ™ < Inc(2(n41)+1)
entonces 7 tiene al menos un bloque, digamos V', el cual tiene cardinalidad impar.
Puesto que 7 tiene mas de un bloque concluimos que |V| < 2n + 1. Observemos que V'

aparecera en KR de la siguiente manera
/‘i‘v|(8k'1 K- ® Sk|v|71 ® S),

donde ky,...,ky—1 € B son obtenidos mediante los bloques anidados en V. De la
hipétesis de induccién tal término se anula. Puesto que m < Inc(2(n+1)+1) s arbitrario

concluimos el resultado deseado. O
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Proposicién 4.2. Si s es una variable aleatoria semicircular en (E, A, B) entonces
/ﬁ?n(Sbl - Sbn_l (9 8) =0

paran >3 yby,...,b,_1 €B.

Demostracion. Puesto que el lema anterior demostro el caso impar, bastara demostrar

el caso par. De la férmula de momentos-cumulantes y la ecuacién (4.1) se tiene que

Ka(sh @ -+ @ s) = E(sby -+ s) — Z Fir(sb1 ® - ® 8) — Z Kr(sh ®---®s)

TeNC2(4) 7r§E1\11C2(4)
T<INc(a)

=— Z Rr(sh ® -+ ® s).

#¢NCa(4)
7r<1NC(4)

Por el Lema 4.1 es claro que todos los términos de la 1ltima suma son cero. Esto ultimo
es el paso base de una induccién sobre 2(n+1) con n € N. Procediendo como en el caso

base, el paso inductivo se sigue trivialmente de la base de induccion. O

Definicién 4.13. Sean (E, A, B) para n € N espacios de probabilidad valuados en
operadores, I un conjunto arbitrario y (a;(n));c; familias de elementos en 4,, para cada
n € N. Si (E, A, B) es un espacio de probabilidad valuado en operadores el cual contiene
a la familia de variables aleatorias (a;);cr, decimos que las familias (a;(n));e; convergen
en B-distribucion a (a;);e; cuando n — oo si las distribuciones valuadas en operadores

convergen.

Definicién 4.14. Sean I conjuntos arbitrarios para cada s € S con S un conjunto
arbitrario. Ademads, sean (E,A,,B) espacios de probabilidad valuados en operadores
para cadan € N. Si (a;(n));er, C A, son familias de variables aleatorias para cualesquier
s € S yn €N, decimos que son asintéticamente libres respecto a E si convergen en

B-distribucién a familias de variables aleatorias libres respecto a E.

A continuacion enunciamos el Teorema del Limite Central en su version valuada en

operadores.

52



Teorema 4.3. Sea (E, A,B) un espacio de probabilidad valuado en operadores. Sea

(Xp)n>1 una familia de variables aleatorias autoadjuntas tales que
1) X1, Xo,... son libres respecto a E.
11) Para cualesquieran > 1 yb € B se tiene que E (X,) =0 y E (X,,bX,,) = n(b).

111) Para toda k € N y cualesquiera by, ..., by € B se tiene que

sup || E (X,by -+ - Xpby)|| < 00.

n>1

N
Entonces —= > X,, converge en B-distribucidn a un elemento semicircular con

n=1
covarianza 1.
Bosquejo de la demostracion. La demostracién sigue esencialmente los mismos argu-

mentos que en el caso escalar, con la salvedad que ahora hay que considerar las B-

distribuciones. Especificamente, definamos a

1
SN i&—m —F— X,
mat
Entonces para m € Ny by,...,b,,_1 € B se tiene que

E(SNbl"'bm—lsN) = N_m/2 Z E(X“bl "'bm—lXim>~

]6{177m}

De la condicién IIT) y un andlisis similar al del caso escalar, utilizando el Ejemplo 4.2
concluimos que unicamente las particiones que no se cruza aportan a la suma anterior

asintoticamente, i.e.

lfm E (sybi-bnoisy) = > E(Xjmbi- b1 X, ()

N—oo
TENCa(m)

donde ji(7),...,Jm(m) son indices compatibles con la particién 7. Por tltimo, basta
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probar la igualdad
K (le(ﬂ)bl e bm—lX'm(W)) = Fr(sb1 @ - @ sb—1 © 5)

donde s es un elemento semicircular cualquiera. Esta igualdad se sigue de la condiciéon

IT) y un procedimiento iterativo de cancelacién de pares basado en el Ejemplo 4.3. [

4.3. Transformadas y ecuaciones de subordinacion

En esta seccion se dan las versiones valuadas en operadores para las transformadas
definidas en la Seccién 2.4. Ademas, se enuncian las llamadas «ecuaciones de subordi-

nacién», las cuales utilizaremos en el siguiente capitulo.

Definicién 4.15. Sea (F, A, B) un espacio de probabilidad valuado en operadores. Para

a € A se define su transformada de Cauchy valuada en operadores G, : B — B por
Ga(b) = E((b—-a)™),

siempre que b — a sea invertible.

Comentario 4.12. Si tomamos F de tal forma que sea compatible con ¢, i.e. po E = ¢,

entonces para z € C se tiene que

ga(Z) =¥ (Ga(Z]-A)) ’

donde g, es la transformada de Cauchy escalar de a. Puesto que la transformada de
Cauchy escalar determina de manera tnica la distribucién analitica p, de a, es claro que
la transformada de Cauchy valuada en operadores también determina dicha distribucion
de manera unica. En otras palabras, si a,a € A son tales que G,(b) = G;(b) para toda

b con b —a o b — a invertible, entonces p, = f14.

La siguiente proposicion ilustra una representacion alternativa de la transformada
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de Cauchy valuada en operadores. Al igual que en el caso escalar, las representaciones
por medio de series de potencias permiten utilizar herramientas combinatorias, enri-

queciendo a la contraparte analitica.

Proposicién 4.3. Sea (E, A, B) un espacio de probabilidad valuado en operadores. Si

a € A es una variable aleatoria y b € B es invertible tal que ||b~|| < ||a||”", entonces

Galb) =Y E (b7 (ab™")").

n>0
Demostracion. Dado que b es invertible tenemos que

(b—a)™" = ((La—ab ™))"

=b (14 —abH)
y puesto que ||b|| > ||a|| entonces

(b—a) =b"> (a7

n>0

=> b (ab )"
n>0
Puesto que E es completamente positivo, en particular es continuo®. Por lo tanto

G.(b) =E (Z bl(abl)">

=> B0 (ab™)"),

n>0

tal y como queriamos demostrar. O]

Definicién 4.16. Sea a € A una variable aleatoria en (E, A, B). Se define la transfor-

SEste hecho es un resultado conocido de la teorfa de C*-dlgebras. Véase [21] y referencias alli.
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mada R valuada en operadores de a para b € B mediante

Ra(b) = finn(ab®-- @ ab®@a).

n>0

Comentario 4.13. Se puede demostrar que la serie de la definicién anterior converge en
un vecindad de cero. De hecho, existe toda una teoria acerca de los aspectos analiticos
relacionados. En este trabajo no abordaremos el tema, remitimos al lector interesado

al articulo de Belinschi, Mai y Speicher [3].

Ejemplo 4.7. Si s es un elemento semicircular con covarianza n, de la Proposicién 4.2

tenemos que

Re(b) =D kna(sb® - @ sb® s)

n>0

= Ka(sb® s)

= n(b).

Teorema 4.4. Sea a una variable aleatoria en (E, A, B), entonces las siguientes afir-

maciones se cumplen:

a) La transformada de Cauchy y la transformada R de a satisfacen que

DGa(b) = 1+ Ro(GalD)) - Galb). (4.2)

b) Si x,y son libre sobre B, entonces los cumulantes miztos B-valuadas en x y y se

anulan, lo cual implica la aditividad de la transformada R
Raty(b) = Ry(b) + Ry ().
c) Six,y son libres respecto a E entonces

Gm+y(b) =G, (b— Ry(Gz+y(b))) : (4.3)
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Comentario 4.14. La afirmacién a) de la proposicién anterior nos permite encontrar
la transformada R a partir de la transformada de Cauchy, especificamente se tiene que

Ra(b) = G (b) — b7,

a

Por lo tanto, si se tienen las transformadas de Cauchy G, y G, de dos variables aleatorias
x y y entonces se tienen las transformadas R, y R,. De b) y c) se tiene entonces que la
transforma de Cauchy de la suma de dos variables aleatorias libres es la solucién a la
ecuacién de punto fijo (4.3). Sin embargo, calcularemos la transformada de Cauchy de la
suma de variables aleatorias libres respecto a £ mediante la ecuaciéon de subordinacion

aditiva del siguiente teorema.

Definicién 4.17. Sea (E, A, B) un espacio de probabilidad valuado en operadores con
Ay B W*-dlgebras. Para una variable aleatoria x € A definimos su parte real Rz y su

parte imaginaria Sz por

T+ x*
Rx = 5
*
T —x
Sz = -
21

Decimos que x > 0 si x es invertible y = > 0. Definimos el semiplano superior de B,

denotado por H*(B), mediante

H"(B) :={be B|Sb> 0}

Para z = z* en A definimos, para toda b € H*(B), su transformada r y su transformada

h mediante



Teorema 4.5. Sean z,y € A wvariables aleatorias autoadjuntas libres respecto a E.

Entonces para toda b € HT(B) se tiene que
Goiyb = Gy(wi (b)),
con wy(b) = lim,,_o. f{*(w) para cualquier w € HT(B) y

fo(w) = ry(ry(w) +b) + 0.

Para finalizar, a continuacion damos los elementos necesarios para calcular la trans-
formada de Cauchy del producto de variables aleatorias libres. Remitimos al lector
interesado en los detalles de la teoria analitica involucrada al articulo de Belinschi,

Speicher, Treilhard y Vargas [4] del 2013.

Teorema 4.6. Sean x > 0 y y = y* variables aleatorias en A libres respecto a E : A —
B con esperanzas condicionales invertibles. Para toda b € B con J(bx) > 0 definamos
la funcion gy(w) = bhy(hy(w)b) para toda w € H*(B). Entonces existe una funcion wsy
tal que

wo(b) = lim g (w)

para toda w € HT(B), y ademds

Gmy(leg) = (213 — hmy(z_llg))_l,

2hey(218) = wa(21p)hy(wa(21R))).

Comentario 4.15. De las férmulas anteriores es claro que unicamente son necesarias
las transfomadas de Cauchy valuadas en operadores de variables aleatorias libres para

calcular la transformada de Cauchy de su producto.

o8



4.4. Espacios de probabilidad rectangulares

Esta seccién esta dedicada a la exposicion de una clase muy particular de espacios
valuados en operadores, los llamados espacios rectangulares. Estos espacios de proba-

bilidad nos permitirdn trabajar de manera sistematica con matrices no cuadradas.

Definicién 4.18. Para d € N fijo, decimos que (A, ¢) es un (p1, ..., pg)-espacio de pro-
babilidad si (A, ¢) es un x-espacio de probabilidad tracial y py, ..., pg son proyecciones

autoadjuntas no cero, ortogonales a pares y tales que p; + ...+ pg = 14.

Ejemplo 4.8. Sean P;,...,P; € Nfijosy N := P, + --- 4+ P;. Denotemos por A a las
matrices aleatorias de N x N y por ¢ :== E® try : A — C. Para cada k € {1,...,d},

denotemos por p; al elemento dado por

1 Sia:byae(P1+"'+Pk71,P1+"'—|—Pk]
(pk)a,b:
0 en otro caso

para toda a,b € {1,..., N}. En este contexto (A, ) es un (py,...,pq)-espacio de pro-
babilidad.

Mas atin, si A es una matriz aleatoria de P, x Py para algunos i,k € {1,...,d}

entonces existe un encajamiento canoénico A de A en A el cual esta determinado por

(

Aa—(P1+“'+Pz'71)7b—(P1+"'+Pk_1) sia € (Pl + -+ Pz‘—l; P+ + PZ]

i

ab = ybE(Pit -+ Py, Pt + B,

0 en otro caso.

\

para a,b € {1,...,N}.

De esta manera podemos trabajar con matrices aleatorias rectangulares via matrices

aleatorias a bloques. Mdas especificamente, podemos pensar que cada A € A es de la
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forma

A@D  o Aldd)

con AR una matrices aleatoria de dimensién P; x P.

Abusando de la notacion, denotaremos por A tanto al encajamiento como a la matriz

original.

La siguiente definiciéon nos proporciona una representacion, que como veremos mas
adelante, nos permite llevar la intuicién de las matrices a bloques a los espacios rectan-

gulares.

Definicién 4.19. Sea (A, ¢) un (p1, ..., ps)-espacio de probabilidad. Para x € A de-

notamos por 7 a la representacién de x en Mat, (A) dada por

i1 -0 Tid

g1 - Tdd

donde Z;; = p;xp; parai,j € {1,...,d}.

Observacién 4.1. El mapeo * : A — Mat, (A) de la definicion anterior es inyectivo.
Mis aun, es biyectivo si nos restringimos al subconjunto de Mat, (AA) que contiene a las

matrices tales que el elemento en la posicién 4, j es de la forma p;ap; para algin a € A.

La siguiente proposicion es una consecuencia directa de la definiciéon anterior.
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Proposicion 4.4. Sean x,y € A, entonces

d
E Tij,
4,j=1

aj:
Ty = 7,
Try=7+7
= I

Observacion 4.2. La proposicién anterior y la Observacién 4.1 implican que podemos
trabajar con la representacion o con el elemento del algebra indistintamente. Abusando

de la notacion, en lo sucesivo utilizaremos a = para representar a x y T indistintamente.

Definicién 4.20. Definamos A, ; := p;Ap; para i,j € {1,...,d}. Llamaremos elemen-

tos simples a los elementos en
d
U A\ {04}
ij=1
Ademds, para i € {1,...,d} definamos ¢; : A;; — C mediante

1
Pi = —¢

)

A i

donde p; = ¢ (p;).

Corolario 4.1. Para cada i € {1,...,d} se tiene que (A;;, ¢;) es un x-espacio de

probabilidad tracial.

Proposicién 4.5. Sea a € A;; yb e A;;, entonces

pipi(ab) = pjp;(ba). (4.4)
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Demostracion. Un calculo muestra que

1
pipi(ab) = Pi;@ 4, (ab)
= ¢ (ab)
= ¢ (ba)
= pjps(ba),
tal y como queriamos demostrar. O

Comentario 4.16. La proposicién anterior aunque sencilla, refleja una de las carac-
teristicas principales de los espacios rectangulares, a saber, es posible pasar de un subes-
pacio A, ; a otro mediante una ecuacién de balance®. Encontraremos ecuaciones similares

para esperanzas condicionales y cumulantes.

Definicién 4.21. Definamos D := (py,...,pa) vy £ : A — D por

E (z) = diag (v1(211), - - -, pa(Taa)) -

Corolario 4.2. El espacio (E, A, D) es un espacio de probabilidad valuado en opera-

dores.

Comentario 4.17. Es claro que D es una x-subalgebra de A, ya que la biyeccién dada

por

d
Z >\sz = dlag ()\17 s 7)‘03)
=1

6Si X es una matriz gaussiana de N x M entonces
* 1 *
try(XX™) = Ntr(XX )
M
= ﬁtr]y[(X*X).

Observemos pues que los momentos de X X* y X* X son practicamente los mismos salvo un coeficiente,
este tipo de coeficientes se maneja sistemdaticamente con este tipo de ecuaciones de balance.
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identifica a D con las matrices diagonales, las cuales son una *-subalgebra de Mat, (\A).

Demostracion del Corolario 4.2. Para demostrar este corolario basta demostrar que’
» B (1y) =14,
» F (diady) = diF (a) dy para cualesquieras a € Ay dy,dy € D.
La primer propiedad se cumple trivialmente de las definiciones de ¢; y z;;. Puesto que
la representaciéon en Mat, (A) de cualquier elemento de D es una matriz diagonal con

entradas complejas, un célculo directo demuestra la segunda propiedad. O

De la linealidad de los cumulantes, un calculo directo nos muestra el siguiente co-

rolario.

Corolario 4.3. Sean a,b € A, entonces

d
Ka(a®Db) = Z Ko (@i @ bjr).

ivkujvl:l

Por induccién podemos extender el corolario anterior para cualquier cantidad finita
de variables aleatorias. De dicha extension concluimos que basta trabajar con elementos

simples.
Corolario 4.4. Seana € A, yb e Aj;. Sik # j entonces ka(a @ b) = 0.

Demostracion. Observemos que

ka(a ® b) = Ka(psapr @ pibpr)

= Ka(piapip; & bpy).

De la ortogonalidad de las proyecciones el resultado se sigue. O]

"Como se mencioné anteriormente, puesto que estamos trabajando desde un punto de vista alge-
braico omitimos la demostracién de que E es completamente positivo. Para la demostracién de este
hecho véase [21].

63



Por lo tanto, al trabajar con k, nos restringiremos a trabajar con elementos en

Aigiy @p Aiy iy @p -+ @p Aiy_y i,

para algunos i, ...,i, € {1,...,d}.

Corolario 4.5. Sea n € N, 7 € NC(n), ip,...,i, € {1,...,d} ya € Ajyi, @p -+ Qp
Ai .- Entonces
kir(a) = Kxpi,
con ki € C dada por
I mAne-eaw,) i=i
— Ver
Kn = V:{k1<e-~<km} (4.5)
0 io 7 in.
Observacién 4.3.5i 7 = 1y, entonces la férmula (4.5) dnicamente afirma que

kn(a) € (pi,), y que K, queda determinado por el coeficiente que acompana a p;, en

Kn(a).

Comentario 4.18. La esencia de los espacios rectangulares reside principalmente en

las ecuaciones de balance y el corolario anterior. Las ecuaciones de balance nos propor-

cionan una especie de tracialidad, mientras que el corolario anterior nos muestra que los

cumulantes rectangulares obedecen practicamente las mismas reglas que los escalares.

Demostracion del Corolario 4.5. La demostracion se realizarda por induccién en n. Si

n =1, entonces a € A, ;, vy

k1(a) = Ey(a)
= F (a)

= diag (¢1(a11), - - -, va(adq)) -
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Esto implica que si iy # ¢; entonces ki(a) = Op;, = 04, mientras que ri(a) =
@i, (@iyiy )iy, Sl ig = i1. Supongamos que se cumple para n € N. Si a = pa1p;, ®
@ Piy Ang1Din,, cON a; € Aparai=1,...,n+ 1, entonces de la férmula momentos-

cumulantes se tiene que para 0 = Ing(n41)

knsi(a@) = Y Ex(a)u(r, Incmsn)

TENC(n+1)

= En(a) + Z Er(a)p(, lNC(n-i-l))'

T<INC(n+1)

Observemos que

En(a) = Ey(piya1pi, @ -+ @ Piy, Gng1Pi )
=F

(pioalpil o 'pinan+lpin+1)

K1 (pigalpil e 'pz'nan+1pin+1>>

y por el paso base tenemos que E,(a) € (p;,,,). Para m < 1,,,, entonces existe un
bloque V€ 7 con |V| < n tal que V = {i;,4; +1,...,4; + |V| — 1} para algin
j € {1,...,n}. De la estructura multiplicativa de E' y la hipdtesis de induccién se tiene

que

Er(a) =Env(pi,a1pi, ®@ -+ @ Eyy(pi;_,a;ps; @ -+ ®pinV‘,Qaj+\V\—1Pij+\v\71) (4.6)

Dij v o1 @i+ VI Disy v Q- ® pinain+1pin+1> € <pin+1>v

donde m\V representa a la particion 7 cuando se le quita el bloque V. Observemos
que aqui supusimos que V' es un bloque interno de 7, si no es asi, entonces E,(a) se
factoriza como el producto de esperanzas de orden menor, y la conclusién sigue siendo

valida. Por lo tanto, k,41(a) € (pi,,,)-

Si 0 < Inc(nt1), entonces la ecuacion (4.6) sigue siendo valida para x en lugar E y
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o en lugar de 7. Por la hipdtesis de induccion tenemos que

Fdn(a) =RKzx\v/ (Pioalpn K- H\V\(Pijflajpij Q- pij+,v,,2aj+|V|f1pij+|V|,1)

Pij1vi-1 @+ V|Pijyp Q- ® Piy Giry 1 Pi 1)

Puesto que A, ;, ®pAi, i, ®@p- - -@pAi, 4, Dara algunosio, ..., i, € {1,...,d}, entonces

R (@) =R (i1 @Pi; @ -+ @ Diy 4 VI-1Pig )

K\ (Diga1pi, ® -+ ® Pijyiv)-1Q+VIPijy ) @0 ® Diy, Wiy i1 Pinsr)-
Aplicando el procedimiento anterior de manera iterativa con los bloques de o obtenemos
la férmula (4.5), tal y como querfamos demostrar. O

Finalizaremos esta seccién con un teorema que enunciamos sin demostracion, sin em-
bargo, la prueba sigue la técnica del corolario anterior, i.e. utilizar la relacién momentos-
cumulantes y analizar particion por particién. Los detalles técnicos completos pueden

ser vistos en [5].

Teorema 4.7. Sea a = a1 ® --- X a, con a; € .Aij_h,-j Y 19 = . Entonces

Piokin(a1 ® -+ @ an) = pKnp(az ® - @ ay) (4.7)
pioﬁn(al ® - Qay) :pilﬁn(@@---@al). (4.8)

Corolario 4.6. Seaa =a; ®---® a, con a; € Az‘j,l,z’j Y ig = in. Entonces

4.5. Matrices a bloques

En esta seccion estudiamos una clase de espacios de probabilidad valuados en ope-
radores los cuales nos permitiran trabajar con matrices a bloques en las que todos sus

bloques son cuadrados.
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Proposicién 4.6. Sea (C, ¢) un x-espacio de probabilidad. Definamos las dlgebras A :=
Maty (C) y B := Maty (C). Denotemos por E : A — B a la funcidn 1® ¢, la cual actua

en A mediante

(ai,j);‘i,jzl = (@ (ai,j»?,j:l'
Entonces (E, A, B) es un espacios de probabilidad valuado en operadores.

La demostracion de esta proposicién es un ejercicio de rutina. En este contexto
hay varios problemas de interés, como el de encontrar a los elementos semicirculares
de A. Al final de este capitulo enunciaremos un teorema derivado del estudio de estos
elementos semicirculares el cual nos permite calcular el espectro asintético de matrices

aleatorias gaussianas a bloques con una cierta correlacion.

Ejemplo 4.9.Sea s € A una variable aleatoria autoadjunta tal que {s;; | 4,j €
{1,...,d}} es una familia semicircular con funcién de covarianza o, i.e. ¢ (s;;S;1) =

o(i,k;7,1). Parai,j € {1,...,d} se tiene que

[E(Sm)]” = ¢ ([s™]is)

= D (s siom)

i(k)=1,...,d
ke{2,...m}
= Z > ] elitw).ilp+1);ig),i(q + 1))
(k)=1,...,d meNC2z(m) (p,q)e™
k€{2, 7m}
= Z [Cﬂ-(5®"' ®8)]i7j,
TENCa(m)

donde

en(s@-@s)lg= Y ][I oliw)site+1)i(a)i(a + 1)

i(k)=1,...d (p,q)€m
kE{Z, m}

Si demostramos que la matriz ¢, (s®- - - ®s) = ([cx]i;){ 1 es igual al cumulante (s ®
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- ® s) para toda m € NC, habremos demostrado que s es un elemento semicircular en
(E, A, B).

En el ejemplo anterior ¢,;(s® - --® s) es la notacién utilizada para la matriz alli de-
finida y no hace referencia, en principio, a una funcién. Sin embargo, como veremos en
los siguientes ejemplos, es posible dotar a (¢;(s® - ® s))renc de una estructura de tal
manera que ¢, defina una funcién de A®5" a B. Omitiremos el argumento (s ® - -+ ® s)

cuando esto no cause confusién.

Notacién 4.1. Denotemos por n a la funcion de covarianza de s, i.e.
n(b) := E (sbs)
para toda b € B.

Observacion 4.4. En términos de o la funcién de covarianza esta dada por

d
= (Z Si k‘bk:lsl,j>

k=1
d
E k ZJ i ka la .7
Corolario 4.7. El funcion de covarianza es lineal.

Demostracion. Sean a,b € Maty (C) y a € C, entonces

n(aa +b) = E (s(aa + b)s)
= aF (sas) + E (sbs)

= an(a) +1(b),

es decir, 1 es lineal. O]
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El siguiente teorema lo enunciamos sin demostracién. En su lugar damos dos ejem-
plos para ilustrar la metodologia de la prueba, a saber, la cancelacion sucesiva de los

pares de una particion que no se cruza.

Teorema 4.8. Podemos construir una familia de funciones (cy)zenc multiplicativa®

respecto a 7 la cual extiende la notacion dada anteriormente para c;(s @ -+ ® s).

Comentario 4.19. Puesto que ¢;(s) = E (s) y ¢ (s;;) = 0 para toda 4, j, tenemos que

c1(s) = 0g. Més atin, se tiene que

lea(s@s)li;= Y. oli,i(2);i(2),5)

i(2)=1,....d

=n(1p).

Por lo tanto, el teorema anterior se puede reinterpretar de la siguiente manera: «c, (s ®
-+ ® s) puede ser calculado recursivamente a partir de n y la estructura de 7 € NCy.»

Ejemplo 4.10. Sea ™ = {(1,2), (3,4)} € NCy(4). Observemos que parai,j € {1,...,d}

se tiene que

iz = > ] o). ilp+1);i(q),i(g+1))
i(k)=1,...,d (p,q) €™
ke{2,3,4}

- S o(i,i(2);1(2),i(3))o(i(3),(4);i(4), 7).

i(2),i(3),i(4)=1,....d
Puesto que la expresion o(i,i(2);4(2),4(3))o(i(3),i(4);i(4), ) s6lo depende de i(4) a

través del segundo factor, podemos reescribir a [c;;; como

g = D o(ii(2i(2),i(3) Y oli(3).i(4);i(4).5).  (4.9)

i(2),i(3)=1,...,d i(4)=1,....d

8Por supuesto hablamos de multiplicatividad en el sentido no conmutativo, tal y como se ha tra-
bajado a través de este capitulo.
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Del comentario anterior es claro que
o= S oli2:i(2),i3) ()i
Aplicando este mismo argumento para i(2) en lugar de i(4) se tiene que

leaig = Y (B)i (16))is).

Puesto que la ultima expresion se cumple para toda i,j € {1,...,d} se tiene que
cr =n(15)n(1p).

Este ejemplo nos permite concluir que a la particién®

m = ()() le corresponde el

valor de ¢; = n(15)n(15). En lo sucesivo omitiremos el indice B en 15.

Ejemplo 4.11. Sea 7 = {(1,2), (3,6), (4,5)} € NCy(6). Aplicando la misma metodo-

logia del ejemplo anterior, para i,j € {1,...,d} se tiene que

el = Y oli:i(2);i(2).4(3))a(i(3), i(4);i(6), )o(i(4), i(5);i(5),(6))

= (V)]s (i(3),9(4);i(6), 7)[N(1)]icay.ice)

i(3)=L,....d i(4),6(6)=1,....d
= Z (V)33 [n(n(1)]i3).5
i(3)=L,...d

9Escribimos a 7 como ()() en lugar de {(1,2), (3,4)} puesto que en la primer expresién es més facil
observar lo que queremos mostrar.
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Por lo tanto se tiene que ¢, = n(1)n(n(1)).

De los ejemplos anteriores y su metodologia podemos concluir que

Esto muestra que ¢, puede ser calculado a través de ) y la estructura de 7, mientras

que el siguiente ejemplo muestra la multiplicatividad de ¢, respecto a 7.

Ejemplo 4.12. Sea m = (()())(). De los ejemplos anteriores se puede concluir que

cr = n(n(1)n(1))n(1).

Si escribimos a m como m = {(1,6)} Um; Uy donde m; = {(2,3), (4,5)} y m = {(7,8)}.
Definamos 1 = ()() € NCy(4) y m = () € NCy(2) a las identificaciones naturales de m;
y 7o como elementos de NCy(4) y NCy(2) respectivamente. Puesto que ¢z = n(1)n(1)
y ¢z = n(1) concluimos que

cr = n(cay)cm

Esto muestra la estructura multiplicatividad de ¢, respecto a .

Comentario 4.20. De esto es claro que (¢;)renc, €s de hecho (K)renc, v por lo tanto

s es un elemento semicircular en (F, A, B).

Por complecién, a continuaciéon demostraremos la afirmacién a) del Teorema 4.4 en

el caso de la variable semicircular s.

Corolario 4.8. Los momentos valuados en operadores (E(s™))m>0 satisfacen la si-

guiente recurrencia

B(s™) = 3 (B(s")) - B(s™ ),
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Demostracion. Aplicando las ideas del Ejemplo 4.12 tenemos que

E(s™) = Z Kr

TENCa(m)

SN DD S

r=2 11ENCa(r—2) m2eNCz(m—r)

= Z Z 77(/%1) ’ E(Smir)

r=2 11 ENCa(r—2)

I
NERN
33
]
3I
js
(Va)
3

1
Il

2 w1 ENCa(r—2)

NE

n(E(s"%) E(s™)

1
||
N

3
&

=D n(E(s")E(s™ ),

r=

[en]

tal y como se queria demostrar. O]

Definicién 4.22. Sea a € A una variable aleatoria en (E, A, B). Se define la funcién

generadora de momentos de a mediante la serie de potencias formal

=Y E((ab)")

n>0

Corolario 4.9. La funcion generadora de momentos de s satisface la ecuacion
M(z1) = 1+ 2*n(M(21)) - M(z1)
para toda z € Ct.

Demostracion. De la definicion de M (z) y el Corolario 4.8 se tiene que

M(z) =1+ E(s Z Z ) - B(smT 2R

m>2 k=0
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M(z) =1+ ) n(E(s") - E(s"*)z"2?

n>0 k=0
=1+ 22 Z Z n(E(s%)) - B(s" ")z kF
k>0 n>k
=1+22) ) (n(E(s")2") - (B(s™)z")
k>0 m>0
=1+ 22 (Z n(E(sk)zk)> : (Z E(sm)zm>
k>0 m>0
=1+ 2% (Z E(ﬁ)f) - M(21)
k>0
=1+ 2%(M(21)) - M(21),
donde utilizamos fuertemente el hecho que la funcién de covarianza es lineal. O
. ) 1
Similarmente al caso escalar se tiene que G(z1) = —M (—1). Por lo tanto, el
z z

corolario anterior implica trivialmente la afirmacién a) del Teorema 4.4 para el caso de

la variable semicircular s.

Corolario 4.10. La transformada de Cauchy valuada en operadores de s satisface la

siguiente ecuacion

2G(z1) = 1+ n(G(z1)) - G(=21)

para toda z € CT.

El siguiente teorema, el cual puede ser consultado en [11] y referencias alli, nos

permite calcular el espectro asintotico de ciertas matrices aleatorias a bloques.

Teorema 4.9. Sea d € N fija y 0 una funcion de covarianza tal que o(i,j; k,l) =
o(k,l;i,7) para toda i,j,k,l = 1,...,d. Suponga, para N € N, que {aq(f}j) | i,j =

. . . i, i .
L,....d;r,p = 1,..., N} son variables aleatorias gaussianas con a,(n,pj) = az(,fr), media

cero y covarianza

i 1 o
E (alaly)) = W@S(Spqa(m; k,1).
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Considere las matrices a bloques Xy = (A(i’j))m:l, donde los bloques estdn dados por

AW = (qENN

r.p /rp=1*

Entonces casi sequramente, cuando N — oo, la matriz Xy tiene una distribucion es-

pectral asintotica la cual tiene una transformada de Cauchy determinada por
G(z) = tra (9(2))

donde G(z) es una funcion analitica en el semiplano complejo superior con valores en
Mat, (C) la cual estd determinada inicamente por
lim 2G(z) =14

|z]—00
Jz>0

y que satisface, para toda z en el semiplano superior complejo, la ecuacion matricial
2G(2) = la+1(G(2))G(2)

donde 1 : Mat, (C) — Mat, (C) es la funcion de covarianza

d
1 : .
[U(D)ijl]i,j ~d § : Dyo(i, k;1.5).
k=1

Para finalizar, damos un teorema el cual nos permite construir un criterio bastante

util para probar la libertad respecto a E.

Teorema 4.10. Sea (C,p) un espacio de probabilidad, d € N fijo, A = Mat,(C),
B = Mat, (C) y E = 1® ¢. Denotemos a los cumulantes escalares respecto a ¢ por
k y a los cumulantes valuados en operadores por k®. Sea J un conjunto arbitrario y

A = (agg))zj:l € A para cada r € J. Entonces los cumulantes valuados en operadores
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de A™ estin dados por

d
KE(AM @ g A)] = 3 &, (agf;;) Q... ®a527]?> -
T =1
Corolario 4.11. En notacion del teorema anterior, si las entradas de dos variables

aleatorias en A son dos familias libres en (C,p) entonces las dos matrices son libres

respecto a E.

Demostracion del Teorema 4.10. Sean rq,...,1m, € {1,2} como en el Teorema 4.10. Si
r(a) # () para algunos o, 3 € {1,...,n}, de la libertad entre las entradas de A1) y

A®) gse tiene que los cumulantes mixtos de dichas entradas se anulan, por tanto

WE (AW @@ AT = Y, (agj;;@...@a(rn))
d
- Z 0
02, in=1

=0

para todo 4,5 € {1,...,d}. De esto concluimos que kZ (A(”) R ® A(’"")) = 0p y por
lo tanto A y A® son libres sobre B. O

Comentario 4.21. El corolario anterior es de interés en términos de modelacion ya que
nos garantiza que la libertad asintética entre los bloques de dos matrices a bloques es
suficiente para tener la libertad sobre B = Mat, (C) de las variables aleatorias en A =
Mat, (C) correspondientes a dichas matrices a bloques. Sin este hecho serfa necesario
probar o suponer la libertad respecto a £ : A — B de las matrices en A, lo cual

aparenta ser dificil de justificar intuitivamente!?.

Comentario 4.22.Sea C = L*(Q2,F) el conjunto de todas las variables aleatorias

X :  — C tales que su soporte es acotado, y denotemos por ¢ al valor esperado

10Pyesto que estamos hablando de modelacién, en general, los supuestos se deben justificar desde el
punto de vista de la aplicacion.
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asociado. Es claro que (C, ) es una #-lgebra (con f* = f). El corolario anterior nos
garantiza que es suficiente con tener libertad entre las entradas de dos matrices en
A := Mat, (C) para que estas sean libres sobre B := Mat, (C). Es un ejercicio de rutina
demostrar que si dos variables aleatorias son libres y conmutan entonces una debe
ser un multiplo escalar de 1¢, y puesto que C es un dlgebra conmutativa la condicién
del corolario anterior implicaria que una de las matrices debe ser constante. Esto nos
muestra una complicacion al tratar de llevar la probabilidad libre valuada en operadores

al caso de matrices de dimension finita.

4.6. Notas adicionales

Para una exposicion detallada de la teoria general de probabilidad libre valuada en
operadores sugerimos el articulo de Helton, Far y Speicher [12] del 2007 y referencias
alli. La seccién 4.4 se basa fuertemente en las primeras dos secciones del articulo [5] de

Benaych-Georges del 2005.
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Capitulo 5

Analisis del espectro asintético de

canales multiantena

En este capitulo mostramos algunas aplicaciones de la teoria de probabilidad libre
al analisis de los espectros asintéticos de ciertos canales multiantena. En particular,
en la Secciéon 5.1 mostramos una aplicacion de los espacios rectangulares a los canales
multiacceso la cual se debe a Speicher, Vargas y Mai [24]. En la Seccién 5.2 utilizamos
los espacios rectangulares y las ecuaciones de subordinacién para el andlisis de ciertos
enlaces en redes multisalto. Este problema fue resuelto por Fawaz, Zarifi, Debbah y Ges-
bert en 2011 [7] utilizando una gran variedad de herramientas, incluida la probabilidad
libre. Nuestro principal aporte en este problema es que todos los calculos se mantienen
dentro del contexto de la probabilidad libre. En la Secciéon 5.3 mostramos, a manera
de preambulo, una aplicacién de la probabilidad libre valuada en operadores al calculo
de la capacidad en un sistema de comunicaciones en el que se considera la interferencia
intersimbolo. Esta aplicacién se debe a Far, Oraby, Bryc y Speicher [11]. Por tltimo,
en la Seccion 5.4 adaptamos el modelo a bloques de la Seccion 5.3 en el contexto de
canales monousuario correlacionados. Tras una breve discusion acerca de porque dicha
adaptacién es poco realista, proponemos un nuevo modelo en el cual cambiamos la dis-

tribucién (estadistica) de los bloques. Este modelo se basa en introducir correlacién en
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los dangulos de arribo de las senales recibidas. Ademds, mostramos que los casos limite
respecto al angulo de arribo corresponden a una variacién del modelo de correlacién de
Kronecker y al modelo canénico de los sistemas MIMO. Concluimos el capitulo dando
un breve resumen del modelo propuesto, mostrando brevemente una metodologia ttil

en ciertos casos particulares y proponiendo algunas lineas de investigacion futuras.

5.1. Canal multiacceso

Un canal multiacceso es un canal de comunicacion en el cual varios usuarios trans-
miten a un usuario comun al mismo tiempo. Por lo tanto, en el contexto de dispositivos
multiantena un canal multiacceso es aquel en el que hay K € N transmisores y un tinico
receptor. Supongamos que para cada k € {1,..., K} se tiene que el k-ésimo transmisor
cuenta con N antenas transmisoras mientras que el receptor recibe con N antenas.
Ademas, supongamos que el canal entre el k-ésimo transmisor y el receptor esta dado
por Ry X;Ty, donde R; y T? son matrices cuadradas de correlacion (no aleatorias) y
X es una matriz rectangular gaussiana, esto es, cada canal transmisor-receptor expe-
rimenta correlacién de Kronecker!.

En esta situacion es de interés determinar la capacidad del sistema, lo cual se puede

obtener a partir del espectro de la matriz

K
G =) RiXyT; X} Ry
k=1
Este problema fue resuelto por Couillet, Debbah y Silverstein en [6]. Su método de
resolucién utiliza aproximaciones de ciertas transformadas de Stieltjes y de Shannon.
A la técnica utilizada por ellos se le denomina equivalentes deterministas. Speicher,
Vargas y Mai introdujeron una técnica llamada equivalentes deterministas libres para

resolver alternativamente este problema [24]. Esta técnica a grandes rasgos consiste

1La notacién usual es tomar Ry, v T}, a las matrices de correlacién, por lo que el canal estd dado
por R,lc/ ’X kal, 2, Aqui hacemos el cambio de notacién por claridad.
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en remplazar las matrices en cuestion por operadores (en espacios rectangulares) que
tengan las distribuciones de los elementos en cuestion y que ademas satisfagan ciertas
relaciones de libertad. A continuacion discutimos brevemente las ideas clave de este
enfoque.

Una modificacion realizada en [24] al problema original es que se analizé el espectro

de la siguiente matriz aleatoria

K
G =) RUTRU; Ry,
k=1
donde Ry, y T} son como antes pero las matrices Uy son matrices Haar unitarias. Al final
comentaremos como es posible resolver el problema original utilizando este enfoque de
equivalentes deterministas libres.

En el Ejemplo 4.8 del capitulo anterior encajamos matrices aleatorias rectangulares
en espacios de matrices aleatorias de dimension mas grande, de tal forma que el espacio
resultante tenia la estructura de un espacio de probabilidad rectangular. Puesto que
las matrices X} son rectangulares, trabajaremos con espacios rectangulares. Una de las
aportaciones principales de [24] es el siguiente teorema, el cual extiende el Teorema 3.2

al caso rectangular.

Teorema 5.1. Sea K € N fijo y para cada N € N sea (Ay, 7y := Eotry) un espacio de
matrices aleatorias de N X N con estructura de (PI(N), e ,P}(N))—espacio de probabilidad
con elementos simples U™ € (Ay)s. tales que

s limy_ o %tr(PZ-(N)) — ¢; > 0.

] Ul(N), e UI(<N) son independientes con distribucion Haar unitaria en el espacio

((An)ii, (Tn)1)-

Sea Uy = Ul(N) +-+ U[((N) Yy D§N), DéN) colecciones de matrices simples deterministas
con D-distribucion asintdética donde D = (py,...,pa) C A. Entonces DgN) Yy UNDéN) Uk

son asintdticamente libres (respecto a E : A — D).

El teorema anterior nos permite aproximar nuestro problema original por el siguien-
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te. Sea r; un operador cuya distribucién coincide con la distribucién limite de Ry, v t; el
respectivo para T}. Por el teorema anterior podemos tomar a (7 )k<k ¥ t1,. .., tx libres

sobre D. Por lo tanto, necesitamos calcular el espectro del operador

K
g = Zrktkrk. (51)
k=1

De las relaciones de libertad supuestas es posible demostrar que los elementos rt.7
con k < K son libres sobre C = (D, 77, ...,rxr%), donde D = (po, ..., pr) y 7k € Aok
para toda k < K. Por lo tanto, basta obtener la transformada R con valores en C de

los elementos ritxrr para obtener la transformada R con valores en C de g, esto es

RE(b) = 3 RE,i,0, (1) (5.2)

A partir de la ecuacion anterior es posible llegar a un sistema de ecuaciones para las

funciones escalares

K -1

N o ( .

fi () = FjTO (Z TkaREk)<fk(b)) - b) Tt | >
k=1

donde 7y es la restriccién normalizada de 7 a Cy := poCpg. Con estas funciones es posible

calcular la transformada de Cauchy G, con valores en Cy, la cual estd dada por

i -1
G (b) = (Z iR (i (b)) —b> .
k=1
Por ultimo, basta remplazar a r; de la expresion anterior por Ry, respectivamente
para t, vy T, para obtener una expresion que dependa de las matrices dadas. El nombre
equivalentes deterministas libres proviene del hecho que nuestras matrices deterministas
fueron remplazadas por operadores libres.
Alternativamente al desarrollo de Speicher, Vargas y Mai, es importante observar

que si se tienen las transformadas de Cauchy para las 74,7y entonces la ecuacion (4.2)
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nos proporciona las transformadas R correspondientes?, especificamente, se tiene la
relacion

R(b) =G '(b) — b~

De esta forma obtenemos las transformadas R de los elementos rit,r, para cada k < K
y por ende la transformada R de g. Por tdltimo, tenemos que resolver la ecuacion de
punto fijo dada por (4.2) para obtener la transformada de Cauchy de g. En esta situacién
el inico problema restante es calcular la transformada de Cauchy de ritgyr, a partir de
G,, v Gy, , sin embargo, este tipo de problema sera tratado con detalle en la siguiente

seccion.

Observemos que es posible resolver el problema con matrices aleatorias gaussianas
en lugar de matrices unitarias si extendemos el Teorema 5.1 para el caso de matrices
gaussiana, esto es, la extension del Teorema 3.10 al caso de espacios rectangulares. En
tal situacién estaremos interesados en el espectro de operadores de la forma ryhgtghyry.
Como ya se menciond, en la siguiente secciéon mostraremos como calcular la transfor-

mada de Cauchy del producto de operadores libres en un espacio rectangular.

5.2. Redes retransmisoras con multisalto

Para mejorar la calidad de los enlaces algunas redes implementan relevos cuya fun-
cién es recibir una senal, precodificarla y retransmitirla. En particular, las redes conoci-
das como retransmisoras multisalto implementan relevos sucesivos desde el transmisor
hasta el receptor.

En el esquema de precodificacion lineal, en el cual la senal recibida (vector) es
multiplicada por una matriz para despues ser retransmitida, la matriz equivalente del
canal es una matriz compuesta del producto de otras matrices. Especificamente, si hay

N relevos entre transmisor y receptor entonces la matriz equivalente del canal tiene la

2La expresién para la transformada R en términos de la trasnformada de Cauchy requiere la inversa
de esta 1ltima, lo cual conlleva ciertos problemas numéricos.
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forma
Gy = HvPy_1Hy_1---H B,

donde las P; son las matrices cuadradas de procodificacién de los relevos (la matriz Fy
corresponde a la matriz de precodificacién del transmisor) y las H; son las matrices
rectangulares asociadas a los canales entre relevos. Es importante notar que las P; son

constantes mientras que las H; son aleatorias.

En este contexto, la informacién mutua asintética por antena receptora esta dada
por

1
I, = ]\}im — logdet (I, + nGnGY)

donde n es una constante asociada al ruido del sistema, kg es el nimero de antenas
transmisoras y ky el nimero de antenas receptoras. De la ecuacion anterior vemos
que la informacién mutua asintotica depende tnicamente de la distribucién empirica
espectral asintética de GGy, por lo que nos concentraremos en calcular esta ultima.
Por simplicidad, calcularemos el espectro de G yG cuando Gy tiene dos elementos los
cuales son matrices aleatorias gaussianas rectangulares, i.e. cuando N = 2 y P es la
identidad para k£ = 0, 1. Al final de esta seccién discutiremos como extender la solucion

de este caso particular al caso general.

Sean, para cada N € N, Xy v Yy matrices aleatorias gaussianas complejas indepen-
dientes de dimension a(n) x b(n) y b(n) x a(n) respectivamente. Sea c¢(n) = a(n)+ b(n)
y supongamos que ¢(n) — oo cuando n — oo. Supongamos ademds que a(n)/c(n) —

pa >0y b(n)/c(n) — p, > 0 cuando n — oo.

Procediendo como en la seccién anterior, por el Teorema 3.5 es claro que debemos
encajar a Xy/+/a(N) en un espacio de probabilidad de tal forma que si z es dicho
encajamiento entonces z*x es una variable aleatoria Marchenko-Pastur de pardmetro

p = P Similarmente podemos encajar a Yy /+/a(N) a una variable aleatoria y de tal

Pa
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forma que yy* sea una variable aleatoria Marchenko-Pastur del mismo parametro. Mas

aun, por el Teorema 3.10 las variables aleatorias z*x y yy* son libres.

Puesto que estamos en un contexto no cuadrado, es claro que el encajamiento de
x y y debe ser realizado en un espacio de probabilidad rectangular de constantes p,
y pp. Especificamente, sea (A, ) un (pg, pp)-espacio de probabilidad con esperanza
condicional asociada E, y tal que ¢ (ps) = pa ¥y © (pp) = pp. Tomemos x como una
variable aleatoria tal que = € A, y satisface que z*z es una variable Marchenko-Pastur
de pardmetro p,/p, en el espacio restringido (A, ¢p). Denotaremos esto diciendo que

x*z es una p,MP(py/p,) . Similarmente encajaremos a y € A de tal forma que y € Ay,

y yy* es una @, MP(py/ pa).

Puesto que la normalizacion usual es dividir a la matriz gaussiana por la raiz cua-

drada de sus columnas, tenemos que observar entonces que estamos interesados en

XnYnYi X5

a(N)b(N)
_a(N) Xy YaY5XG
~ b(N) a(N)a(N)
@glpa * %

—xYy T .
Pb

GyGYy =

Definamos pues al operador g dado por

_pa * %k
g=—Tyy r .
Pb

Obsevemos que la transformada de Cauchy valuada en operadores de g esta dada por

G9<Tpa + spp) = G (pa)py)ayy* o (7P + spb)

=D E <(T‘1pa +57'p) (%wyy*x* (r'pa + s‘lpb)) >
b

n>0
b P n+1
R () e
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Utilizando la férmula de balance para E (ecuacion 4.8) tenemos que

~

n+1
Cylrpa+sm) = 23 (p’#) B ((zyy=")") po

|
Re)
R i=a
i)
/M\
VR
|b
Q
N——
= H
=

&)
=
<
<

*

8

*

8
S~—
=

N———

o de manera mas compacta

2

=~ TPp P

Gy(r14) = Gyyrzra (—1A) . (5.3)
pa IOa

Por lo tanto, para obtener Gy es necesario calcular G+, y G,-. Para ello, observemos

que

Gara(rpa +sp) = > E((r'pa+ s~ 'po) (@2 (r " pa + 57 'py))")

n>0

=3 ding (0, @u((a0)")

n>0

= pr/pa (5)Do,

donde G, (s) denota a la transformada de Cauchy escalar de una v.a. Marchenko-Pastur
de pardmetro y evaluada en s € C*. Observemos que G+, (rp,+spp) 10 es invertible, sin
embargo, si es invertible en el dlgebra (p,). En lo sucesivo trabajaremos con la inversa en
el algebra restringida, ya que siempre es posible trabajar con el elemento z*x +€ep, con €
arbitrariamente pequeno y mediante ciertos argumentos de continuidad demostrar que

en términos de trabajo numérico es suficiente con trabajar con las inversas restringidas®.

3En este caso es particularmente importante que el dlgebra D es el conjunto de matrices diagonales
complejas, lo cual implica que la inversa es la suma de las inversas restringidas.
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Por la digresién del parrafo anterior, trabajaremos con la transformada h de x*z

dada por

Pz (TP + 8D6) = 17 P+ 8 Dy — Goea(r 'pa + s 'pp) ™

= 71_lpa + (S_l - pr/Pa(S_l)_l)pb-

Puesto que yy* también es una @, MP(p,/p,) tenemos que

Gy (1Pa + spp) = pr/pa<8)pb7

Ry (rDa + spp) =177 'pa + (57 = Gy 1a (s71) o

Ademds, recordemos que se tiene que wy(d) = lim, . gj(w) para cualquier w €

H* (D), donde g4(w) = dhyys (hyez(w)d) y
Gyyrao(214) = (214 — zw2(2_11A)hx*x(w2(z_11A)))_1.

Despejando la tltima ecuacién en la ecuacion (5.3) obtenemos la transformada de Cau-

chy de g, tal y como estabamos buscando.

Para mostrar la concordancia entre las densidades estimadas a partir de las férmulas
recién deduciadas y el espectro de las matrices aleatorias correspondientes, a continua-
cién se muestra el histograma de los eigenvalores de GyG’ junto a la densidad asociada
a la distribucién de g para algunos valores de a(N) y b(N). En negro se muestra el histo-
grama de los eigenvalores y en rojo la densidad estimada. Para mejorar la visualizacion,

en el caso a(N) > b(N) descartamos los eigenvalores nulos de la grifica.
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5.3. Sistema monousuario con interferencia entre

simbolos

Para hacer una modelacion mas realista del fenomeno de la transmisién de senales,
es usual tomar en cuenta las versiones de una senal que llegan retrasadas en el tiempo.
Esencialmente, la salida y,, al tiempo n € Z depende de las senales transmitidas hasta

ese tiempo. Especificamente, se suele suponer que la salida tienen la forma

Yn = § ArTn—f,

k>0

donde a;, es el coeficiente que acompana a la senal transmitida k periodos antes. Fisica-
mente es sensato suponer que a,, — 0 cuando n — oo, por lo que es usual tomar a; = 0

para k > L, donde L € N es una constante.

En el contexto multiantena las a; son matrices y las xy son vectores. En tal situacién

la matriz equivalente del canal tiene la forma

A Ay -+ A O O 0 --- O
0 A A -+ AL, O O --- O
H=10 0 A A, --- A, 0 --- 0|,
0 0 -+ -+ 0 A Ay, --- A
donde las Aq, ..., A; son matrices de ng X nr, y en cada fila hay K — 1 matrices cero
con K € N fija. En el caso en el que las matrices Ay, ..., Ay son matrices gaussianas

cuadradas independientes, la intuicién nos dice que H se comporta asintéticamente de
manera similar a un elemento h € Matgy k1 (A), para A un dlgebra de operadores
apropiada, el cual tiene la misma estructura que H salvo que los elementos Ay, ..., A,

son reemplazados por una familia circular libre.

Observemos que en esta situacién estamos en el contexto de la Seccion 4.5, y por lo
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tanto podemos aplicar el tipo de cédlculos alli realizados. Este enfoque fue tomado por
Far, Oraby, Bryc y Speicher en [11] de 2008. Hasta donde sabemos, esta fue una de las
primeras aplicaciones de la probabilidad libre valuada en operadores en comunicacion
inalambrica. Remitimos al lector interesado en los detalles de esta aplicacién a dicho

articulo.

5.4. Sistema monousuario con correlacion angular

En esta seccion adaptaremos el modelo de la seccién anterior para modelar la co-
rrelacion en sistemas multiantena monousuario. Ademas, propondremos una extension
basada en la dispersién del angulo de arrivo. Esta extensién nos ayudard a describir de
una forma mas realista el comportamiento asintético del espectro de un canal multi-
antena, y por ende el de su capacidad. Finalizaremos este capitulo planteando posibles
lineas de investigacién futuras acerca de este modelo que, hasta donde sabemos, no ha

sido explorado en la literatura.

5.4.1. Modelos de correlaciéon a bloques

Supongase que un canal de comunicacion inalambrica se comporta como una matriz

aleatoria
H = (hij)i=1,..nx
J=1,eenr
la cual posee una funcién de correlacién o (i, k; 7,1) = E (hlkm) parai,j € {1,...,ngr}
y k,l € {1,...,nr}. Una posibilidad para aproximar al espectro asintético de este canal

es remplazar los coeficientes h;; por matrices aleatorias gaussianas A9 de tamano

N x N, i.e. construir una nueva matriz (a bloques)

AL oo A(nr)
Hy = : : :
Alrl) ... A(nrnr)
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y utilizar el espectro asintético del ensamble (H,),>; como la aproximaciéon buscada.
Puesto que estamos aproximando al canal representado por la matriz H, pediremos que
las submatrices {A®7)} se correlacionen de acuerdo a la correlacién de H. Especifica-

mente, pediremos que la correlacién de la matriz Hy esté dada por

, 4 1
E((HNSR(HANGD) = ka1,
(( N)r,"p ( N)S,q ) (nR T nT)N5T786p7qU(Z7 ka Js l)

Es importante senalar que unicamente los coeficientes correspondientes de dos blo-
ques pueden estar correlacionadas. Més aun, la gaussianidad implica que las matrices
A tienen coeficientes independientes. Como sefialaremos en la siguiente subseccién,

dicha independencia es relativamente artificial y poco realista.

Puesto que las matrices (A®9);c,,. i, convergen en distribucién a una familia
circular, es natural pensar en operar con los bloques de Hy en lugar de hacerlo con
la matriz directamente, tal y como se hizé en la seccion anterior. En este contexto es
posible utilizar la teoria de probabilidad libre valuada en operadores, especificamente,
tomando A = Mat,, . xn, (C), B = Mat,,xn, (C) y E = 1®¢, donde (C, ¢) es un espacio
de probabilidad adecuado.

Es importante mencionar que la teoria desarrollada en el capitulo anterior esta he-
cha para elementos semicirculares y en el presente contexto estamos trabajando con
elementos circulares. Una matriz de elementos circulares C' se puede escribir como una
suma A +iB con A y B dos matrices de elementos semicirculares tales que los elemen-
tos de una son libres de los de la otra. El Corolario 4.11 implica que las matrices A y
B son libres sobre Mat,, ,xn, (C), y de la linealidad de la transformada R valuada en

operadores concluimos que la extensién al caso circular se sigue del caso semicircular.

4Una variable aleatoria circular  es de la forma 2 = 27'/2(s + it) con s,t variables aleatorias
semicirculares libres. Puesto que (it)* = —it, el caso circular no se puede obtener per se del semicircular.
Sin embargo, en la siguientes subsecciones utilizamos algunos encajamientos que hacen posible pasar
del caso semicircular al circular.
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5.4.2. Extensién a elementos no circulares y correlacion angu-

lar

En notacién de la subseccién anterior, trabajemos en la modelacién de un bloque
A fijo. El hecho de tomar los coeficientes del bloque A%7) independientes es bastante
artificial, ya que al aumentar el nimero de antenas en un mismo dispositivo éstas
terminan por correlacionarse. Por lo tanto, tenemos que extender el modelo anterior al
caso cuando las matrices A7) no convergen a una familia circular. Por simplicidad en
la notacién denotemos a A7) ‘nicamente por A.

Si cada antena del sistema original, tanto receptora como trasmisora, se remplaza
por N antenas colocadas en una vecindad de esta, entonces tiene lugar el remplazo de
hi; por A9 Por lo tanto, cada bloque modela el comportamiento de alguna region
espacial de los dispositivos que intervienen en el proceso de comunicacion.

Si nr v nr son suficientemente grandes entonces la separacion entre las antenas
reales deberia ser relativamente pequena. Por lo tanto, los coeficientes que modelan a
los canales entre las antenas virtuales® correspondientes a la matriz A deberfan de ser
practicamente iguales. En particular, podemos pensar que todos los coeficientes tienen
la misma amplitud, la cual la tomaremos por simplicidad como uno.

Con base en lo anterior, podemos tomar a la matriz A de tal forma que para cada
i,j €{l,..., N} se tenga que

Ai,j = exp(’yzﬂm)

con 0;; una variable aleatoria real y v > 0 un pardmetro fisico del sistema el cual
modela la dispersion del angulo de arrivo.

Algunos de los factores que més impactan en la correlacion de un arreglo de antenas
estan relacionados con pardmetros fisicos del arreglo o bien con dispersores locales [20].
Puesto que estos factores son diferentes para cada extremo del enlace de comunicacion,

proponemos modelar la correlacién entre los angulos (01-7]-)%.:1 mediante el modelo de

5Virtuales puesto que las antenas pertenecientes al bloque A son antenas hipéteticas alrededor de
un par de antenas reales.
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correlacién de Kronecker. Observese que este modelo no implica que la correlacion de

N

la matriz A sea de Kronecker. Especificamente, proponemos que la matriz 6 = (Qi,j)i,jzl

sea de la forma

0 = RXT

donde R? y T? son matrices de correlacién y X es una matriz gaussiana con entra-
das centradas y de varianza unitaria. Es importante mencionar que las matrices R?
y T? modelan la dindmica de la correlacién en el extremo receptor y transmisor res-
pectivamente. Para mostrar algunas de las propiedades de este modelo, a continuacion
estudiaremos al espectro asintético de la matriz A en los casos limites vy — coy v — 0.

Observemos que para N fija se tiene que

E (Aixd;1) = E (exp(yi(bix — 6;))

N N
—E (exp (w’ (Z RiaXasTok — Y Rj,aXa,bTb,l>>>

a,b=1 a,b=1

N
=) (exp (Z YiXap(Rioa Lo s — Rj,aTb,l)>>

a,b=1

= =

E (exp(viXap(RiaTor — RjaTb1)))

1

1
exp (_572(Ri,aTb,k - Rj,aTb,l)z)

a,b

1

— 0

cuando v — oo. Mutatis mutandis, del calculo anterior se tiene que E (Aka_;nl) — 0
cuando v — oo para toda n,m > 1. Esto implica en particular que las variables
aleatorias (Ai,j)ivj:l se decorrelacionan y su media va a cero cuando 7 — oo. Por lo
tanto, para N suficientemente grande y v = (N) suficientemente grande se tiene que
el espectro de A se comportara similarmente al de una variable aleatoria circular. Esto
coincide con la intuicién desde el punto de vista de modelacién. Especificamente, el

caso v — oo implica que la dispersion del angulo de arrivo es grande y por lo tanto se
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esta en presencia de un ambiente ideal en el cual hay una gran cantidad de dispersores
locales.

Similarmente, desde el punto de vista de modelacién el caso v — 0 es el peor. En
este caso practicamente todas las antenas correspondientes a la matriz A experimentan
el mismo canal y por lo tanto el sistema MIMO no provee ninguna ganancia respecto

al sistema SISO®. Observemos que 4; ; = 1+ i76; ; + o(7), por lo que

A=1+iv0+o(y)
=14+ iyRXT + o(y)

donde 1 es la matrix de N x N que contiene inicamente unos. Por lo tanto tiene lugar
la aproximacion

A& 4+ iyRXT.

Por simplicidad en la notacién, denotemos por A a la matriz 1 4+ iyRXT.

A continuacién haremos una breve digresion acerca del comportamiento del espectro
de A, y de porque este se comporta «similar» al espectro de yRXT. Puesto que los
eigenvalores de AA* son las normas de los eigenvalores de A y AA* es hermitiana,
trabajaremos con esta tultima por simplicidad.

Recordemos que A\;(AA*) denota al eigenvalor mas grande de AA*, por lo cual

A (A47) < lA4T],,
= [|[N1 +iy(RXT1 — 1TX*R) +*RXT*X*R|| _

<|[IN1[l,,, + liy(RXT1 = 1TX"R)||,,, + ||/’ RXT* X" R||

Hop

< N? 4 2Ny| ||[RXT||,,, ++*[|[RXT*X*R]] .

Bajo algunos supuestos, el eigenvalor dominante de una canal con correlacion de Kro-

necker converge a un numero real cuando N — oo, y en particular se tiene que

5Del inglés Single Input Single Output. En este contexto se refiere a la situacién en la que se
transmite y se recibe con una sola antena.
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|[RXT?*X*R||,, converge cuando N — oo (véase [8] y referencias allf). Por lo tan-
to, el eigenvalor dominante de la matriz AA* es de orden O(N?). De esto es claro que
este eigenvalor es despreciable al calcular la eficiencia espectral ergddica asintotica, la

cual esta dada por el limite

N

.1 .

dim = log(Ak(4A7)).
k=1

Similarmente podemos ignorar los primeros tres eigenvalores” al calcular dicha eficiencia

espectral ergddica asintotica.

Obsevemos que las matrices N1, RXT1 y 1T X*R tienen rango unitario, y por lo
tanto

Rango (N1 +iy(RXT1 — 1TX"R)) < 3.

De esto se tiene que a lo mas tres eigenvalores de N1 4+ iy(RXT1 — 1T X*R) son no
nulos, por lo que A\ (N1 +iy(RXT1—1TX*R)) = 0 para k > 4. De la desigualdad de

estabilidad para los eigenvalores®, para k > 2 se tiene que

IMe(AAS)| = |Me(AA") — \y(N1 4 iy (RXT1 — 1TX*R))|
< |\72RXT2X*RHOP

=" ||RXT*°X"R|| .

Puesto que 7 es pequeno concluimos que la mayoria de los eigenvalores de AA* son
similares a los de 7> RXT?X*R. Por lo tanto, en lo sucesivo utilizaremos la siguiente
aproximacién® A = yRXT. Lo anterior implica que en el peor caso, i.e. cuando v — 0,
la correlacion de la matriz A es de Kronecker. Adicionalmente observemos que bajo esta

aproximacioén, la serie de Mercator implica que la eficiencia espectral ergédica asintética

"Es claro que podemos ignorar cualquier cantidad finita de eigenvalores una vez que el primero es
despreciable, sin embargo con tres sera suficiente.

8Véase el libro de Terence Tao [25].

9Puesto que X es una matriz gaussiana compleja, se tiene que X v iX tienen la misma distribucién.
Por lo tanto YRXT y iyRXT son idénticamente distribuidas.
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decae linealmente con v a medida que v — 0.

Puesto que la distribucién empirica espectral de Uy AUj; es la misma que la de A para
toda matriz unitaria Uy, la distribucién empirica espectral de UAU* es la misma que
la de A con U una matriz aleatoria Haar unitaria independiente de X. De la invarianza
biunitaria de X concluimos que la distribucién empirica espectral URU*XUTU™ es la
misma que la de A para U como antes.

Basados en la discusién anterior proponemos el siguiente modelo para aproximar
al espectro asintético de la matriz H. Remplazaremos a H por una variable aleatoria
h € Mat,, ,xn, (A) donde (A, ) es un espacio de probabilidad adecuado. Ademas, cada
operador h;; serd de la forma h;; = r;;x;;t;;, donde 7;; y t;; son los operadores
asociados a la correlacién de cada bloque y x;; una variable aleatoria circular. En
sistemas donde se presente una alta homogeneidad es sensato que las r;; tengan la
misma distribucién, y similarmente para las ¢; ;. De la digresiéon del parrafo anterior y

el Teorema!® 3.9 podemos suponer que las familias
({rigitig})

son libres. Supondremos ademéds que las variables aleatorias (z;;);; es una familia cir-
cular cuya correlacion esta dada por la de H, i.e. ¢ (m,kx;l) =E (hzkm) Obsérvese
que las h; ; del lado derecho de la tdltima ecuacién no son las mismas que los componen-
tes del operador h, sin embargo, incurrimos en este abuso de notacién por simplicidad.
También es importante observar que los parametros de dispersion angular correspon-

dientes a los bloques del operador h estan implicitos en la correlacion de la familia
(@i5)i-
5.4.3. Un caso de estudio: familia circular libre

Supongamos que los coeficientes h;; de la matriz H no estdn correlacionados y

que se conoce la dinamica de correlacién al aumentar el nimero de antenas. En este

10Por supuesto nos referimos a la versién circular del Teorema de Voiculescu.
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caso es sensato modelar a la familia de variables aleatorias no conmutativas {h, ; | i €
{1,...,n,},7 € {1,...,nr}} mediante una familia circular libre. En esta situacién la
probabilidad libre valuada en operadores nos permiten calcular la distribucion de h

como sigue.

Consideremos el caso particular ng = ny = 2. Sea (A, ¢) un espacio de probabilidad.

Supongamos que h € Mats (A) estd dada por

rihity  rohats

rshsts Tahats

con 1y, ty, hy € Apara k =1,...,4. En esta situacién tenemos que obtener la transfor-

mada de Cauchy escalar de h*h la cual estda dada por
Ghen(2) = (tra @ @) (I — h*h) 7).

Sea E = (I ® ¢) : Maty (A) — Maty (C), entonces podemos escribir la expresion

anterior como

Gren(z) = tra (Gpen(z12))

donde Gpp(2L,) = E ((2I, — h*h)™1). Para calcular Gj«p(213) definamos el operador

auxiliar 7 € Maty (A) el cual esté dado por

0 h*
h 0

h=
Sea E := (L@ E) = (I, @), puesto que {h;;} es una familia circular tenemos entonces

que E(h**1) = 0 para toda n € N. Puesto que

()" 0
0 (hh*)"

EQn —
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para toda n € N, de las observaciones anteriores se tiene que

La formula anterior coincide con una férmula andloga bastante conocida del caso escalar.

Ademas observemos que

(1) = S B (i)

n>0

1 [Enny 0
_Z 0 E((hh)")

Gh*h(Z[Q) 0
0 th* (Z[Q)

Por lo tanto, Gp«p,(z) se puede calcular via G+, (215), v para obtener esta tltima basta
calcular la funcién G7,(z14) la cual se puede obtener a su vez de G(214). Para obtener

esta ultima haremos uso de la teoria de subordinacion aditiva libre. Sean

Escribamos f = ?Ll + /l_\LQ + /ﬁg + ﬁ4 donde

= @E)J®E), hy=(J®E)h(J® E,),
hs = (J@E)WJ @ E)), hy=(J® E)h(J® E,).

96



Para ser mas especificos, se tiene que

0 0 rlhTtl 0

<
—
>
—
~
—
=) (@] )
o
o

Procediendo de manera similar al cdlculo de G, y el hecho que (A, ¢) es tracial, se

obtiene que

Gy, (21h) = 2G 2y, (27)diag (1,0,1,0),
Gy, (z1y) = zGtghzrghz(ZQ)diag (0,1,1,0),
Gy, (214) = 2Gapy2p, (2%)diag (1,0,0,1)
Gy, (21h) = ZGchZrZM(Zz)diag (0,1,0,1).

Observemos que ﬁl es libre de /ﬁg, que /ﬁl + ﬁg es libre de ﬁg y /ﬁl + ﬁg + ﬁg es
libre de E4. Por lo tanto, podemos obtener la transformada de Cauchy de h mediante
la obtencion sucesiva de las transformadas de Cauchy de /le, /le + /fzg, /le + /ﬁg + /ﬁg y h
via las ecuaciones de subordinacion aditiva dadas en el capitulo anterior.

Observemos que las transformadas de Cauchy Gti ner2nz Para k =1,...,4 se pueden
obtener via las ecuaciones de subordinaciéon multiplicativa del capitulo anterior (para
el caso escalar basta tomar 14 = 1). Ademds, si suponemos que (ry,tg)g=1,. 4 SON
idénticamente distribuidos entonces las transformadas de Cauchy Gti her2n2 Para k =

1,...,4 son iguales.

5.4.4. Conclusiones y trabajo futuro

El problema principal que queda por resolver es encontrar la distribucién de la va-
riable aleatoria h dadas las distribuciones de las variables aleatorias de correlacion y la

correlacién de la familia circular (no libre) (x; ;); ;. La libertad de la familia circular im-
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plicé que los encajamientos Ek tienen transformadas de Cauchy valuadas en operadores
con valores en las matrices diagonales, lo cual deja de ser cierto en el caso general.

En el articulo de Far, Oraby, Bryc y Speicher [11] se dié un método para calcular
la transformada de Cauchy valuada en operadores de una matriz compuesta por una
familia semicircular con correlacién arbitraria!'. Esto nos permite trabajar con una
funcién arbitraria de correlaciéon o(i, k; j, 1) = E (hlkm)

Sin embargo, es necesario encontrar modelos para las variables aleatorias de corre-
lacion r; ; y t;; tales que

» Tengan transformadas de Cauchy o transformadas R!? valuadas en operadores

con valores en'® Mat,, (C) las cuales sean explicitas o por lo menos calculables con
una computadora.

= Que sean lo suficientemente versatiles, de tal manera que permitan aproximar una

gran gama de distribuciones de correlacién.

Este tipo de modelos han sido explorados con anterioridad en el contexto del célculo
de la capacidad ergddica asintética de sistemas MIMO con correlacién de Kronecker.
Especificamente, en [18] Mestre, Fonollosa y Pages-Zamora modelan las matrices de
correlacién mediante matrices Toeplitz, las cuales resultan ser una familia versatil y
manejable. Sin embargo, dicho trabajo se llevé por la via de la probabilidad libre escalar,

por lo que es necesario llevar este tipo de modelos al nivel valuado en operadores.

5.5. Notas adicionales

Al final de la Seccion 5.1 se menciond que es necesario resolver la ecuacién de punto
fijo dada por (4.2). En [12] Helton, Far y Speicher resuelven dicho problema cuando la
transformada R es lineal y preserva cierta positividad.

El modelo propuesto en la Seccion 5.4 supone que todos los coeficientes de la matriz

HUtilizando el tipo de encajamientos mostrados en esta seccién, el método se puede extender para
una familia circular.

12Recordemos que la transformada de Cauchy puede ser obtenida a partir de la transformada R via
la ecuacién (4.2).

3No solamente matrices diagonales.
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A tienen la misma amplitud y por lo tanto la modelacion del canal se hace respecto a
los angulos de arrivo. Esta idea es clasica en el contexto de la modelacién de canales
inaldmbricos, véase por ejemplo el articulo de Shiu, Foschini, Gans y Kahn (2000) [23]

y referencias alli.
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Apéndice A

Teoria general de la inversién de

Mobius

En el presente apéndice se dan brevemente algunos elementos de la teoria general
de la inversion de Mobius. En particular, se da la féormula de inversion de Mobius y se

discute someramente como esta implica la existencia de los cumulantes libres.

Definicién A.1. Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito, se define P®) como
P(2) = {(W,O_) | T, 0 € P,7T < 0}7

donde < es la relacién de orden parcial definida en P. Sean F, G : P®) — C, denotamos

la convolucién de ellos por

(F+G)m.a)= > F(mp)Glp.0)

peP
n<p<o

Ademas, si f : P — C entonces denotamos la convolucién de f y G por

(f=G)(o) =D f(p)G(p,0).

peEP
p<o
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Definicién A.2. Sea P un conjunto parcialmente ordenado finito. La funcién zeta
¢ : P® — C de P se define por ((m,0) = 1 para toda (7,0) € P®?. La inversa de

bajo convolucién® es llamada la funcién de Mobius de P, denotada por .

Comentario A.1l. La tultima linea de la definicién anterior necesita justificacion, ya
que no es claro que la funcién ¢ tenga una inversa bajo convoluciéon. Una forma de ver
que tal inversa existe es: (1) asociar matrices diagonales superiores a las funciones que
van de P® a C, y (2) observar que la matriz asociada a ¢ tiene tinicamente unos en la

diagonal, y por tanto invertible?.

Proposiciéon A.1 (Férmula de Inversion de Mobius). Sea P un conjunto parcialmente

ordenado finito y p su funcion de Mobius. Sean f,g: P — C, entonces

es equivalente a

g(m) = flo)u(o,m). (A.2)

oceP
o<m

Demostracion. Observemos que la la ecuacién (A.1) se puede escribir como f = g * (.

Esto es equivalente a f * u = g, es decir, equivalente a la ecuacién (A.2). O

Comentario A.2. La proposiciéon anterior ain no nos garantiza la existencia de los
cumulantes, ya que estos ultimos son una familia de funcionales multiplicativos (k, |
n € N;m € NC(n)). Sin embargo, si nos permite construir una familia (kz)renc(n)nen

tal que

I{W(ala"wan) = Z Spo(aly-"van),u(gvﬂ-)a

c€eNC(n)
o<m

donde (¢, | m € NC(n);n € N) es una familia tal que

onla, ... a,) =@ (a---ay,)

Lf v g son inversas bajo convolucién si (f * g)(m,0) = 0. (0).
2Recordemos que la inversa de una matriz triangular superior es triangular superior también.
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para toda n € N y es multiplicativa respecto a m, esto es

Qpn(ala---van) = H SOIV\(ai1v"'7ai|v|)‘
Venr
V:{il,...,i‘v‘}

Por lo tanto, solo basta ver la multiplicatividad de k = ¢ * u. La demostraciéon de este
hecho se basa en demostrar la «multiplicatividad» de p respecto a sus argumentos y

sustituir en la Férmula de Momentos-Cumulantes dada al principio de este comentario.

Comentario A.3. De manera similar a la construccion de la familia multiplicativa
(Kn)n>1 a partir de (¢y,)n>1, en el contexto no conmutativo de los espacios valuados en
operadores es posible construir una familia multiplicativa (k,),>1 de morfismos entre
B-bimédulos a partir (E,),>1, donde esta tltima se obtiene de extender multiplicativa-

mente a E.

Terminamos este apéndice con el siguiente ejemplo, el cual tiene como objetivo

mostrar con mas detalles lo expuesto en el comentario anterior.

Ejemplo A.1. De la férmula de inversion de Mdobius se obtiene la existencia de una

familia (Kx)renc(n)nen de morfismos entre B-bimédulos tales que

Ke(a1 @+ ®ay,) = ZEU(CH ® - @ ap) (o, ).

o<m

En particular, de la férmula anterior se obtiene que

ki(a) = E(a),
ko(a®b) = E (ab) — E (a) E (D).

Demostremos pues que para m = {{1,4},{2,3}} se tiene que

Fr(a®@b®c®d) = ko(ake(b® c) @ d).
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De la férmula entre momentos-cumulantes se tiene que

kr(0@b®c@d) =) E(a®b®c@d)u(o,m).
o<m
Es posible demostrar que o0 < 7 es equivalente a que o7 < m v 0y < o, donde

m = {1,4}, m = {2,3} y 0 = 01 U0gy. Por lo tanto, la ecuacién anterior toma la forma

Fr(a®@b®c®d) = Z Z EusUo(a®@b®c® d)pu(oq Uog, m Us).

o1<m o2<m2

Es posible demotrar que p es multiplicativa respecto a sus argumentos, especificamente,
se tiene que p(opUog, m Ums) = p(oq, m ) (02, mo). De la multiplicatividad de la familia

(E) se tiene entonces que

Fr(a®@b®c®d) = Z Z E, (aE,,(b®c) @ d)u(oy, m)u(og, m)

01<m 02<m2

— Z E,, (a ( Z EU2(b®c),u(02,7r2)> ®d> p(oy, ).

01<m o2<m2

Aplicando nuevamente la férmula entre momentos y cumulantes se tiene que

hr(a®@b@c®d) = Y By, (akin,(b® c) ® d) p(oy, m)

01<m

= fim (ahin, (D ® €) ® d)

= Rra(ara(b® ¢) ® d),

tal y como se queria mostrar. Observemos cémo la metodologia de este ejemplo puede
ser extendida facilmente a cualquier 7, lo que probaria lo afirmado en el comentario

anterior.

En el ejemplo anterior se incurrié en algunos abusos de notacién con el fin de mante-
ner la notacién lo méas limpia posible. Por ejemplo, cuando o = {{1}, {4}} la notacién

Ko, realmente denota a kz; donde 7 = {{1},{2}}.
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Remitimos a los lectores interesados en los detalles relacionados con esta teoria al

libro de Nica y Speicher [19].
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