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Introducciéon

La teoria de la informacién es una teoria matemaética que surge en el contexto
de sistemas de comunicacion que transmiten informaciéon o datos de un punto a
otro. Esta se origina en los trabajos del matemético e ingeniero electronico esta-
dounidense Claude Elwood Shannon en 1948, en los articulos pioneros |30, 31]. Una
de sus caracteristicas es el énfasis en la teoria de probabilidad, asi como en la teoria
ergodica.

En el contexto de la teoria de comunicaciones, la teoria de la informacién tiene
dos objetivos principales. El primero es el desarrollo de los limites teéricos funda-
mentales en el rendimiento que se puede alcanzar cuando se comunica una fuente
de informacion a través de los canales de comunicacién usando cédigos que han
sido previamente desarrollados. El segundo objetivo es el desarrollo de codigos que
den lugar a un buen rendimiento comparado con el rendimiento éptimo que indica
la teoria.

A principio de los 40’s se pensaba que era imposible enviar informacién con una
probabilidad de error pequena. Shannon impresioné a la comunidad que estudiaba
la teoria de la comunicacién de esa época cuando probd que la probabilidad de
error podia ser casi cero para todas las tasas de comunicacién que estuvieran por
debajo de la capacidad del canal de transmision, la cual puede ser calculada a partir
de las caracteristicas del ruido del mismo y de la dinamica del canal. Shannon
también afirm6 que algunos procesos aleatorios tenian una complejidad (lo que
llamo entropia) irreducible de tal forma que debajo de dicha complejidad la senal
no podia ser comprimida. Ademas afirmo6 que si la entropia de la fuente es menor
que la capacidad del canal, se puede estar excento de error de manera asintotica,
es decir que si el nimero de codigos y el namero de letras que constituyen dichos
c6digos tiende a infinito, entonces la probabilidad de error tiende a cero.

Shannon us6 dos diferentes nociones de medidas de informacion las cuales estan
relacionadas. La primera fue la entropia, un concepto que surgié de la termodi-
néamica y que fue previamente propuesto como una medida de la informacion en
una senal aleatoria (la distribucion de los eventos tienen la misma probabilidad)
por el ingeniero electronico estadounidense Hartley [2I] en 1928. Shannon definio
la entropia de un proceso aleatorio discreto de variables aleatorias discretas finitas
X = {X,}, la cual se denota por H(X) y expresa la idea que la entropia de un pro-
ceso es la cantidad de informacién en el proceso. Cabe mencionar que este concepto
fue considerado por Shannon en el contexto de codificaciéon, otro de los aspectos
caracteristicos de la teoria de la informacién. Especificamente, Shannon mostré que
si se desea codificar el proceso dado en una sucesion de simbolos binarios, entonces
para que el receptor que recibe la sucesion binaria pueda reconstruir el proceso ori-
ginal perfectamente (o casi), se necesitan al menos H(X') simbolos binarios o bits
y esto puede hacerse con un nimero de bits muy cercano a H(X). Este resultado
es conocido como el teorema de codificacién para una fuente sin ruido.

La segunda nocién de informaciéon considerada por Shannon fue la informacion
mutua. La entropia es en realidad una nocion de informacion de si misma (la in-
formacion que da un proceso aleatorio acerca de si mismo). La informacion mutua
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es una medida de informacién contenida en un proceso acerca de otro proceso.
Mientras que la entropia es suficiente para estudiar la reproducciéon de un proceso
dnico a través de un ambiente sin ruido, es mas frecuente que uno tenga dos o
mas procesos aleatorios distintos, por ejemplo, uno que representa una fuente de
informacion y otro la salida de un medio de comunicaciéon en donde la fuente de
codificacion ha sido distorsionada por otro proceso aleatorio conocido como ruido.
En tales casos las observaciones son hechas en uno de los procesos con el objetivo
de tomar decisiones acerca del otro. Shannon introdujo la nocién del promedio de
informaciéon mutua entre dos procesos, definiéndolo como la suma de cada una de
las entropias de los procesos menos su entropia conjunta. Este concepto ha sido
relevante en teoremas de codificacién que involucran més de un proceso aleatorio.

La teoria de la informacion se centra en el estudio de dos puntos extremos del
conjunto de todos los posibles esquemas de comunicacién. El minimo de la com-
presion de datos estd en un extremo de dicho conjunto. Todos los esquemas de
compresion de datos requieren de una tasa de al menos igual que su minimo. En el
otro extremo esta el maximo de datos enviados conocido como la capacidad del ca-
nal. Entonces, todos los esquemas de modulaciéon y compresion de datos estan entre
esos dos limites. La teoria también considera formas de alcanzar estos limites. Sin
embargo, dichos esquemas, que pueden ser teéricamente 6ptimos, pueden resultar
computacionalmente impracticos. Un ejemplo de estas ideas es el uso de codigos que
son correctores de errores en los discos compactos y DVDs. En particular, en anos
recientes la teoria de informacion ha sido fundamental para optimizar las formas
en que la informacion se transmite por medio de los teléfonos, celulares, el internet,
y también en las estrategias de inversion y la neurologia, por mencionar algunos
campos de aplicacion.

Respecto a las caracterizaciones de las entropias, Shannon dio una en su trabajo
pionero. Posteriormente el matematico ruso Alexander Khinchin [22] en 1953 da una
caracterizacion mas general, que después fue generalizada por el matemético ruso
Dmitrii Konstantinovich Faddeev [16] en 1956 quien debilita las suposiciones de
Khinchin.

Actualmente la teoria de la informacién sigue siendo importante tanto desde el
punto de vista matematico como el de sus aplicaciones en diversas areas. Dentro de
lo primero, ademés de lo descrito en los parrafos anteriores, se han propuesto varias
axiomatizaciones de las medidas de informacién, algunas de las cuales se presentan
en un articulo de revision del tema de Imre Csiszar [11] en 2008. Asimismo, de
importancia fundamental en los teoremas de codificacion es el uso de las medidas
de informaciéon. Con respecto a las aplicaciones, la teoria de la informacion sigue
jugando un papel relevante en areas de vanguardia como la economia [§|, redes [§],
neurologia [28] , fisica [4], criptologia [4], teoria de la complejidad [4], compresion
de datos [4], los hoyos negros [7], y el genoma [26] por mencionar algunas.

Esta tesis de licenciatura tiene dos objetivos principales. Primero, presentar de
manera rigurosa dos axiomatizaciones de las medidas de informacion, las cuales dan
lugar a otras caracterizaciones de la entropia que se obtienen en base a las relaciones
existentes entre las propiedades de las mismas. Segundo, exponer dos modelos donde
la entropia surge de manera natural en el contexto de temas contemporéneos: uno
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en economia (inversiones) y otro en redes. En el modelo en inversiones se presentan
todas las ideas de manera detallada. Algunas demostraciones de la literatura se
hicieron de manera distinta debido a que no eran claras las mismas. En el capitulo
de redes se exponen las ideas principales por ser el tema muy vasto.

Una de las axiomatizaciones de medidas de informacién que se considera se basa
en la caracterizacion de la funcion logaritmo con dominio en los naturales, la cual
fue la propuesta en [22, [I6]; ver también [I]. La otra es la axiomatizacion de Lee
[25] que usa funciones de informaciones, cuya idea intuitiva es medir la cantidad de
informaciéon como funcién de probabilidades de eventos.

El modelo en economia que se considera se utiliza en los mercados de acciones.
Cuando se invierte repetidamente en un mercado de acciones estacionario se obtiene
un crecimiento exponencial de la riqueza. La razén de crecimiento de la riqueza
(llamada la razon de duplicacion) es dual en cierta manera de la razon de la entropia
del mercado.

La teorfa de informacién en redes resulta en el estudio de varias fuentes de in-
formacion en la presencia de ruido e interferencia. Dicha teoria también pudiera
describirse como la teoria de tasas simultdneas de comunicaciéon de muchos remi-
tentes a muchos receptores en presencia de interferencia y ruido. Algunos de los
intercambios entre receptores y remitentes son inesperados, y todos tienen cierta
simplicidad matematica. Sin embargo todavia no existe una teoria unificadora. Al
no tener dicha teoria, un area que ha sido de interés es el anélisis de sistemas MIMO
(multiples-entradas y multiples-salidas), que usan miltiples antenas en el remitente
y receptor, donde se usan herramientas de la teoria de matrices aleatorias; para una
referencia en espanol sobre el tema se sugiere consultar Diaz [I4] y las referencias
que ahi se mencionan.

La organizacion de la tesis es la siguiente. En el capitulo 1 se presentan los
preliminares sobre la teoria de la informacion tales como propiedades y relaciones
algebraicas bésicas de la entropia de Shannon, entropia relativa e informaciéon mu-
tua. El material presentado aqui es clasico, y para una mayor y detallada exposicion
se remite al lector a los libros [1I, §].

En los capitulos 2 y 3 se consideran caracterizaciones de la entropia de Shannon.
En el capitulo 2 nos centramos en una caracterizacion que se basa en las propieda-
des que determinan a la funcién logaritmo cuando esta definida en los naturales. En
el capitulo 3 se introduce el concepto de funcién de informacion, y se desarrolla la
teoria correspondiente que permite tener otra caracterizacion de la entropia. Con el
objetivo de dar una presentacion completa del tema en esta parte de la tesis se cons-
truye un namero no contable de funciones de informacién para lo cual es necesario
usar el axioma de eleccion. Dichas funciones son no Lebesgue medibles y la demos-
tracion se obtiene como una consecuencia de un teorema de las caracterizaciones
de las entropias.

En el capitulo 4 se presenta un modelo del mercado de acciones, donde se mues-
tran las relaciones que existen entre la teoria de la informacion y las inversiones.
Se basa principalmente en una serie de articulos y un libro escritos por Cover y
coautores entre 1988 y 2006 [2, 8, [9, [10], asi como en trabajos mas recientes en
2009 por Twichpongtorn [32], y en 2011 por Bean y Singer [6]. El teorema 4.10
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de esta tesis se demostré de manera detallada dado que Cover sélo presenta ideas
generales en su libro, ademas de que fue necesario incluir y probar el teorema 4.9
donde se usaron propiedades de semi-continuidad. En la ultima seccion se introduce
brevemente lo que es el portafolio universal.

En el capitulo 5 se desarrolla el tema de la teoria de la informacién en redes,
que es el estudio de flujos de informacion alcanzables en presencia de ruido e inter-
ferencia. Se presentan los conceptos de interferencia, retroalimentacion, capacidad
de un canal y el canal gaussiano. Este capitulo esté basado en el libro de Cover [§],
y en una serie de articulos entre 1970 y 2010 |3, 15} 17, 20, 24, 27, 3T, 33 [34].

El lector que soélo esté interesado en estudiar las caracterizaciones de la entropia
de Shannon, pudiera leer solamente el capitulo 1 y pasar a los modelos de los
capitulos 4 y 5. Asimismo, los capitulos 4 y 5 son independientes entre si.
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Capitulo 1

Entropia de Shannon y entropia
relativa

En este capitulo se introducen la mayoria de las definiciones bésicas que se
usaran en los siguientes capitulos. Para cualquier distribucion de probabilidad se
define una cantidad llamada entropia, la cual tiene muchas propiedades que coinci-
den con la nocién intuitiva de lo que una medida de informacién debiera satisfacer.
Esta nociéon se extiende para definir la informacién mutua, que es una medida de
la cantidad de informacién que una variable aleatoria contiene acerca de la otra.
La informacién mutua es un caso especial de una cantidad mas general llamada
entropia relativa, la cual es una medida de la distancia entre dos distribuciones
de probabilidad. Todas esas cantidades estan muy relacionadas y comparten va-
rias propiedades. Después se establecen reglas de la cadena, y se demuestra que la
informaciéon mutua es no negativa.

1.1. Entropia

Primero se introducira el concepto de entropia, la cual es una medida de incer-
tidumbre de una variable aleatoria.

Definicion. Sean

An = {(p17p27"'7pn):O<Zpk§17pk205k:1727"'7n} (n:1527"'7)

k=1

(1.1)
los conjuntos de medidas finitas que suman menos que uno. La entropia de Shannon
es la sucesion de funciones H, : A, — R(n =1,2,...) definidas por

Hy(pr,-opn) = Y L(p)/ Y pi (1.2)
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donde

-zl i 1
L) = xlog, @ s%xE(O, ] (13)
0 sixz=0.

En este trabajo se supondra que los logaritmos son considerados en base dos a
menos que se indique lo contrario. Por esto en adelante se quita el 2 de log,. Las
unidades de la entropia son bits. También se supondra que 0 - log0 := 0.

Notemos que hay dos posibles interpretaciones de la entropia:

= Medida de ruido que se produce antes de que el experimento finalice.
= Medida de la informacién esperada de un experimento.

A continuacion definiremos los siguiente conjuntos

T, = {(pl,pg,...,pn):Zpkzl,pk2O;k:1,2,...,71}(7122,3,...) (1.4)

k=1

En los siguientes conjuntos se excluyen las probabilidades 0,

AY = {(pl,pg,...,pn):0<2pk§ 1,pk>0,k::1,2,...,n}(n:1,2,...,)
k=1
(1.5)

n

re .= {(pl,pg,...,pn):Zpkzl,pk>0;k: 1,2,...,n}(n:2,3,...) (1.6)

k=1

Es evidente que I'? es el interior del conjunto I',,.
En el siguiente teorema se presentan ocho de las propiedades més importantes
de la entropia de Shannon.

Teorema 1.1. La entropia H,, satisface:

1) Simetria. La informacion es invariante bajo el cambio en el orden de los even-
tos.

Hn(ph o 7pn) = Hn(pa(1)7 o 7pa(n)>
para (pl’ s 7pn) € An
2) Normalidad. Hs(1/2,1/2) = 1.

3) Ezpansibilidad. Agregar resultados cuya probabilidad es cero no cambia la
incertidumbre del experimento.

Hn(pla"'7pn> = HnJrl(Oapla"'apn):Hn+1(p17'"7pk707pk+17-"7pn)
= Ho(pr,- 0, 0)(k=1,2,...,n—1).
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4)

8)

Decisivo. No hay incertidumbre en un experimento con dos resultados cuyas
probabilidades son uno y cero, respectivamente.

Hy(1,0) = Hy(0,1) = 0.

Aditividad fuerte. Describe la informacion esperada de dos experimentos que
no son independientes.

Hor(D1q11, P1G125 - - -, D110y D2G21, D2G225 - - -
DP2G2ny - - s+« s PGl s PmGm2, - - - s PmGmn,)

=H,(p1,. -, pm) + ZPan(ij Qj2s - - Qjn)
j=1

para (p1,...,Pm) € D' y (¢j1,-- - @n) € ny j =1,2,...,m. Esta propiedad
tiene la siguiente interpretacion: si Ay,..., A,, v By,..., B, son los posibles
resultados de dos experimentos, entonces gj; es la probabilidad condicional
de By dado que ocurre A;, y el segundo miembro de la igualdad es la entropia
condicional del segundo experimento dado que ocurre el primero. Entonces, la
informacion esperada de los dos experimentos es la informaciéon esperada del
primero mas la entropia condicional del segundo experimento dado que ocurre
el primero, es decir Z;n:lijn(qjl, ..., Qjn) se interpreta usando p; = P(A;)
Y ik = P(Bi | 4;).

Aditividad. La informacion esperada de dos experimentos independientes es
la suma de la informacion esperada de los experimentos independientes.

Hmn(pl(]lapl‘]?a <oy P14, P291,P242, - - - s P2Gny - - - 5o oo s PmA1, Pm42, - - - amen) =
Hm(pla s 7pm> + Hn(q17 s 7QTZ)

para (p1,....Pm) € Ay (q1,- ., qn) € A,

Recursividad.

y4i D2
an7"'7p7’b :Hn— p _I_p >p>"'apn + p +p H ( ) )
( 1 ) 1( 1 2, D3 ) ( 1 2) 2 it Pt P

para (pi,...,pn) € In, y p1+p2 >0,
Positiva. H(P) > 0.

Demostracion. Notemos que (1)-(4) son triviales. Asi pues, demostremos (5).
Primero veamos que L(zy) = xL(y) + yL(x) si z,y € [0,1]. Si zy > 0, L(zy) =
—zylog(xy) = —xylogz — xylogy = xL(y) + yL(x). Supongamos, sin pérdida de
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generalidad que z = 0, L(0y) = 0 = 0L(y) + L(0)y. Por tanto, L(zy) = xL(y) +
yL(z). Ahora notemos que H,(p1,...,pn) = Y _p_; L(px). Por ende

Hmn(p1q117 o 7anan) = Z Z L<ijjk>

=1 k=1
= > L) + L) gl
=1 k=1
= > L) Z%HZ%ZL (45)
Jj=1 j=1
= > L)+ > piHalg1, - qjn) ( pues » _ qj = 1)
=1

Para (6), notemos que en el caso que (p1,...,Pm) € Ty (q1y---3qn) € T,
poniendo ¢1x = Gox = *+- = Gmr = qx (k =1,...,n) en (5) se obtiene el resultado
buscado. Para el otro caso

Do 2ot Llpgar) 325y D Llaw) + 2000, L(py) 2oy G
22‘11 > k1 Pidn 27:1 Pj 2 ret G
Zzzl L(qr) n Z;’; L(pj).
> ket T 23:1 Dj

. Por ende,1 —¢q = 2 =
p1 +p s P =

p(1 — q), p2 = pq. Por ende, debemos probar que

Demostremos (7). Sea p = p; + p2,q =

Hn(pla cee 7pn) = Hn(p(l - Q)7PQ7p37 R >pn) = anl(pap?n cee 7pn) ‘HUHZ(l - Q7Q>

pero la aditividad fuerte implica lo anterior.

Teorema 1.2 La funcion L es continua en [0, 1] y es diferenciable y concava en
(0, 1).

Demostracién. Como (zlogz)” = —= > 0 si # > 0 entonces L es concava. Es
continua pues lim (zlogz) = 0.
z—0t+

Por tanto H,, es continua en A,,.

La siguiente desigualdad para funciones diferenciables y céncavas, permitird
demostrar una desigualdad (llamada la propiedad de subaditividad) de la entropia
dado que la funcién L es diferenciable y concava en (0, 1).
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Lema 1.1 Si g es diferenciable y concava en (a,b), entonces para todo xp €
(a,b)(k=1,....n) y (q1,---,qa) €ET(n=2,3,...) se cumple

g (Z Qk$k> > ZQkQ<Ik) (1.7)

Si de hecho, g esta definida en [a, b), (a,b], y si g(a) < lim+g(x) y/o g(b) < li?’é’b g(x),
T—a T—0"

entonces la igualdad (|1.7]) vale si alguna de las x} s son a o b, respectivamente.

Demostraciéon. Sea T = ),_, qxz;. Entonces T € (a,b), y por el teorema de
Taylor

1

g(z;) = g(z) + ¢'(Z)(zx — T) + §gll(ek)(:ck —2)*(k=1,2,...,n)

con € entre x;, v Z. Multiplicando las ecuaciones anteriores por ¢ y sumando, se
obtiene que (usando que g”(z) <0 conz € (a,b) y Y p_,qx = 1)

Saom) = o)+ 5 3 (el — )

Teorema 1.3 Si (p1,...,pm) € D ¥ (gj1,- -+, ¢jn) € I'sy, entonces

Zp] (g1, - qm) < H, (Zpgqﬂ,..-,ijan>
=1

IA

Demostracién. Por el Lema 1.1

L <ijqjk) > Z (gr)(k=1,2,...,n).
=1 j=1

Por ende

3

k=1 j=1 k=1

N (zqujk) S L)
j=1
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Teorema 1.4. La entropia H, satisface la subaditividad. Es decir

Hypn (p11,0125 - -+ P1ns P21, D225 - - s D205 -+ - Pty Pm2s - -+ Pn) - <
Hy, (Zplk,---,mek> + Hy (ijl,m,ijn>
k=1 k=1 j=1 j=1
si [(p11, -y Pmn) € Dy m,n = 2,3, .. .]. Notemos que si

Dik = (A mBk> = P (By | 4;) = riq

entonces

Hym <]P’(A1 N B1:- - B(A [ Ba)s - . B(An [ B1), B(A [ Ba). - ,P(AmﬂBn)> <

H, (P(A)),P(Ay), ..., P(Ay)) + H, (P(By),P(B,), ..., P(B,))

con (P(Ay),...,P(A,)) € Iy y (P(By),...,P(B,)) € I',. Es decir, la informa-
cion esperada de dos experimentos no es mayor que la suma de las informaciones
esperadas de cada uno de los experimentos.

Demostracion. Usando el Teorema 1.3 y aditividad fuerte

Hy, (P11,P12, <oy Piny P21, P22y - - -5 P20y -+ + s Pmls Pm2, - - - pmn) =

- P11 - Pmn
H n ((Zplk) ZZZI p1k7 R (;pmk> Zk 1pmk>
Hm o . - pjl pjn >
(;plk ZP k) +]z: (pr) (Zk 1Pik 2k Pin
Hm (ZPlh---aZPmk) +Hn (ijlw' Zpyn)
k=1 k=1 j=1

IN

A continuacion se demostraran otras seis propiedades bésicas de la entropia de
Shannon.

Teorema 1.5. La entropia H,, satisface que:

1) Es maximal, es decir

1 1
H, (p1,-..,pn) < Hy (—,...,—)

n n

para todony (p1,...,pn) € Ty.
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2) Es acotada por arriba, es decir existe k tal que

para todo (1 — ¢,q) € T's.

3) Es mondtona, es decir la funcién ¢ — Hz(1 — ¢, q) es no decreciente en [O, %}

4) Es medible, es decir ¢ — Hy(1 — ¢, q) es Lebesgue-medible en [0, 1].

5) Es estable en p,, es decir

lim H2(po> Q) = Hl (po)

q—0t
para p, € [0, 1].
6) Es pequena para probabilidades pequenas, es decir
lim Hy(1 —q,q) =0
lim, 2(1—¢,9)

por tanto si un resultado de un experimento es muy probable, entonces el otro
va a ser muy improbable y por tanto la incertidumbre es pequena.

Demostracion. Notemos que las afirmaciones (4)-(6) son triviales. Demostremos

(1) )
_ 251 Plog(p)
np
por ende H, (%, c %) = —log (%) = log(n). Usando que L es concava y el Lema
1

H,(p,...,p) = —logp

2 k=1 L)

Hy, (p1,....pn) = W
k=1

_ (ZL L(pk)) n

n ZL Pk
L (Z’Z:l pk)
< nn—"
> k1 Dk
_ D et Pk D e Pi
= H o )
n n ) ) n

Esto indica que la entropia, vista como la medida de incertidumbre, alcanza su
méximo cuando todos los resultados tienen la misma probabilidad.

Ahora demostremos (2). Como H,, (p1,...,ps) < log(n) para (p1,...,pn) € [y,
entonces Hy (1 —¢q,q) < 1.

Para demostrar (3) veamos que

flg) = Hy(1—gq,q)
= —(1—¢q)log(1 —q) — qlog(q)
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si g € (0,1). Entonces

, loge qloge
fla) = log(l—q)+(1—aq)7=——Io :

1 —
= log(l —¢) —logq = log (—q)
q

por lo que

por lo tanto f es no decreciente en (0, 1], v £(0) = 0, de aqui que f es no decreciente

2
en [0, 3.

1.2. Entropia conjunta y condicional

Ahora se definiran la entropia conjunta y la entropia condicional.

Definicién. La entropia conjunta H(X,Y') de un par de variables aleatorias dis-
cretas (X,Y) con distribuciéon conjunta p(x,y) esté definida como

H(X,Y) ==Y plx,y)logp(z,y).

Notar que H(X,Y) = —Elogp(X,Y).

Definicion. Si (X,Y) ~ p(z,y), la entropia condicional H(Y | X) esta definida
como

HY | X)=Y pla)H(Y | X =)
== p@)) ply|z)logp(y|z)
z y
- _ Z Zp(:c, y)logp(y | x)
= —Eiog;(Y | X).
Las definiciones anteriores resultan naturales cuando se demuestra que la entro-

pia de un par de variables aleatorias es la suma de la entropia de una variable mas
la entropia condicional de la otra. Esto es probado en el siguiente teorema.



1.3. ENTROPIA RELATIVA E INFORMACION MUTUA 9

Teorema 1.6 (La regla de la cadena). Si (X,Y) ~ p(x,y), entonces

H(X,Y)=H(X)+H(Y | X).

Demostracion. Veamos que

HX,Y) = => > pla,y)logp(z,y)
= =) > pla.y)logp(x)ply | z)
= = (e y)logplz) = 3> pla,y)logply | x)

= HX)+H(Y|X),
donde H(X) es la entropia de Shannon. Equivalentemente,

Elogp(X,Y) =Elogp(X) +Elogp (Y | X).

Corolario 1.1. Si (X,Y,Z) ~ p(z,y, z), entonces
HX,)Y |2)=HX | 2)+H(Y | X,2).

La prueba del corolario es un argumento similar al que se da en el Teorema 1.6.

Veamos un ejemplo donde se cumpla que H (Y | X) # H(X | Y). Consideremos
la siguiente distribucion conjunta de (X, Y):

ANX [ L [ 2 [ 3] 4]
1 1/8 | 1/16 | 1/32 | 1/32
2 1/16 | 1/8 | 1/32 | 1/32
3 1/16 | 1/16 | 1/16 | 1/16
4 1/4 0 0 0

La distribucion marginal de X es (%, i, %, %) y la distribuciéon marginal de Y
es (§,4,5.1) v por tanto H(X) = Ty H(Y) = 2. También H(X | V) = Y y
H(Y|X):%yH(X,Y):%.

Nota. Aunque puede pasar que H (Y | X) # H(X | Y), siempre se tiene que
HX)-H(X|Y)=H(Y)-H (Y | X).
1.3. Entropia relativa e informacién mutua

Ahora veamos las definiciones de entropia relativa e informaciéon mutua. La

entropia relativa D (p || ¢) es una medida de la ineficiencia asumiendo que la distri-
bucién es ¢ cuando la distribucion verdadera es p.
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Definicion. La entropia relativa (o distancia de Kullback-Leibler) entre dos fun-
ciones de probabilidad discretas p(z) y ¢(x) esta definida como

I'
Zp 10g )

=, log %

Usaremos la convencion de que plog § = oo si p > 0. Entonces si existe x tal
que p(z) > 0y q(x) =0, entonces D (p || q) =

En lo que sigue se demostrara que la entropia relativa es siempre no negativa y
que es cero si y solo si p = ¢. Sin embargo, no es una distancia entre distribuciones
pues no es simétrica y no satisface la desigualdad del triangulo.

Ahora definiremos la informacién mutua, que es una medida de la cantidad de
informaciéon que hay en una variable aleatoria de otra variable aleatoria.

Definicién. Consideremos dos variables aleatorias X y Y con probabilidad con-
junta p(z, y) y probabilidades marginales p(z) y p(y). La informacion mutua I(X;Y)
es la entropia relativa entre la distribuciéon conjunta y la distribuciéon producto

p(z)p(y):

I(X;Y) = Zzp(w,y)log%
= D(p(e.y) | p)p(»))
p(X.Y)
Sl 08 L)

Ejemplo. Sea X ={0,1} un alfabeto y consideremos dos distribuciones p y ¢ en
X. Seap(0)=1—rp(l)=ryseaq(0)=1-s,q(1) =s. Entonces

1—r r
D = (1—7)1 log —
(pllg)=(1—r)log—_+rlog~

1—
D(q| p) = (1—8)10g +slog—

Sir=s, entonces D(p || q) = D(q || p) =0. Sir =1/2,s = 1/4, se obtiene que
D(p| q)=02075y D(q | p) = 0,1887.

Notemos que en general D (p || q) # D (¢ || p).
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Ahora daremos la relacion existente entre la entropia y la informaciéon mutua.
Notemos que

16Y) = ol log L0

Zp$ y) log (])y)

_ _pr y)logp(z) + Y pla,y)logp (= | y)

T,y

_ —Zp ) log p(z ( prylogp(x\y)>

T,y

= H(X)— H(X|Y).

Entonces la informacion mutua I(X;Y') es la reduccion de la incertidumbre de X
debido al conocimiento que se tiene de Y.
Por simetria, se sigue que

I[(X;Y)=H(Y) - HY | X).

Entonces, X dice tanto de Y como Y dice de X.
Usando que H(X,Y) = H(X)+ H (Y | X), se concluye que

I(X;Y)=H(X)+ HY)—- H(X,Y).
Finalmente, notemos que
I(X;X)=H(X)-H(X | X)=H(X).

Entonces, la informaciéon mutua de una variable aleatoria consigo misma es la en-
tropia de la variable aleatoria.
Juntando los resultados anteriores, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.7. (Informacién Mutua y Entropia) Sean X,Y variables aleato-
rias discretas, entonces

[(X;Y) = HX)-H(X|Y)
I(X;Y) = HY)-H(Y |X)
I[(X;Y) = H(X)+H(Y)-H(X,Y)
I(X;Y) = I(V;X)

I[(X;X) = H(X).

1.4. Reglas de la cadena

Ahora demostraremos que la entropia de una coleccion de variables aleatorias
es la suma de las entropias condicionales.
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Teorema 1.8. (La regla de la cadena para la entropia) Sean Xi,...X,
variables aleatorias con densidad conjunta p(xy,...,z,). Entonces

H(X17"'7X’rl) :H(X1)+ZH(XZ|XZ—177X1)

1=2

Demostracion. Aplicando repetidamente la regla de expansion de dos variables
para entropias, tenemos que

H(Xl,XQ> — H(Xl) + H(X2 ’ Xl):
H(Xy,...,X5) = H(X1)+ H(X2, X5 | X4)
= H(Xl) + H(X2 | Xl) + H(Xg ’ XQ,Xl),

H(X, Xo,..., X)) = HX)+HXo | X))+ +H(X, | Xoo1, ..., X0)

= Y HX | Xis,..., X).
i=1

A continuacion definiremos la informacion mutua condicional como la reduccién
en la incertidumbre de X debida al conocimiento de Y dado que se conoce Z.

Definicién. La informacién mutua condicional de las variables aleatorias X y Y
dada Z esta definida por

I(X;Y | Z2) = H(X | Z)~ H(X | Y, 2)
p(X,Y | Z)

= Ep(zy.2) log )

PeuD S (X | Z)p (Y | Z)

La informaciéon mutua también satisface la regla de la cadena.

Teorema 1.9 (La regla de la cadena para la informaciéon) Sean X,..., X,,Y
variables aleatorias discretas, entonces

I(X1, X, X Y) = I(X5;Y) + ) T(X5Y | Xiq,. ., X))

=2

Demostracion.

I(Xy,..., X Y) = H(Xy,...,Xn)—H(X1,...,X, | Y)

= H(X)+ Y HX: | Xi,...,X1) - HX1)+ > H(X; | Xi, ...

=2 1=2

= D I(X3Y | X1, Xis),

i=1

7X17Y)
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Lo cual concluye la demostracion del teorema.

Definiremos una versiéon condicional para la entropia relativa.

Definicién. Para densidades conjuntas de probabilidad p(x,y) v q(z,y), la en-
tropia relativa condicional D(p(y | ) || ¢(y | x)) es el promedio de las entropias
relativas entre las densidades condicionales de probabilidad p(y | =) y q(y | z)
promediada sobre la densidad de probabilidad p(z). Con mayor precision

D(pylx)llqlylx) Zp(x)zp@,x)logp(ym

q(y| )
p(Y | X)

E)zq) log ———.
P 8 VX

La entropia relativa entre dos distribuciones conjuntas de un par de variables alea-

torias puede ser expandida como la suma de una entropia relativa y una entropia
relativa condicional.

Teorema 1.10 (La regla de la cadena para la entropia) Sean p(z,v) y q(z,y)
dos probabilidades conjuntas de probabilidad, entonces

D (p(z,y) | ¢(z,y)) = D (p() || ¢(x)) + D (p(y | z) || a(y | x)) .

Demostracion.

D (p(z,y) |l ¢(z,y)) = Zzp(m7y)1ogp($,y

el q(z,y)
B - ) o PPy | 7)
= 2.2 pe)los g
B - ) og PE) oo P 1)
= 22 o e D 2 vl )lo

= D(p(x) || ¢(@)+D(ply|z) ] qly|z)).

1.5. Consecuencias de la desigualdad de Jensen

A continuacién demostraremos una desigualdad de positividad de la entropia
relativa.
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Teorema 1.11 Sean p(x),q(x),z € X, dos densidades de probabilidad definidas
en X (X es contable). Entonces

D(pllqg) >0

con igualdad si y solo si p(z) = ¢g(z) para todo x.

Demostracion. Sea A = {z : p(x) > 0} el soporte de p(x) Entonces

-D(pla = =) pl )log 22

.I'
z€A q

= ) plx)log alz)

(
€A <x)

<l pa) 5 (18)

xXr
T€EA

= log ) q(x)

€A

< log ) q() (1.9)
reX
log 1

= 0.

S|

S

Como logt es una funcién estrictamente concava de t, se tiene igualdad en (|1.8)
si y solo si q(x)/p(x) es constante en todos los puntos. Entonces, Y ., q(z) =

¢ eap(@) = c. Se tiene igualdad en (L.9) siy solosi ) ., q(x) = cpa( ,
lo que implica que ¢ = 1. Entonces, se tiene que D (p || ¢) = 0siy solo si p(x) = ¢(x)
para todo z.

Corolario 1.2. Para dos variables aleatorias discretas, X y Y
I(X;Y) >0,

con igualdad si y s6lo si X y Y son independientes.

Demostracion. I(X;Y) = D(p(z,y) || p(z)p(y)) > 0, con igualdad si y solo si
p(z,y) = p(x)p(y).

Corolario 1.3. Para dos variables aleatorias discretas X y Y

D(plylz)lqy|z) >0,

con igualdad si y solo si p(y | ©) = q(y | =) para todo y y z tal que p(x) > 0.
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Corolario 1.4. Para tres variables aleatorias discretas X,Y y Z
I(X;Y | Z) =20,

con igualdad si y s6lo si X y Y son condicionalmente independientes dado Z.

El siguiente teorema establece que condicionando se reduce la entropia, es decir
que si se tiene mas inormacioén no se puede tener mas ruido.

Teorema 1.12 Para dos variables aleatorias discretas X y Y
H(X|Y)<HX)

con igualdad si y s6lo si X y Y son independientes.
Demostracion. 0<I(X;Y)=H(X)—-H(X|Y).

Intuitivamente, el teorema dice que conociendo otra variable aleatoria Y sélo
puede reducir la incertidumbre en X. Notemos que esto s6lo es cierto en el promedio.
Especificamente, H(X | Y = y) puede ser mayor que o menor que o igual que H(X),
pero en el promedio H(X |Y) =3 p(y)H(X | Y =y) < H(X). Por ejemplo, en
un juicio, nueva evidencia podria incrementar la incertidumbre, pero en promedio
la evidencia decrece la incertidumbre.

Ejemplo. Sea (X,Y) un vector aleatorio con la siguiente distribucion conjunta:
YAX[ 1] 2 |
1 0 |3/4
2 1/8 11/8
Entonces H(X) = 0,544, H(X|Y = 1) = 0y H(X|Y = 2) = 1. Haciendo
célculos H(X | Y) = 0,25. Entonces, la incertidumbre de X crece si Y = 2 y
decrece si Y = 1, pero la incertidumbre decrece en promedio.

Teorema 1.13 Sean Xj,..., X, con densidad conjunta p(z1,...,x,). Entonces
H(Xy,..., X,) <) H(X))
i=1

con igualdad si y s6lo si las variables aleatorias X; son independientes.
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Demostracion. Por la regla de la cadena para entropias

H(Xy,...,X,) = HX)+ Y HX;|Xi,...,Xi)

1=2
=1

donde la desigualdad se obtiene del Teorema 1.12. Tenemos igualdad si y sélo si X;
es independiente de X;_1,..., X7 para todo i.

1.6. Desigualdad del procesamiento de datos

A continuacion demostraremos la desigualdad del procesamiento de datos que se
usara en el capitulo de redes. Empecemos con una definiciéon de cadenas de Markov
en ese orden.

Definiciéon. Las variables aleatorias X, Y, Z se dicen que forman una cadena de
Markov en ese orden (denotada por X — Y — Z) si la distribucién condicional
de Z depende solamente de Y y es condicionalmente independiente de X. Especi-
ficamente, X, Y, Z forma una cadena de Markov X — Y — Z si la densidad de la
probabilidad conjunta se puede escribir como

p(z,y,2) = plx)p(y | ©)p(z | y).
Algunas consecuencias inmediatas son las siguientes:

= X - Y — Z siy solamente si X y Z son condicionalmente independientes
dado Y. La propiedad de Markov implica independencia condicional porque

p(z,z | ) = W;’(;’;Z) _ W’%z ) e |tz | 9).

» X > Y — Z implica que Z — Y — X. Entonces, a veces la condicién se
escribe como X +» Y < Z.

» Si Z = f(Y), entonces X =Y — Z.

Ahora demostremos la desigualdad del procesamiento de datos que dice que si
no se procesa Y, aleatoriamente o de manera determinista, puede incrementar la
informacion que Y contiene de X.

Teorema 1.14 Si X — Y — Z, entonces [(X;Y) > I(X; Z).
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Demostracion. Por la regla de la cadena, podemos expandir la informacién mu-
tua en dos maneras

I(X:Y,2) = I(X;2)+(X;Y | Z)
= I(X;Y)+1(X;Z2|Y).

Como X y Z son condicionalmente independientes dado Y, tenemos que I(X; Z |
Y)=0. Como I(X;Y | Z) > 0, tenemos que

I[(X;Y) > I(X; 2).

Tenemos igualdad si y solo si I(X;Y | Z) = 0 (es decir, X — Y — Z forma una
cadena de Markov). Similarmente, se puede probar que I(Y;Z) > I(X; Z).

1.7. Desigualdad de Fano

Para finalizar este capitulo demostraremos la desigualdad de Fano cuya impor-
tancia es vital para demostrar el teorema de capacidad para el canal de multiple
acceso en el capitulo 5 de redes. Supongamos que conocemos una variable aleatoria
Y y deseamos adivinar el valor de una variable aleatoria X correlacionada con Y.
La desigualdad de Fano relaciona la probabilidad de error en adivinar la variable
aleatoria X con la entropia condicional H (X | Y').

Se espera que se puede estimar X con una probabilidad de error pequena si
la entropia condicional H(X | Y) es pequena. La desigualdad de Fano cuantifica
esta idea. Supongamos que deseamos estimar una variable aleatoria X con una
distribucion p(x) que toma valores en X. Observamos una variable aleatoria Y
que esta relacionada con X por la distribuciéon condicional p(y | x). A partir de
Y, calculamos una funcion ¢g(Y) = X, donde X es una estimacion de X y toma
valores en X. No restringiremos a que el alfabeto X sea igual a X, y también
permitiremos que la funcion g(Y') sea aleatoria. Deseamos acotar la probabilidad
de que X # X. Observemos que X — Y — X forma una cadena de Markov.
Definamos la probabilidad de error

P.=P(X # X).

Teorema 1.15 Para un estimador X tal que X — Y — X, con P, = ]P’(X # X)),
tenemos que

H(P)+ P.log|X|>H(X | X)>H(X |Y). (1.10)

Esta desigualdad se puede hacer mas débil
14+ P.log|X| > H(X |Y).

Notemos que de (1.10) P, = 0 implica que H(X | Y) = 0.
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Demostracion. Primero probemos la primera desigualdad en (1.10)). Luego usa-
remos la desigualdad de procesamiento de datos para probar la segunda desigualdad
en (|1.10). Definamos una variable aleatoria indicadora

sl siX #£X,
10 si X =X

Entonces, usando la regla de la cadena para entropias podemos desarrollar H(E, X |
X) en dos diferentes maneras, tenemos que

HE X |X) = HX|X)+H(E|X,X)
%,_/

- (E|X)+H(X|EX)

H(PP) <Pe 1Ogl')d

Dado que condicionando se reduce la entropia, H(E | X) < H(E) = H(P,). Luego,
dado que E es funcién de X y X, la entropia condicional H(E | X, X) es igual a 0.
También, dado que E es una variable aleatoria binaria, H(E) = H(F,). El término
que falta, H(X | E, X ), puede acotarse de la siguiente manera

P(E=0)H(X | X,E=0)+P(E=1)H(X | X,E=1)
(1 — P.)0+ P.log|X],

H(X | E,X)

IA

puesto que dado £ =0, X = X, y dado E' = 1, podemos acotar por arriba la entro-
pia condicional por el logaritmo del niimero de los posibles resultados. Combinando
esos resultados, obtenemos que

H(P.) + P.log|X| > H(X | X).

Por la desigualdad del procesamiento de datos, tenemos que / (X;
dado que X — Y — X es una cadena de Markov, y por tanto H (X

Y'). Entonces, tenemos (|1.10)).

_><>



Capitulo 2

Propiedades deseables de las
entropias

En este capitulo se daran varias caracterizaciones de la entropia de Shannon.
Se consideraran funciones que satisfacen ciertas propiedades convenientes y se de-
mostrard que dichas funciones tienen que ser la entropia de Shannon. De manera
particular, se daran propiedades que determinan a la funciéon logaritmo cuando es-
t4 definida en los naturales, lo cual es natural ya que en la definiciéon de entropia

aparece el logaritmo.

2.1. Propiedades

Se comenzaré dando una definiciéon que abarca las propiedades méas importantes

de las entropias.

Definiciéon. La sucesion 1,,:
(1) Es n,-simétrica si para n, > 2,
Ly(P1s - Pno) = Iny (Po1)s - -+ Pono))
para todo (p1,...,pn,) € Ay,
(11) Es simétrica si es n,-simétrica para todo n, > 2.
(111) Esta normalizada si I, (3, 3) = 1.
(1v) Es ny,-expandible si

Inn<p17"‘7pno> - -[n,,—l-l(oapla""pn,,)
InoJrl(pla <. 7pk707pk+1a <. 7pno)
= Ino<p17"'7pno70)

donde k € {1,...,n, — 1} para todo (p1,...,pn,) € Ay, 0 T'p,.

19
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(v) Es expandible si es n,-expandible para todo n,.
(vi) Es decisiva si I5(1,0) = I5(0,1) = 0.

(vir) Es n,-recursiva si dado n, > 3

b1 D2
L, (p1, - Pn,) = LIng—1(p1 + P2, P35 - -, Pn,) + (01 + D2) 1 ( , )
(1 ) 1( 1 2 3 ) (1 2)2 p1+p2 p1+p2

para todo (p1,...,pn,) € I'y,, con la convencion de que 0 - Io (%, g) = 0.
(vil) Es recursiva si es n,-recursiva para todo n, > 3.

(1X) Es (my, n,)-fuertemente aditiva si dados m,,n, > 2
Tongno (P1011, P1G125 - -+, P10y, P2G215 - - - D2@2n05 - - - s PmoGmols - - > PrmoGmons)

Iy (P1, - > Pmy) + Y Pidn, (@51, -1 @n,) (2.1)

j=1
para todo (p1,...,Pm,) € Doy (g1, G2, - - -+ @jn,) € Ty (J = 1,2, ...,m,).
(X) Es fuertemente aditiva si es (m,, n,)-fuertemente aditiva para todo m,, n, > 2.

(x1) Es (my, n,) —aditiva si dados me, o ¥ (D1, -+ s Pmy) € Dinus(Q1y -+ -5 qn,) € Ay,

Ion, (p1QI7pIQ27---7PIQnoup2(J17~-->pQQno7~--7---ameQ17meQ27--~7meQTLD> =
Lo (D1, - Pmy) + Loy (Quy - oy Gny) (2.2)

(x11) Es aditiva si es (m,, n,) —aditiva para todo (m,, n,).

(x111) Es (m,, n,)-subaditiva si dados m,,n, > 2

Imono (p11>P127 vy Pings P21y -+ -y P2ngs - -+ 5 Pmols Pmo2y - - - 7pmono) S
I (zpm,...,zp@ o1, (zpﬂ,...,zpjno>
k=1 k=1 j=1 j=1

para todo (P11, -, Pmony) € Limon, -
(x1v) Es subaditiva si es (m,, n,)-subaditiva para todo m,,n, > 2.
(XV) Es n,-maximal si dado n, > 2

1 1
[no (pl,-.-,pno) S Ino <—,...,—)

Mo Mo
para todo (p1,...,pn,) € [y, .

(xv1) Es maximal si es n,-maximal para todo n, > 2.
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(xvir) Es acotada por arriba si existe k tal que
L(l-q¢,q) <k
para todo (1 —¢q,q) € I's.

(xvii) Es n,-negativa si para n, > 1

L, (p1y - 3Pn,) 20
para todo (p1,...,pn,) € Ay,
Es no negativa si es n,-negativa para todo n,.
Es monotona si la funcion ¢ — I5(1 — ¢, ¢) es no decreciente en [0, %}
Es medible si ¢ — I(1 — ¢, q) es Lebesgue-medible en (0,1) o en [0, 1].
Es n,-continua si dado n, entonces I,,, es continua en A,,,.

Es continua si es n,-continua para todo n,.

Es estable en p, si
lim ]2(p07 Q) = Il (po)
qg—0t+

para p, € [0, 1].
(xxv) Es pequena para probabilidades pequenas si

lim I5(1 —¢q,q) = 0.

q—0t

Notemos que toda entropia 2-continua en A, o en I'y es estable si es 2-expandible;
y es pequena para probabilidades pequenas si es decisiva.

Nota 1. Las condiciones anteriores con excepcion de (IV),(V) y (VI), se pue-
den formular en A2 y I'?. Entonces, (VI) y (IV) pueden usarse como definiciones
para extender I, de A% a A, o de I'? a I',,. También se supondra que las otras
condiciones son ciertas cuando I,, se extiende a A,, o I',,.

Nota 2. La recursividad se puede escribir como

Ino (p(l - Q)apqvp?n cee 7pn0) = Ino—l(pap?n R 7pno)

donde (p(]- - q)quap?n e apno) S Fno-
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2.2. Funciones aditivas y completamente aditivas

A continuacién se demostraran algunos resultados de teoria de nimeros para
poder demostrar una primera caracterizacion de la entropia de Shannon. De hecho,
los siguientes tres resultados dan caracterizaciones del logaritmo cuando su dominio
es el conjunto de los naturales, lo cual es natural de presentar puesto que en la
definicion de la entropia de Shannon aparece el logaritmo.

Definicién. Una funciéon cuyo dominio es el conjunto de los naturales es aditiva
si

¢(mn) = ¢(m) + ¢(n)
para todos los primos relativos m y n. Si se satisface para todos los naturales,
entonces se le llama completamente aditiva.

Lema 2.1. Sea ¢ una funcién definida en los naturales. Existe ¢ > 0 tal que ¢(n) =
clogn (n=1,2,...,) siysolosi ¢ es completamente aditiva, es no decreciente para

n>2y¢(l)=
Demostracion. La ida es trivial. Demostremos, pues, el regreso. Se tiene que
liminf [¢p(n + 1) — ¢(n)] > 0.

Sea € > 0y p > 1 un entero. Por lo de arriba, existe un entero no negativo k tal
que
o(n+1) — ¢(n) > —esin > ph.

Usando induccion

¢(n+j) = ¢(n) — je (2.3)
para toda j € Ny n > p*. Sean > p*, existe m = m(n) > k tal que

Sean = apy,p"+an 1p™ - +aptagconl < a,, <p,0<a; <p(i=0,1,...,m—1)

la representacion p-adica de n. Entonces, usando (2.3)) y aditividad

¢(n)

P(amp™ + -+ -+ a1p + ap)

> Plamp™ + -+ -+ aip) — age

> ¢ (p (ozmpm_1 + -4 al)) — pe

= o(p) + dlamp™” 1+---+a1>—pe

> (p) + (amp™ ' 4 -+ agp) — are — pe

> o(p) + ¢ (p(amp™ >+ -+ azp+ as)) — 2pe

= 20(p) + ¢lamp™ >+ + az) — 2pe

>

> (m—k+1)6(p) + ¢ (amp" ™" + am-1p" 7+ + amopg1) — (m—k+ e,
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Sea M = ma%|¢(n)| Por tanto, para toda m
n<p

¢(n) > (m—k+1)o(p) = M — (m —k+1)ep

entonces
P <n < pmtt
implica
mlogp <logn < (m+ 1)logp
= oen = loép < ogn T loén
= loép - loén 1022 = loép
entonces
h,mm(n) 1

n logn B log p
y como k depende de € y no de n, entonces

m—k+1 1

Ii = :

O logn log p
De aqui que si A(n) = (m_k+1)¢(p)lo_g]\i—(m_k+l)6p entonces

limA(n) = o) _ _ep :

n logp logp

Por (Z7)
lim inf @ > liminf A,, = o(p) __®
logn logp logp

por lo tanto
h’minfM > M Vp > 1
logn ~— logp

por aditividad
p(m') =lp(m) (1=1,2,...)
entonces
¢ — lmint 20 <, 20D _ 0)
n logn t logpt logp

Por tanto, ¢(p) = clogp si p > 1. Como ¢(1) = 0, ¢(n) = clogn para toda n.

23

(2.4)

Corolario 2.1 Sea ¢ una funciéon definida en los naturales. Si (y solo si) ¢ es

(completamente) aditiva y

lim [(n + 1) — ¢(n)] = 0

n

entonces existe una constante ¢ tal que ¢(n) = clogn.
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Corolario 2.2 ¢ es una funcion aditiva y

n

lim ¢(n—|—1)—n+1

¢(n)| =0
si y solamente si existe una constante ¢ tal que ¢(n) = clogn.

Demostracion. El regreso es trivial. Probemos la ida. Sean

1
1) — —— 1) — —
an = d(n+1) +1¢() o(n+1) = d(n) + ——=¢(n).
Por hipoétesis lim a,, = 0, por el Corolario 2.1, s6lo tenemos que probar que
im0 g,
nn+1

Ahora bien
m+1l)a,=Mn+1)o(n+1)—non)(n=1,2,...).

Sumando de n = 1 an = N — 1 se obtiene que (notando que ¢(1) = 0, lo cual se
ve por la aditividad de la funcion)

N-1
> (n+1)a, = No(N).

Como a, — 0, para toda € > 0 existe N, tal que
la,| < esin > N,.

Entonces

6(N) L
0= 'N+1‘:‘N(N+1);<n+l>a

N, N-1
1 - €
S — TR P - ).
S NVED n:1<n+ Ja +N(N+1)n:N+1(n+ )

Ahora el primer término del lado derecho de la desigualdad tiende a cero cuando
N — oo. Para el segundo término notemos que

N—-1 N—1
€ € € N(N +1)
T 3 () € e S (1) =
N(N +1) ot N(N +1) &~ N(N +1) 2
G
= 5
Entonces para N suficientemente grande
N
0< ' ON) ‘ < €.

N +1
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Como € puede ser arbitrariamente pequena, se concluye que

im0 _ .
nn+1

2.3. Relaciones y consecuencias

El siguiente resultado da una forma de escribir f (%) =1 (M, %) en térmi-

nos de I, (£,...,1). !

‘n

Teorema 2.1. Si {I,} es expandible, decisiva, y fuertemente aditiva, y si ¢(n) =
I, (£,...,1), entonces, para todos los racionales r = ny/n € [0,1] (0 < n; < n), se

tienz7
o = () -n ()
= o) — o)) = (1= [(n — m1) = ()

n

(2.5)

suponemos que 0 - ¢(0) := 0.

Demostracion. Usando la propiedad de que {I,,} son fuertemente aditivas (2.1

conme=2,n,=n,pp=1-" =270 p =1-—p =22(0<n <n),y
1 .
P pp— sik=1,2,....n—ny
0 sik=n—ni+1,n—m+2,...,n
1 .
P P sik=1,2,...,m
0 sik=ni+1,n+2,...,n
se tiene que
1 1 1 1
I, | —....,—,0,...,0,—,...,—, 0,...,0 =
n N n veces N N p—n; Veces
n—n; VECes n1 veces
ny ng ny 1 1
12<1——,—>+<1——)1n 0,...,0
n'n n n—ny Ny — N ny veces
n—ni VECES
nq 1 1
+—0L, | —,...,—, 0,....,0
n nq N1 n—ny veces

n1 Veces
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usando que {I,,} es expandible

o(n) = I, (11) = I, (1—@,%) + (1—%) ¢(n—n1)+%¢(n1).

n n n

Como {I,,} es decisiva, la igualdad también es cierta cuando n; =0y n; = n.

Los siguientes cuatro resultados tienen como intenciéon dar relaciones existentes
entre las propiedades deseables de la entropia de Shannon, lo cual permitira obtener
una caracterizacion de la entropia de Shannon.

Proposicion 2.1. Si {I,,} es aditiva y expandible, entonces es decisiva.

Demostracion. En (2.2) ponemos n, = m, = 2,p1 = ¢1 = 1l.pp = ¢ = 0,
obteniendo que
I,(1,0) = 1,(1,0,0,0) = I5(1,0) + I3 (1,0)

Similarmente se obtiene I5 (0,1) = 0.

Proposicion 2.2. Si [, : T, - R(n=2,3,...) es expandible y fuertemente
aditiva, entonces es recursiva.

Demostraciéon. Poniendom, = n,—1 =n—1,p; = p1+p2,p; =Pj+1 (j =2,...,n—1)
y

b1

qun = qr=0(k=3,4,...,n)

~

~ ~ 7q = =
D1+ P2 2 p1+ D2

G = 0(j=23,...n—-Lj#k=1...,n)

en (2.1)), se obtiene que

I(n—l)n(ﬁluﬁ%()?"'70707]5370707'”7"'707"‘707]3k70> =
L s . _ D1 D2
[n* p+p7p77pn+p+p [n<~ ~ ) ~ ~,0,...,0)
1 o )+ 2) P1+Dp2 p1+ Do

+psl, (0,1,0,...,0) 4+ -+ p,1, (0,...,0,1,0)

aplicando varias veces que es expandible y decisiva (es decisiva por la Proposicion
2.1), se obtiene la recursividad.
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Proposicion 2.3. Si {I,} es 3-recursiva y 3-simétrica, entonces también es 2-
simétrica y es decisiva.

Demostracion. Como es 3-recursiva y 3-simétrica entonces

(p1+p2)fz( B i )

p1+p2 prL+p2
=I5 (p1,p2,p3) — Lo (p1 + p2,p3) = I3(p2,p1,p03) — L2 (P2 + p1.D3)

D2 D1 .
) 51p1+P2>07
pP1+Dp2 p1 +p2)

= (p2 +p1)fz<

lo cual da la simetria de I5 en I's.
Usando que es 3-simétrica con p; = py = % yp3 =0

11 1
I3 <§, 5,0) =15(1,0)+ 5]2 (1,0);

ahora poniendo p; = p3 = % y p2 = 0 llegamos a que

1 1 11 1
I3 =,0,=)=1L|-=, = —15(1,0).
3(2,0,2) 2(2,2)+22<,0)
Por la 3-simetria, el lado izquierdo de las dos igualdades anteriores son iguales,

entonces también los lados derechos son iguales, lo cual da que {I,} es decisiva
I, (1,0) = 0. Por la 2-simetria, /5 (0,1) = 0.

Proposicion 2.4. Si {I,} es recursiva y 3-simétrica, entonces es simétrica y ex-
pandible.

Demostraciéon. Por la proposicion anteriores sabemos que es simétrica para n, =
2. Demostremos que es simétrica si n, > 4 usando induccién. Por n,-recursividad

D1 D2
I, (p1, - Pn,) = Lno—1 (P1 + D2, D3, .- Pp,) + (P1 + P I( ; )
(P ) 1(p1 P2 s )+ (Prtpa) fo p1+ D2 p1+ D2

Usando que es 2-simétrica y (n, — 1)-simétrica, se obtiene que I,,, es invariante bajo
permutaciones de (p3,py, ..., pn,) v de (p1, p2). Entonces, para probar que es inva-
riante bajo permutaciones de (p1, ..., pn,) es suficiente demostrar, por ejemplo, que
I,,, es invariante bajo el intercambio de py y ps. Para evitar férmulas innecesarias,
primero excluiremos los casos p; +ps = 0y p1 + p3 = 0 . Por recursividad se tiene
que
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b1 D2
In sy Un = ]no— + p2, a"'ano+ + I )
O(Pl p o) 1(291 P2, D3 p ) (pl p2) 2 (p1+p2 p1+p2>
= Inof2 (pl +p2 +p37p47"'7pn0)
P1+ P2 D3
+p+p+p1( ; )
(b ? ) 2 p1+p2+p3 p1+p2+Pp3
b1 P2

(b 2) 2 P1+ D2 p1+ o (2:6)

Y41 p3
[no b1, Pn, = Ino— b +pap7p7"'apno + b +p3 [2( ) )
(P ) Lp o )+ (P ) P1+Pp3 p1+D3

= Inon (pl +p2 +p3ap47 cee 7pno)

p1+Dp3 D2
+p+p+p1< , )
(b 2 ) 2 pP1+p2+p3 pL+Dp2+Dp3
D1 P3
F(p+ z( | )
(p1+pa) L2 p1+p3 p1+Dp3

Sin embargo,

( P1 D2 P3 >€F3
p1L+p2+Dps pr+Dp2tDps P+ Dpetps ’

y, dado que es 3-recursiva y 3-simétrica, lo cual se ha supuesto,

]( p1+ o P3 >+ p1+ P2 (
2 ) 2
pP1+p2+p3 pL+p2+Dp3 p1+ P2+ ps3 m+mpﬁmg

13< D1 b3
p1+p2+p3 p1+p2+ps P1+P2+p3
I( D1+ D3
p1+ D2+ s’ p1+p2+p3

] < pl pQ ) _
p1+p2+ps pr+p2+ s p1+p2+293

P11+ Ps3 I ( D1 )
2
D1+ P2+ p3 p1+p3’ p1+p3
Entonces los lados derechos de ([2.6) son iguales, y la n,-simetria esta probada en

todos los casos excepto cuando p; = ps =00 p; = p3 = 0.
Facilmente se ve que si p; = py = 0,

[no (07 07p37 s 7pno> = Inofl (Oapi’n s 7pno)

y I, es simétrica por la hipotesis de induccion.
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Para el caso p; = p3 = 0, podemos suponer que p, > 0; de otra forma, tendremos
el caso p; = py = 0, que ya se ha analizado. Si p; = 0 pero ps > 0, entonces, por la
ne-recursivdad y por ser decisiva (por la proposicion anterior)

[no (07p2>p37 cee 7pno) = [nofl (p27p37 s 7pno) +p212 (07 1)
Ino—l (p2’p3’ s 7p’rLo)

]no (p27 07]93; B apno) = Ino—l (p?ap?)a s 7pno) +p2]2 (17 O)
= Inofl (p27p37 s 7pno) .

Entonces, en éste caso, I, es invariante bajo permutaciones de (p1, po también

Y Y o Y Y 7
por la hipotesis de induccion, bajo permutaciones de (p2, ps, . - ., P, ); entonces, I,
es simétrica. Notar que, en ambos casos

In (OapQ;p?)a"')pn) = Ip-1 (p27p37"'7pn)' (27)

Entonces, hemos probado la simetria en todos los casos. Es facil ver que la simetria

junto con ({2.7), implica expansibilidad.

2.4. Caracterizaciones de Sahnnon-Khinchin y Fad-
deev

En el siguiente teorema se presenta la caracterizacion de la entropia de Shannon
que di6 Khinchin en 1953.

Teorema 2.2. Tenemos que I, (p1,...,pn) = Hy (p1,-..,pn) Para (p1,...,pn) €
[',, y todan > 2 siysolosi I, esta normalizada, es expandible, decisiva, fuertemente
aditiva, maximal y 2-continua.

Demostracion. La ida ya estd demostrada. Asi pues, demostremos el regreso.

Sea ¢(n) =1, (L,...,1) (n > 2) y ¢(1) = 0. Entonces si m,n > 2, usando que
es aditiva se obtiene que

s(mn) = I, (L L)

1 1 1 1
= Im(_,7_)+ln(_7,_)
m m n n
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Sim =1,

o) = 1o (o3 ) =00) 00

n n

por tanto, ¢(mn) = ¢(m) + ¢(n) para todo m,n € Z. También es no decreciente
para n > 2, dado que usando que {I,} es maximal

o(n) = zn<l,...,l): n+1(l,...,l,o>
n n n n

1 1
< I - 1),
< +1(n+1 n—l—l) ¢(n+1)

Usando el Lema 2.1 se concluye que existe ¢ > 0 tal que ¢(n) = clogn. Usando el
Teorema 2.1 con 7 = ™ € [0, 1]

L(l—=rr) = I (n_nl,ﬂ)

n n

_ _Mm _ (1™ ) —
= n(clognl clogn) (1 n)(clog(n ny) — clogn)

- [ B -2 s 2]

= c¢(—(1=r)log(l—r)—rlogr)

como I (%, %) = 1, entonces
11 1 1 1 1
l=0Ll=,=]|=c|—=log=—=log= ) =
2(2’2) C( 2 %873 2Og2) ¢

L(l—rr)=—=(1—=r)log(1—r)—rlogrsire [0,1]m@.

Usando que I es continua en I', entonces

por tanto

IL(1—xx)=Hy(1—xz,2) Ve e€0,1]

y por tanto la igualdad es cierta para n = 2. Por la Proposicion 2.2, {I,} es
recursiva, y la recursividad determina tinicamente a I,, para n = 3,4, ... cuando I
es dado, y como {H,} es recursiva entonces se concluye la prueba.

Ahora se busca dar una caracterizacion de la entropia de Shannon donde no
se pida que {I,} sea maximal. Para esto se van a demostrar tres resultados que
muestran relaciones entre las propiedades deseables de la entropia.

Lema 2.2. Si {I,} es simétrica y recursiva, entonces

Ln1n (D111, 1012, - -+ P1G1ns P25 D) = Lo (P15 -+ o D) + D1dn (1, - -5 qun) (2.8)

siempre que (p1, ..., Pm) € Do,y (@11, G125+ -, q1n) € T (mym = 2,3,...).
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Demostracion. Cuando n = 2 es trivial ver que se cumple (2.8]) usando la re-
cursividad. Probemos que se cumple para n usando induccién. Supongamos que
es clerta para n > 2. Entonces para n + 1 y algunos (qi1, 12, .- -, @in+1) € Inta,
usando la recursividad y simetria, se tiene que

) S (P1Q11, -y P191,n—1, P191n, P191,n+1, P25 - - - >Pm)
Lvn (D115 - - -, D1@1 =1, 01 (Qin + Qunt1) P25 - - -5 D)
din CJ1 n+1
+p1 (qin + Qing1) L2 ( >
( +) Gin + Q1 n41 T+ @ 41
I’m (p17p27 s apm)
din d1,n+1
+p Inq a'--aq,n—aQn+Q,n +qn+Q,n [2( ) : ):|
' (an b L) + (@ Lo+1) Qin t+ @nt1 Gn T Q1 nt1
Ly (p1s - 0m) + Prlosr (@11 - Qun—1s Qins Qrnt1)

lo cual concluye la demostracion.

Teorema 2.3. Si{[,} es recursiva y 3-simétrica, entonces es fuertemente aditiva.

Demostraciéon. Por el lema anterior y la Proposiciéon 2.4 las condiciones implican
(2.8) y simetria. Usando repetidamente esas propiedades obtenemos que

]mn <p1q117p1q127 -y P1q1n, P29215 - - - s P2%2n; - - - s PmAml, Pm4m2; - - - 7pmqmn)
= Lnn—(n-1) (P1, P2421, D2G22, - - - s P2G2ns - - -, PmGm1; PmGm2; - - - PmGmn.)
+piln (i1, a2y - -5 Qin)

=1

lo cual termina la demostracion.
Usando las Proposiciones 2.3,2.4; y los Teoremas 2.1 y 2.3 se obtiene el siguiente
corolario.

Corolario 2.3. Las formulas ¢(mn) = ¢(m) + ¢(n) y (2.5)) son vélidas para ¢
definida por ¢(n) = I, (%, ce %), si se asume solamente que {I,} 3-simétrica y
recursiva.

Usando las Proposiciones 2.3 y 2.4; el Teorema 2.3 y el Corolario 2.3 se ob-
tiene una caracterizacion de la entropia de Shannon que no requiere que {/,,} sea
maximal.
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Teorema 2.4. Tenemos que I, (p1,...,pn) = H, (p1,-..,Pn) Para (p1,...,0n) €
[',, y todan > 2 siy solosi I, es 3-simétrica, normalizada, recursiva, 2-continua, y
maximal.

El siguiente resultado nos permitira dar otra caracterizacion de la entropia de
Shannon.

Proposicion 2.5. Si {[,} es recursiva, 3-simétrica y pequena para probabilidades

pequenas, entonces ¢(n) = I, (%, c %) satisface que
n
1i 1) — =0
i 000+ 1) - 60)

Demostracion. Por el Corolario 2.3, tenemos el Teorema 2.1, y entonces

n 1 1 n
B( ) = e O = el )= o) — ol + 1
= O(n+1) — 7 6(n)

Y usando que es pequena para probabilidades pequenas

liml, (—— 2 ) —
n n+1 n+1

y se concluye la prueba.

Teorema 2.5. Tenemos que I, (p1,...,pn) = Hy (p1,-.-,pn) Para (p1,...,0n) €
[, y todan > 2siysolosi I, es 3-simétrica, normalizada, recursiva, y 2-continua.

Demostraciéon. En la prueba del Teorema 2.3 solamente se uso que es maximal en
la prueba de ¢(n) = clogn cuando se buscaba demostrar que ¢(mn) = ¢(m)+ ¢(n)
usando el hecho de que ¢(n) es no decreciente. Ahora bien, como I, es continua,
entonces [, es pequenia para probabilidades pequenas (es decisiva por la Proposicion
2.3), y entonces por la Proposicion 2.5

n
n—+1

h'gn p(n+1)— o(n)| =0.

Entonces, por el Corolario 2.2 se concluye que ¢(n) = clogn. Por tanto, se concluye
la demostracion del teorema.



Capitulo 3

La ecuaciéon fundamental de la
informacion

Las caracterizaciones de la entropia de Shannon presentadas en el capitulo 2 no
manifiestan la caracteristica de que una entropia mide la cantidad de informacion.
En este capitulo se presentaran caracterizaciones donde aparece esta propiedad, la
cual estéd basada en la cantidad de informaciéon que hay en los eventos a través de
su probabilidad. De hecho se obtendra una caracterizaciéon donde sé6lo se pide que
las funciones {1, } sean recursivas, 3—simétrica, y medibles, lo cual es notablemente
diferente a las presentadas en el capitulo anterior.

3.1. Funciones de informaciéon

Sea (X,F,P) un espacio de probabilidad. Si A € F, buscamos saber cuéanta
informacion contiene A. Asi que le asociaremos una funcion /(A) que es la infor-
macion contenida en A y que depende de P(A). Para lo anterior, supondremos que
existe una funcion f tal que I(A) = f(P(A)).

Supondremos que nuestro espacio es no atéomico, entonces si A € F es tal que
P(A) >0y z € [0,P(A)], existe C' € F tal que C C A con P(C) = 2. Si B € F con
P(B) > 0, definimos

Fp:={A:AC B,AcF}

Py(A) = P(A/B) = i((g; s A ¢ Fy.

Consideraremos el espacio (X, Fg,Pg). Ahora definiremos la informacion relativa.

Definicién. La informacion relativa I (A/B) contenida en A € Fp con respecto
a B es

P(A)

HA/B) = P R(A/B) = B(B)F (551 ) 51 F(B) >0

v I(A/B) = 0 si P(B) = 0.

33
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Definicion. La informacion [(A, B) contenida en (A, B) es
I(A,B) = I(A) + I(B/A) st A[| B =0 con P(A),P(B) < 1.

Nuestro primer postulado es que I(A, B) = I(B, A), es decir que

I(B.A) = I(B)+I(A/B*) = I(B) + P(Bc)f<P(A)>

)

[(A,B) = I(A)+P(A)f (P(B ) )
B

— f(P(B))+P(B°)f (

El segundo postulado es que I(A) =1 si P(4) = 1. Y los eventos con probabilidad
1 y O tienen la misma cantidad de informacion.

Nota 1. Si ANB =0 conxz =P(A) € [0,1] yy = P(B) € [0,1]. Sea D :=
{(z,y) : x €]0,1],y € [0,1],x + y < 1}, entonces

I(A,B) = f(z) + (1 —2)f (%) si (z,y) € D

la simetria implica

fo)+0-af (125 ) = fo) + -0 (5] si @y e

a la ecuacion anterior se le llama la ecuacion fundamental de la informacion.

Nota 2. Si (z,y) € [0,1] existen A y B independientes tales que P(A) = z y
P(B) = y. Puesto que, P(X) = 1y « < 1, entonces existe A tal que P(A) = z;
y y < 1, entonces xy < z, por tanto existe C' C A tal que P(C') = zy. Luego,
P(A°) =1—2,y (1—2)y < 1—z, entonces existe D C A° tal que P(D) = (1 —x)y.
Sea B = C'|JD, entonces P(A) = z, P(B) = P(C)+P(D) = yy P(ANB) =
P(C) = zy = P(A)P(B).

Por tanto si (x,y) € D se satisface la ecuaciéon de la informacién. Notemos
ademés que por el segundo postulado f(1/2) =1y f(1) = f(0).

Definicion. Una funcién f : [0,1] — R que satisface la ecuacion fundamental
de la informacion, y es tal que f(1/2) = 1y f(1) = f(0), se le llama funcion de
informacion.

En el siguiente ejemplo se presenta una funciéon de informacion.
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Ejemplo. Consideremos S(x) = L(x)+ L(1 —x) = Hy(1 — x, x), dicha funcién es
funcién de informacion.

Una pregunta natural es si existen funciones de informaciéon diferentes de S.
La respuesta a esta pregunta se da en el siguiente teorema. Dichas funciones exis-
ten y no son Lebesgue medibles y aparecen también en el contexto de ecuaciones
funcionales.

Teorema 3.1. Sea h: (0,1) — R tal que

(i) h(zy) = h(z) + h(y)
(i) h(1/2) = 1

entonces f definida por f(z) = k(x) + k(1 — z), donde

() = {xh(:c) siz e (0,1)

0 sizr=0o0zxz=1

es una funcion de informacion. Ademaés, existe h que satisface (i), (i7), y es diferente
de x — —logx.

Demostraciéon. Es trivial ver que k(zy) = zk(y) +yk(z) si z,y € [0, 1]. Entonces

k(s) = k (%t) - ;k(t) +th (;)

entonces
s k(s)t — sk(t)
) ==
12
siempre que t # 0y 0 < s <t < 1. Veamos que f satisface la ecuacion fundamental
de la informacion

flx)+ (1 —2)f (&) = k(z)+ k(1 —2)+ (1 —2) [k (%) Tk (H_—yﬂ

1—x
(I—2)k(y) —yk(Ql—2z)+ 1 -—x)k(l -z —y) - (1 -z —y)k( —2)
1—x

k(x)+ k(y) + k(1 —x —y) si (z,y) € D.

k(x) + k(1 —2)+

Como el lado derecho es simétrico se sigue que f satisface la ecuacion fundamental
de la informacion. Ademés

()3 () ()
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Ahora veamos la existencia de la funcion h que satisface (i), (ii), y que es di-
ferente de + — —logx. Consideremos el espacio vectorial R sobre Q. Sea B una
base de Hamel del espacio vectorial. Toda combinacién lineal es determinada por
un subconjunto finito de Q x B. Es claro que N < card (Q x B) = N, donde N es
la cardinalidad de los naturales. Entonces, hay N = N, subconjuntos de tamano
n. Por tanto card (combinaciones lineales) < N - N, = N,,. Luego

card(B) < card(R) = ¢ = card (combinaciones lineales)
< card (Q x B) = maz {N,card B}

por ende card B = ¢. Sea B = {b, : a € R} una base. De hecho, podemos pedir que
bp=1. 51 x = qby, + -+ + qubg,, definimos

f(l') = Z%f (bai)

falta determinar los valores de f(b,) para todo a € R. Sea g una biyeccion sobre
R tal que para todo a € R, f(by) = by donde g es distinta de la identidad; por
ejemplo, podemos tomar g = 2a. Notemos que f(by) = by = 1. Entonces

F@) =" qiboa, siz = giba,

por ende, h(xz) = f(—logz) si x € (0,1) satisface que h(zy) = h(z) + h(y) v
h(1/2) = 1. Demostremos que f es discontinua en todos los puntos; si f fuera
continua en un punto z, entonces

é@}ﬁf(y) = é@;f(y—erx—onJrIo)Zé@;(f(y—IJrlfo)va(l“—fo))
= lm (f(y) + f@ = 20)) = f(wo) + [z — 20) = f()

es decir que f es continua en todos lados. Pero si x € R sea {¢,} C Q tal que
qn — x, entonces

f(x) = f(limg,) = lm f(g,) = lim g, f(1)
= xf(1) = cx donde ¢ = f(1)

es decir que f(b,) = cb, para todo a € R. Pero, f(by) = by = cby por tanto
¢ = 1 dado que by # 0. Por tanto, f(b,) = b, para todo a € R, y esto es una
contradiccion. Por tanto, f es discontinua en todos lados. Y de esta forma, h es
distinta de x — —log z. El Teorema 3.8 justifica que ademas estas funciones no son
Lebesgue medible.

1

En lo que resta del capitulo se determinaran todas las funciones de informacion
que satisfacen ciertas condiciones de reqularidad que son naturales en el contexto de
la teoria de la informacién, y también se daran otras caracterizaciones de la entropia
de Shannon bajo condiciones mas débiles. Para este proposito, estableceremos co-
nexiones entre las funciones de informacion y las entropias. Primero presentaremos
dos propiedades importantes de las funciones de informacion.
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Proposicion 3.1. Toda funcién de informacion satisface que

f0) = f(1)=0,
flz) = f(l—2z)sizel01].

Demostracion. Con y = 0 en la ecuacion fundamental de informacion
flz) + (1 =2)f(0) = f(0) + f(x)
por tanto f(0) = f(1) =0. Cony =1 — =z,
fx)+(1—2)f(1) = fQ—a)+xf(x)sizel1]
= flz) = f(l—=)

Teorema 3.2. Si una entropia {/,} es normalizada, 3-simétrica, y 3-recursiva,
entonces

flz)=IL(1—=x,z) z€l0,1]

es una funcion de informacion.

Demostracion. Usando que {I,,} es normalizada, recursiva y f(1/2) =1

I3 (p1,p2; p3) = (P +p2) f ( ) + f(p3) si (p1,p2,p3) € .

D1+ P2

Como es 3-simétrica, entonces

(p1+p3) f <p11jﬁp3> + f(p2) = I3(p1,ps3,p2)

= I3 (p1,p2,p3)

= e f (2 ) 0, ()

si (p1,p2,p3) € 3. Sipr € [0,1],p2 € [0,1],p3 € [0,1],p1 + p2 + p3 = 1 con
T = p9,y = p3 en lo anterior se obtiene que

f)+a-0f (7) =+ a-nf (75 ) st eD.

— X

Esto a su vez implica que f(1) = f(0) = 0.

El teorema anterior también pudo haber servido como definicién de funcion de
informacion.

En el siguiente teorema se define una entropia a partir de una funcién de infor-
macion que satisface todas las propiedades algebraicas que resultan deseables para
las entropias.
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Teorema 3.3. Si f es una funcion de informacion. Definimos {I,,} por

. Pk .
I.(pi,...,pn) = +...+ — ) si(p1,...,pn) €T, n=2,3,...
(=2 () s )

suponiendo que 0- f (%) := 0. Entonces {I,,} es simétrica, normalizada, expandible,
decisiva, recursiva, fuertemente aditiva y aditiva.

Demostracion. Por definicion I (p1,p2) = f(p2) si (p1,p2) € T's. Luego,
In(pla"'7pn)_]n—1 (pl +p2’p3a"'7pn) =
Dk - Pk
+o4 — =) - o+ — =) =
(p1 pk)f(p1+..._|_pk) Z(pl pk)f(p1_|_..._|_pk)

(p1+pz)f( P ) -

p1+ D2

(p1+pz)fz( h b )

p2+p1’ p1+pe

n

k=2

si (p1,..-,pn) € T, v por ende {I,} es recursiva. Como Ir (p1,p2) = f(p2) v
f(1) = f(0) = 0, entonces es decisiva. Como f(1/2) = 1 entonces también es
normalizada, y, como f(x) = f(1 — z) es 2—simétrica. Ahora, usando la ecuacion
fundamental de la informacién tenemos que

I3 (p1, p2, p3) = I3 (p1, p3, p2) (3.2)

excepto cuando p3 = 1 o po = 1. En cualquiera de esos casos, p; = 0, y entonces se
cumple porque f(1) = f(0) =0y f(z) = f(1 —x). Entonces, es cierta si
(p1,p2, p3) € I's, y junto con el hecho de que {I,,} es 2-simétrica se obtiene que {I,,}
es 3-simétrica. Pero entonces por la Proposicion 2.4, {I,,} es simétrica y expandible,
y también fuertemente aditiva (Teorema 2.3), por lo que también se tiene que {1}
es aditiva.

El siguiente corolario que es consecuencia de los dos teoremas anteriores, conecta
los resultados de dichos teoremas.

Corolario 3.1. Si la entropia {I,} es normalizada, 3-simétrica, y recursiva en-
tonces f definida como en el Teorema 3.2 es una funcién de informacion, y {I,}
también es decisiva, expandible, simétrica, fuertemente aditiva y aditiva.

Notar que aqui lo importante es que las entropias se pueden construir a partir
de funciones de informacion.
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3.2. Funciones de informacion continuas en el ori-
gen

La siguiente proposiciéon nos permitird obtener una nueva caracterizacion de
la entropia de Shannon: s6lo se pedira que {I,} sea pequena para probabilidades
pequenas, normalizada y 3-simétrica.

Proposicion 3.2. La entropia de Shannon es la tnica funciéon de informacion
continua en [0, 1].

Demostracion. Por el Teorema 3.3, las entropias que se construyen a partir de
una funciéon de la informaciéon son simétricas, normalizadas, y recursivas. También,
de la demostracion del Teorema 3.3

I (p1,p2) = f(p2) si (p1,p2) € I

Como f es continua en [0, 1], entonces Iy es continua en I's. Usando el Teorema 2.5

fl@) =11 —q,q9) = Hy (1 —q,q) = S(q)

con g € [0,1]. Lo cual concluye la demostracion.

Teorema 3.4. La funcién de informacion f es continua en 0 (por la derecha) si
ysolosi f =5 (S(x) = Hy(1 —z,2)) en [0, 1].

Demostracion. La entropia definida en el teorema 3.3 es 3-simétrica, normali-
zada y recursiva, por el teorema 2.5 s6lo hace falta ver que es 2-continua. Como
{I,} es simétrica y recursiva entonces es aditiva. Ademés, por la proposicion 2.5,
se concluye del corolario 2.2 que ¢(n) = logn, donde ¢(n) := I, (%, o %) Luego,
por el teorema 2.1,

) =f (%) - —% log 2 — (1 - %) log (1 - %) —S(r)  (33)

n

para todos los racionales r € (0, 1).

Ahora, sea y € (0,3) arbitrario, y {r,} una sucesién de racionales tales que

€ (,y,2y) C (0,1)(n=1,2,...) y con
limr, = y.

Entonces, la nueva sucesion definida por

xnzl—ﬂe(o,%)(n:m,...), (3.4)

T'n
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satisface que
limz, = 0. (3.5)

Poniendo = = x,, en la ecuaciéon fundamental (x, +y < 1) se obtiene que

F = fle + -9 £ (72 ) - s (1)

Pasando al limite cuando n — 00, se obtiene, por ({3.3)),(3.4),(3.5)), la continuidad
por la derecha de 0 de f y usando que f(0) = f(1) =0,

n—0o0

= 1m 5 (m)=5(),

P = Jim (=) 7 (1) = i (=) £ )

puesto que S es continua. Y con esto se concluye la prueba de la ida en (0, %)
Usando que f(1) = f(0) =0, f(z) = f(1 —2),f (%) = 1 extiende la validez a [0, 1],
y la recursividad demuestra la ida. El regreso es facil, pues S(xz) = Hy (1 — z,z) es
continua por la derecha en 0, y esto concluye la demostracion del teorema.

Corolario 3.2. {[,} es 3-simétrica, normalizada, recursiva y pequena para pro-
babilidades pequenas si y so6lo si

[n (pla <. 7pn) - Hn (pla R 7pn>

s1 (plw"apn)ernynzz

3.3. Funciones de informacién medibles y entropias

Ahora se busca demostrar que toda funcién de informaciéon que es Lebesgue
medible en (0,1) es la funciéon de informacion de Shannon. Para dicho objetivo
seguiremos los siguientes pasos. Mostraremos que toda funciéon de informacién me-
dible es acotada en un intervalo y, entonces acotada e integrable en todo intervalo
cerrado de (0, 1). De aqui, demostraremos que f es diferenciable y que satisface una
ecuacion diferencial, de donde se ve que f = S.

Necesitaremos la siguiente definicion de cierto conjunto que depende de funcio-
nes arbitrarias en [0, 1].

Definicién. Sea f una funcion real en [0, 1]. A > 0 pertenece a G cuando existen
dr € (0,1) y ky € (0,00) tales que

’f(t) Y G)' < ky Vte[0,8y).
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Lema 3.1. G es un grupo respecto a la multiplicacién.

Demostracién. Es claro que 1 € Gf. Sean Aj, Ay € Gy, existen dy, = 6; > 0, k; >
0 con ¢ = 1,2 tales que

'f(t) —Aif <)%>‘ <kisitel0,6).

Entonces,

t
‘f(t) —)\1f ()\—>' +)\1 < k1+)\1+k2 site [O,min {(51,62}],
1

por tanto A\j Ay € Gy.

Si X € Gy, sea t = £,

|f(tx)| = Hf(t*/\)‘ < % sitx € [O, 6—;}

por tanto § € Gy.

Asi que si f es una funcién de informacion, entonces Gy es un subconjunto del
grupo multiplicativo de los reales positivos. La estructura del grupo G influencia
el comportamiento de f. Esto se ve en el siguiente teorema.

Teorema 3.5. Si f es una funcién de informacion y Gy = (0, 00), entonces f es
acotada en todo subconjunto cerrado de (0, 1).

Demostraciéon. Sea y € (0,1). Como 1 —y € Gy, existen 6, > 0y k, > 0 tales
que

fo - -ns ({5)| <hsiocng),

Entonces, por la ecuacién fundamental

‘f(y)—(l—w)f( v

1l—=x

< ky

sixz€0,d,] y x4y <1 Portantosi z = € [y, 1]

1=z f(z) = [fW] < |1 =2)f(z) = fW)] < ky
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o bien
ky,+ | f(y ky + 1 f(y
F(2)] < yll()!: y I
bW
Y
siempre que 0 < x = 1—% < d,, entonces

lf(2)| <ksizelyy+d].

También lo anterior es cierto si 1 —y € (0, 1), es decir existen ¢’ > 0, k¥ > 0 tales
que |f(2)| < k' sizely—0d,y]. Sean k* = max {k,k'}, 0 = min {0,0'}, entonces

lf(2)| <k*size(y—0",y+d)

por tanto para toda y en (0, 1) existe una vecindad donde f es acotada.
Si C C (0,1) es cerrado puede ser cubierto con un ntmero finito de intervalos
donde f es acotada. Si k, es la cota més grande de f en esos intervalos, entonces

1f(2)] <ky,sizeC.

Para una funcién de informaciéon f, el siguiente resultado da una condicion
suficiente para que Gy = (0, 00).

Teorema 3.6. Sila funcion de informacion es acotada en («, 5) C (0, 1), entonces
Gy = (0,00), y, entonces, f es acotada en todo subconjunto cerrado de (0, 1).

Demostracion. Siz € (a, 3), existe §>0 tal que

i
I—y

€ (o, B) sty €0,9),

entonces por la ecuacion fundamental

- -ar (75)] = Jro-a-nr(75)]

< @)+ 'f (ﬁ—y)\ <ok siye0,0),

entonces 1 —z € G. Por tanto, (1 — 3,1 —a) C Gy. Como G es un grupo se sigue
que (0,00) C Gy.

Como consecuencia del teorema anterior obtenemos el siguiente corolario.
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Corolario 3.3. Si la funcion de informacion es acotada en [0, €] entonces f es
acotada en [0, 1].

Nota. Un problema que sigue sin resolverse es saber si dado que la funcién de
informacion es acotada en todo cerrado de (0, 1), jdicha funcién sera acotada en
[0,1]7

A continuacion presentaremos unos resultados de las funciones reales.

Lema 3.2. Si A, B,C C R son acotados y medibles. Entonces, la funcion

F(u,v) =m <Aﬂ(1 — uB)ﬂvC’)

con u,v € R es continua y m es la medida de Lebesgue.

Demostraciéon. Notemos que
0 < F(u,v) <m(A[)(1—uB)[vC) < m@C) = vm(C). (3.6)

Demostremos que f es continua en (ug,0) y (0,v,). Si (u,v) — (up,0) entonces
v — 0y usando (3.6 se concluye que

lim  F(u,v) =0.

(u,v)—=(uo,0)
Luego

0 < Flu,0) =m <A Mt - u,B) ﬂ{O}) <m({0}) =0
= F(u,,0) =0 = lim F(u,v)=0.

(u,0)—(uo,0)

Ahora supongamos que u, # 0 y v, # 0, por tanto

Flu,v) =m [Aﬂ (1 - %u03> N Uﬁovoo} .

Para probar la continuidad de F en (u,,v,) es suficiente demostrar la continuidad

de G en (1,1), donde G es
G(s,t) =m [Aﬂ (1 —-sD) mtE} con D =u,B, E =9,C.

Sea € > 0, existen f, g continuas en R que se anulan fuera de un compacto T,
tal que

{|f| <1, [, Liop(z) — f(1 — )| dx < e
gl < ]-afR Ng(x) — g(z)|dx <e.
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Con esas funciones obtenemos que
G(s,1) — G(1,1)] = ‘m(A (1= sD)(tE) — m(A[\(1 - D) ﬂE))

/R[lA(:v)ll_sD(x)ltE(x) —1a(x)l1_p(x)lp(z)] dx

< /R 1@ (@) — 11 p(2)1p(x)| da

J|[-eoeto) - £ (255 st
+/R f(lj) 1tE<x>—f<1;x)g(§)
[ 1r(555) 9 (5) - s -0

dx

IA

dx

dx

dx + 2¢

(559 (5) - 10 - algte)

si s, t son suficientemente cercanos a 1, como f, g son continuas y se anulan afuera
de T', entonces la integral es arbitrariamente pequena.

Lema3.3. SiE C (1,1),entoncesm (E~') < 4m (E);donde E~' :={z7' : 2z € E}.

Demostracion.

m(E™") = /12 lp-1(z)dz = /12 1g (i) dzx

— [ 1Et§t)dt < (sup( 71)%) /11 1p(t)dt < 4m(E).

/2

D=

Estamos listos para probar el siguiente teorema que muestra cuando una funcion
de informacién es acotada.

Teorema 3.7. Si f es una funcién de informacion que es medible en (0, 1), en-
tonces existe [a, 8] C (0,1) donde f es acotada.
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Demostracion. Por la ecuacion fundamental

@) < |f<y>|+<1—y>\f(1fy)\+<1—x>f(lfx)‘

< If(y)|+‘f(1fy)‘+'f (%)‘ (3.7)

Se busca encontrar un conjunto By C (0, 1) tal que f esta acotada por N en
dicho conjunto. Asi pues definamos B,, como

B, ={z:0<z<1,|f(z)|<n}(n=1,2,...).

Sea ¢ > 0, existe N tal que m(By) > 1 — € o bien m((0,1) \ By) < €, pues
sup,m(B,,) = 1. Ahora

(o)1)
I

usando el Lema 3.3 se obtiene que m ((1,2) \ By ) < 4e, de donde

m ((% 1) \ %BNl) _ %m ((1,2)\ By') < 2. (3.9)

lo cual implica que

m ((o %) \ (1 — %B]\ﬂ)) =m ((% 1> \%BNl) < 2¢ (3.10)

y por (3.3

m ((0,1)\ By) < (3.8)

también

usando (B8),3) y @I0), se obtiene que
(o)1 [0 (- ba)1tn)
(o) ) o1 1) em (03] )

1
€+26+§6 < Ae.

IN

Side < % =m ((O, %)), entonces

m (BNﬂ (1 - %BNl) N %BN> > 0,



3.3. FUNCIONES DE INFORMACION MEDIBLES Y ENTROPIAS 46

como f(x) =m (BN N (1 — :EBX,I) N %BN) es continua, entonces existe un intervalo
[a, B] que contiene a % tal que

n (5N (1-55) N3 =0
entonces By (1 - 2By!) () (1 —2) By # 0six € [a, B].

Siz € [a, f], existe y € By tal que i 7%= estan en By. Por tanto, |f(z)| <
3N six € [a, f].

Teorema 3.8. La funcién de informacion f es medible en el intervalo (0,1) siy
solo si f(xz) = S(x) si x € [0,1].

Demostracion. El regreso es trivial. Demostremos la ida. Como f es medible
entonces existe [, 5] C [0, 1] donde f es acotada. Entonces, f es acotada en todo
intervalo cerrado de (0, 1), y, siendo medible f, entonces f es Lebesgue integrable
en esos intervalos cerrados.

Sea y € (0,1) y sean A, p tales que

O<y<y+i<y+pu<l. (3.11)

Entonces, si z € [a, ], se tiene que £ y —£ estan en un intervalo cerrado donde f
’ ’ ’ . . 17y 17x . . .
es acotada, y por ende, también es integrable. La razon de lo anterior es la siguiente,

por (3-11)

A
0 < A< < ° < a
l—y " 1=y~ 1-y
0 < 4 <« Y o Y 4 (3.12)

l—=A"1—2 " 1—p

<1,

Integrando la ecuacién fundamental de A a p respecto de x, obtenemos

(= Nfly) = /;f(y)dx

_ Lff@ﬁh%:ﬁ%l—a&f(lgx>dx
a2

w -
= f(x)dx + / s f(s)ds
) 5
=y [ f@)ar. (3.13)
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El lado derecho de (3.13)) es continuo en y, y como u — A # 0, f en el lado
izquierdo de dicha ecuacion es continua en (0, 1); entonces f es diferenciable. Pe-
ro si f es diferenciable, entonces el lado izquierdo lo es y por ende f es 2 veces
diferenciable, y asi sucesivamente.

Diferenciando la ecuacién fundamental respecto de x

f’(x)—f<1gx)+1gxf/(12x) :f,<1fy>’

volviendo a derivar dicha funcion

1 / Yy 1 / Yy Yy 1 Yy . x I T
() () () e (75)
entonces

Yy " Y _1_95 T " T
(l—x)f <1—9€)_ P (l—y)'
t =

Sean s := £, o (por (3.12), s € (0,1),t € (0,1); y, para dados s,t €
(0,1) existen (x,y) € D tales que satisfacen esas ecuaciones, por ejemplo se puede

tomar x = = ¢ = 2=5L) "entonces

s(1—3s)f"(s)=t(1—1¢)f"(t) sis,te(0,1),

por tanto t(1 —t)f"(t) = ¢, entonces

d d c

") — _c
PO = gy =1 1o

= f(t) = dlnt—cIn(l—¢)+a

= f(t) = dt(lnt—1)+/1—-t)(In(l—¢)—1)+at +V

/

donde a,b',¢ € R. Sean ¢ = —In2 y b =V — ¢/, entonces
F(t) =c[—tlogt — (1 —t)log(1 — t)] + at + b.

Como f(t) = f(1 —t), se sigue que a = 0. Usando la ecuacion fundamental se
llega a que b = 0. Dado que f (%) = 1, entonces ¢ = 1. De aqui que f(z) = S(x) en
(0,1). Usando que f(0) = f(1) =0, se concluye que f(z) = S(z) en [0, 1].

Usando la caracterizacion anterior para las funciones de informacién medibles
se obtiene como corolario otra caracterizacion de la entropifa de Shannon.

Corolario 3.4. Tenemos que {I,} es recursiva, 3-simétrica y medible si y s6lo si

[n (plw--apn) = Hn (p17"'>pn>-



Capitulo 4

El mercado de acciones

El objetivo del presente capitulo es mostrar una relaciéon entre la teoria de
la informacién y la teoria de portafolios. Especificamente, veremos que hay una
dualidad entre el crecimiento de la razon de la riqueza en el mercado de acciones y
la razén de la entropia del mercadoE]. Se encuentra el crecimiento asintotico de la
razon de la riqueza para un mercado de acciones ergddico. Ademas, se da una prueba
usando un argumento del “sandwich” de la propiedad asintética de equiparticion
(AEP por sus siglas en inglés) para procesos ergodicos que es motivada por la
nocion de portafolios 6ptimos para mercados de acciones estacionarios y ergodicos.
Asimismo, la demostracion del teorema 4.10 que se da es desarrollada a detalle a
partir de las ideas generales que aparecen en el libro de Cover. Concluyentemente
se menciona brevemente el portafolio universal.

En este capitulo se utiliza la teoria presentada en el capitulo 1. Asimismo, es
necesario conocer la ley fuerte de los grandes ntimeros, el teorema ergédico y las
propiedades esenciales de la medida e integral de Lebesgue.

4.1. Definiciones

Un mercado de acciones es un vector de acciones X = (X1,...,X,,), X; > 0,i =
1,...,m donde m es el nimero de acciones y X; es el precio relativo que representa
la razon del precio al final del dia entre el precio al inicio del dia. Entonces, tipica-
mente, X; es cercano a 1. Por ejemplo, X; = 1,01 significa que la acciéon i-ésima se
increment6 un 1% en ese dia.

Sea X ~ F(x), donde F(x) es la distribucion conjunta del vector de los precios
relativos.

Un portafoliob = (by,...,by),b; >0, b; = 1 es una distribucién de la riqueza
en las acciones. Donde b; es la fraccion de la riqueza que se invierte en la accion i.

La riqueza relativa es S = b'X. Lo que se busca es maximizar S en algtin sentido.
Como S es una variable aleatoria, existe una controversia acerca de seleccionar la
mejor distribucion de S. La teoria estandar sugiere considerar el primer y segundo

La razén de la entropia de un proceso estocastico { X;} esta definida por lim %H (X1,...,Xn)
cuando el limite existe.

48
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momento de S. Y el objetivo es maximizar la esperanza de S, sujeto a una condiciéon
en la varianza.

La media de una variable aleatoria proporciona informaciéon acerca del compor-
tamiento asintotico de la suma de variables aleatorias i.i.d. con la misma distri-
bucién que la variable inicial. Dado que en el mercado de acciones normalmente
se invierte cada dia, entonces la riqueza al final de n dias es el producto de fac-
tores, uno para cada dia del mercado. Por tanto, el comportamiento del producto
es determinado por el valor esperado del logaritmo. Lo cual motiva las siguientes
definiciones.

Supondremos que {logb‘X : b es un portafolio} C L' (). En particular se po-
dria suponer que #) < oc.

Definicién. La razon de crecimiento (o la razén de duplicacion) de un portafolio
de un mercado de acciones b esta definida como

W (b, F) = /logbtx dF(x) = E (logb'X) .

Definicién. La razén 6ptima de crecimiento W*(F) esta definida como

W*(F) = m?XW(b,F),

donde el maximo es tomado sobre todos los posibles portafolios b, > 0, . b; =
1, siempre que el maximo exista. Asumiremos que el conjunto de vectores que
maximiza W (b, F') es distinto del vacio.

Definicién. Un portafolio b* que alcanza el maximo de W (b, F) se llama un
portafolio log-6ptimo.

La definicion de la razoén de crecimiento es justificada por el siguiente teorema,
que muestra que la riqueza crece tanto como 2"V,

Teorema 4.1. Sean Xj,...,X, i.i.d. con distribucién F'(x). Sea

.

=1

la riqueza después de n dias usando el portafolio constante b*. Entonces

1 ] —
ZlogSt = =Y logb*X;
~log 5, nz_; og

c.s. WH*.
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Demostracion.

1 ] —
ZlogS* = —§ log b*'X,
~log5, n 2 og

c.s. W7,

por la ley fuerte de los grandes ntimeros. Entonces, S* a 2"W".

Ahora veremos algunas propiedades de concavidad y convexidad de la razon de
crecimiento.

Lema 4.1. W (b, F) es concavo en b y lineal en F. W*(F) es convexa en F.

Demostracion. La razéon de crecimiento es
Wb, F) = /log b'x dF(x).

Dado que la integral es lineal en F', entonces W (b, F') es lineal en F.
Puesto que

log (Aby + (1 — A) by)" X > Alogb!X + (1 — A\)log b5 X,

porque el logaritmo es concavo, se sigue, tomando esperanzas, que W (b, F') es
coOncavo en b.

Finalmente, para probar la convexidad de W*(F') como funcién de F, sean
Fy y F; dos distribuciones en el mercado de acciones y sean b*(F}) y b* (Fy) los
correspondientes portafolios 6ptimos, respectivamente. Sea b* (AF; + (1 — A\)Fy) el
portafolio log-6ptimo correspondiente a AF; + (1 — AF5). Entonces por linealidad
de W (b, F') con respecto a F, se tiene que

W*AFL + (1= \NF) = W(b"(\F + (1 — \)E),AF + (1 — \)F)
— MW (b*(AF + (1= NE), )+ (1—A)
XW (b* (AF) + (1 = N E), )
< AW (b*(F),F) + (1= WW* (b" (Fy), F),

puesto que b*(F}) maximiza W (b, F}) y b*(Fy) maximiza W (b, F).

Lema 4.2. El conjunto de los portafolios log-6ptimos forman un conjunto conve-
XO.
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Demostracién. Sean b} y b; cualesquiera dos portafolios en el conjunto de los
portafolios log-6ptimos. Por el Lema 4.1

W (Ab} + (1= \)b5, F) > AW (b}, F) + (1 — )W (b, F)

>
> min {W (b}, F),W (b}, F)},

por lo tanto dicho conjunto es convexo.

4.2. Caracterizacién de Kuhn-Tucker del portafolio
log-6ptimo

En lo siguiente se usaran estas propiedades para caracterizar el portafolio log-
optimo. Sea B={b € R™ : b; > 0,>.", b; = 1} el conjunto de todos los porta-
folios. El determinar el portafolio b* que alcanza W*(F') es un problema de maxi-
mizacion de la funcion concava W (b, F') sobre el conjunto convexo B. El méaximo
podria estar en la frontera. Presentaremos las condiciones de Kuhn-Tucker que ca-
racterizan el maximo y cuya demostracion usa el Teorema de Kuhn-Tucker del area
de optimizacion.

Teorema 4.2. El portafolio log-6ptimo b* para un mercado de acciones X, es
decir, el portafolio que maximiza la razon de crecimiento W (b, F'), satisface las
siguientes condiciones necesarias y suficientes

E(Xi) =1 sib>0
b*X ) | <1 sib=0.

Demostracion. Para usar el Teorema de Kuhn-Tucker primero notemos lo sigu-

iente:
b, >0
y n

d bhi—1=0
i=1

Ademas
ow _r X;
ob;  btX’

pues b'X < max{X;} y X; tiene esperanza finita.
Por el Teorema de Kuhn-Tucker, el portafolio b* es 6ptimo si existen constantes
i > 0y v eR, tales que

—W’(b*)—Z,uiei—i—v*(l,l,...,l):O,
i—1
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donde e; es el vector candnico que vale 1 en la i-ésima entrada y 0 en las otras
., t
entradas. Y también, pu;b*e; = 0.
Esto quiere decir que

X
Eﬁﬂ@—u:o

Sumando las ecuaciones anteriores y multiplicandolas por b}, obtenemos que:

n

b*zX n
Eﬁ +lelujb; - va; = 0,

j=1
entonces
v =1.
Ahora,
. X
b; >0:>uj:0:>Eb*tX:1,
y

\ X;
by =0= ;2 0= E L <1

Que era lo que se queria demostrar.

Este teorema tiene unas consecuencias inmediatas.
Teorema 4.3. Sea S* = b**X la riqueza aleatoria que resulta del portafolio log-

6ptimo b*. Sea S = b*X la riqueza que resulta al utilizar cualquier otro portafolio
b. Suponemos que S/S*y In Si son variables aleatorias integrables. Entonces

S
El—) <1
<S*>_

También, si E (S/5*) < 1 para todos los portafolios b, entonces E (log S/5*) < 0
para todo b.

Nota. Este teorema puede ser enunciado, también, de la siguiente manera

S
Eln% <0, para todo S < E§ <1, para todo S.



4.3. OPTIMALIDAD ASINTOTICA DEL PORTAFOLIO LOG-OPTIMO 53

Demostracion. Usando el teorema anterior, se sigue que para un portafolio log-

6ptimo b*
X
E — <1
(b =

para todo ¢. Multiplicando la ecuacién por b; y sumando sobre todos los 7, se obtiene

m

ZbiE (beX) gibi=1

i=1 =1

lo cual es equivalente a

btX S
=E— <1.
b*tX S* -

El regreso se sigue usando la desigualdad de Jensen, puesto que

]Elog% < logE% <log1l=0.

Nota. Considerar las acciones al final del primer dia y la inicial distribuciéon de

la riqueza es b*. La proporciéon de la riqueza en la acciéon i-ésima al final del primer
) b X

dia es L= vy el valor esperado es

b*tX
XN X\ L

entonces el valor esperado de la proporciéon de la riqueza en la accién i-ésima es la
misma al final que al inicio del dia.

Ahora consideremos una sucesion i.i.d. de mercado de acciones, es decir, Xy, X, ..., X,
son i.i.d. y su distribucion es F' (x). Sea

5, = T vix,
i=1

la riqueza después de n dias para un inversionista que usa el portafolio b; en el dia
1. Sea,
W* = max, W (b, F') = max,[E log b*X

la razén 6ptima de crecimiento y sea b* el portafolio que alcanza dicha razon.

4.3. Optimalidad asintética del portafolio log-6ptimo

En lo que sigue s6lo se permitiran portafolios que dependan del pasado y sean
independientes del futuro (a menos que se indique lo contrario).

De la definicién de W*, se sigue que el portafolio log-6ptimo maximiza el valor
esperado del logaritmo de la riqueza final. Esto se establece en el siguiente lema.
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Lema 4.3 Sea S} la riqueza después de n dias de un inversor que usa la estrategia
log-6ptima en un mercado de acciones i.i.d., y sea S, la riqueza de cualquier otro
inversionista usando una estrategia b;. Entonces

Elog S; =nW™* > Elog 5,.
Demostracion.

— t
br?%ﬁ Elog S, = bII}.E.i’X Ezglogb
= Y méx Elogh!(X;,....X;)X;
im bi(Xl,...,Xl',l)
= Y Elogb”X; = ni",

i=1

y el maximo es alcanzado por el portafolio constantemente reequilibrado b*.

Ahora probemos el siguiente resultado, que muestra que S’ es mayor que la
riqueza de cualquier otro inversor para casi cualquier sucesién del mercado de ac-
ciones.

Teorema 4.4 Sean Xj,...,X, una sucesion de vectores de acciones i.i.d. con
distribucion F(x). Sea S = [[b**X;, donde b* es el portafolio log-6ptimo, y sea
S, = [I biX; la riqueza que resulta de usar cualquier otro portafolio. Entonces

S, e

1
lim sup — log —

n—oo N S:L

vl

VAN

0.

Demostraciéon. Por las condiciones de Kuhn-Tucker, se tiene que

Sh
E2 <1
Sy

Por la desigualdad de Markov, se tiene que
S, 1
P(S, >t,S) =P —>t,] <—.
oo =P (> 0) <3
Entonces

1 Sn 1 1
P 1 1 t —
( 0g —— S og ) P

Tomando ¢, = n? y sumando sobre todo n, se obtiene

- 1 S, 2logn =1 2
P —log — > < - =
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Entonces, por el lema de Borel-Cantelli

1 S, 2logn
P (— log =~ > & , un ntmero infinito de veces) =0.
n =Sk n
Esto implica que para casi toda sucesion del mercado de acciones, existe una N tal

que para todo n > N,% log g—“ < 21"%. Entonces

o
o

INS
(@)

i 1 1 Sh
msup — log —
P n & S;;

Este teorema prueba que el portafolio log-6ptimo serd tan bueno o mejor que
cualquier otro portafolio.

4.4. Informacién indirecta y la razén de crecimien-
to

El siguiente teorema establece una cota en el decrecimiento de la razéon de cre-
cimiento que ocurre cuando se considera la distribuciéon incorrecta.

Teorema 4.5. Sean Xj,...,X, iid. que se distribuyen f (x). Sea b} el porta-
folio log-6ptimo correspondientes a la densidad f (x) y sea b el portafolio log-
b*tx

;¥ g(x)

bitx f(x)

optimo correspondiente para otra densidad ¢ (x). Suponemos que f(x)

b*tx . . , ..
f(x)log b{tx% son integrables. Entonces el incremento en la razén de crecimiento
g9

usando b} en lugar de by esta acotada por

AW =W (b5, F) = W (b5, F) < D (f || g).
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Demostracion. Se tiene que

AW = /f logbfx—/f(x)logb;tx

b¥'x
— ]
/ f(x)log beix

B bi'x g (x) f (x)
= / f () log bftxf ) (%)

_ x g(x)
= [reome e w0 10

< tog [ I9P S <D 1 (4.)
b*tx

= log/g( )b*t +D(f | g)

< logl+D(f || 9) (4.2)

= D(f1g),

donde [4.1] se sigue de la desigualdad de Jensen; y [4.2] se sigue de las condiciones de
Kuhn-Tucker y del hecho de que bj es un portafolio log-6ptimo para g.

Teorema 4.6. El incremento AW en la razéon de crecimiento debida a la infor-
macion indirecta Y esta acotada por,

AW < T(X:Y).

Demostracion. Dada la informacion indirecta Y = y, el log-6ptimo portafolio se
obtiene usando la distribucion f (x | Y = y). Entonces, condicionando en Y = y, se
obtiene usando el teorema anterior que

AWy—y < DY =) | £ 6 = [ £0x] ¥ =) tog T =Pt
Entonces
fx|Y =y fly
= [ A /f ) [ 70617 = o L =0 sy
- o -on

//f % y)log 7 )f()>dXdy

Por tanto, el incremento en el radio duplicado esté acotado por arriba por la infor-
maciéon conjunta entre la informaciéon indirecta Y y el mercado de acciones X.
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4.5. Inversiones en mercados estacionarios

En esta seccion extenderemos los resultados anteriores a mercados que son de-
pendientes del tiempo. Sea X, X5, ..., X,,,... un proceso estocastico de vectores.
Supondremos que b; puede depender de X, Xs,...,X;_1. Sea

Sn = bin * Hbz (Xl, Ce 7Xi71> Xz

=2

El objetivo es maximizar E log S,, sobre todos los portafolios {b; (-)} dependientes
del pasado. Ahora

ix ElogS, = A E log bl X
mai(’n og th( max : og

b1,...,

donde b es el portafolio log-6ptimo para la distribucién condicional de X; dado los
valores pasados del mercado de acciones, es decir, b! (x1,...,x;_1) es el portafolio
que alcanza el méaximo condicional, denotado por

mé,XE [logthZ | (Xl, R ;Xz'—l) = (Xl, Ce ,Xz’_1>]
=W (X; | x1,...,%X;-1). si i>2.

Tomando la esperanza, escribimos
W (X, | Xi,..., X ) =E {mgixE log b X, | (Xy,..., X 1)] }

donde el maximo es tomado sobre todos los portafolios b. Asumimos la existencia
del méaximo para todo w € €). Sea

W*(Xy,...,X,) = mix Elog5,
bi,....bn
donde el méaximo es tomado sobre todos los portafolios. Como log S} = >~ | log bi'X;,
entonces se tiene la siguiente regla de la cadena para W*:

W* (X, X)) = W (X)) + )W (X [ Xy, X))

=2

Esta regla de la cadena es formalmente la misma que la regla de la cadena para
H. De alguna forma, W es el dual de H. En particular, cuando se condiciona se
reduce H pero se incrementa W.
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Definicién. La razon de crecimiento W7 esté definida por

W g WX X0)

n—00 n

si el limite existe y no esta definida en otro caso.

Definiciones. Sea {...,X_1, Xy, Xy, X5, ...} un mercado estocastico estaciona-
rio.

) F, =0 (Xo1,..., Xy,
) Fr:=0(Xo,..., Xp1)-
(1) w; :==E (logb; - X | Fy).
)

wf := supyer, E (log (b- Xy) | F;). Aqui se evaltia la funcion en w € Q y luego
se considera el supremo.

(V) W, =E(@).
(V1) b} es un portafolio log-6ptimo que corresponde a F,.

Xo,. ., X 1i0<t<k
(V1) Sea 0 <t < k, entonces Ff := o (Xoyoors Xio1) Sl_ -
o (Xipyo oy Xi1) stk <t<oo.
IF?O Z:U(...,X_l,Xo,...,Xt_l).
bF es un portafolio log-6ptimo que corresponde a F¥.

by° es un portafolio log-6ptimo que corresponde a [Fy°.

)

)

)

) SE=TT bF - X

(x1) Sp¢ = TT}5) 0 - X
) R:=méx, E(logh'- Xo | X_1,X o,...).
) R, :=méx, E(logd' - X,, | X1, X0o,...).
)

w* (P) := sup, E (logb - X), donde X es un vector aleatorio con distribucion
P.

(xv1) w(b, P) :=E, (logh-X).

(xvII) B*(Q) := conjunto de portafolios log-6ptimos cuando se usa la distribucion Q.

Teorema 4.7. Para un mercado estacionario, la razén de crecimiento existe y es
igual a

W* = lfim W* (X, | X1,..., X0 1)

n—oo
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Demostraciéon. Demostremos que si 0 <t < s < oo, entonces
W, <W..

Veamos que

E (logh; Xo | F,) < w;=E (logh;X, |F.)
= w; =E (logh; X, | F;) < E(w}|F,) = (puesF, CF,)
E(E(w:|F)|F,) = E(E(w |F,)|F)=
E(w, |F) = W,
=W, < W..

Como estamos suponiendo que el mercado es estacionario, entonces W* (X,, | Xy, ..

es no decreciente, y por tanto existe el limite cuando n — co. Notemos que

W (X, X)) 1,
( ! )ZEZW (Xz‘|X1,...,X1‘_1),

=1

n

por el teorema de Césaro se sigue que

lim — ZW* (X | Xq,..., X)) =

n—oo 1
hmw*( X | X1, Xplt) = WZ
n—o0
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. aXn—l)

A continuacion se busca demostrar que para un proceso {X, }nez estocastico,

estacionario y ergodico se cumple que
1
—log S} S5 W,
n

Para esto demostraremos primero los siguientes tres teoremas.

Teorema 4.8. Sea S la riqueza que resulta de una serie de portafolios condicio-
nales log-6ptimos invertidos en un mercado estocéstico estacionario {X;}. Sea S,
la riqueza que resulta de usar otros portafolios. Entonces S, /S es una supermar-
tiganla positiva con respecto a la sucesion de o-algebras generadas por el pasado

Xi,...,X,. Entonces
) 1 Sn
lim sup — log — < 0,
n—oo N S *
y existe una variable aleatoria V' tal que

Sn C.S.
on 1%
S —

EV <1

~ | =

S
Pl >ty <
{Hnnsups* > }_

n
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Demostracion. Tenemos que S,,/S} es una supermartingala positiva porque

1 bl 1 X,e1) Sy (X7
E Sn+1<X ) |Xn:| - F ( n+1 +1)S ( ) |Xn
52 (07 (e 073

S(X™)
Six)
)
)

n+1 TL+1
Sp(X™)

< )
— S* (Xn

por las condiciones de Kuhn-Tucker aplicadas al portafolio log-6ptimo condicional.
Entonces, por el teorema de convergencia de martingalas S,,/S? tiene un limite, sea
V' dicho limite, y EV < E (Sy/S;) = 1, y en particular E (S,,/S;) < 1, usando la
prueba del caso del mercado i.i.d. se obtiene que

1 Sh
hmsup log — S < 0.

n—o0

Finalmente, el resultado

~& | =

P {h’msup % > t} <

se sigue de la desigualdad de Kolmogorov para martingalas positivas.

Teorema 4.9. w*es una funcion semi-continua por abajo (respecto a la topologia

debil).

Demostracion. Sean X un vector aleatorio con distribucién P y 8 un portafolio
tal que 3* > 0 para todo i. Consideremos el conjunto U = {u = (Uj)1gjgm € RT:
B-u=1}. Asimismo, sea U : @ — U con U = u(X) tal que u(z) = 7. Sea @ la
distribucion de U, y P la de X, entonces como X = (- X)U, se sigue que

B, (8(0-30)) = Ep (13- )+, (lgb- U )
w(b, P) = r(P)+wb Q)
:>w*(P) = r(P)+w"(Q).

Notemos que w*(Q) > 0 pues w(f,Q) > 0. Sean 0 < A < 1 y b un portafolio; y
by:= (1 —=X)B+ Ab, Bx = {bx : b € B8}. Consideremos

wi (Q) =supEq (logb - U) =supEq (logby - U),
b b
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es claro que wj} es creciente en \, pues si A > r

by-u = (1=XN)+Xb-u)>14+Ab-u—1)
> 1+7r(b-u—1)=b-u.

Ademas,

w* (Q) = wi (Q) 2 wi(Q) =2 w; (Q) =0.
Si A > 1, log (by - u) estéa acotada por abajo por log (1 — \), y por tanto es semi-
continua por abajo en u. Como w(by, Q) = Eg (logby - U) es semi-continua por
abajo , entonces w} (Q)) = sup,w (by, Q) es semi-continua por abajo (dado que es
el supremo de funciones semi-continuas por abajo).

Ahora
by-u > Ab-u)
= w3 (Q) < w'(Q) <wy(Q) —logA
= w)(Q) T w'(Q) cuando A 11,

entonces w* (@) es el supremo de las funciones w} (@), que son semi-continuas, por
ende w* (()) es semi-continua por abajo.

Teorema 4.10. Cuando ¢ — oo se tiene que W, 1 W;

Demostraciéon. Usaremos la misma notaciéon que la usada en el Teorema 4.9.
Sea X un vector aleatorio con distribucién P. Sean u(z) = ;5 y U = u(X).

Sean Q,Q, las distribuciones de U y de la probabilidad condicional de Udado F,,
respectivamente. Por el teorema de convergencia de martingalas de Lévy

w* (@t) = Ep (logb-U]Ft) ZEP (logb~U\Foo) = w* (@Oo),

va que logb-U € L' al ser una funcion acotada, dado que logb-U < mdx; (— log 37)
se obtiene usando que b- U < Zj U7 < méx (é) yque 5-U = 1.
Como w* es semi-continua por abajo

Qx) -

Como w* esta acotada por abajo por cero, entonces por el lema de Fatou

—_— C.S.
1/ . f—* 1/ . f * > —x% *
fm infwy = lim inf w (Qt) Wo, =W (

lminf W, = liminf E (w}) > W.. = E (w-.).
fminf W, = liminf £ (w;) > W, = E (@)
Asimismo, W: < W; entonces

lim E (w)) = E (@)

t—o00
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es decir que
lim E (supIE(logb U | X, ,X_t)) =
t—o00 b
E (supE (logh-U | X_q,... ,X_oo)) .
b

Luego

En la demostracion del siguiente teorema se usara el teorema ergoédico, que es
una generalizacion de la ley fuerte de los grandes niimeros. Un proceso ergodico esta
definido en un espacio de probabilidad (2, F,P), en donde se considera una variable
aleatoria X. También se tiene una transformacion 7' : 2 — {2 cuyo objetivo es
avanzar o retroceder el tiempo. Diremos que la transformacion es estacionaria si
P(TA) =P(A) para todo A € F. La transformacion es ergodica si todo conjunto A
tal que TA = A, satisface que P(A) = 0 0 1. Si T es estacionaria y ergodica, diremos
que X, (w) = X(T™w) es estacionario y ergodico. Para un proceso estacionario y
ergddico con esperanza finita, el teorema ergoédico de Birkhoff establece que

I cs
n
=1

Teorema 4.11. Sea {...,X_1,Xy,...,X,,...} un proceso estocastico estacio-
nario y ergddico de vectores aleatorios. Sea .S; la riqueza al tiempo n usando la
estrategia log-6ptima, donde

S:; - Hb:t (Xl, e ;Xi—l) Xz
i=1
Entonces 1
—log S} S5 W,
n

Demostraciéon. Notemos que

n—1

n~'log S¥ =n"tlog Sy +n! Zlog (bf - X4) -
=k
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Entonces, por el teorema ergddico

lim n'log S¥ 2 W} .= E (log b}, - X}) .

n—oo

De nuevo, por el teorema ergodico

i

lfim n~" ) mgiXE(logbt-Xt | X1, Xi0,...) &

n—o0

0<t<n
E (méixE (logh' - Xo | X1, X s, . .)) - WL
Luego
h’in_}s:ip % log (g—i) <0,
y

00
n—oo 1 n

1 *
lim sup — log (5" ) <0,

pues F; C F® y F¥ C Fy, respectivamente. Entonces

w; = lim n~'log S* < liminfn~'log S*
n—oo n—oo

< limsupn 'log S < lim n~'log S°
n—oo

n—00
—=x%

= W

oo”

Luego, Wi = W, + Wa, = lim, ,on™ ' S0 W (X, | X1y, X, 1)

63

A continuacion usando unas variables aleatorias se demostraré que la probabi-

lidad de que S,, sea mayor que S es menor o igual que %

Teorema 4.12. Sea S* la riqueza al final de un periodo de inversiones en un
mercado de acciones X usando un portafolio log-6ptimo, y sea S la riqueza que
produce cualquier otro portafolio. Sea U*una variable aleatoria independiente de
X y distribuida uniformemente en [0,2], y sea V cualquier otra variable aleatoria

independiente de X y U tal que V> 0y EV = 1. Entonces

P(VS > U*S*) <

DN | —

Demostracion. Se tiene que

P(VS>US") =
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donde W = Y2 eg una variable aleatoria no negativa con media
S

EW =E(V)E (%) <1,
usando la independencia de Vy X, y las condiciones de Kuhn-Tucker.

Sea F' la funcion de distribucion de W. Como U* es uniforme en [0, 2]

P(W>U") = /D]P’(W>w)fU*(w)dw

2 1
= /]P’(W>w)—dw
0 2
21-F
:/ (w)dw
0 2
< / 1—F(w)dw
0 2
1
= I
5 W
1
< -,
- 2

Entonces
P(VS>US*")=P(W >U") <

N | —

U y V*serfan “justas” aleatorizaciones de la riqueza. El efecto es aleatorizar

pequenas diferencias, de tal forma que sélo desviaciones significantes del radio =

S*
afecten la probabilidad de ganar.

4.6. El teorema de Shannon-McMillan-Breiman
Notaciones.

» P(X | X0 =P (X, | Xo,..o, Xim1).

o PR (X5 = B (X5 T B (X | X0 sin >k

s P(XD) =P (Xo,...,Xn).

n HY = E{—logP(Xo| X_1,...,X_4)}.

» H = limy_,., H".

A continuacién demostraremos que para un proceso estacionario, ergédico y finito-
valuado con razon de entropia H se cumple que
1 C.S.
_E IOgP (Xo, . >Xn71> — H.

Primero demostremos los siguientes lemas.
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Lema 4.4. Para un proceso estocéstico, estacionario, ergédico y finito-valuado se
tiene que con probabilidad 1

1. P* (Xg—l)

llirisolip E log W = 0,
P anl
lim sup — log ( 0 ) 0.

<
noeo n P (XU XZL) T

Demostracion. Sea A el soporte de P(X] ). Entonces
Pt (X3‘1)> Pé(a )
E(—r0 ] = P (2p!) —0 2
(P(X(T)L 1) IgzleA ( 0 ) P(LUO 1)
= > P =P <L (4.3)
:cgfleA

Similarmente, sea B (X ! ) el soporte de P ( | X:io) . Entonces, se tiene que

—0o0

P(X5 ) ] P(X5 ) .
E{P(Xg-lyx:;o)} =B _E{P(Xg-l\ngo) ’X”H

_ P (") n| y-1
— E neB%-l)mP(w | X2)

= E| > P <L (4.4)

x"GB(X:iO)

Por la desigualdad de Markov y se tiene que

k n—1
P (W Ztn> < i

P(Xg™)

k n—1
P llog&o_l)zllogtn Sl.
n P(X3™') —n t

Poniendo t, = n%, vemos que por el lema de Borel-Cantelli que el evento
1 ]P>k Xn—l 1
_10g(_0_1) > —logt,
n P (X{)L ) n
ocurre s6lo un numero finito de veces con probabilidad 1. Entonces
1 P* (Xg _1) c.

llgl_)S;jp E log W

i

IA

0.
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Aplicando el mismo argumento usando se obtiene que

Vol

s Lo P(Xy™) e
o P (Xg T X2L)

IN

0,

lo cual prueba el lema.

Lema 4.5. Para un proceso estocastico, estacionario y ergodico {X,},
1 k(yn—1y G5 k
——logP"(X)™) — H",
n

_l n—1 —1 C.S. 00
nlogIP’(XO | X)) == H*.

Demostracion. Las funciones Y,, = f(X™_) del proceso ergodico {X,,} son pro-
cesos ergoddicos. Entonces P (Xn \ Xg:;) y logP (X, | Xp—1,Xn_2,...,) son tam-
bién procesos ergddicos, y

1 n— 1 - 1= i
=% HE

por el teorema ergodico. Similarmente, por el teorema ergodico,

1 1t .
_ElogP(Xg—l | X 1, X 9,...) = —E;mgp(){i | XL X, X, )
=5 H.

Lema 4.6. Para un proceso estocastico, estacionario, finito-valuado y ergéddico
{X,}, se cumple que

H=H>.

Demostracion. Por definicion y por el hecho de que condicionando no se incre-
menta la entropia H* | H. Solo hace falta demostrar que H* | H>. El teorema de
Levy de convergencia de martingalas para probabilidades condicionales establece
que

P (20| X=p) = P (w0 | XZ%)
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para todo o € T donde T es el rango de Xy. Como T es finito y plogp es acotada
y continua en p para todo 0 < p < 1, por el teorema de convergencia acotada,

lim H* = lim E{— Z P (o | X=1) logP (o | X_,i)}

k—o0 k—o00
zo€T

- E{_ > P (zo | X7L)logP (o | Xiio)}

xo€T
= E(—1logP (Xo | X)) = H™.
Entonces H* | H = H™.

Estamos listos para probar el teorema AEP para procesos ergddicos.

Teorema 4.13. (El teorema de Shannon-McMillan-Breiman). Si H es el radio de
entropia de un proceso estocastico, estacionario, finito-valuado y ergodico {X,},
entonces

1 c.s.
- IOg]P (Xo, . ,Xn_l) — H.
n

Demostracion. Sabemos por el lema 4.4 que

Pk Xn—l
lim sup 1 log M

0
n—oo T ]P’(X(SH) -

1 1 1
= limsup — logP* (X 1) < —limsup —log ——
naoop n 8 ( 0 ) o naoop n . P (Xg_l)
1 1 1 1
= limsup — log ———— < l{msup — log ———— = H*
n_wop o g P (X(T)L_l) = n_mop o g P (ng—l)
para k =1,2,.... También, por el lema 4.4 se tiene que
1 P(Xxg!
lim sup — log (40 )1 <0,
n—oo M P (Xg \ X_Oo)
lo cual se puede escribir también como
1 1 1 1
liminf — log ————< > lim —log — — = H™,
nmoo n P (XPTY) Tonmeen CP(XGTH | XZL)

usando el lema 4.4. Por tanto

1 1
H** <liminf ——logP (Xg_l) < limsup —— log P (Xg_l) < H* para todo k.

n—00 n n—00 n

Pero, por el lema 4.6, H* — H*> = H. Entonces

1
lim ——logP (X)) = H.

n—oo n
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4.7. El portafolio universal

Hasta ahora la forma de encontrar el portafolio log-6ptimo considera que se
conoce la distribucién de los vectores de acciones. Sin embargo, en la préctica a
menudo no se conoce la distribucién. Por lo que es conveniente no hacer suposicio-
nes estadisticas acerca del mercado de acciones. En este sentido lo que se conoce
como el portafolio universal nos indica qué tan bien se comportard un portafolio
que seleccionamos sin hacer suposiciones acerca de la distribuciéon del mercado de
acciones en comparacion con el mejor portafolio, y se busca seleccionar el portafolio
que tenga un comportamiento muy similar al mejor. En esta direcciéon hay trabajos
del mismo Cover y de otros autores (ver[10,[9, 6]). En términos generales, se supone
que se tiene un mercado de acciones que puede ser representado como una sucesion
de vectores x1,Xy,... € R, donde x;; es el precio relativo de la accion j en el dia i
y X; es el vector de los precios relativos para todas las acciones en el dia ¢. Primero
se supone que se tienen n vectores Xi,...,X,. Luego se extiende para el caso que
se tiene un numero infinito.

Dada esta sucesion de mercado de acciones, ;qué es lo mejor que se puede
hacer? Una estrategia pudieran ser los portafolio 6ptimos que se obtienen cuando
se supone que tenemos un mercado de acciones i.i.d. con distribuciéon conocida (a
dichos portafolios se les llama portafolios 6ptimos constantemente reequilibrados),
es por eso que esta estrategia resulta natural. Posteriormente se demuestra que
es posible obtener un rendimiento tan bueno como cuando se toma un portafolio
6ptimo constantemente reequilibrado.

Una forma de analizar este problema es distribuir la riqueza entre un fondo de
inversionistas, donde cada uno usa un portafolio 6ptimo constantemente reequili-
brado distinto en base a una distribuciéon distinta. Uno de los inversionistas lo hara
exponencialmente mejor que los otros. Se muestra que por un factor de n”z " se
puede alcanzar la riqueza que alcanza el mejor inversionista.

Otra forma de ver este problema es considerarlo como un juego en contra de
un oponente malicioso que puede seleccionar la sucesion de vectores del mercado
de acciones. Se define una estrategia de portafolio causal b; (Xi-1,...,%1) que de-
pende s6lo de los valores pasados del mercado de acciones. Entonces el oponente,
conociendo la estrategia b; (x*71), escoge una sucesién de vectores x; para hacer
que la estrategia funcione tan mal como sea posible relativamente al portafolio 6p-
timo constantemente reequilibrado para dicho mercado de acciones. Sea b* (x™) un
portafolio 6ptimo constantemente reequilibrado para un mercado de acciones x".
Notemos que b*(x™) depende s6lo de la distribucién empirica de la sucesion, y no del
orden en que los vectores ocurren. Al final de n dias, un portafolio constantemente
reequilibrado b genera la riqueza:

Sn (b, Xn) = H thi,
=1
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y el portafolio 6ptimo constante reequilibrado b* (x™) genera la riqueza
Sr(x") = maX H b'x;,
mientras que la estrategia que usa el portafolio f)l (x"71) genera la riqueza
n A
-1
El objetivo es encontrar una estrategia de portafolio causal

b()= (Bl,BQ(xl),...,Bi (xi‘1)>

que genere la mayor riqueza posible atin en el peor caso en términos de la razéon de
S, ySr. Se encuentra la estrategia universal 6ptima y se muestra que esa estrategia
para cada mercado de acciones genera la riqueza S, que so6lo difiere de un factor
V, ~ n~"s" de la riqueza S}. De hecho, la estrategia que se encuentra es:

l51 - (iaiW'wi)a
m m m
J,;bS; (b) db

bry =
i) 3 Sk(b)db
El portafolio anterior se puede evaluar en base a simulaciones. Si no se tienen
bases de datos con acciones reales, se puede generar un mercado de acciones usando
un proceso de difusion-saltos (ver [29]).



Capitulo 5

Teoria de la informacién en redes

En este capitulo se considera la teoria de la informacion en redes, que es el
estudio de los flujos que se pueden alcanzar de manera simultdnea en presencia
de ruido e interferencia. El objetivo de esta teoria es lograr el flujo 6ptimo de
informacion en las redes. Cabe mencionar que la teoria del fluido en redes también
ha contribuido a responder preguntas en otras areas como teoria de circuitos y el
fluido del agua en las tuberias.

La lectura de este capitulo requiere de los preliminares que se presentaron en
el capitulo 1: la entropia, entropia relativa, informaciéon mutua, la desigualdad del
procesamiento de datos y de Fano. Estas dos desigualdades se utilizan en las demos-
traciones de las tasas alcanzables para el canal de acceso multiple y el de emision,
los cuales se presentan en los teoremas 5.3.1 y 5.4.2. Ademas, introduciremos el
concepto de sucesiones conjuntamente tipicias que surge en el contexo de la deco-
dificacion en los canales, y su teoria se presenta en la seccion 5.2.

Demostraremos algunos resultados bésicos para demostrar teoremas de los ca-
nales de usuarios multiples y el canal de emisiéon. Hay varios problemas abiertos en
esta area, y todavia no existe una teoria exhaustiva de las redes de informacion. In-
clusive si dicha teoria fuera encontrada, es muy probable que seria muy dificil poder
implementarla. Sin embargo, la teoria indicaria a los disenadores de comunicacion
qué tan cerca estan del modelo 6ptimo y tal vez sugiera medios para mejorar las
tasas de comunicacion.

5.1. Introduccion

El problema general es el siguiente. Dados mucho remitentes y receptores, y una
matriz que es un canal de transicion que describe los efectos de la interferencia y
el ruido en la red, decidir si las fuentes pueden ser transmitidas por el canal. Este
problema involucra la compresion de informaciéon y encontrar el conjunto de todas
las tasas que se pueden alcanzar (la region de capacidad de la red). Este problema
no ha sido todavia resuelto, por lo que en este capitulo consideraremos varios casos
especiales. Sin embargo, existe el enfoque de los sistemas MIMO (multiples-entradas
y multiples-salidas), que usan multiples antenas en el remitente y receptor, donde

70
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se usan herramientas de la teoria de matrices aleatorias; que evita el problema de
no tener una teoria de las tasas simulataneas.

Ejemplos de redes de comunicacién grandes incluyen redes de computadoras,
redes de satélites, y el sistema telefonico. Incluso en una sola computadora, hay
varios componentes que se comunican entre ellos. Una teoria completa de las redes
de informacion tendria implicaciones en el diseno de redes de computadoras y de
comunicacion.

Supongamos que m estaciones buscan comunicarse con un satélite a través de un
canal de comunicacion. A este sistema se le llama canal de miltiple acceso. Algunas
preguntas que surgen de manera natural y que tienen respuesta son las siguientes.
Como los remitentes cooperan entre ellos para enviar la informacion. Qué tasas de
comunicacion (bits por transmision) se alcanzan. Cuales son las limitaciones que la
interferencia produce entre los remitentes en la tasa total de comunicacion.

En contraste, podemos considerar una red y considerar una estaciéon de television
que envia informacion a m televisores. En éste canal s6lo se conocen respuestas a las
siguientes preguntas en casos especiale:. como el remitente codifica la informaciéon
para los distintos receptores en una sola senal y cuales son las tasas a las que la
informacién puede ser enviada a diferentes receptores.

Hay otros canales, como el canal de relevos (donde hay una fuente y un destino,
pero hay uno o mas remitentes que son intermediarios-los recibidores que fungen
como relevos sirven para facilitar la comunicacion entre la fuente y el receptor), el
canal de interferencia (hay dos remitentes y dos receptores con interferencia), y el
canal bilateral (hay dos pares de remitente-receptor que se envian informacion entre
ellos). Para todos estos canales, solo se conoce las respuestas de preguntas acerca de
las tasas de comunicacion alcanzables y las estrategia de codificacion apropiadas.

Estos canales pueden ser considerados como casos especiales de una red general
de comunicaciéon que consiste de m nodos que se intentan comunicar entre ellos.
A cada instante de tiempo, el i-ésimo nodo manda el simbolo x; que depende del
mensaje que busca mandar y de los simbolos pasados recibidos en el nodo. La
transmision simultanea de los simbolos (z1, ..., x,,) resulta en los simbolos aleato-
rios recibidos (Yi,...,Y,,) que se distribuyen con la distribucion de probabilidad
condicional P (y™M,y®, ...,y | 2® . 2(™). Aqui P(- | -) expresa los efectos
del ruido y la interferencia que estan presentes en la red. Si P (- | -) toma solo los
valores 0 y 1, la red es determinista.

5.2. Canales gaussianos de usuarios miultiples

A continuacién consideraremos ejemplos gaussianos de algunos canales bésicos
de la teoria de la informacion en redes. La motivacion fisica de los canales gaussianos
radica en las respuestas concretas y de interpretacion sencilla. En esta seccion se
dan sin demostracion las ideas clave para establecer las regiones de capacidad de
los canales gaussianos de acceso multiple, emision, relevos, y bilateral.

El canal discreto, basico, gaussiano y aditivo con ruido blanco con potencia de
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entrada P y varianza de ruido N esta modelado por
Yi=X,+7;,1=1,2,...,

donde las Z; son variables aleatorias gaussianas i.i.d. con media 0 y varianza N. La
senal X = (X3,...,X,,) tiene una restriccion de potencia

1 n
E;Xf <P

La capacidad de Shannon C' (el supremo sobre todas las tasas alcanzables) se obtie-
ne al maximizar I(X;Y’) sobre todas las variables aleatorias X tales que EX?* < P
y esta dada por

1 P
C = 3 log (1 + N) bits por transmision.

En este capitulo nos restringiremos a los canales discretos; los resultados pueden
ser extendidos a los canales gaussianos continuos.
Comenzaremos con unas definiciones.

Definicién. Un canal discreto, denotado por (X, p(y | x),)), consiste de dos con-
juntos finitos X y ) y una coleccién de funciones de distribucién de probabilidad
p(y | ), una por cada z € X, tal que para toda = y y, p(y | ) > 0, y para todo z,
>, Py | ) =1, con la interpretacion de que X es la entrada y Y es la salida del
canal.

Definicién. Un codigo (M, n) para un canal gaussiano con restriccion de potencia
P consiste de lo siguiente:
(1) Un conjunto de indices {1,2,..., M}.

(11) Una funcion codificadora x : {1,2,..., M} — X™, que produce las claves
(1), 2™(2),...,2™(M), que satisfacen la restriccion de potencia, es decir,
para cada clave

Zx )<nP, w=12 ..., M.

(111) Una funcion decodificadora

g: V" —=A{1,2,...,M}.

Definicién. La probabilidad condicional de error dado que el indice ¢ fue enviado
esté definida como

i =P (g(Y") #i] X" = X"( ZP y" | 2" () Lgmy#i-
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Definicién. La maxima probabilidad de error A™ para un codigo (M, n) esta
definida como

A = max o\
1€{1,2,...,M}

Definicion. La tasa de un codigo (M, n) es

R log M

bits por transmision.

Definicién. Una tasa R es alcanzable para un canal gaussiano con restriccion
de potencia P si existe una sucesion de (Q”R, n) codigos cuyas claves satisfacen la
restriccion de potencia tal que la maxima probabilidad de error A tiende a cero.

5.2.1. Canal gaussiano de un sélo usuario

En este caso Y = X + Z. Seleccionar una tasa R < %log (1 + %) Seleccionar
un buen libro de claves (2"% n) de potencia P (un buen libro de claves es un c6digo
tal que tiene una probabilidad maxima de error pequena). Seleccionar un indice w
en el conjunto 2"%. Mandar la palabra X (w) del libro de claves. El receptor observa
Y = X(w) + Z y entonces encuentra el indice w del libro de claves que mas se
parece a Y. Si n es suficientemente grande, la probabilidad de error P(w # w) sera
arbitrariamente pequena.

5.2.2. Canal gaussiano de acceso miultiple con m usuarios
Consideremos m transmisores, cada uno con potencia P. Sea

Y:iXi—i-Z.

=1

P 1 P

la capacidad de un canal gaussiano de un sélo usuario con una razén de senal sobre
ruido P/N. La region de tasas alcanzables para el canal gaussiano viene dada por
las siguientes ecuaciones

Sea
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Aqui se necesitan m libros de claves, el i-ésimo libro de claves tiene 2™ claves
de potencia P. Cada uno de los transmisores independientes escogen un codigo
arbitrario de su propio libro de claves. Los usuarios mandan esos vectores simulta-
neamente. El receptor ve dichos codigos sumados con el ruido gaussiano Z.

La forma 6ptima de decodificar consiste en buscar los m codigos, uno de cada
libro de codigos, tal que la suma vectorial es lo mas parecida a Y en términos de
la distancia euclideana. Si (Ry,..., R,,) esta en la region de capacidad de arriba,
la probabilidad de error tiende a 0 cuando n tiende a infinito.

Nota. Es interesante notar que en este problema la suma de las tasas de los
usuarios C'(mP/N) tiende a infinito cuando m tiende a infinito. Entonces, en un
sistema con m usuarios de potencia P en presencia del ruido del ambiente NV, el que
esté escuchando recibe una cantidad de informaciéon no acotada cuando el nimero
de usuarios crece a infinito. Aparentemente, el incrementar la interferencia cuando
el niimero de emisores m — oo no limita la cantidad total de informacién recibida.

5.2.3. Canal gaussiano de emision

Supondremos que tenemos un remitente con potencia P y dos receptores dis-
tantes, uno con potencia de ruido gaussiano N; y el otro con potencia de ruido
gaussiano N,. Sin pérdida de generalidad, supondremos que N; < N,. Entonces,
el receptor Y] recibe menos ruido que el receptor Y,. El modelo para el canal es
Yi=X+27Z1yY,=X+ 75, donde Z; y Z, son variables aleatorias gaussianas ar-
bitrariamente correlacionadas con varianzas N; y/Ns, respectivamente. El remitente
desea enviar mensajes independientes con tasas R; y Ry a los receptores Y; y Yo,
respectivamente.

Luego se encuentra que la regién de capacidad del canal gaussiano de emision

alP
R, < C(E)

(1—a)P
Ry < C(aP+N2 !

€s
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donde a puede ser escogido arbitrariamente (0 < o < 1) para equilibrar las tasas
Ry y Ry como el remitente desee.

Para codificar los mensajes, el transmisor crea dos libros de c6digos, uno con
potencia aP y tasa Ry, y otro libro de cdédigos con potencia aP y tasa Ry, donde R,
y Rs estan en la region de capacidad de arriba. Entonces para enviar un indice w; €
{1,2,...,2"} vy wy € {1,2,...,2M2} a V] y Ys, respectivamente, el transmisor
toma el codigo X (wq) del primer libro de codigos y el codigo X (wsy) del segundo
libro de codigos y realiza la suma. El envia la suma por el canal.

Los receptores deben decodificar el mensaje. Primero consideremos al peor re-
ceptor Ys. El solamente considera el segundo libro de codigos para encontrar el codi-
go que maés se parezca al vector recibido Y. Su ratio senal-ruido es aP/ (aP + N3),
puesto que el mensaje de Y] actiia como ruido para Y;. (Esto puede ser probado).

El mejor receptor Y; primero decodifica el codigo de Y3, accidon que puede realizar
debido a que tiene menos ruido N;. El resta este codigo X, aY]. Luego él busca el
codigo que mas se parece a Y1 — X, en el primer libro de codigos. La probabilidad
de error puede ser tan pequena como se desee.

5.2.4. Canal gaussiano de relevos

Para el canal de relevos, tenemos un remitente X y un ultimo receptor Y.
También esté presente el canal de relevos, cuya intencién es inicamente ayudar al
receptor. El canal gaussiano de relevos esta dado por

Yi = X+ 24,
Y = X+71+ X+ %25,

donde Z; y Z5 son variables aleatorias gaussianas e independientes con media cero
y varianzas Ny y Ns, respectivamente. La codificacion permitida por el relevo es la
sucesion

Xli = fz (}/1171/12’ s 7}/11'—1)'

El remitente X tiene potencia P y el remitente X tiene potencia P,;. La capa-

cidad es
c 5 e P+ P+ 2yaPP c aP
= max min =
0<a<l Ny, + N, ’ N ’

donde & = 1 — a. Notemos que si

P P
— >
No — Ny

se puede ver que C' = C'(P/Ny), que es alcanzada por o = 1. El canal pareciera
no tener ruido después del relevo, y la capacidad C' (P/Ny) de X al relevo se puede
alcanzar. Entonces, la tasa C' (P/ (N7 + N3)) sin el relevo se incrementa por la
presencia del relevo a C'(P/N;). Cuando Ny es muy grande y P, /Ny > P/Nj, se ve
que el incremento en la tasa es de C'(P/ (Ny + N2)) = 0 a C (P/Ny).

El proceso de codificacion y decodificacion involucra dos bloques.
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Sea Ry < C'(aP/Ny). Se crean dos libros de codigos. El primer libro de codi-
gos tiene 2™ codigos de potencia aP. El segundo tiene 2™ codigos de potencia
(1 — ) P. Usaremos codigos de esos libros de codigos sucesivamente para crear la
oportunidad de cooperacion del relevo. En el primer bloque, empezamos enviando
un codigo del primer libro de codigos. El relevo conoce el indice de este codigo pues-
to que Ry < C (aP/Ny), pero el receptor final tiene una lista de posibles codigos de
tamafio 2"(f1—CaP/Ni+N2)) (este calculo de la lista involucra un resultado de listas
de codigos). Por lo que el receptor no decodifica dicho codigo.

En el siguiente bloque, el remitente y el relevo cooperaran para resolver la
incertidumbre del receptor acerca del codigo enviado que esta en la lista del receptor.
Desafortunadamente, estos no pueden estar seguros de qué lista es ésta pues ellos no
conocen la senal recibida Y. Entonces, al azar ellos hacen una particion del primer
libro de codigos en 270 celdas con un nimero igual de coédigos en cada celda. El
relevo, el receptor, y el remitente estan de acuerdo con esta particion. El relevo y
el remitente encuentran la celda de la particion en la que el codigo del primer libro
de codigos estd y cooperativamente envian el codigo del segundo libro de codigos
con ese indice. Es decir, X y X; envian el mismo c6digo designado. El relevo debe
escalar dicho codigo para que el codigo pueda satisfacer la restriccion de potencia
Py. Luego, ellos envian sus codigos simultaneamente.

El remitente también escoge un nuevo codigo del primer libro de cédigos, lo
suma al codigo que se envio de forma cooperativa del segundo libro de codigos, y
envia la suma por el canal.

La recepcion por el tltimo receptor Y en el segundo bloque involucra primero
encontrar el indice del segundo libro de c6digos méas parecido al coédigo que se envid
de forma cooperativa. Luego resta el codigo de la secuencia recibida y calcula una
lista de indices de tamafio 2" que corresponden a todos los codigos del primer
libro de codigos que probablemente fueron enviados en el segundo bloque.

Luego el receptor final debe identificar el codigo del primer libro de codigos que
se envi6 en el primer bloque. El usa la lista de posibles codigos que pudieron haber
sido enviados en el primer bloque y los interseca con la celda de la particion que ha
recibido del mensaje enviado en el segundo bloque. Las tasas y potencias han sido
elegidas para que sea altamente probable que haya s6lo un cédigo en la interseccion.

En pocas palabras. En cada nuevo bloque, el remitente y el relevo cooperan
para resolver la lista incierta del bloque anterior. En adiciéon, el remitente manda la
suma de informaciéon nueva de su primer libro de codigos con la enviada del segundo
libro de codigos.

5.2.5. Canal gaussiano de interferencia

El canal de interferencia tiene dos remitentes y dos receptores. El remitente 1
desea enviar informacion al receptor 1. A él no le importa lo que el receptor 2 recibe
o entiende; similarmente con el remitente 2 y el receptor 2. Cada canal interfiere con
el otro. No es un canal de emisiéon porque hay sélo un receptor intencional por cada
remitente, tampoco es un canal de multiple acceso porque cada receptor esta sélo
interesado en lo que va a ser enviado por el correspondiente remitente. El modelo
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usado es:

Y1 = Xi+aXo+ 24
Yé = X2+CLX1+ZQ,

donde Zi, Z, son variables aleatorias gaussianas independientes con media cero y
varianza N. Este canal no ha sido resuelto en general incluso en el caso gaussiano.
Pero cabe decir que en el caso de mucha interferencia, se puede mostrar que la region
de capacidad de este canal es la misma que si se supusiera que no hay interferencia.

Para obtener lo anterior, se generan dos libros de c6digos, cada uno con potencia
Py tasa C' (P/N). Cada remitente escoge independientemente una palabra de su
libro y la manda. Ahora, si la interferencia a satisface que C (a*P/(P + N)) >
C(P/N), el primer receptor entiende perfectamente el indice del segundo remitente.
El lo encuentra usando la técnica usual de buscar el codigo que mas se parece a la
senal recibida. Una vez que encuentra esta senal, él la resta de la senal recibida.
Por lo que habra un canal sin ruido entre él y su remitente. El entonces busca en
el libro de codigos del remitente para encontrar el codigo que més se parece a la
senal.

5.2.6. Canal gaussiano bilateral

El canal bilateral es muy similar al canal de interferencia, con la caracteristica
adicional de que el remitente 1 esté relacionado con el receptor 2 y el remitente
2 esta relacionado con el receptor 1, de tal forma que el remitente 1 puede usar
informacion de simbolos recibidos anteriormente por el receptor 2 para decidir qué
enviar después; y similarmente para el remitente 2 y el receptor 1. Este canal
introduce otro aspecto fundamental de la teoria de la informacion en redes: la
retroalimentacion. La retroalimentacion le permite a los remitentes usar informacion
parcial que cada uno tiene acerca del mensaje del otro para cooperar entre ellos.

La region de capacidad del canal bilateral no se conoce en general. Este canal
fue concebido primero por Shannon, quien derivo cotas superiores e inferiores para
la region. Para canales gaussianos, esas dos cotas coinciden y la region de capacidad
es conocida; de hecho, el canal gaussiano bilateral se descompone en dos canales
independientes.

Sean P; y P, las potencias para los remitentes 1 y 2, respectivamente, y sean Ny
y Ny las varianzas del ruido de los dos canales. Entonces las tasas Ry < C'(P;/Ny)
y Ry < C(Py/N3) pueden ser alcanzadas por las técnicas descritas para el canal de
interferencia. En este caso, se generan dos libros de codigos de tasas Ry y Ry. El
remitente 1 envia un codigo del primer libro de codigos. El receptor 2 recibe la suma
de los codigos enviados por los dos remitentes mas algo de ruido. El simplemente
resta el codigo del remitente 2 y obtiene un canal sin ruido del remitente 1 (con s6lo
el ruido de la varianza N7). Entonces, el canal gaussiano bilateral se descompone en
dos canales gaussianos independientes. Pero este no es el caso en general para los
canales bilaterales; en general, existe un intercambio entre los dos remitentes de tal
forma que no pueden los dos enviar el mensaje a la tasa 6ptima al mismo tiempo.
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5.3. Sucesiones conjuntamente tipicas

En esta seccion estudiaremos el teorema conjunto AEP que nos permitiré de-
mostrar algunos teoremas de la teoria de informaciéon en redes. Dicho teorema nos
permitira calcular la probabilidad de error para sucesiones conjuntamente tipicas
que han sido decodificadas para varios de los esquemas de codificacion que se con-
sideran en este capitulo. Intuitivamente, dos sucesiones son conjuntamente tipicas
si la entropia empirica y teérica son parecidas.

Sea (X7,...,X}) una coleccion finita de variables aleatorias discretas con una
distribucion conjunta fija, p (¢, 2@, ... a®), (2O, ... 2®) € X x - x . Sea
S un subconjunto ordenado de esas variables aleatorias y consideremos n copias
independientes de S. Entonces

n
P(S = S) = HP(SZ = SZ‘), se s
i=1
Por ejemplo, si S = (X, X;), entonces

P(S=s) = P((X;,X) = (x5,%x1))
= Hp(ﬂfij,ﬂ?il)-

Por la ley de los grandes ntimeros, para cualquier subconjunto S de variables alea-
torias

1 1 <
——logp (S1, 8., 80) = —— ;bgp(&) % H(S),

Sc{xm, . x®.

Definicién. El conjunto A de las n-sucesiones e-tipicas (Xy,...,X;) esta defi-
nido por

A® (XWX ) = AW

€ €

— {(xl,...,xk) : '—%logp(s) —H(S)| <€, VS C {X<1>,...,X<k>}}.

Sea Agn)(S) la restriccion de A™ a las coordinadas de S. Entonces, si S = (X1, Xa),
tenemos que

AE”)(Xl,Xz) = {(Xl,Xz)i

1
—Elogp(xl,xz) — H(X1,Xo)| <e,
_ﬁlogp(xl) — H(X1)| <e,

1
L ogpxs) — H(X)| < €.
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£2n(bie)

Definicién. Usaremos la notacion a,, para indicar que

<€

1
'— loga,, — b
n
para n suficientemente grande.

Teorema 5.2.1 Para todo € > 0, y para n suficientemente grande
(1) P(A™(S) > 1—¢, VS C {XD, ... X®},
(11) s € A™(S) = p(s)=2nH(S)Ee),

(111) ‘AE”)(S)’ =gn(H(8)*2€)

(1v) Sean S;,S, C {X(l), . ,X(k)}. Si (s1,82) € Agn)(Sl, S,), entonces

p(sy | 8g)=2 (A (S1]52)220)

Demostracion.

(1) Se sigue de la ley de los grandes ntmeros para variables aleatorias en la
definicion de A™(S).

(11) Se sigue directamente de la definicion de AE")(S ).

(111) Se sigue de lo siguiente

1> Y ps)

seA™ ()
> Z o-n(H(S)+¢)
seA™ ()

= }Agn)(g)‘ 9—n(H(S)+e)

Si n es suficientemente grande, se tiene que

l—¢ < Z p(s)

seA™(3)

< Z 2771(H(S)76)

seA™ ()
= [A(S)| 2 S,

De donde, se obtiene que ‘AE”) (S )‘ =2n(H(9)%2) para n suficientemente grande.
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(1v) Para (s1,s5) € A™ (S, S,), se tiene que p(s;)=2"HE)E) y p(s) | ,) =2 nH(S1,82)%0)
Entonces
p(s1,82) ~—g—n(H(S2|51)£2¢)

plsz | s1) = p(s1)

El siguiente teorema acota el nimero de sucesiones condicionalmente tipicas
para una sucesion tipica dada.

Teorema 5.2.2 Sean S, Sy dos subconjuntos de XM, ..., X®) Para todo e > 0,
definimos A" (S1 | s2) como el conjunto de las sucesiones s; tales que son conjun-

tamente e—tipicas a una sucesion particular s,. Si sy € AE”)(S2), entonces para n
suficientemente grande, se tiene que

|A£n) (Sl ‘ SZ)‘ < 2n(H(S1|SQ)+26)

(1 _ 6) 2n(H(S1|Sz)—2e) < ZP(SQ) ‘AE”)(& | 52)} ‘

S2

Demostracion. Como en la parte 3 del teorema 5.2.1, se tiene que

1 > Z p(s1 | s2)

516A£n>(51|52)
Z Z 2—7’1(H(Sl‘52)+26)

s1€A4{" (S1]s2)
= |AM (Sy | sp)| 2 (SIS +20),

Si n es suficientemente grande, entonces por la propiedad 1 del teorema 5.2.1

l—e < Zp(s2) Z p(sy | s2)

52 SlEAEn)(Sl\Sz)

ZP(S2) Y gnHEs) =0

SleA( )(Sl ‘52)

:ZPSQ ‘A Sl|S2‘

IN

Para calcular la probabilidad de error de decodificacion, se necesita saber la
probabilidad de que sucesiones que son condicionalmente independientes sean tipi-
camente conjuntas. Sean S;, Sy y S3 tres subconjuntos de {XW ... X®} Si S
y S5 son condicionalmente independientes dado S5 pero ademés tienen las mismas
marginales dos a dos de (57, 52, 53), se tiene la siguiente probabilidad del evento de
ser tipicamente conjuntas.
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Teorema 5.2.3 Sea A" el conjunto tipico y sea

n

P(S] = 51,8, = 52,85 = 53) = HP(SU | s3:)p(s2i | 83)p(83i)-

=1

Entonces
P {(S/h S’2, Sé) c Aﬁ")} — on(I(S15592|S3)+6¢)

Demostracion. Usamos la notacion = para evitar calcular la cota inferior y
superior por separado. Se tiene que

P{(sg,sg,sg) c AE”)}

- 2(51,52,53)6/12") p(s3)p(s1 | s3)p(s2 | 83)
= Agn) (51, Sa, 53)’ 9—n(H(S3)%e)9—n(H (S1|S3)+2€)9—n(H (S2|S3)+2e)

= Qn(H(S1,82,5)€) 3 —n(H (Sa)£e) 9 —n(H ($1]S)£26) 9 —n(H (S2]S) £2¢)
—9—n(I(51;52|53)%6¢)

Este teorema se usara para elecciones particulares de Sy, Sy y S35 en varias prue-
bas de este capitulo.

5.4. Canal de acceso multiple

En este canal hay dos o mas remitentes que envian informaciéon a un receptor
comun. Ejemplos de este canal son un satélite receptor con muchas estaciones terres-
tres independientes, o un conjunto de celulares que se comunican con una estacion.
En este canal los remitentes deben competir contra el ruido y la interferencia entre
cada uno de los receptores.

Definicién. Un canal discreto de acceso miltiple y sin memoria consiste de tres
alfabetos, X, Xy, y ), y una matriz de probabilidades de transicion p (y | x1, x2) .

Definicién. Un codigo ((Q”Rl, 2"R2) ,n) para una canal de acceso miltiple con-
siste de dos conjuntos de enteros W; = {1,2,..., 2"} y W, = {1,2,... 2"},
llamados los conjuntos de mensajes, de dos funciones codificadoras

X11W1—>X1n

X22W2—>X2n,
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y una funcién decodificadora
qg: y" — W1 X WQ.

Hay dos remitentes y un receptor para este canal. El remitente 1 escoge un indice
W7 de manera uniforme del conjunto {1, 2, .., Q”Rl} y manda el co6digo correspon-
diente por el canal. El remitente 2 hace lo mismo. Suponiendo que la distribucion
de los mensajes en el producto W; x W, es uniforme (es decir, los mensajes son
independientes y tienen la misma probabilidad), se define la probabilidad promedio
de error para el codigo ((Z”Rl, 2"R2) ,n) como sigue

1 :
P — ST Z P(g(Y"™) # (w1, ws) | (wy,ws) fue enviado).

(w1,w2) EW1 X Wa

Usaremos esta notacion A(w, w,) = P(g(Y™) # (w1, w2) | (w1, ws) fue enviado).

Definicion. Una tasa par (R, Rs) se dice que es alcanzable para el canal de
acceso miltiple si existe una sucesion de libros de codigos ((Z”Rl, 2”R2) ,n) tal que

P — 0.

Definicién. La region de capacidad para un canal de acceso multiple es la cerra-
dura del conjunto de todas las tasas pares (R;.R2) que son alcanzables.

Ahora estableceremos la region de capacidad en el siguiente teorema llamado
teorema de tasas alcanzables. Dicho teorema es el mas importante de la seccion
5.3., esencialmente todos los otros resultados de la seccion se centran en demostrar
este teorema. Primero probaremos la ida, en la secciéon 5.3.1 probaremos el regreso.

Teorema 5.3.1 La capacidad de un canal de acceso multiple (X} x Xy, p(y | 1
,T2), Y ) es la cerradura de la envolvente convexa de todos los (R, R2) que cumplen

R, < I(X;Y | Xy),
Ry, < I(X2;Y | Xy),
Ri+ Ry < I(X1,X2]Y)

para una distribucion producto py(x1)pe(z2) en Xy X Xs.

Demostracion. Fijemos p(z1,x) = p1(x1)p2(xs).

Generacion del libro de cddigos : Generemos 2% codigos independientes X (i),
i € {1,2,...,2"} de tamano n, cada elemento generado i.id.~ ], p1(z1;).
Similarmente, generamos 2" codigos independientes Xy (j),7 € {1,2,...,2"%2}
cada elemento generado i.i.d.~ []}_, p2(z2). Estos codigos forman el libro de codi-
gos, que es relevado a los remitentes y el receptor.

Codificacion: Para enviar el indice 4, el remitente 1 envia el codigo X (). Simi-
larmente, para enviar j, el remitente 2 envia el codigo Xs(j).
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decodificacion: Sea A" el conjunto de las sucesiones (xi,Xs,y) tipicas. El re-
ceptor Y escoge el par (i, j) tal que

(x1(1), %2(j), y) € AL

si dicho par (7, j) existe y es tnico; de otra forma, se dice que hubo un error.
Andlisis de la probabilidad de error : Notemos que la probabilidad de generar
un libro de codigos cualquiera C' es

anf1 g 2nf2

P(C) = | T[] [Tp:(@iCw)) | | T] J] pe(ei(w))

w=1 i=1 w=1 i=1

(Se debe tener n fijo para que lo anterior pueda ser una probabilidad.)

Sea W = (W1, Ws) con distribucion uniforme en {1,...,2""} x {1,2,...,2"%}
y usaremos W (y) para denotar la decodificacion del mensaje. Sea E = {W( ) #
W} el evento de tener error. Calculemos el promedio de la probabilidad de error,
promediada sobre todos los codigos en el libro, y promediada sobre todos los libros
de codigos

P(E) = ZP(C)]P’E")(C)
- ZP 2nR1+R2) Z )‘(wlfwﬂ(c)

(w1,w2) EW1 X Wa

1
= m Z Z]P w1w2 )

(w1 w2)€W1 X Wao

Por la simetria de la construccién del cédigo, el promedio de la probabilidad de
error promediada sobre todos los libros de cédigos no depende en el indice que
haya sido enviado (i.e., Y~ P(C)A(w; uw,)(C) no depende de (wy,w,)). Entonces,
podemos asumir sin pérdida de generalidad que el mensaje W = (1, 1) fue enviado,
pues

1
P(E) = Sn(R i) Z ZP Ay wz) (C)

(w1 wg)EWl X Wao

= Y P(C)A1y)(C)
C
— PE|W =(1,1)).

Definamos los siguientes eventos
By = {(X1(i), X2(j), Y) € A}

Recordemos que Y es el resultado de enviar el indice (1, 1) por el canal.
Entonces un error ocurre si cuando se decodifica ocurre Ef; (cuando la palabra
codigo y la secuencia recibida no son tipicamente conjuntas) o ocurre Ey | J Es |- - - | Eonr
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(cuando un codigo incorrecto es tipicamente conjunto con la sucesion recibida). En-
tonces, denotando a P(E | W = (1,1)) por P(E), tenemos que

P(E|W =(1,1) = P (Bt U syean )
< P(Efl) + Zz‘yﬂ,j:l P(Eil) + Zi:l,j;él P<E1j)
+ i1 P(Ej),
donde P denota la probabilidad condicional dado que (1,1) fue enviado. Por el

teorema AEP (ver [§]) , P(E$;) — 0. Por los teoremas 5.2.1 y 5.2.3, para i # 1,
tenemos que

P(Eq) = P((Xi(i), Xa(1),Y) € A™)
Z p(x1)p(x2,y)

(x1,%2,y) €A™

< A ) 9 n(H (X))o

< 2—n(H(X1)+H(X2,Y)—H(X1,XQ,Y)—3€)

_ gnl(XXa V)-89 (5.1)
2—71([(X1;Y‘X2)—3€)’ (5.2)

donde (5.1)) v (5.2) se siguen de la independencia de X; y Xs, y de I(X7; X5,Y) =
I(X1; Xo) + I(X1; Y | Xo) = I(X1;Y | Xo). Similarmente, para j # 1,

P(Ey;) < 9 U (X2 Y[X1)=3¢)

yparai# 1,5 #1,
P(Ez]) S Q_n([(X17X2;Y)—46)‘

Se sigue que

]P)(E ‘ W = (1’ 1)) < ]P)(Efl) + QnR12—n(I(X1;Y\X2)—3e) + 2nR22—n(I(X2;Y\X1)—3e)
+ 271(R1+R2)2—77,(](X1,X2;Y)—4€).

Dado que € > 0 es arbitrario, las hipotesis del teorema implican que cada término
tiende a 0 cuando n — oo. Entonces la probabilidad promedio de error, promediada
sobre todos los libros de codigos y codigos, tiende a cero cuando las desigualdades
del teorema se cumplen.

Para finalizar la demostracion, consideremos lo siguiente. Como la probabilidad
promedio de error sobre todos los libros de coédigos es pequena, existe al menos
un libro de c6digos C* con una probabilidad promedio de error pequena. Entonces
P(E | C*) < e. La determinacion de C* se hace a través de una bisqueda sobre
todos los codigos (2771, n) y (2"%2,n). Notemos que

* 1 *
P<E | ¢ ) = on(Ri+Ra) E )‘(w1,w2)(c )7
(wl,w2)€W1><W2

pues (Wy, Ws) tiene distribucion uniforme. Asi se concluye la ida de la demostracion
para una distribucion fija.
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Ahora consideremos un ejemplo de canales de miltiple acceso.

Ejemplo. (Canales independientes, binarios y simétricos). Un canal binario y
simétrico, es un canal con entrada binaria y salida binaria, y error de probabilidad
pyesdecirp(0 1) =1—p,p(0] 1) =p,p(1|0)=p,p(1l|1)=1—p. Asumamos que
tenemos dos canales independientes, binarios y simétricos, uno para el remitente 1
y otro para el remitente 2.

Analicemos el primer canal. Acotemos la informacién mutua por

I(X;Y) = H(Y)-H(Y|X)
= HY)-) p@)HY | X =x)
= H(Y)=) p(x)H(p)
— H(Y) - Hp)
< 1-H(p),

la dltima desigualdad se sigue del hecho de que Yes una variable aleatoria binaria.
Y se alcanza la igualdad cuando la distribuciéon de X es la uniforme. Entonces,
podemos enviar datos a una tasa de 1 — H(p;) por el primer canal y a una tasa de
1 — H(ps) por el segundo canal. Dado que los canales son independientes, no hay
interferencia entre los remitentes.

5.4.1. Convexidad de la regién de capacidad para el canal de
acceso multiple

Ahora se introducird una nueva variable aleatoria para considerar la region de
capacidad desde otro enfoque. Empezaremos probando que la region de capacidad
es convexa.

Teorema 5.3.2 La region de capacidad C' de un canal de acceso multiple es
convexa.

Demostracion. Consideremos dos sucesiones de cddigos, una alcanzando la tasa
(R11, R21) v la otra alcanzando la tasa (Ris, Ra2). Para cada bloque de longitud n,
asumamos sin pérdida de generalidad que an es un entero. Consideremos los codi-
gos (20mfr ganfizr qp) y (2U-nfaz gl-anfz (1 _ o)), de la primera y segunda
sucesion de codigos, respectivamente.

Para enviar el mensaje (M, M), dividiremos el mensaje. Representamos el
mensaje M; por los mensajes independientes M a la tasa aRyy y Mo ala tasa (1—
a)M,. Similarmente, representamos el mensaje M, por los mensajes independientes
My ala tasa aRy y Mas a la tasa (1 — «) Rye. Entonces, Ry = aRy + (1 — a)Rio
y R2 = OéRQl + (1—0&)R22.
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Para las primeras an transmisiones, el remitente j = 1,2 envia su cédigo para
My del codigo (20mFr 20nF2t an) v para el resto de las transmisiones, transmite el
codigo para Mj, del codigo (21-Infz 2(—a)nkx (1 _ o)n). Cuando se recibe y,
el receptor decodifica y*" usando el decodificador del primer codigo y ¥5,, ., usando
el decodificador del segundo codigo.

Por hipotesis, la probabilidad de error de cada decodificador tiende a cero cuan-
do n — oco. Entonces, la probabilidad de error tiende a cero para el nuevo codigo y
la tasa (R, Ry) es alcanzable.

Ahora probaremos un resultado que involucra una propiedad de conjuntos con-
vexos definido por desigualdades lineales. En particular, queremos demostrar que
la envolvente convexa de dos conjuntos convexos definidos por restricciones lineales
es la region definida por la combinaciéon convexa de las restricciones.

La region de capacidad para una distribucion fija p(zq)p(z2) esté definida por
tres informaciones mutuas, I(X1;Y | X3), I(Xo;Y | Xy), v 1(X1,X5;Y), a las
que llamaremos Iy, I5, y I3, respectivamente. Para cada p(z;)p(z2), hay un vector
correspondiente, I = (I, I5, I3), y una region de tasas definida por

Cr={(Ri,R): B > 0,Ry >0, Ry < I, Ry < Iy, Ry + Ry < I3}. (5.3)

También, para cualquier distribucion p(x;)p(xs), tenemos que I(Xo;Y | X3) =
H(Xy | Xi) — H(Xy | Y, Xy) = H(Xy) — HXy | YV, X1) = [(Xy;Y,X,) que a
su vez es igual a I(Xo;Y) + I(Xo; Xy | V) > I(Xo;Y), y entonces, I(Xy;Y |
Xo)+I(Xo; Y | Xy) > I(X1; Y | Xo) + (X9, Y) = I(X1, Xa;Y), tenemos que para
todos los vectores I que I1 + I, > I5.

Lema 5.3.1 Sean I;,I, € R? dos vectores de informacién mutua que definen
las regiones de tasas C y (s, respectivamente, como estan definidas en el parrafo
anterior. Para 0 < A < 1, definamos I, = AI; + (1 — A)I,, y sea C3 la region de
tasas definida por I,. Entonces

Cs = AC) + (1 — \)Ca.

Demostraciéon. Demostraremos este teorema en dos partes. Primero mostrare-
mos que cualquier punto en AC; + (1 — \)C; satisface la restriccion I. Pero esto se
sigue directamente, pues cualquier punto en C satisface las desigualdades para I; y
cualquier punto en Cy satisface las desigualdades para I, entonces la combinacion
(A, 1 —X) de esos puntos satisface la combinacion (A, 1 — \) de dichas restricciones.
Entonces, se sigue que

ACY + (1= \)Cy C C.

Para probar la otra inclusion, consideremos los puntos extremos de las regiones C;
i = 1,2,3. No es dificil ver que las regiones de las tasas definidas en ((5.3)) estan
siempre en la forma de pentagono, o en el caso extremo cuando I3 = I; + I, en la
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forma de rectangulo. Entonces, la region de capacidad C puede ser definida como
el area convexa entre los cinco puntos

(0,0), (11,0), (11, I3 — 1), (I3 — I3, 15),(0, I5). (5.4)

Consideremos la region definida por I, la cual estd también definida por cinco
puntos. Tomemos un punto cualquiera de esos cinco puntos, digamos (Ig‘ - I, Ié\)
Este punto puede ser escrito como la combinacion (\,1-\) de los puntos (I3 — 13, I5)
y (IZ — I3,12), y por tanto esta en la envolvente convexa de C; y Cs, 0

C3 C \C + (1 — )\)CQ

Combinando estas dos partes, se sigue el resultado del lema.

En la prueba del teorema, se ha usado implicitamente el hecho de que todas las
regiones de las tasas estan definidas por cinco puntos extremos (en el peor de los
casos, unos puntos son iguales). Los cinco puntos definidos por el vector I estan en
la region de las tasas. Si la condicion I3 < I; + I no se satisface, algunos de los
puntos en pueden estar afuera de la region de las tasas y la demostracion ya
no seria cierta.

Como consecuencia de la propiedad de convexidad presentada en el lema ante-
rior, se tiene otro resultado de convexidad:

Teorema 5.3.3 La envolvente convexa de la unién de las regiones de las tasas
definidas por vectores individuales I es igual a la regiéon de las tasas definida por la
envolvente convexa de los vectores I.

Los argumentos anteriores acerca de las combinaciones convexas en las regiones
de las tasas se pueden extender al canal de acceso miiltiple para m usuarios. Una
prueba de dicho resultado se puede ver en un articulo de Hahn [20].

En el siguiente teorema volvemos a establecer el resultado de la region de ca-
pacidad para un canal de acceso multiple usando una variable aleatoria () que
“comparte el tiempo”.

Teorema 5.3.4 El conjunto de tasas alcanzables de un canal discreto sin memoria
y de acceso miltiple estd dado por la cerradura convexa del conjunto de todos los
pares (R1, Ry) que satisfacen

Rl < I(Xl,Y | X27Q>7
RQ < I(X27Y ‘ X17Q>7
Ri+ Ry < I(X1,X:Y [Q), (5.5)

para una eleccion de la distribucion conjunta p(q)p(x1 | ¢)p(z2 | @)p(y | 1, 22) con

|Q| <4, donde Q es el rango de Q.
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Demostracion. Consideremos una tasa R que satisface las desigualdades de la
hipotesis del teorema. Veamos que

m

(XY | Xe,Q) = ZP(Q)[(Xl;Y | Xo)p1pag» (5.6)

q=1

donde m es la cardinalidad del soporte de @, v pi; = p(z; | ¢) para ¢ = 1,2. Las
otras informaciones mutuas se expanden de manera similar.

Una tasa R, , que satisface las desigualdades de las hipotesis del teorema para
una distribucién producto pi,(z1)p2,(22) se denotard como R,. Especificamente,
sea R, = (Ry,, Ry,) una tasa par que satisface que

Rig < I(X13;Y | X2)pyy(e1)Pog(an),
RQQ < I(X2§ Y | Xl)mq(ﬁ)mq(m),
qu + RQQ < I<X17 Xo; Y)p1q(961)172q(962)~ (57)

Entonces por el teorema 5.3.1, R, es alcanzable. Entonces como R satisface (5.5)
y los lados derechos de las desigualdades se pueden desarrollar como en (j5.6)), por
el teorema 5.3.3 existe un conjunto de vectores R, que satisfacen (5.7) tales que

R = iMQ)Rq'

g=1

Como una combinacién convexa de tasas alcanzables es alcanzable, R es una tasa
alcanzable.
El regreso del teorema se probara en la siguiente seccion.

La prueba de la convexidad de la region de capacidad muestra que cualquier
combinacién convexa de tasas alcanzables es alcanzable también. Este proceso se
puede continuar, y de esta forma tomar combinaciones convexas de méas puntos. Una
pregunta que surge es si la region de capacidad se incrementara. El siguiente teorema
de Carathéodory que forma parte de la teoria de conjuntos convexos nos dice que
esto no es posible. Su demostracion puede consultarse en el libro de Griinbaum

(I29D).

Teorema 5.3.5 Cualquier punto en la cerradura convexa de un conjunto com-
pacto A en un espacio euclidiano de dimension d puede ser representado como una
combinaciéon convexa de d + 1 o menos puntos en el conjunto A.

Este teorema nos permite enfocarnos tnicamente a cierta combinacion finita y
convexa cuando se calcule la region de capacidad. En el canal de acceso multiple,
las desigualdades definen un conjunto compacto y conexo en tres dimensiones. En-
tonces, todos los puntos en la cerradura pueden ser definidos como la combinacion
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convexa de a lo mas cuatro puntos. Entonces, podemos restringir la cardinalidad
del rango de ) a que sea a lo mas 4 en el teorema 5.3.4.
Ahora probaremos el regreso del teorema del canal de acceso multiple.

Demostracion (Regresos de los teoremas 5.3.1 y 5.3.4). Debemos mostrar que
dada una sucesion de libros de cédigos ((Z”Rl, 2”R2) , n) tales que P — 0, entonces
las tasas cumplen que

Rl S I(X17Y | X27Q)7
RQ S [(XZaY | Xl?Q)a
Ri+R < I(Xy,XpY Q)

para una variable aleatoria @) definida en {1,2,3,4} y con distribucién conjunta
p(@)p(x1 | @)p(z2 | ¢)p(y | 1, 22). Fijemos n. Consideremos un bloque dado de
longitud n. La distribucion conjunta en Wy x Wh x AT x Xt x Y™ esté bien definida.
Lo tinico aleatorio se debe a la eleccién aleatoria uniforme de los indices W7 y W,
y el ruido que produce el canal. La distribucién conjunta es

n

I 1
p(wi, wa, 27, 25, y") = ﬁﬁp(ﬁ | wi)p(ay | wo) Hp(yz | Z1i, T2;),
i=1

donde p(xf | wy) es 1 o 0, dependiendo de si ] = x;(wy), el codigo corresponde a
wy, 0 no, similarmente, para p(z4 | wy). La informacion mutua que sigue se calcula
en base a esta distribucion.

Por la construccion del libro de codigos, es posible estimar (W5, W;) de una
sucesion recibida Y™ con probabilidad de error pequena. Entonces, la entropia con-
dicional de (W7, Ws) dado Y™ debe ser pequena. Por la desigualdad de Fano

H(W1,W2 | Yn) < n(R1 + RQ)P: + H(Pen) = ney,.
Es claro que €, — 0 cuando P — 0. Entonces tenemos que

H(Wl ‘ Yn) § H(Wl,WQ ‘ Yn) S NeEp,
H(W2 | Yn) S H(Wl,WQ | Yn) S ney.
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Ahora podemos acotar la tasa R; por

an

donde (a) se sigue de la desigualdad de Fano; (b) se sigue de la desigualdad de
se sigue del hecho de que Wy y W5 son independientes,
y por ende también lo son X7'(W;) y X5(Ws), v entonces H(X7(Wh) | X5 (Ws)) =
HWy(Wh)), y HXT(Wh) | Y7, X5 (W) < H(XT(Wh) | Y™); (d) se sigue de
la regla de la cadena; (e) se sigue del hecho de que Y; so6lo depende Xy; y Xo;

procesamiento de datod} (c)

INE |

INE

INZ

—
Sy
=

—
Y
~

INS

=

(g

H(Wh)
I(WiY™) + HOW, | Y™

(
I(W3;Y™) + ne,
(

I(XT (W), Y™) + ne,
H(X{(Wh)) — H(XT (W) [ Y™) + ney
H(XT(Wh) | X3 (W) = H(XT(Wh) [ Y™, X5 (W3)) + ne,

IXT(Wh); Y™ | X5 (Wa)) + ney

H(Y™ | X3(Wa)) = Y H(Y; | Y7L X1 (Wh), X3 (Wa)) + ne,

=1
HY™ | X2 (W) ZH (Y; | Xui, Xo;) + ney,

n

SOH(Y | XP(Wa) = 3 H(Y: | Xui, Xi) + e,
i=1 =1

ZH(Y;- | Xo;) — ZH(Y; | X1i, Xoi) + nen

=1

Z](Xlz‘;Yi | Xoi) + ne,,

i=1

90

porque el canal no tiene memoria; (f) se sigue de la regla de la cadena y quitando
el condicionamiento; (g) se sigue de quitar condicionamientos.
Entonces, se tiene que

1 n
R, < - Z:I(Xu’;yé | Xoi) + €.

Similarmente, se tiene que

1 n
Ry < " ;I(X%;Y; | X1i) + €n.

1Si X -+ Y — Z es una cadena de Markov entonces I(X;Y) > I(X; Z).
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Para acotar la suma de las tasas, se tiene que

n(R1+R2) = H(Wl,WQ)
I(Wy, Wo; Y™) + HWy, Wo | YT)

,\
Ol

(
[(Wl,WQ, )+nen
(

<
(b)
< I(XH(WL), X5 (Wa): Y™) + ne,
= HY") - HY™ | X{(W1), X3 (W2)) + ney
9 gy - STHY YL X (W), X5 (Wa)) + ne,
i=1
L HY™) = ST H(Y: | Xy, Xai) + e,
=1
(6) n n
< ) HM) =Y H(Y | Xui, Xoi) + ney,
=1 =1
= > I(Xy;, X2 V) + neg, (5.10)
=1

donde (a) se sigue de la desigualdad de Fano; (b) se sigue de la desigualdad de
procesamiento de datos; (c¢) se sigue de la regla de la cadena; (d) se sigue del hecho
de que Y; s6lo depende de X; y Xy;; (e) se sigue de la regla de la cadena y quitando
condicionamientos.

Entonces, se tiene que

1 n
Ry + Ry < — > I(Xy, X0 Y;) + €n.
1+ 2_71; (X1, X053 Vi) + €

Ahora podemos escribir las ecuaciones (5.8)),(5.9) y (5.10) con una nueva variable
aleatoria @), donde Q =i € {1,2,...,n} con probabilidad 1/n. Dichas ecuaciones
se transforman en

1 & .
Rl S E;I(qu;y:]|X2an:Z)+en
= I(X1g; Yo | X2q,Q) + €n
= [(XlaY’X%Q)—i_ﬁna

donde X; & X109, X2 =S Xog, v Y £ Y, son variables aleatorias cuyas distribu-
ciones dependen de () en la misma manera que las distribuciones de Xy;, Xo; v Y;
dependen de i. Como W; y Wy son independientes, también Xy;(W7) v Xo;(W53)
son independientes, y entonces

P<X1i(Wl) = $17X21(W2) Il'z)
EP(Xig=21]Q=10)P(Xog =2 | Q =1).
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Entonces, tomando el limite cuando n — oo, P! — 0, y entonces

Rl S [(XlaY ’ XQ?Q)>
RZ S ](XQaY | XlaQ)y
Ri+ Ry, < I(X1,X5:Y|Q)

para una distribucion conjunta p(q)p(x1 | ¢)p(x2 | ¢)p(y | 1, z2). Por el teorema de
Carathéodory, la region no cambia si limitamos la cardinalidad de Q a 4.

5.4.2. Canales de acceso miultiple con m usuarios

En esta seccion se generaliza el resultado que se obtuvo en la seccion anterior
para m usuarios, m > 2. Se envian de manera independiente los indices 1,2,...,m a
través del canal de los remitentes 1,2, ..., m, respectivamente. Los cddigos, tasas, y
tasas alcanzables estan definidas en la misma manera que en el caso cuando m = 2.

Sea S C {1,...,M}. Sea S° el complemento de S. Sea R(S) = > .. R;, v sea
X(S) ={X;;i € S}. Entonces se tiene el siguiente teorema.

i€S

Teorema 5.3.6 La region de capacidad para el canal de acceso miultiple para
m usuarios es la cerradura de la envolvente convexa de las tasas de vectores que
satisfacen

R(S) < I(X(S);Y | X(59) para todo S C {1,2,...,m}

para una distribucion producto py(z1) - - P ().

Demostracion. La prueba no tiene ideas nuevas. Ahora habra 2™ — 1 términos
en la probabilidad de error en la demostracion de la ida del teorema 5.3.1 y un
numero igual de desigualdades en la demostracion del regreso. La generalizacion es
sencilla y no se hara.

Comentarios Finales. Asociadas con algunos de los nodos en la red hay fuentes
de informacién estocasticas, que estan para ser comunicadas con otros de los nodos
en la red. Si las fuentes son independientes, los mensajes enviados por los nodos son
también independientes. Sin embargo, para tener mayor generalidad, se permitiran
que las fuentes sean dependientes. ;Como uno pudiera tomar ventaja de la depen-
dencia para reducir la cantidad de informacién transmitida? Dada la distribucion
de probabilidad de las fuentes a lo largo del canal y la funcién de transicion del
canal (P(y" | ™)), jse pueden transmitir esas fuentes por el canal y recuperar las
fuentes en los destinos con la distorsion apropiada?

El problema de codificar la fuente (compresion de la informacion) cuando los ca-
nales no presentan ruido y estan sin interferencia, se reduce a encontrar el conjunto
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de tasas asociadas con cada fuente tal que las fuentes requeridas puedan decodificar
el mensaje en el destino final con una pequena probabilidad de error. El caso més
simple para la codificaciéon de una fuente distribuida es el problema de codificacion
de fuente de Slepian-Wolf, donde se tienen dos fuentes que deben ser codificadas por
separado, pero decodificadas juntas en un mismo nodo. Extensiones de esta teoria
cuando sblo se necesita que una de las dos fuentes sea recuperada en el destino han
sido consideradas por Cover.

5.5. El canal de emision

El canal de emisiéon es un canal de comunicaciéon en donde hay un remitente
y dos o més receptores. El problema béasico es encontrar el conjunto de tasas que
se pueden alcanzar simultdneamente en este canal. Antes de analizar dicho canal,
presentemos unos ejemplos.

Ejemplo. (TV y radio) El ejemplo mas simple de un canal de emisiéon es una
estacion de television o la radio. En este ejemplo, normalmente, la estacion busca
enviar la misma informacién a todos que estén conectados a dicho canal; la ca-
pacidad es max, ) min;I(X;;Y;), que puede ser menor que la capacidad del peor
receptor. Un problema seria enviar la informacion de tal manera que los mejores
receptores reciban més informacion, lo que produce una mejor imagen o sonido,
mientras que los peores receptores reciban la informacion basica. Ahora que las
estaciones de television tienen servicios como la alta definicion (HDTV), pudiera
ser necesario codificar la informacién para que los peores receptores reciban la senal
de TV normal mientras que los mejores receptores reciban informacion extra para
la senal de alta definicion.

Ejemplo. (Una clase) Una clase en un salon es informacion que se comunica a los
estudiantes en la clase. Los estudiantes reciben distintas cantidades de informacion,
debido a las diferencias entre los mismos. Algunos de los estudiantes reciben més
informacion; otros reciben sélo un poco. En una situacion ideal, el profesor pudiera
impartir su clase de tal forma que los estudiantes buenos reciban mas informaciéon y
los estudiantes malos reciban al menos la informacion indispensable. Sin embargo,
una clase que no se ha preparado correctamente toma como preferencia a los peores
estudiantes. Esta situacion es otro ejemplo de un canal de emision.

Ejemplo. El canal de emision mas simple consiste de dos canales independientes
que van a dos receptores. Aqui se puede enviar informacién de manera independiente
por los dos canales, y se puede alcanzar una tasa R, para el receptor 1 y una tasa
Ry para el receptor 2 si Ry < C1 y Ry < (..

Ejemplo. (Superposicion) Para mostrar la idea de superposicion, consideremos
el ejemplo de una persona que puede hablar espanol e inglés. Hay dos receptores:
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uno que entiende solamente espafol y el otro sélo entiende inglés. Asumamos por
simplicidad que el vocabulario de cada lenguaje es de 22 palabras y que el hablante
habla a un tasa de 1 palabra por segundo en cada lenguaje. Entonces él puede
transmitir 20 bits de informaciéon por segundo al receptor 1 hablandole todo el
tiempo; en este caso, no envia informacién al receptor 2. Similarmente, puede enviar
20 bits por segundo al receptor 2 sin enviar informacion al receptor 1. Entonces, el
puede alcanzar una tasa de Ry + Ry = 20 usando este método. Sin embargo pudiera
hacerlo mejor.

Notemos que el receptor que so6lo entiende ingles, puede distinguir cuando la
palabra es en espanol. Similarmente, para el receptor que entiende el espanol. El
hablante puede usar esta informacion; por ejemplo, si la proporciéon del tiempo en
que usa cada lenguaje es del 50 %, entonces en una sucesion de 100 palabras, él
hablara 50 en espanol y 50 en inglés. Ahora, hay muchas manera de ordenar las
palabras en espaiiol y inglés; de hecho, hay cerca de (150[?) ~ 2100H(1/2) maneras de
ordenar las palabras. Escogiendo una de esas maneras se envia informacion a ambos
receptores. Este método permite al hablante enviar informacién a una tasa de 10
bits por segundo al receptor mexicano, y a 10 bits por segundo al receptor inglés,
y 1 bit por segundo de informaciéon comun a los dos receptores, lo que es un total
de 21 bits por segundo. Este es un ejemplo de superposicion de informacion.

Los resultados del canal de emisiéon se pueden aplicar al caso en que no se
conoce la distribuciéon de un canal de un sélo usuario. En este caso, el objetivo es
conseguir al menos el minimo de informacién cuando el canal es malo y conseguir
informacion extra cuando el canal es bueno. Se pueden usar los mismos argumentos
de superposiciéon como en el canal de emisiéon para encontrar tasas a las que se
puede enviar informacion.

Definicién. Un canal de emision consiste de un alfabeto de entrada X y dos
alfabetos de salida, ), y Vs, y una funcion de probabilidad de transicion p(y, ys | ).
Se dira que el canal de emision no tiene memoria si p(yy, ¥ | ™) = [y P(Y14, Yoi |

Definimos los c6digos, la probabilidad de error, tasas alcanzables, y regiones
de capacidad para el canal de emisién como se definieron para el canal de acceso
miltiple. Un coédigo ((Z"RI,Q”RQ) ,n) para un canal de emisiéon con informacion
independiente consiste de un codificador

X ({12,270} x {1,2,...,2M%}) = &,

y dos decodificadores
91 . y{l — {1727"'72an}

go: Yy —{1,2,... 2"},
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Definimos la probabilidad promedio de error como la probabilidad de que el mensaje
decodificado no sea igual al mensaje transmitido; esto es

P! =P(g1(Y)") # W1 0 ga(Y3") # Wh),

donde (Wi, W) tiene distribucion uniforme en 2% x 2nftz,

Definicién. Una tasa par (R;, Rs) es alcanzable para el canal de emision si existe
una sucesion de codigos ((2"%1,2"%2) n) tales que P — 0.

Ahora definiremos las tasas para el caso en que se tiene informaciéon comin que
se envia a ambos receptores. Un codigo ((Q”RO, 2”R1,2”R2) ,n) para un canal de
emision con informaciéon en comun consiste de un codificador

X:({1,2,...,2" ) x {1,2,..., 2"} x {1,2,...,2"2}) — &A™,

y dos decodificadores

gV — {1,2,..., 2" x {1,2,... 2"}

g Yy —{1,2,..., 2"} x {1,2,..., 2"},

Asumiendo que la distribucion de (Wy, Wi, Ws) es uniforme, definimos la probabi-
lidad de error como la probabilidad de que el mensaje decodificado no sea igual al
mensaje transmitido

P =P(g1(Y") # (Wo, W1) 0 g2(Y3") # (Wo, Wa)).

Definicién. Una tasa triple (R, Ry, R2) es alcanzable para el canal de emision
con informacion comin si existe una sucesion de codigos ((2"f, 2" 2nf2) p)
tales que PI' — 0.

Definicion. La region de capacidad del canal de emision es la cerradura del con-
junto de todas las tasas alcanzables.

Notemos que un error para el receptor Y;" depende solamente de la distribu-
cion p(z",y}) y no de la distribucion conjunta p(z™, y}, y5). Entonces, tenemos el
siguiente teorema:

Teorema 5.4.1 La region de capacidad para un canal de emisiéon depende sola-
mente de las distribuciones marginales p(y; | ) y p(y2 | x).

Demostracién. Sea ((2"%1 27%2) n) un codigo dado, y sean

A

P = P(Wi(Yy) # W),
Py = P(Wa(Ys) # Wa),
Pro= (W, Wa) # (W, Wa)).
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Entonces es claro que
max{ P, Py} < P" < P|'+ Py

Como PJ* sélo depende de p(y; | z) y Py solo depende p(ys | ), entonces el hecho
de que max{ P/, Py} y Pj' + Py tiendan a cero s6lo depende de las distribuciones

marginales p(y, | 2) y p(y2 | ).

5.5.1. Canales de emision distorsionados

Definicion. Un canal de emision es fisicamente distorsionado si p(y1,y2 | ) =
plyr | 2)p(ya | y1)-

Definicién. Un canal de emision es estocasticamente distorsionado si sus distri-
buciones condicionales marginales son las mismas que las de un canal de emisiéon
fisicamente distorsionado; es decir, si existe una distribucion p'(ys | y1) tal que

plys | ) =Y plyr | 2)p (w2 | 0n).

Dado que la capacidad de un canal de emisién depende solamente de las distri-
buciones marginales condicionales, la region de capacidad de un canal de emision
estocasticamente distorsionado es la misma que la correspondiente al canal de emi-
sion fisicamente distorsionado. Por lo que casi en todo lo siguiente se asumiré que
el canal es fisicamente distorsionado.

Ahora consideraremos la situacion en que se envia informaciéon de manera inde-
pendiente a través de un canal de emision distorsionados a una tasa de Ry a Y; y
una tasa de Ry a Y5.

Teorema 5.4.2 La region de capacidad cuando se envia informacién de manera
independiente a través de un canal de emisién distorsionado X — Y; — Y5 es la
envolvente convexa de la cerradura de todos los (R, Ry) que cumplen

R < I(X;Y1|U)

para una distribucion conjunta p(u)p(z | w)p(y1,y2 | ), donde la variable aleatoria
auxiliar U tiene cardinalidad acotada por |U| < min {|X|, | V1], |)=|}.

Demostracion. (La cota de la cardinalidad para la variable aleatoria U se de-
muestran usando métodos del teoria de conjuntos convexos y los argumentos no
seran dados aqui. Se sugiere ver [3, 34]) Fijemos p(u) y p(x | u).

Generacion aleatoria del libro de codigos: Generemos 2™ codigos indepen-
dientes de longitud n, U(ws),ws € {1,2,...,2"72} se distribuye con densidad
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[T, p(u;). Para cada codigo U(wz), generemos 2™ codigos independientes X (wy, wy)
con distribucion [}, p(x; | wi(ws)). Aqui u(i) desarrolla el papel de ser la nube de
codigos que pueden entender Y; y Ya, mientras que x(i, ) es el codigo j-ésimo en
la nube i-ésima.

Codificacion: Para enviar el par (W7, W3), enviaremos el codigo correspondiente
X(Wq, Wa). ) A

decodificacion: El receptor 2 determina el tnico W, tal que (U(Wg), Y2> € A"
Si no hay ninguno o hay mas que uno, se dice que hay un error.

El receptor 1 busca el tnico (Wl, Wg) tal que <U(W2), X (W7, WQ),YI) € A
Si no hay ninguno o hay mas que uno, se dice que hay un error.

Andlisis de la probabilidad de error: Por la simetria de la generacion del cédigo,
la probabilidad de error no depende en qué codigo fue enviado. Entonces, sin pérdida
de generalidad, podemos asumir que el par (W, Ws) = (1, 1) fue enviado. Sea P(-)
la, probabilidad condicional de un evento dado que (1, 1) fue enviado.

Dado que esencialmente tenemos un canal de un solo usuario de U a Y5, podre-
mos decodificar U con una probabilidad de error pequena si Ry < I(U;Y5). Para
probar esto, definamos los eventos

Ey; = {(U(i), Y2) € A’}

Entonces la probabilidad de error del receptor 2 es

Pl2) = P (E;I Uu Ew)

i#1
< P(Ey,)+ ) P(BEyi)

i#1
< ¢4 QrRagn(I(UY2)-20) (5.11)
< 2e

si n es suficientemente grande y Ry < I(U;Y3), donde (5.11)) se sigue del AEP
(teorema 5.2.1). Similarmente, para decodificar el mensaje del receptor 1, se definen
los eventos

By, = {(U().Yy) € AT},
By = {(UG).X(0.), Y1) € AT}

donde la tilde se refiere a eventos que estan definidos para el receptor 1. Entonces
podemos acotar la de probabilidad de error por

Pen(l) = P (Elcq U Elc/n U U EYi U U EYIJ‘)

i#1 j#1
< P(Byy) + P(ESy) + Y P(Eyi) + Y P(Eyy;). (5.12)
i#1 j#1
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Por los mismos argumentos para el receptor 2, se tiene que P(EYZ») < 2~ nU(UY1)=3¢)
Entonces, el tercer término de se va a cero si Ry < I(U;Y1). Pero por la
desigualdad de procesamiento de datos y la distorsion del canal, I(U;Y;) > I(U; Y3),
y entonces las condiciones del teorema implican que el tercer término de se
va a 0. Para el cuarto término de veamos que

P(Eyy) = P((U(1),X(1,j), Y1) € AY)
= ) P(UQL),X(15).Y)

(UX,Y1)eAr

= Y. PUM)PX(14) | U1)P(Y: | U(1)
(U,X,Y1)€A?

< Y 2 @) nHXIN) g nHAIU) -9
(U,X,Y1)€eAn
on(H (U, X,Y1)+€)g—n(H(U) =€) 9g—n(H (X|U) =€) g—n(H (Y1|U)—e)

— 2—n(I(X;Y1 |U)—4e) )

Entonces, si Ry < I(X;Y) | U), el cuarto término de (5.12)) se va a 0. Entonces,
podemos acotar la probabilidad de error por

P:,(l) S E+€+2nR22—n(I(U;Y1)—3€) +2nR12—n(I(X;Y1‘U)—4e)
< A4e

si n es suficientemente grande y Ry < I(U;Y1) y Ry < I(X;Y: | U). La cota
de arriba muestra que podemos decodificar el mensaje con una probabilidad de
error que tiende a 0. Entonces, existe una sucesion de codigos ((Q"Rl, 2”R2) ,n) con
probabilidad de error que tiende a 0. Con esto se completa la prueba de ida del
teorema. Para la demostracion del regreso ver [17].

Problemas abiertos. Sobre el canal de emision hay algunos problemas abiertos,
para poderlos establecer primero presentaremos unas definiciones necesarias.

Un canal de emision sin memoria p(y1,ys | ) que satisface I(U;Y)) > 1(U;Ys)
para toda densidad p(u, z) es conocido como menos ruidoso. En este caso decimos
que el receptor 1 recibe menos ruido que el receptor 2. La regién de capacidad
cuando Ry = 0 (ver la definicion cuando se tiene informacién comin) para este
canal es el conjunto de los pares (Ry, Ry) tales que

R < I(X;Vi|U),
R, < I(U;Ya)

para una funcion de distribucién p(u, z), donde |U| < min {|X|, ||, ||} + 1.
Un canal de emision sin memoria p(yy, y2 | ) que satisface I(X;Y7) > I(X;Y53)
para todo p(x) se dice que es mds capaz. En este caso decimos que el receptor 1 es
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més capaz que el receptor 2. La region de capacidad cuando Ry = 0 es el conjunto
de los pares (R, Rs) tales que

By < I(X;n | U),
Ry, < I(U;Ya),
Ri+Ry, < I(X;Y))

para una funcion de distribucion p(u, z), donde [U| < min {|X], [M1|,|Va|} + 1.

Féacilmente se puede ver que si un canal es degradado entonces es menos rui-
doso, y que si es menos ruidoso entonces es mas capaz. El reciproco para las dos
afirmaciones anteriores no son necesariamente ciertas.

Estos canales fueron introducidos por Kérner y Marton en 1977 (ver [24]), que
ademaés establecieron la region de capacidad para el canal menos ruidoso. La region
de capacidad para el canal més capaz fue establecida por El Gamal en 1979 (ver
[15]).

La region de capacidad no es conocida en general para el canal de emision
sin memoria menos ruidoso con k > 3 receptores, y para el canal de emisién sin
memoria mas capaz con k > 2 receptores. La region de capacidad para el canal de
emision sin memoria menos ruidoso con 3 receptores fue probado por Wang y Nair
en 2010 (ver [33]).
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