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Capitulo 1

Introduccion General

En 1905 Albert Einstein (1879-1955) publicé cuatro articulos que, segun algunos especia-
listas, cambiaron para siempre la Fisica y la forma como percibimos el mundo. Estos traba-
jos explicaron el efecto fotoeléctrico, establecieron los fundamentos de la teoria especial de
la relatividad y justificaron teéricamente el fenémeno del movimiento Browniano cldsico (no-
relativista). Eliminando los efectos gravitacionales, la relatividad especial ha probado ser el
marco correcto para describir procesos fisicos en las escalas terrestres. Durante el siglo pasado
se hicieron grandes esfuerzos para adaptar las teorias no-relativistas como la termodindmica,
la mecdnica cudntica o las teorfas de campo a los requerimientos de la relatividad especial.
Siguiendo esta linea, se ha venido desarrollando lo propio para el movimiento Browniano rela-
tivista en el marco de la relatividad especial. La presente tesis analiza los aspectos matematicos
de algunos progresos recientes hechos en este tema y que siguen el enfoque del cdlculo estocdstico
de Ito.

Histéricamente, el término ‘movimiento Browniano’ hace referencia a la dindmica irregular
que se observa en algunas particulas (e.g. granos de polen) que se encuentran en un medio
liquido. Este fenémeno fisico, que ya habfa sido descrito en 1784 por el médico holandés Jan
Ingenhousz (1730-1799), fue observado en detalle por primera vez en 1827 por el boténico
inglés Robert Brown (1773-1858). Tuvieron que pasar alrededor de 80 afos para que William
Sutherland (1859-1911), Albert Einstein y Marian von Smoluchowski (1872-1917) pudieran
dar una explicacion fisica tedrica de estas observaciones. Ellos propusieron que el movimiento

Browniano es causado por interacciones microscépicas cuasi-aleatorias con las particulas que



forman el liquido. En 1909 sus teorfas fueron confirmadas experimentalmente por Jean Baptiste
Perrin (1870-1942), lo cual proporciono evidencia adicional apoyando la estructura atémica de
la materia. La teoria fisica del movimiento Browniano fue elaborada méds a fondo durante la
primera mitad del siglo XX por los fisicos Paul Langevin (1872-1946), Adriaan Fokker (1887-
1972), Max Planck (1858-1947), Oskar Klein (1894-1977), George Eugene Uhlenbeck (1900-
1988), Leonard Salomon Ornstein (1880-1941) y Hendrik Anthony Kramers (1894-1952).

Desde el punto de vista matemadtico, el estudio del movimiento Browniano aparece en la
tesis doctoral de Bachelier (1870-1946) en 1900, quién propuso este proceso para estudiar la
teorfa de especulacién de la Bolsa de Valores en Parfs. El estudio riguroso del movimiento Brow-
niano fue iniciado en la década de 1920 por Wiener (1894-1964). Igualmente pioneros son los
trabajos de Lévy (1886-1971), Kolmogorov (1903-1987), Doob (1910-2004) y Feller (1906-1970),
entre otros, quienes contribuyeron a las bases matemadticas de la teorfa de procesos estocésticos.
Posteriormente, entre 1944 y 1970 It6 (1915-2008), Gihman (1918-1985), Fisk y Stratonovich
(1930-1997), introdujeron y caracterizaron diferentes tipos de integrales estocdsticas y ecua-
ciones diferenciales estocésticas. Estos modelos son un herramienta muy 1til y eficiente para
describir procesos estocdsticos que surgen en el mundo real y su estudio atrajo considerable
interés en las décadas pasadas; especialmente en el drea de finanzas [9, 27, 30] y biologfa [3, 59].
Cabe destacar que en el ano 2006, la Unién Matemética Internacional otorgd a Ito el primer
Premio Gauss por Aplicaciones Matemadticas, como reconocimiento a que el cédlculo estocédstico
que él fundé es actualmente una rica, importante y exitosa rama de las matemadticas, con un
impacto formidable en la tecnologia, los negocios y la vida diaria de la gente.

El tema central de este trabajo de tesis es el estudio de generalizacién de los modelos del
movimiento Browniano basados en ecuaciones diferenciales estocdsticas al marco de la teorfa
especial de la relatividad. En la literatura fisica, las ecuaciones diferenciales estocdsticas a
menudo se conocen como ecuaciones de Langevin, sin embargo nosotros dejaremos este nombre
para un tipo de ecuaciones especificas: aquellas que modelan la dindmica de una particula
Browniana. Asi mismo, reservaremos el término “movimiento Browniano” para el fenémeno
fisico y utilizaremos “proceso de Wiener” para el caso del movimiento Browniano en el campo
de la probabilidad.

Desde una perspectiva matemadtica, las ecuaciones diferenciales estocdsticas determinan



modelos precisos y bien definidos de procesos estocdsticos. Desde el punto de vista fisico, su
utilidad para la descripcién de un sistema realista es, a priori, un tema abierto. La derivacién
de ecuaciones diferenciales estocdsticas a partir de modelos microscépicos atrajo gran interés en
las décadas pasadas. Algunos esfuerzos en esta direccién ayudaron a clarificar la aplicabilidad
de las ecuaciones diferenciales estocdasticas a problemas en fisica.

Cuando se intenta generalizar los conceptos del movimiento Browniano cldsico a la rela-
tividad especial, varios elementos de la termodindmica relativista del equilibrio y la mecédnica
estadistica relativista juegan un papel importante. Mds precisamente, algunos principios ter-
moestadisticos gobiernan el comportamiento estacionario de las particulas Brownianas y, asf,
imponen restricciones en la estructura de la ecuacién de Langevin relativista. Los primeros
articulos sobre termodindmica relativista fueron publicados en 1907 por Planck y Einstein. Un
objetivo principal de sus trabajos fue el identificar las llamadas leyes de transformacién de
Lorentz de las variables termodindmicas (temperatura, presion, étc.). Estos resultados fueron
cuestionados en 1963 por Ott [49], cuyo trabajo inici6é un intenso debate sobre el comportamien-
to correcto de la transformacién de las cantidades termodindmicas en la relatividad especial.
Sin embargo, como clarificaron van Kampen (1921- ) [39] y Yuen [61] a finales de la década
de los 60, la controversia que rodeaba a la termodindmica relativista puede resolverse al darse
cuenta de que las cantidades termodindmicas pueden ser definidas de una manera diferente e
igualmente consistente.

Mientras algunos autores consideraron a la termodindmica relativista como un teoria pura-
mente macroscépica, otros trataron de adoptar un planteamiento més fundamental al enfocarse
en la mecédnica estadistica relativista del equilibrio (térmico). Los trabajos pioneros en esta
ultima direccién fueron hechos por los estudiantes de Planck, von Mosengeil (1884-1906) [47]
y von Laue (1879-1960) [45], y su colaborador Jiittner (1878-7) [38], quién en 1911 derivé la
generalizacion relativista de la distribucién de Maxwell para la velocidad.

El debate recurrente sobre la termoestadistica relativista puede rastrearse a la dificultad de
tratar interacciones que envuelven muchas particulas de una manera ‘relativistamente’ consis-
tente. En la fisica no-relativista, las interacciones pueden propagarse a velocidades arbitraria-
mente grandes, por lo que es posible modelarlas mediante potenciales de interaccién instants-

neos los cuales entran en la funcién de Hamilton; a partir de este punto, la mecédnica estadistica



no-relativista surge sin mucha dificultad. Desafortunadamente, la situacién se vuelve méds com-
plicada en el caso relativista: debido a su propagacién acotada, las interacciones relativistas
deben ser modeladas por medio de campos que pueden intercambiar energia con las particu-
las. Estos campos agregan un nimero infinito de grados de libertad al sistema de particulas.
Asi, en relatividad especial usualmente es muy complicado, o incluso imposible, desarrollar un
formalismo consistente de campo Hamiltoniano libre para las particulas interactuantes.

A pesar de las dificultades que impiden un tratamiento riguroso de los sistemas relativistas
de muchas particulas, durante la udltima mitad del Siglo XX se hicieron progresos conside-
rables en la construccién de una teorfa cinética relativista aproximada basada en la ecuacién de
Boltzmann relativista para las densidades de probabilidad en el espacio fase de una particula.
A partir de tal teoria cinética, solo hay un paso relativamente pequeno en la formulaciéon de
una teorfa relativista del movimiento Browniano en términos de ecuaciones de Fokker-Planck
y ecuaciones de Langevin. Mientras que la ecuacién de Boltzmann relativista es una ecuacién
integro-diferencial no-lineal de la densidad de probabilidad, las ecuaciones de Fokker-Planck
son ecuaciones diferenciales parciales lineales y, por lo tanto, pueden ser resueltas o analizadas
con mayor facilidad.

Esta tesis se enfoca en procesos estocdsticos relativistas que estdn caracterizados por ecua-
ciones de evolucién lineales para sus respectivas densidad de probabilidad en el espacio fase.
La correspondiente teorfa fenomenoldgica del movimiento Browniano relativista experimenté
un progreso considerable durante la década pasada, con aplicaciones en varias dreas de la as-
trofisica [12, 8, 62, 13, 4] y la fisica de altas energias [55, 35, 60, 36, 52, 1, 2, 63]. Desde una
perspectiva general, los procesos estocdsticos relativistas proporcionan un enfoque 1til cuando
se tiene que modelar el comportamiento cuasi-aleatorio de particulas relativistas en un entorno
complejo. Por lo tanto, es de esperarse que los conceptos de movimiento Browniano relativista y
de difusién jugardn un papel cada vez mds importante en investigaciones futuras de, por ejem-
plo, procesos de relajacién y termalizacién en astrofisica o en los experimentos de colisiones a
altas energfas.

De acuerdo a nuestro conocimiento, los primero estudios matematicos detallados sobre pro-
cesos de difusién relativistas fueron realizados de manera independiente por Lopuszanski, Rud-

berg y Schay, entre 1953 y 1961. En las décadas de 1960 y 1970 su trabajo pionero fue comple-
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mentado por Dudley quien publicé una serie de articulos [14, 15, 16, 17] que buscaban proveer
de un enfoque axiomadtico a los procesos de Markov que fuesen Lorentz invariantes en el espacio
fase. De manera independiente, Hakim persiguié el mismo objetivo [31, 32, 33, 34], cuyo andlisis
ayudo a dilucidar las sutilezas conceptuales de los procesos estocdsticos relativistas. Especifi-
camente, Dudley y Hakim probaron la inexistencia de procesos de Markov Lorentz invariantes
no triviales en el espacio-tiempo de Minkowski, como habfa sido sugerido por Lopuszanski.
Este resultado fundamental implica que es dificil encontrar generalizaciones relativistas de la
ecuacion de difusién no-relativista

0
—o=DV?
5 Vo,

donde D > 0 es la constante de difusién y o (t,x) > 0 es la densidad de probabilidad para las
posiciones x € R? de la particula al tiempo ¢t. Con el fin de evitar una confrontacién con el
resultado de inexistencia de Dudley y Hakim, usualmente se adoptan alguna de las siguientes

estrategias:

» Se consideran procesos de difusién no Markovianos X (¢) en el espacio-tiempo de Minkows-

ki.

= Se construyen procesos de Markov en el espacio fase, aceptables desde el punto de vista de
la relatividad, al considerar no sélo la posicién X (¢) de la particula difusiva sino también

su momento P (¢).

En esta tesis se tratard exclusivamente la segunda estrategia. Algunos ejemplos tipicos de
procesos de Markov relativistas en el espacio fase son procesos descritos por ecuaciones de
Fokker-Planck o por ecuaciones de Langevin. De forma similar a lo que se hace con la ecuacién
de Boltzmann relativista, las ecuaciones de Fokker-Planck relativistas en el espacio fase pueden
utilizarse para describir fenémenos fuera del equilibrio térmico y fenémenos de relajacién en
sistemas relativistas de muchas particulas. Las ecuaciones de Fokker-Planck pueden derivarse de
la ecuaciones de Langevin, como aproximaciones a ecuaciones lineales maestras mds generales
o al aproximar las integrales de colisién en la ecuacién no-lineal de Boltzmann por expresiones
diferenciales que contienen los coeficientes de friccién efectiva y de difusién. En particular, este

ultimo método fue aplicado exitosamente en diferentes dreas de la fisica en la décadas pasadas,
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incluyendo la ffsica de plasmas, la fisica de altas energfas y la astroffsica. En las décadas de 1980
y 1990 este enfoque fue mejorado y se desarrollaron varios métodos numéricos para resolver la
ecuacion de Fokker-Planck. Aplicaciones recientes incluyen la modelacién de procesos de difusién
y termalizacién en plasmas quark-gluén, asi como en la descripcién de procesos complejos de
alta energia en astrofisica, por mencionar algunos.

Un enfoque complementario para el estudio de los procesos estocédsticos relativistas en el
espacio fase parten de la ecuaciéon de Langevin. Las ecuaciones diferenciales estocdsticas del
tipo Langevin generan trayectorias muestrales explicitas para el movimiento de una particula
Browniana relativista. Estas ecuaciones de Langevin pueden postularse como modelos feno-
menolégicos u obtenerse de modelos microscépicos mas precisos al imponer una serie de apro-
ximaciones. Comparado con el caso no-relativista, la dltima tarea se vuelve considerablemente
m&s complicada, debido a las dificultades conceptuales y técnicas ya mencionadas en la formu-
lacién de teorias relativistamente consistentes para sistemas de muchas particulas. El enfoque
fenomenolégico de Langevin del movimiento Browniano relativista fue iniciado por Debbasch,
Mallick y Rivet [10], quienes propusieron una generalizacién relativista simple del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck, que representa casos limite especiales de una clase mayor de procesos de
Langevin relativistas. Desde un punto de vista préactico, las ecuaciones de Langevin relativistas
proporcionan una herramienta 1itil para modelar la dindmica de particulas relativistas en un
medio aleatorio, debido a que estas ecuaciones pueden simularse usando técnicas Monte-Carlo
que son numéricamente eficientes. Aplicaciones recientes incluyen el analisis de los efectos de la
termalizacién en los plasmas quark-gluén [36, 52] y en la colisién de haces de plasmas ultrare-
lativistas [13].

Algunos de los trabajos mads recientes en la modelacién del movimiento Browniano rela-
tivista utilizando el enfoque descrito en el parrafo anterior fueron desarrollados por los fisicos
Jorn Dunkel y Peter Héinggi, en una serie de articulos de los tltimos cinco afios [18, 19, 20,
21, 22, 24, 25, 26]. En particular estos autores consideran una ecuacién de Langevin rela-
tivista usando integrales estocdsticas de Itd, de Stratonovich y Backward-Ito; lo cual simplifica
el tratamiento del modelo al tener libertad de usar una de las integrales segin el problema
especifico bajo estudio. Asimismo, estos autores propusieron otro dos modelos especificos del

movimiento Browniano relativista: el RBM y el RBM(I). Estos dos ejemplos de procesos es-
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tocésticos relativistas, al igual que el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista, logran exhibir
el comportamiento limite no-relativista adecuado. En los articulos de Dunkel y Hiéinggi también
se encuentra las reparametrizaciones de la ecuacién de Langevin en términos del tiempo propio
y del tiempo de un observador en movimiento; ademds, se propone un modelo microscépico
heuristico para determinar ecuaciones de Langevin “apegadas a la realidad”.

El objetivo principal de esta tesis de licenciatura en mateméticas es exponer de manera
rigurosa los modelos de cédlculo estocédstico para el movimiento Browniano relativista estudia-
dos por Dunkel y Hianggi. En particular, se presentan de manera detallada las condiciones y
demostraciones precisas de los resultados para los procesos estocdsticos relativistas de Langevin
expuestos en estos trabajos. La exposicién de esta tesis pretende ser autocontenida y teniendo
en mente como lector a personas con interés en la matemadtica, y en especial en la probabilidad
y los procesos estocdsticos.

La estructura del trabajo de tesis es la siguiente. En el Capitulo 2 se introduce la teoria
matemadtica necesaria para nuestro enfoque al tratamiento de los modelos del movimiento
Browniano relativista: el cdlculo estocdstico. Se presentan las integrales estocdsticas de Ito,
Stratonovich y Backward con sus correspondientes férmulas de cambio de variable. Asimismo
se presentan resultados cldsicos sobre existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales es-
tocasticas de Ito, las relaciones entre la integral de It6 y las otras dos integrales y los teoremas
de cambio de tiempo aleatorio. Este capitulo puede considerarse el punto de partida al anglisis
del caso relativista, ademéds de que ayuda a clarificar algunos de los objetivos del caso general.
Se recomienda leer el Apéndice de notacién para entender alguna de la simbologia que se utiliza
en el capitulo.

En el Capitulo 3 se analiza un modelo para el movimiento Browniano no-relativista uni-
dimensional: se establecen las ecuaciones de Langevin y un teorema de fluctuacién-disipacién,
se deducen las ecuaciones de Fokker-Planck no-relativistas, se analiza el modelo del proceso de
Ornstein-Uhlenbeck y se describe un modelo microscépico para encontrar coeficientes de ruido y
friccién realistas. La teoria de Langevin para movimiento Brownianos relativistas se estudia en
el Capitulo 4; en donde se establece la ecuacién de Langevin relativista, se encuentran las ecua-
ciones de Fokker-Planck correspondientes y se presenta un teorema de fluctuacién-disipacién

relativista. Para leer el Capitulo 4 y los siguientes, es altamente recomendable leer primero los
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apéndices B, C, D y E, ésto con el fin de tener en cuenta las convenciones y la notacién que se
toma en éste y los préximos apartados. En el Capitulo 5 se proporciona una forma de calcular
constantes de difusién asintéticas para algunos modelos de movimiento Browniano y se analizan
ejemplos especificos de procesos estocasticos relativistas. El Capitulo 6 trata las reparametriza-
ciones de Langevin en términos del tiempo propio y del tiempo de un observador en movimiento.
La contraparte relativista del modelo microscépico no-relativista expuesto en el Capitulo 3 se
trata en el Capitulo 7. Los apéndices contienen informacién y resultados que son ttiles desde
el punto de vista matemdtico y, sobre todo, fisico. Aquellas personas sin conocimiento de las
teorias fisicas involucradas, se les recomienda comenzar la lectura de esta tesis con los Apéndices

B,C,DyE.
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Capitulo 2

Preliminares de Calculo Estocastico

El objetivo de este capitulo es presentar la teorfa matemédtica necesaria para trabajar en la
modelacién del movimiento Browniano relativista. Se presentan las ideas y resultados princi-
pales del cdlculo estocdstico indicando las referencias en donde se pueden ver demostraciones y

aspectos mas generales.

2.1. Procesos de Wiener

En esta seccién se presenta un breve resumen sobre procesos de Wiener, lo suficiente para
tratar la integral estocdstica con respecto a este proceso. Estos procesos constituyen el ejemplo

mads simple y mejor estudiado de un proceso de difusion.
Definicién 1 Un proceso estocdstico real {Wy, t > 0} se llama un proceso de Wiener si

(i) Wo =0 a.s.;

(i) Wy — Wy se distribuye como una variable aleatoria normal N (0,t — s), para cualesquiera

t>s>0;

(i1i) para todos 0 < t1 < ta < ... < tp, las variables aleatorias Wy, , Wy, — Wy, ..., W, — W, |

son independientes;

(iv) Wy tiene trayectorias continuas a.s.
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A los procesos de Wiener también se les denomina movimiento Browniano en el campo de
la probabilidad. Para evitar confusiones con el movimiento Browniano fisico, el cual tratare-
mos ampliamente en este trabajo, solo nos referiremos a ellos como procesos de Wiener. Cabe
mencionar que es comun identificar al espacio de pardmetros con el tiempo y referirse a la
condiciones (ii) y (iii) como incrementos normales independientes.

Los primeros momentos estadisticos del proceso de Wiener son ficiles de calcular.

Lema 2 Si {W;, t > 0} es un proceso de Wiener, entonces (Wy) = 0 y (W;Ws) = min(s,t)
parat >0, s > 0.

Ahora extenderemos la definicién de proceso de Wiener al caso n-dimensional.

Definicién 3 Un proceso estocdstico {W; = (W}, .., W), t > 0} en R™ es un proceso de

Wiener n-dimensional si, para cada k =1,...,n, se cumple que

(i) W* es un proceso de Wiener (1-dimensional); y

(ii) las o-dlgebras W* := o(WkE(t);t > 0) son independientes.

Usando los momentos estadisticos del proceso de Wiener unidimensional, es facil ver lo

siguiente.

Lema 4 Si {W,, t > 0} es un proceso de Wiener n-dimensional y 0y una delta de Kronecker,

entonces

(i) <WtkWsl> = min(s, )0y para k,l=1,..n,t>0,s>0;y

(it) ((WF —WEYW] = WD)) = (t — 8)é para k,l=1,...,nyt>s>0.

s

La dificultad de integrar sobre un proceso de Wiener es una consecuencia del préximo

resultado.

Teorema 5 Sea {Wy, t > 0} es un proceso de Wiener n-dimensional. Entonces, para casi toda
w, la trayectoria muestral t — Wy (w) es de variacion infinita en cada subintervalo y no es

diferenciable en ningin t > 0.
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2.2. Calculo estocastico de Ito

En esta seccién se presentan las herramientas necesarias del célculo estocdstico de It6. En
la primera parte se establecen los conceptos de familia y proceso no-anticipante. En la segunda
subseccidn se define la integral de It6 y se establecen algunas de la propiedades més importantes
de esta. La tercera subseccion trata las diferenciales estocdsticas y presenta la férmula de 1t6. En
la cuarta parte se define el concepto de ecuacién diferencial estocdstica (de 1t6) y su solucién,
se presenta un Teorema de existencia y unicidad para las soluciones y se establecen algunos
otros resultados relacionados. En la Subseccién 5 se presentan las condiciones necesarias para
que la solucién de una ecuacién diferencial estocdstica sea un proceso de Markov o un proceso
de difusién. En la Subseccién 6 se establecen un par de teoremas relacionados con el cambio de
tiempo en una integral It6.

Los resultados de esta seccién fueron tomados de las referencias [6, 28, 46, 48, 29, 56]; ahf
mismo puede ser consultada la demostracién de los resultados. Para profundizar en los temas
tratados en esta seccién, se recomienda consultar, ademds de las referencias anteriores, los libros

de Protter [51] y Karatzas et al. [42].

2.2.1. Procesos estocasticos no-anticipantes

Los procesos estocdsticos no-anticipantes son de gran importancia en la definicién de la
integral estocdstica de It6. Bajo este concepto quedan asentadas las condiciones de medibilidad
que debe cumplir un proceso para poder definir su integral estocédstica en el sentido de It6. Antes
de presentar la definicién de proceso no-anticipante, es necesario definir lo que se entiende por

familia de o-dlgebras no-anticipante.

Definicién 6 Sea tg > 0 un real y Wy un proceso de Wiener m-dimensional definido sobre el

espacio de probabilidad (Q,U,P). Las siguientes o-dlgebras resultan de interés:

(i) La o-dlgebra 20 [to, s; W] := o(Wytg < t < s) es llamada la historia del proceso de

Wiener desde el tiempo tog hasta (e incluyendo) el tiempo s.

(ii) La o-dlgebra W [t; W] := o(Ws — Wyt < s < 00) es el futuro del proceso de Wiener

desde el tiempo t.
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Cuando no haya confusién sobre el proceso de Wiener al que se hace referencia, se utilizara

2 [to, s] vy W;", en lugar de 2 [to, s; W] y 20+ [t; W], respectivamente.

Definicién 7 Sea tg > 0 un real y Wy un proceso de Wiener m-dimensional definido sobre el
espacio de probabilidad (0,U,P). Una familia (Fi),<ieo, de sub-o-dlgebras de U es llamada

no-anticipante respecto a Wy si tiene las siguientes tres propiedades:
(i) Fi O Fs para cualesquierat > s > to;
(ii) Fy D W [to,t] para todo t > ty;

(iii) F; es independiente de 20, para todo t > tg.

Es usual solo hablar de familia no-anticipante, sin hacer referencia explicita al proceso de
Wiener. En ocasiones, se usard esta convencion.
Ahora es posible escribir la definicién de proceso no-anticipante, sélo hay que tener en cuenta

que Matgy, (R) denota al conjunto de las matrices con coeficientes reales y dimensién d x m.

Definicién 8 Sea tg > 0 un real y Wi un proceso de Wiener m-dimensional definido sobre
el espacio de probabilidad (0,U,P). Sea (F1)y, <i<0o una familia de o-dlgebras no-anticipante
respecto a Wy. Sea G = G (s,w) proceso estocdstico definido en [tg,t] X Q, que toma valores en
Mat gy (R) y medible en (s,w). Se dice que G es no-anticipante con respecto a F; si G (s,-)

es Fs-medible para todo s € [to,t].

Cuando es claro sobre que familia se trabaja, se acostumbra hablar de procesos no-anticipantes
sin mencionar sobre que familia.
La siguiente proposicién establece un propiedad muy ttil de los procesos estocdsticos no-

anticipantes.

Proposicién 9 Sea tg > 0 un real y (.7-})t0<t<oo una familia de o-dlgebras no-anticipante. Sea
g : [to,t] x RT — R una funcion medible y G un proceso estocdstico no-anticipante definido en

[to, t] X Q y que toma valores en Matgx.m, (R). Entonces g (t, G¢) es un proceso no-anticipante.

Para poder definir la integral de It6 de un proceso estocdstico, no es suficiente que este sea
no-anticipante. También es necesario que el proceso cumpla ciertas condiciones de integrabilidad

(no estocéstica). En la definicién del siguiente conjunto quedan establecidas tales condiciones.
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Definicién 10 Sea tg > 0 un real, (ft)to§t<oo una familia de o-dlgebras no-anticipante y §2 el
espacio muestral donde estd definido el proceso de Wiener sobre el cual la familia anterior es no-
anticipante. Denotaremos por M;’m [to, t; F| al conjunto de procesos estocdsticos no-anticipantes
G definidos en [to,t] x Q t > tg y que toman valores en Matyx,, (R), los cuales cumplen con
probabilidad 1 .

|G (s,w)|? ds < oo;
to

o\ 1/2
siendo |G| := (Z?:1 > [G”]Z) = (tr GGT) 12 y donde se toma la integral de Lebesgue.

Conviene observar que G €M2d "™ [to, t; F] si, y solo si, G¥ € M21 1 [to, t; F] para cualesquiera
1y j. Ademas, se usard Mg ™ [to,t], en lugar de Mg "™ [to, t; F], cuando sea claro sobre cual sobre

cual familia de o-dlgebras no-anticipante (o sobre cual proceso de Wiener) se trabaja.

Proposicién 11 Sea tg > 0 un real y (F) una familia de o-dlgebras no-anticipante.

to<t<oo

Entonces, MQd’m [to, t] es un espacio vectorial.

2.2.2. Definicién de la integral de It6

En esta subseccion se define la integral de Ito. Para lograr este objetivo, se comienza definien-

do la integral de Itd para procesos escalonados.

Definicién 12 Sea ty > 0 un real y (Ft)to<t<oo una familia de o-dlgebras no-anticipante. Un
proceso G eMg’m [to, t] se llama proceso escalonado si existe una particion

P:={ty=ty <ty <..<ty="t} tal que
Gs =Gy, para Vs € [ty tgt1], donde k=0,1,....,m — 1.

Definicién 13 Sea ty > 0 un real, Wy un proceso de Wiener m-dimensional y (ft>t0<t<oo
una familia de o-dlgebras no-anticipante. Sea G EMg’m [to, t] un proceso estocdstico como en la
definicion anterior. La variable aleatoria
t m—1
G xdWyi= > Gy (W (tg1) — W (1))
to k=0

es la integral de Ité6 de G sobre el intervalo [to,t] respecto al proceso W.
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Para definir la integral de It6 de procesos més generales, se aproximan dichos procesos por

funciones escalonadas. Los siguientes dos resultados tratan sobre esta aproximacion.

Lema 14 Sea tg > 0 un real y (F) una familia de o-dlgebras no-anticipante. Para cada

to<t<oo

proceso G EMg’m [to, t], existe una sucesion {Gy} CMg’m [to, t] de procesos escalonados tal que

t
ac-lim [ |G (s) — G, (s)|*ds = 0.

n—oo tO

Lema 15 Sea ty > 0 un real y (F) una familia de o-dlgebras no-anticipante. Ademds,

to<t<oo
sean G EMg’m [to,t] ¥y {Gn} CMzd’m [to, t] una sucesion de procesos escalonados tal que

t
st-lim [ |G (s) — Gy (s)]*ds = 0.

n—oo tO

Entonces, se cumple que
t

st-lim | Gy, (s)*dW,=1(G),

n—oo tO

donde I (G) es una variable aleatoria que no depende de la eleccion de la sucesion {Gy,}.

Del Lema anterior se puede inferir la definicién de la integral de It6 para procesos més

generales que los escalonados.

Definicién 16 Sea tg > 0 un real, Wy un proceso de Wiener m-dimensional y (Ft)y <i<oo

una familia de o-dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Para todo proceso G EMg’m [to,t], la
integral de Ito de G sobre el intervalo [tg,t] con respecto al proceso de Wiener W, se define
como

¢ t
G *dW, =st-lim [ G, (s) * dWg,

to n—0oo to

donde {G,} C Mzd’m [to,t] es una sucesion de procesos escalonados que aproziman a G en el
sentido

t
st-lim [ |G (s) — Gy (s)|*ds = 0.

n—o0 tO

A continuacion se enlistan algunas de las propiedades més importantes que cumple la integral
de It6. La propiedad (v) es de particular importancia pues establece una condicién para la

existencia de los primeros momentos estadisticos de la integral de Ito.
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Teorema 17 Sea tg > 0 un real, W; un proceso de Wiener m-dimensional y (Ft)t0<t<oo
una familia de o-dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Ademds, tomemos G EMg’m [to,t] y

{G,} C MQd’m [to, t] sucesion. Entonces, la integral de Ito tiene las siguientes propiedades:
(1) ftto (aG1 (s) + bGa2 (5)) *dWs = aftg G (s) *dW, + bftliJ Gs (s) * dWy, para cualesquiera
a,beR.
i G s dwk
(ii) [ GexdW, =31, :
i G dwk

(111) Para N >0 yc >0,

t

N t
]P’< G, * dW, >c> < 2+IP>< |G3|2ds>N>.
to ¢ to
(iv) La relacion
t
st-lim [ |G (s) — G (s)]*ds =0
n—oo tO
implica
t t
st-lim [ G, (s) *xdW, = G, * dWy.

n—oo Jfu to

/tt <|G3|2>ds < 00,

0

< ttGS*dws> _
<< tth*dWS> < tth*dws>T> _/tt<GS (GS)T>dS.

La integral de It0 tiene una definicién alternativa para procesos estocdsticos continuos a.s.;

(v) Si se cumple

entonces, tenemos que

tal definicién involucra sumas de Riemann, lo cual coincide con la definicién esperada de integral.

Corolario 18 Sea tg > 0 un real, W un proceso de Wiener m-dimensional y (ft>t0§t<oo

una familia de o-dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Sean t > tg y G GMQd’m [to,t] un
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proceso continuo con probabilidad 1. Supongamos que P" := {ty =15 <t} < .. <t} =t} es

una sucesion de particiones de [tg,t] con 6, = 1211?5 (tg —tx—1) — 0 cuando n — oo. Entonces,
SRSNn

se cumple que

+ n
/ G, *dW, := st -lim Z Gy, (VVt,c —Wtk_l) .
t k=1

n—oo
0

La integral de It6 esta relacionada con el concepto de martingala, el cual tiene la siguiente

definicidn.

Definicién 19 Sea tg > 0 un real, (Q,U,P) un espacio de probabilidad, (U), <7 una familia
de creciente sub-o-dlgebras de U y {Xy, to <t < T} un proceso estocdstico definido en (Q,U,P)
y que toma valores en RY. Ademds, supongamos que X; es Uy-medible e integrable para cualquier

t € [to,T). El par (X¢,Ur) es una martingala si
(Xt |Us) =X5  a.s.

para cualesquiera ty < s <t <T.

Ahora es posible establecer el siguiente resultado, el cual nos proporciona las propiedades
de continuidad y medibilidad de la integral de It6, asf como las condiciones bajo las cuales es

una martingala.

Teorema 20 Sea ty > 0 un real, W un proceso de Wiener m-dimensional y (ft)t0§t<oo unaG
familia de o-dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Supongamos que G €M2d’m [to, T y que

X; = ftto G« dWy para to <t <T. Entonces, se cumple lo siguiente:
(i) X¢ es Fi-medible.
(i1) Si
t
/ <|Gs|2>ds <o VLT, (2.1)
t

0

entonces (X¢,F), para t € [to,T], es una martingala; esto es, paraty < s <t <T,

(X, | F) = X,
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Ademds, para t,s € [ty,T] tenemos (X;) =0 y

<Xt (XS)T> _ /tmfn(t,s) <Gu (Gu)T>du.

0

(i1i) Xy tiene trayectorias muestrales continuas con probabilidad 1.

Corolario 21 Sea tg > 0 un real, Wy un proceso de Wiener m-dimensional y (]:t)t0<t<oo UnaG

familia de o-dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Supongamos que G, H EMg’m [to, T] y que

/t<\GS‘2>ds<oo, /t<]H82>ds<oo.
t t

0 0

Entonces, para t,s € [tg,T] se cumple

¢ s T min(t,s)
( G, * qu> ( H, qu> _ / <Gu (HU)T> du.
to to to

Observacién 22 A pesar de que no se cumpla la condicion (2.1), el proceso Xy = ftto G;xdW
es una martingala local continua. La propiedad de martingala local es mds general que la de

martingala y tiene la siguiente definicion.

Definicién 23 Sean (QQ,U,P) un espacio de probabilidad, (Ft)ycicoo una filtracion de U y
{X¢,t >0} un proceso estocdstico F-adaptado en R?. El proceso X; es una martingala lo-
cal si existe una sucesion {1} de tiempos de paro crecientes con limT, = oo a.s. y tal que

Xmin{t,To} 1{T, >0} €$ una F-martingala para cada n.

En la definicién anterior, una filtracién es una familia creciente de sub-o-dlgebras de U,
un proceso estocastico {Xy,t > 0} es F-adaptado si Xy es Fi-medible para todo ¢ > 0 y una
variable aleatoria T' : Q — [0,00] es un tiempo de paro si el evento{T <t} € F; para cada

t € [0,00).

2.2.3. Las diferenciales estocdsticas y la férmula de It6

Antes de pasar al estudio del las ecuaciones diferenciales estocdsticas, es necesario definir el

concepto de diferencial estocdstica.
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Definicién 24 Sea tg > 0 un real, W; un proceso de Wiener m-dimensional y (Fy) UnaG

to<t<oo

familia de o-dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Supongamos que {X¢,t > to} es un proceso

estocdstico que satisface

t t
X, = X, +/ fds+ | GyxdW, Vte[to,T], as. (2.2)
t

0 to
Junto con los siguientes supuestos:
(i) G eMS™ [to, T .

(ii) X¢, es una variable aleatoria Fi,-medible. En particular, este es el caso cuando Xy, es

deterministica.

(i4i) El proceso f toma valores en RY, es medible en (s,t), es no-anticipante (es decir, f (t,-)

es Fy-medible Yt € [to,T]) y cumple con probabilidad 1

T
/ If (s,w)|ds < o0,
t

0

tomando la integral de Lebesgue.

Entonces decimos que el proceso X tiene la diferencial estocdstica

Observacién 25 Las dos integrales en la ecuacion (2.2) son procesos estocdsticos continuos,
ast que el proceso X; toma valores en R% y, con probabilidad 1, tiene trayectorias muestrales

continuas. Ademas, X; es Fy-medible (por tanto, no-anticipante) y se tiene que
t t
Xt:XS+/ fudu—i—/ Gy * dWy,
S S
para todo s tal que tg < s <t < T. Debido a esta ultima propiedad, podemos habla de diferen-

ciables que se cumplen solo en (ty,T') sin necesidad de establecer la condicion inicial Xy, .

Bésicamente, las diferenciales estocdsticas son una notacién m&s compacta y simple para

expresar relaciones de la forma (2.2). Conviene notar que, desglosando expresiones, la diferencial
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estocéstica (2.3) se traduce en el sistema

m
dX] = fidt+Y GPdW] parai=1,.,n,
j=1
siendo X = (X1,...,X9), W= W' ... W) f=(f1,....f) y G=(GY).

Para facilitar el tratamiento de las diferenciales estocdsticas, cuando se presente una dife-
rencial de la forma (2.3), se asumird implicitamente que W es un proceso de Wiener (de
alguna dimensién a especificar) y que f y G cumplen las propiedades de la definicién anterior
para alguna familia de o-dlgebras no-anticipante (respecto a W). La dimensién d tiene que
especificarse y el valor inicial ¢y coincidird con el minimo del intervalo de definicién (el cual
tiene que ser especificado) del pardmetro temporal del proceso G. Supuestos similares aplicaran
cuando solo se tenga a la integral ft'; Gy x dW,,.

De ahora en adelante, se toman 0 < ty < T. A continuacién se presenta un resultado

fundamental en nuestro tratamiento, el cual es andlogo a la regla de la cadena.

Teorema 26 (Férmula de Ito) Denotemos por u = u (t,x) a una funcién continua definida

sobre [to, T x R? que toma valores en R¥ y que tiene derivadas parciales continuas

0

éu(t,x) = w(t,x),
8ﬂu(t,x) = u, (t,x),
82

= Uyigi (ta X) )

i 0ad " (8, )

parai,j =1,...,d. Sea {Xy,to <t < T} un proceso estocdstico en R?, el cual esta definido por
la diferencial estocdstica

dXt = ftdt + Gt * th,

donde W es un proceso de Wiener m-dimensional. Entonces, el proceso en RF dado por

Yt =Uu (t, Xt) Vi S [to,T] y
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tiene diferencial estocdstica con respecto al mismo proceso de Wiener Wy y esta tiene la forma

d .
1 i
dY; = (Ut (t, Xt)) + Uy (t Xt f; + 5 Z Uy, x] t X, ) (Gt (Gt)T) dt
+Uy (t, Xt) Gt * th;
donde (i (£,X0))T vy (us (2, Xt)) son vectores columna, Uz = (Uy1, ..., Uyd) €S unG matriz de

dimension k x d y (Gt (Gy) )Z denota la entrada ij de la matriz (Gt (Gt)T>.

La férmula de Itd tiene expresiones mucho més simples para ciertos valores de m, k y d.

Estos corolarios pueden ser consultados en las referencias propuestas.

2.2.4. Ecuaciones diferenciales estocdsticas

En esta seccién, se exponen algunos resultados de la teoria de ecuaciones diferenciales es-
tocésticas de It6. Comenzaremos con la definicién de solucién de una ecuacién diferencial es-
tocdstica, posteriormente trataremos un teorema de existencia y unicidad de las soluciones; y
culminaremos con un par de ejemplos.

Consideremos la diferencial estocastica
dX; = f (t, Xt) dt + G (t, Xt) * th, Xto =c, (24)
valida para tg <t < T < 00; 0 bien, su forma integral

t t
Xi=c+ | f(5,X5)ds+ | G(5,X5)*dWg, (2.5)

to to

la cual se cumple también para tg < ¢t < T < oo. En las dos ecuaciones anteriores, X; es un
proceso estocastico (conocido) definido en [tg, T] y W, es un proceso de Wiener m-dimensional.
Ademis, se toman las funciones f : [tg, 7] x R — R? y G : [tg, T] x R? — Matgyx,, (R), las
cuales se suponen medibles en [tg, T'] x R? y no son procesos estocdsticos (i.e. son independientes
de w € Q).

En las ecuaciones (2.4) y (2.5), el proceso X; se supone conocido y que cumple todas las

propiedades necesarias para que el lado derecho de la diferencial estocdstica (2.4) este perfec-
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tamente definido. En particular, X; debe ser no-anticipante. Las ecuaciones de la forma (2.4)
también se pueden interpretar como la definicién de un proceso estocdstico desconocido X; con
valor inicial Xy, = c.

Con respecto a la familia F; de o-dlgebras inherente, se toma la siguiente convencién.

Convencién : Con el propésito de tratar ecuaciones diferenciales estocdsticas (de Ito)
sobre el intervalo [tg, T, siempre es suficiente elegir a F; como la o-dlgebra mas pequena con
respecto a la cual el valor inicial ¢ y las variables aleatorias Wy s < t son medibles. En otras
palabras

Fi=0(c,Ws(s<t)) Vt>tp.

Cuando no se especifique una familia (F;) para una diferencial estocdstica como (2.4),

to<t<oo
se supondra que se toma de esta manera.
Ahora es posible definir lo que es una ecuacién diferencial estocédstica de Itd y la solucién

de ella.

Definicién 27 Una ecuacion de la forma (2.4) se denomina ecuacion diferencial estocdstica de
It6. La variable aleatoria c se denomina el valor inicial al tiempo tg. Un proceso estocdstico Xy

es una solucidn de la ecuacion (2.4) sobre el intervalo [to, T si tiene las siguientes propiedades:

(i) X¢ es Fi-medible, es decir no-anticipante para t € [to, T].

(i3) Los procesos £ (s,w) = f (5,Xs) y G (5, X (w)) = G (s, X5 (w)) satisfacen con probabilidad
1

T}?(S7w)\d5<00: T\é(s,w)}2d5<oo
/t t

0 0

(es decir, G GMg’m [to,T]). Ast, el lado derecho de la diferencial estocdstica (2.4) tiene

sentido.

(11i) La ecuacion integral (2.5) se cumple para todo t € [to, T| con probabilidad 1.

Observacién 28 Debido a que X; es no-anticipante, los procesos f (s,w) y G (s, X (w)) son

no-anticipantes.
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Conviene observar que la ecuacién (2.5) es equivalente a
t t
X — X = +/ f(u,Xu)du+/ G (u,X,) *dW,, X =c,
S S

donde tg < s <t <T. Ademas, siempre se consideraran soluciones continuas de las ecuaciones
diferenciales estocésticas (de acuerdo a la observacion 25 es posible hacerlo) cuando estas tengan
solucién.

A continuacién presentamos un teorema de existencia y unicidad para las soluciones de una

ecuacion diferencial estocéastica.

Teorema 29 (Existencia y unicidad) Supongamos que tenemos una ecuacion diferencial

estocdstica
dXy = f (t, Xt) dt+ G (t,Xt) * AWy, Xy = ¢, to <t <T < o0, (26)

donde Wy es un proceso de Wiener m-dimensional y ¢ es una variable aleatoria independiente de
W, — W, para t > to. Supongamos que las funciones f : [to, T] x RT — RY y G : [to, T] x R? —
Matgym (R) son medibles en [tog, T] x R? y que tienen las siguientes propiedades: Eriste una

constante K > 0 tal que

(i) (Condicion de Lipschitz) para cualesquiera t € [tg, T], x € R?, y € R,
[f (%) = f (& y)|+1G(tx) =G (ty)| < K|x—y].
(ii) (Restriccion de crecimiento) Para todo t € [tg, T] y x € R?,

1 (&%) +1G (%)) < K? (1 + yx|2) .

Entonces, la ecuacion (2.4) tiene una unica solucion Xy sobre [to, T| que satisface la condi-

cion inicial Xy, = ¢ y que es continua con probabilidad 1; es decir, st Xy y Y son soluciones
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continuas de (2.4) con la misma condicion inicial ¢, entonces

P| sup |X;—Yy >0]|=0.
to<t<T.
El teorema anterior establece condiciones que pueden ser dificiles o tediosas de comprobar.
Los siguientes dos corolarios establecen condiciones bajo las cuales el resultado del Teorema 29

sigue siendo cierto, pero que son mads faciles de comprobar.

Corolario 30 El Teorema 29 de existencia y unicidad permanece vdlido si reemplazamos la
condicion de Lipschitz con la condicion mds general: VN > 0, existe una constante Ky tal que,

para cualesquiera t € [to, T, ly| < N y |x| < N,

[f (&%) = f(&y)+1G (%) =G (ty)| < Ky|x—yl. (2.7)

Corolario 31 Para que la condicion de Lipschitz en el Teorema 29 de existencia y unicidad

(o su generalizacion (2.7))se cumpla, es suficiente que las funciones f (t,x) y G (t,x) tengan

derivadas parciales 8(?cif (t,x), %G (t,x),i=1,...,d continuas para todo t € [to,T| y que estén

acotadas en [to, T] x R? (o, en el caso de la generalizacion, acotadas sobre [tg, T] x {|x| < N}).

En el tratamiento del movimiento Browniano fisico, resultan de gran importancia las ecua-
ciones auténomas. Para este tipo de ecuaciones puede establecerse un resultado de existencia y

unicidad més simple.

Definicién 32 Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica (2.6). Diremos que es esta

ecuacion es auténoma si las funciones f (t,x) y G (t,x) no dependen del tiempo; es decir, si

ftx)=[f(x)yGEtx)=G(x).
Corolario 33 Consideremos la ecuacion diferencial estocdstica auténoma

0X, = f (X)) dt+ G (X)) »dWi, Xy =c.

donde Wy es un proceso de Wiener m-dimensional, ¢ una variable aleatoria independiente de

W, — Wy, para t > tg y se toman funciones f : R — R? y G : RY — Matgy,, (R). Si eviste
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una constante K > 0 tal que las funciones f y G cumplen la condicion de Lipschitz global

f () = fWI+IG(x) -Gy < Klx—y| V(xy)eRY, (2.8)

entonces la ecuacion diferencial estocdstica tiene exactamente una solucion global Xy sobre el

intervalo [to, 00) tal que Xy, = c.

2.2.5. Ecuaciones diferenciales estocasticas y los procesos de difusién

En esta seccién se presentan las condiciones bajo las cuales la solucién de una ecuacién
diferencial estocdstica es un proceso difusién. El material sobre procesos de difusién que se
necesita para leer este trabajo se presenta en el Apéndice A de procesos de Markov.

Considérese la ecuacion diferencial estocastica
dXt = f (t, Xt) dt + G (t, Xt) * th, Xto = C, (29)

sobre el intervalo [to, T]. En esta ecuacién, X; es un proceso estocdstico en R?, f toma valores
en R% G toma valores en Matgxq (R) y W, es un proceso de Wiener m-dimensional. El valor
inicial ¢ es una variable aleatoria independiente de W; — Wy, para t > .

También considérese la restriccién de la ecuacién (2.9) al intervalo [s,T] C [to, T], la cual

puede expresarse como
t t
X = X+/ f(u,Xu)du+/ G(u,Xy)*dW,, tr<s<t<T, (2.10)
S S

siendo X, = x €R?.
El siguiente Teorema permite relacionar la solucién de una ecuacién diferencial estocdstica

con los procesos de Markov.

Teorema 34 Sila ecuacion (2.9) satisface las condiciones del Teorema de existencia y unicidad
29, la solucion Xy de la ecuacion (2.9) es un proceso de Markov sobre el intervalo [to,T] cuya

distribucion de probabilidad inicial al instante tg es la distribucion de ¢ y cuyas probabilidades
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de transicion estdn dadas por
P(s,x,t,B)=P(X; € B|X;=x)=P[X;(s,x) € B],

donde Xy (s,%x) es la solucion de la ecuacion (2.10).

Dado el Teorema anterior, resulta conveniente tener condiciones para las cuales la solucién

de una ecuacién diferencial estocdstica es un proceso de Markov homogéneo.

Teorema 35 Supongamos que las condiciones del Teorema de existencia y unicidad 29 se
satisfacen por la ecuacion (2.9). También supongamos que los coeficientes f (t,x) = f(x) y
G (t,x) = G (x) son independientes del tiempo t sobre el intervalo [ty, T|. Entonces, la solucion
Xy de la ecuacion (2.9) es un proceso de Markov homogéneo con probabilidades de transicion

(estacionarias)
P(X;€B| Xy =x)=P(t—to,x.B) = P[X; (to,x) € B],

donde X (to,x) es la solucion de la ecuacion (2.9) con valor inicial x =c = Xy,. En particular,

la solucion de una ecuacidon auténoma
dXt = f(Xt) dt‘l‘G(Xt) *th, t> to,

es un proceso de Markov homogéneo definido para todo t > tg.

Observacién 36 Cudndo es la solucion Xy de la ecuacion (2.9) un proceso de Markov esta-
cionario? De acuerdo la observacion (105), X, tiene que ser homogéneo, lo cual sucede en el
caso de una ecuacion auténoma. Para la existencia de una distribucion estacionaria P, es decir

una distribucion con la propiedad
P(B) :/ P(t,x,B)dP(x), Be¢ B(Rd) >0,
Rd

existen algunas condiciones analiticas [véase, [50] pags 272, 273]. En muchos casos, la densidad

p(x) de la distribucion estacionaria puede obtenerse de la forma estacionaria de la ecuacion

31



(A1)
2 ij
S g p60) - 3 5 ((Gee ) reo) =0

El siguiente teorema proporciona condiciones para que la solucién de una ecuacién diferencial

estocdstica sea un proceso de difusion.

Teorema 37 Supongamos que las condiciones del Teorema 29 de existencia y unicidad se

satisfacen para la ecuacion diferencial estocdstica
dXt = f (t, Xt) dt+G (t, Xt) * th, Xto =C, to <t< T,

donde X; y f (t,x) toman valores en RY, G (t,x) toma valores en Matgxm, (R) y W es un
proceso de Wiener m-dimensional. Ademds, supongamos que las funciones f y G son continuas
con respecto a t. Entonces, la solucion X, es un proceso de difusion d-dimensional sobre [to, T
con, vector de deriva f (t,x) y matriz de difusion B (t,x) = [G (t,x)] [G (t,x)]*; y las relaciones
limite de la definicion 106 se cumplen uniformemente en s € [to,T). En particular, la solucion
de una ecuacion diferencial estocdstica autdnoma siempre es un proceso de difusion homogéneo

sobre [ty,00).

2.2.6. Cambio de tiempo aleatorio

En esta seccidn se establecen un par de resultados relacionados con el cambio del pardmetro
temporal en integrales estocdsticas de It6. El primero de estos resultados da algunas condiciones

necesarias para que un cambio de tiempo sea valido.

Teorema 38 Sea {Wy,t > 0} un proceso de Wiener unidimensional y {Gy,t > 0} un pro-
ceso estocdstico real mo-anticipante tal que P [fg G?%ds < ooVt > 0} = 1. Ademds, pongamos
t(t) = fg G2ds Yt > 0 y tomemos a t~1 como la inversa por la derecha de t, es decir,
t71(t) = min(s:t(s) =t) Vt < t(00). Entonces, W, = fg_l(t) Gs x dWy es un proceso de

Wiener unidimensional para todo t < t (00) .
Observaciéon 39 Conviene tener en cuenta lo siguiente:
(i) La funcion t=1 es continua por la izquierda;
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(ii) Si tomamos x (t) := fg Gsds, la funcion t se conoce como el tiempo intrinseco de x.

El siguiente Teorema nos proporciona una relacién explicita entre una integral estocéstica

y sus cambios de tiempo.

Teorema 40 Sea {W;,t > 0} un proceso de Wiener unidimensional. Sean {G¢,t > 0} y {F;,t > 0}

procesos estocdsticos reales continuos a.s. y no-anticipantes, tales que 0 < F' < 0o y
t t
P U Gids+/ F2ds < 00,Vt > 0| = 1.
0 0
Definimos t (t) := fg F2ds yz(t) = fg Gs * dWs. Entonces, se cumple que
t —~
(17 (1) = / Gt Fio () * AW Wt < 1(c0),
0

o en términos de diferenciales

_ d 12
dz (t7 () = Gy Fio1) * AWy = Gy thtl (t)] *dWy, Yt €[0,t(c0)),

donde Wt es un proceso de Wiener dado por Wt = fg_l(t) Fs_ldWS.

Ademads, se establecen un par de resultados que se utilizan en el Capitulo 6 para demostrar
un cambio de tiempo similar al del Teorema 38 para procesos de Wiener d-dimensionales. Antes

debemos establecer la definicién de proceso de covariaciéon cuadritica.

Definicién 41 Sean {Xy,t > 0} y {Y;,t > 0} dos procesos estocdstico en R. El proceso de co-
variacion cuadrdtica [X,Y], de X; = X (t) y Yy =Y (t) se define como el limite
= (k+1)t kt (k+1)t kt
e B B ()]
n—00 Pt 2n PAL n AL
En el caso de un proceso de Wiener d-dimensional W = (Wl,...,Wd), la covariacién

cuadritica [WZ, Wi ] puede expresarse como

t sii=j,

W' WA, =
| J 0  siij
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Ahora estamos en posibilidades de establecer dos teoremas muy importantes. El primero de
ellos proporciona una expresién para la covariacién cuadratica de las integrales unidimensionales

de It6 y el segundo es una caracterizacion de los procesos de Wiener.

Teorema 42 Sea Wy un proceso de Wiener m-dimensional, ¢ una variable aleatoria indepen-
diente de Wy — Wq parat > 0 y F; = 0 (¢, W5 (s <t)). Ademds, sea {H¢,t > 0} un proceso
estocdstico continuo con probabilidad 1 tal que es H € Mg’m [0,T;F] VT > 0. Entonces, si

= fot Hy x dWY, se cumple que

t
[Yi,yj]t:/ Hid[W' W] vt>0.
0

Teorema 43 (Lévy) Sea X = (X!,... ,Xd) una martingala local continua tal que
o t, sii=j,
X', %), = "
0, sii#j.

Entonces X es un movimiento Browniano n-dimensional.

2.3. La integral de Stratonovich

En esta seccién se define la integral de Stratonovich-Fisk y se establecen relaciones con la

integral de It6. Para mayor informacién se recomienda consultar [51, 53].

Definicién 44 Sea Wy un proceso de Wiener m-dimensional y (Fi)y<;<o, una familia de o-
dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Sea G € Mg’m [0,T] un proceso continuo a.s. Supon-
gamos que P" = {0 =t <t} <..<ty =T} es una sucesion de particiones de [0,T] con
dp = max (tg —tg—1) — 0 cuando n — oco. La integral de Stratonovich del proceso Gy sobre el

1<k<n
proceso de Wiener W, en el intervalo [0,T)] es

/ GiodW, :=st - hmz <Gtk G 1) (Wi, =Wy, ).

En la definicién anterior se toma como limite inferior a 0, sin embargo es posible extender

la definicién de la integral de Stratonovich para limites inferiores no-negativos. Conviene ob-
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servar que, mientras en la integral de It6 se usa Gy, en las sumas de Riemann, en la integral

G +Gy

de Stratonovich estas sumas utilizan el promedio 5 . Esta “ligera” diferencia produce

procesos estocdsticos no equivalentes con propiedades distintas.

Definiremos la diferenciales de estocdsticas de Stratonovich de manera andloga al caso de

Ito.

Definicién 45 Sea W; un proceso de Wiener m-dimensional y (Ft)y<,coo una familia de o-
dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Supongamos que {Xy,t > 0} es un proceso estocdstico

que satisface con probabilidad 1

t t
Xt—Xo—i—/ fsds—i—/ G odWgy
0 0
Junto con los siguientes supuestos:
(i) G eMS™[0,T).
(i) Xo es una variable aleatoria Fo-medible.

(i4i) El proceso f toma valores en RY, es medible en (s,t), es no-anticipante (es decir, f (t,-)

es Fy-medible Vt € [0,T]) y cumple con probabilidad 1

T
/ If (s,w)|ds < o0,
0

tomando la integral de Lebesgue.

Entonces decimos que el proceso X tiene la diferencial estocdstica
dXt - ftdt + Gt o} th

El siguiente resultado es un muy 1til pues permite cambiar de la integral de Stratonovich a

la integral de Ito.

Teorema 46 Sea W, un proceso de Wiener m-dimensional y (j:t)ogt<oo una familia de o-

dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Sean f : [0, T]xR? — R? y G : [0, T] xR? — Matgx,, (R)
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funciones medibles en [0, T] x R? con G de clase C'. Supongamos que {X4,t > 0} es un proceso

estocdstico que satisface
dX; = f(t,Xy)dt + G (t,X¢) o dWy, Xt =6,
para 0 <t <T < oo. Entonces, Xy satisface la diferencial de Itd
dXy = [f (t,X¢) + g (t,x)] dt + G (t,X¢) * dWy, Xy, = ¢,
donde

;iz le x)GF(t,x) i=1,...d.
k=

1j5=1

Un resultado fundamental para el tratamiento del movimiento Browniano relativista se es-

tablece a continuacién. Establece la regla de cambio de variable de la diferencial de Stratonovich.

Teorema 47 Sea u : [0, 7] xR? — R* wna funcion de clase C2. Ademds, supongamos que se
cumple

dXt == ftdt + Gt ¢) th,

con W, un proceso de Wiener m-dimensional. Si definimos
Y= u(Xy,t),
entonces se cumple que
dY s = (ug (8, Xy)) + ug (8, Xy) fidt + uy (¢, X4) G o AWy,

donde uy = (Uyt, ..., Uyd) €S una matriz de dimension k X d.

Vale la pena notar que las reglas del cdlculo diferencial ordinario se conservan con la integral

de Stratonovich.
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2.4. La integral Backward-It6

En esta seccién se define la integral Backward-It0 y se establecen relaciones con la integral de
It6. Para mayor informacién sobre este tipo de integral y sus respectivas ecuaciones diferenciales,

se recomienda consultar la referencia [43].

Definicion 48 Sea Wy un proceso de Wiener m-dimensional y (F)y<ycoo una familia de o-

dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Sea G € Mg’m [0,T] un proceso continuo a.s. Supon-

gamos que P" = {0 =t <t} <..<ty =T} es una sucesion de particiones de [0,T] con
Op = 1r£ll§i<x (tx —tx—1) — 0 cuando n — oo. La integral backward del proceso Gy sobre el
SRS

proceso de Wiener W, en el intervalo [0,T] es

T n
/0 Gt ° th = SE-_}]&H; Gtk (Wtk *Wtkfl) .

Conviene observar que en la integral backward las sumas de Riemann se evalian en los
extremos superiores {;’ | de los intervalos [t}g,z 1 ]; mientras que en la integral de It6 las sumas
de Riemann se evalian en los extremos inferiores ¢}!. Al igual que en el caso de Stratonovich,
esta diferencia produce procesos estocdsticos no equivalentes con propiedades distintas. Ademds,
esta integral no produce procesos que sean martingala de un proceso de Markov.

La definicién general de integral Backward puede hacerse a pesar de que el proceso G; no
sea no-anticipante. Sin embargo, en esta tesis, solo nos importa el caso no-anticipante, ya que
nos interesa su relacién con la integral de Ito.

Las diferenciales estocdsticas backward se definen de manera similar al caso de Ito.

Definicion 49 Sea Wy un proceso de Wiener m-dimensional y (F)y<ycoo una familia de o-
dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Supongamos que {Xy,t > 0} es un proceso estocdstico

que satisface con probabilidad 1
T T
XT:XU—I—/ fsd8+/ G, edW,
0 0

junto con los siguientes supuestos:
(i) G eMS™[0,T].
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(i) Xo es una variable aleatoria Fo-medible.

(i4i) El proceso f toma valores en RY, es medible en (s,t), es no-anticipante (es decir, f (t,-)

es Fy-medible ¥t € [0,T]) y cumple con probabilidad 1

T
/ If (s,w)|ds < o0,
0

tomando la integral de Lebesgue.

Entonces decimos que el proceso X tiene la diferencial estocdstica
dXt - ftdt + Gt ] th

Bajo las condiciones con las que se definié la integral backward, se tiene una relacién entre

la integral backward y la integral de Ito6.

Teorema 50 Sea W, un proceso de Wiener m-dimensional y (ft)0§t<oo una familia de o-
dlgebras no-anticipante respecto a Wy. Sean f : [0, T]xR% — R% 5 G : [0, T]|xR? — Mat gy, (R)
funciones medibles en [0, T] x R? con G de clase C*. Supongamos que {X4,t > 0} es un proceso

estocdstico que satisface
dXy = f(t, Xy) dt + G (t,Xy) @ dWy, Xy, = ¢,
para 0 <t <T < oo. Entonces, Xy satisface la diferencial de Itd
dX; = [f(t,Xs) + g (t,x)]dt + G (t,X4) «dWy, Xy =,
donde

La integral backward tiene una férmula de cambio de variable muy similar a la de la integral

de Ito.
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Teorema 51 Sea u : [0,7] xR — R¥ wna funcion de clase C?. Ademds, supongamos que se

cumple

dXt == ftdt + Gt [ ] th,

con Wy un proceso de Wiener m-dimensional. Si definimos
Y =u(Xy,t),
entonces se cumple que
dY, = ((ut (. X )T + g (, Xe) £ — R (2, Xt)> dt + uy (t, X)) Gy AW,

ij
donde h(t,X¢) = %Ezj‘:l (Ugigs (tvxt))T (Gt (Gt)T) s (Ugig (taXt))T y (w (t7Xt))T son

J
vectores columna, uy = (Ug1,...,uya) € una matriz de dimension k x d y (Gt (Gt)T) de-

rd

nota la entrada ij de la matriz <Gt (Gt)T>.

Vale la pena notar que la diferencia fundamental con el caso de Itd es el signo menos que

aparece delante del primer simbolo de suma.
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Capitulo 3

El Movimiento Browniano

No-Relativista

El objetivo de este capitulo es presentar un modelo fenomenoldgico que describa la dindmica
de una particula Browniana utilizando herramientas del cédlculo estocédstico y la fisica cldsica.
Este modelo constituye nuestro punto de partida para tratar el movimiento Browniano rela-
tivista; en particular, las ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck que se consideran en este
capitulo constituyen casos limite de la teorfa relativista que se estudia a lo largo de la tesis.

En la Seccién 1 se introducen las ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck, se establece un
teorema de fluctuacion-disipacion y se analiza el proceso de Ornstein-Uhlenbeck. En la segunda

seccién se presenta el modelo de colisién binaria.

3.1. Ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck

Con fines de claridad conceptual, nos restringiremos al caso més simple donde los movimien-
tos estdn confinados a una sola dimensién espacial. La generalizacién a dimensiones mayores es

directa.

3.1.1. La ecuacién de Langevin

Considérese el movimiento de una particula Browniana puntual con masa M > 0, la cual estd

inmersa en un bafio térmico estacionario y homogéneo que consiste, por ejemplo, de particulas
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liquidas m&s pequenas (masa m < M) a temperatura constante 7. Ademds, supéngase que
la particula Browniana estd en equilibrio térmico con el bafio. El marco de referencia inercial
3> del bano térmico se identifica como el marco de referencia del laboratorio. La posicién, la

velocidad y el momento no-relativista de la particula Browniana en ¥ al tiempo ¢, se toman

_ dXy

como Xy, Vi := S5t

y P, := MYV,, respectivamente. Debido al comportamiento aleatorio de la
particula Browniana, se asume que {Xy,t > 0}, {V;,t > 0} y {P;,t > 0} son procesos estocds-
ticos definidos en algin espacio de probabilidad.

De acuerdo a la idea de Langevin del movimiento Browniano, la dindmica estocdstica de la

particula Browniana (debida a la interaccién con el bano térmico) en presencia de un campo de

fuerza conservativo externo F (¢, x), puede ser descrita por la ecuacion diferencial estocdstica

P,
X, = Mtdt, (3.1a)
dP, = F(t,Xy)dt— o (P,) Pdt+ 2D (P)]Y? © dw, (3.1b)

complementsndola con las condiciones iniciales deterministas Xo = o y Py = po'. A la igualdad
(3.1) se le conoce como la ecuacion de Langevin. En el desarrollo de esta tesis se hard especial
énfasis en el caso F' = 0.

En la ecuacién (3.1b), W; denota un proceso de Wiener y el simbolo ® senala el tipo
de integral estocédstica usada. Solo se consideran los tres tipos de integral estocdstica que se
mencionan en el Capitulo 2; asi, ‘© = %’ cuando se toma la integral de Itd, ‘© = o’ para la
integral de Stratonovich y ‘© = e’ cuando se trabaja con la integral backward. La eleccién de la
integral se reduce a un mero problema de conveniencia. Ademds, se toman F : (0,00) x R — R,
a:R—RyD:R—R"—{0} de clase C!. Por ser F, a y D de clase C!, la ecuacién (3.1)
tiene sentido matemadtico para los tres tipos de integral considerados.

El segundo término del lado derecho de la ecuacién (3.1b) representa una fuerza de fricciéon
con coeficiente « (p); esta fuerza depende de detalles microscépicos de la interaccién bano-
particula. El tltimo término del lado derecho de la ecuacién (3.1b), [2D (P)]Y? @ dW;, se
denomina fuerza estocdstica de Langevin y en ella quedan reflejadas las fluctuaciones en el

bafio circundante. Al coeficiente D > 0 de la fuerza de Langevin se le conoce como coeficiente

1Sin perder generalidad, su puede fijar el tiempo inicial en ¢y = 0.
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de ruido y se interpreta como la amplitud de esta fuerza. Para un bano térmico no homogéneo,
las funciones a y D también dependen de la posicién de la particula; mientras que para un
bano térmico no estacionario, las mismas funciones dependen ademds del tiempo.

Conviene tener en cuenta los cuatro supuestos fisicos implicitos en la ecuacién (3.1):

= FEl bafio térmico es espacialmente homogéneo y estacionario, es decir que los proceso de
relajacién en el bano térmico ocurren en escalas de tiempo mucho menores que las escalas

temporales relevantes asociadas al movimiento de la particula Browniana pesada.

= Las colisiones entre la particula Browniana y las particulas del bano térmico suceden

virtualmente sin correlacién.

= A un nivel macroscépico, las interacciones entre la particula Browniana y el bafio térmico
son lo suficientemente bien descritas por el coeficiente de friccién « y la fuerza estocdstica

de Langevin.

» La ecuacién de Langevin (3.1) se cumple en el marco de referencia ¥ del laboratorio.

En la Seccion 3.2 se estudia la forma en que pueden derivarse o, al menos, motivarse ecua-

ciones diferenciales estocdsticas similares a la igualdad (3.1).

3.1.2. La ecuacién de Langevin y las integrales estocasticas

En el Capitulo 2 se presentaron las condiciones bajo las cuales las ecuaciones diferenciales
de Ito, Stratonovich y Backward-Ito6 generan procesos estocdsticos equivalentes. Debido a estas
condiciones, la eleccién de una integral en la ecuacién de Langevin se reduce a un problema de
conveniencia. Para ilustrar esto, considérese la ecuacién de Langevin con la integral backward-

It6 dada por

P,
X, = St (3.2a)
dP, = [F(t,X;)—a(P)P]dt+[2D (P)]Y* e dW,. (3.2b)
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Para cada par de coeficientes (« (p), D (p)), es posible encontrar nuevos coeficientes de friccién

Qx, Qo : R — R de tal manera que las igualdades

dX; = %dt,
dP;, = [F (t, X;) — o (P) P dt + 2D (P)]"/? % dW;.

dX, = Ltdt,
dP; = [F (t, X}) — a0 (P) P dt + [2D (P)]Y? 0 dW,.

describen la misma dindmica que la ecuacién (3.2). A saber,

ax (p) = a(p) — D' (p) /p, as (p) = a(p) — D' (p)/ (2p),

para cualquier p € R—{0}.
Cada uno de los tres tipos de integral estocdstica considerados tiene sus pros y sus contras,

entre los que podemos mencionar:

» La integral de It6 (%) tiene un formalismo matemdtico excelentemente establecido y bas-
tante conocido; ademds de tener la calidad de martingala, uno de los conceptos fundamen-
tales de la teoria moderna de procesos estocdsticos. Sin embargo, algunas de las cantidades
y funciones ttiles en la modelacién del movimiento Browniano pueden tener expresiones

mds complicadas que con la integral backward.

= La integral de Stratonovich tiene la ventaja de cumplir las reglas usuales del cédlculo
diferencial, pero no tiene la propiedad de martingala y también algunas de las cantidades
y funciones importantes pueden tener expresiones méas complicadas que con la integral

backward.

» La integral backward facilita algunos cédlculos relacionados en la modelacién del movimien-

to Browniano, tiene la desventaja de ser una integral poco comin y no ser martingala.

A lo largo de este Capitulo, e incluso posteriores, se trabaja con la integral que més convenga
en el estudio bajo consideracién. Basicamente utilizaremos la integral de It6 y la backward; la

integral de Stratonovich solo se presenta en esta tesis debido a que es usual encontrarla en
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aplicaciones.

3.1.3. La ecuacién de Fokker-Planck

En Fisica, cuando se estudian ecuaciones diferenciales estocdsticas como la ecuacién de
Langevin (3.1), suele ser también de interés conocer la funcién de densidad g (¢, z,p) asociada
al proceso (X, P;). Esta densidad no siempre existe y algunas condiciones para su existencia
en dimensiones mayores resultan ser un tanto complicadas. Sin embargo, en este trabajo esto
no es tan trascendente pues se construyen procesos de Langevin a partir del hecho de que tal
densidad existe, o que sus densidades marginales existen.

Supéngase que la densidad asociada al proceso de Langevin (3.1) con la integral backward
existe y que la ecuacién (3.1) cumple las condiciones para la existencia de la ecuacién de
Fokker-Planck. Debido a que para dos integrales estocdsticas distintas la integral de Langevin
no genera procesos estocdsticos equivalentes, se tiene que la densidad del proceso (3.1) depende
de la integral usada. Dendétese por f (¢, z, p) la densidad asociada al proceso de Langevin (X, P;)
con la integral backward, la cual supondremos que esta definida en el conjunto (0, 00) xV x M,
donde V es el conjunto abierto y conexo al cual esta restringido el movimiento de la particula
Browniana y M es el conjunto abierto y conexo de posibles momentos (en realidad podemos

tomar f definida en (0,00) XV x R). La funcién f satisface la normalizacién

/ f(t,z,p)dedp=1 V¥t >0, (3.3)
VxM

ademaés de la ecuacion de Fokker-Planck

of  po af o 9
£+Apm£+p<t,x)5£:ap[a<p)pf+D(p)8£ ¥ (t,2,p) € (0,00) XV x M. (3.4)

Las condiciones iniciales Xg = zg y Py = po de la ecuacién de Langevin se convierten en las

condiciéon de frontera
F(0,2,p) =3 (p—po)d(x—0) ¥ (w,p) €V x M. (3.5)

Debido a que (3.4) es una ecuacién diferencial parcial de primer orden en el tiempo, se tiene
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que la ecuacién de Langevin-backward (3.1) describe un proceso Markoviano.

Fisicamente, la cantidad infinitesimal f (¢, z, p) dxdp se interpreta como la probabilidad de
encontrar la particula al tiempo t en el subconjunto infinitesimal [z, x + dx] X [p,p + dp] del
espacio fase V x M. Esta interpretacién y las ecuaciones (3.3) y (3.5) son las mismas para

cualquier integral, siempre y cuando la densidad de (X3, P;) exista.

3.1.4. Teorema de fluctuacién-disipacién

A partir de la ecuacién de Fokker-Planck y utilizando la situacién de equilibrio térmico es
posible encontrar igualdades que relacionen a los coeficientes a y D de la ecuacién (3.1) entre si.
Tales ecuaciones son cominmente denominadas relaciones de fluctuacion-disipacion de Einstein
y juegan un papel fundamental en el desarrollo de esta tesis.

A continuacién se calcula la relacién de Einstein para la ecuacién de Langevin-backward
en ausencia de campos de fuerza externos, o sea F' = 0. Sea ¢ : (0,00) x V — RT — {0} la
densidad marginal del momento de f (siguiendo la notacién de la seccién anterior), es decir
o (t,p) = [y [ (t,x,p)dx V(t,p) € (0,00) x M. En ausencia de fuerzas externas, la ecuacién
(3.4) implica que ¢ satisface la ecuacién de Fokker-Planck

99

e (t,p) = aap a(p)po (t,p) + D (p) gjj

(t,p)] Y (t,p) € (0,00) x M.

Esta ecuacion tiene asociada una solucién estacionaria ¢, dada por

b0 (P) = Nexp [— /p qg((?)dq] , (3.6)

—Px

donde N es una constante de normalizacién y —p, € M es un real arbitrario tal que la integral
dentro de la funcién exponencial existe.

La forma de la relacién (3.6) implica que es posible generar distribuciones estacionarias
casi arbitrarias para el momento eligiendo a los coeficientes « y D de manera adecuada. Para
ilustrar esto, considérese una densidad de probabilidad a : M — R* — {0} diferenciable. Se
desea encontrar una relacién entre av y D de tal manera que la solucién ¢, coincida con la

funcién a Igualando a(p) con ¢, (p), de la ecuacion (3.6) se sigue que
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d ~
D’ = " logg(p) Vpe€DM. (3.7)

La igualdad anterior constituye una relacién general de fluctuacién-disipacién de Einstein.
Debido a que la particula se encuentra en equilibrio térmico con el bano circundante y no
tiene restricciones en su movimiento (es decir, V = R), el momento de la particula Browniana

tiene como densidad estacionaria a una funcién Maxwell de la forma

gt (p) = (2nM/B) M exp [-Bp?/ (2M)],  VpeR, (3.8)

tomando 3 := (k:BT)fl, donde 7 es la temperatura del bano y kp es la constante de Boltzmann.
Para que los coeficientes o y D capturen la informacién del equilibrio térmico y la no restriccién

del movimiento, de la ecuacién (3.7) y (3.8) se sigue que 'y D deben cumplir
D(p)=a(p) MkgT =a(p)M/B VpeR. (3.9)

Esta ecuacién es conocida como relacion de fluctuacion-disipacion de Einstein.

Las relaciones de fluctuacién-disipacién (3.7) y (3.9) fijan solo uno de los dos coeficientes
a(p) y D(p). Asi, existe la libertad de adaptar, por ejemplo, a la funcién « (p) para que el
proceso (3.1) exhiba el comportamiento de relajaciéon correcto. Esta libertad es una de las
razones principales por las que el enfoque de Langevin es existosamente aplicado en un amplio
rango de procesos de termalizacién. Algunas expresiones fisicamente razonables para o pueden
deducirse a partir de la teoria cinética o de modelos microscépicos hamiltonianos que tienen en
cuenta las interacciones al igual que las propiedades estadisticas del bafio térmico. Ejemplos de
métodos para encontrar expresiones para « y D se discuten en la Seccién 3.2.

Con miras a nuestro tratamiento del movimiento Browniano relativista, conviene tener en
cuenta que las ecuaciones de Langevin constituyen una herramienta 1til para construir modelos
de movimiento Browniano con distribuciones arbitrarias para el momento y la velocidad de la

particula Browniana.
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3.1.5. El proceso de Ornstein-Uhlenbeck no-relativista

El proceso de Ornstein-Uhlenbeck clédsico constituye el ejemplo estdndar de un modelo
de movimiento Browniano (no-relativista) en ausencia de fuerzas externas. Este proceso esta
definido por la eleccién de coeficientes constantes positivos en la ecuacién de Langevin-I1t6. Mas
precisamente, se eligen

a(p)=ag >0, D(p)=Dy>0,

dando lugar a las siguientes ecuaciones diferenciales estocdsticas para la posicién y el momento

de la particula Browniana

P
X, = Mtdt, (3.10a)
dP, = —agPdt+ (2Dg)"? « dW. (3.10b)

La ecuacion diferencial anterior tiene solucién explicita tunica.
Lema 52 La ecuacion diferencial (3.10) tiene solucion tinica, dada por

t
P
X, = X0+/0 Msds,

t
P = P 4 (2Dg)"/? e~ / €0 % dW,
0

para todo t € [0,00).

Observacién 53 FEn la literatura matemdtica, al proceso del lema anterior se le conoce como

el proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

A partir de las propiedades bésicas de la integral de It6 y teniendo en cuenta las condiciones
iniciales deterministas de la ecuacién de Langevin, se encuentra facilmente la media y el segundo

momento estadistico de los procesos de posicién y momento.

Lema 54 Supongamos que la ecuacion (3.10) se cumple junto con las condiciones iniciales
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deterministas Xo = xg y Po = po. Entonces, los procesos P; y X; cumplen que

(P) = Poe ™,
(P?y = Pge ™'+ gg (1— e,
(Xt — Xo) = of?% (1—e ),
<[Xt - X0]2> = @4201;40)215 + [OZ)\/[] 2 (1- e_o‘ot)2 + ag)]\(;[? (=34 4e™ " — 6_20‘0'5) ,

para todo t € [0,00).

Asociada al desplazamiento cuadrético medio esta una cantidad de suma importancia en
cualquier teoria del movimiento Browniano: la constante de difusion asintdtica. Esta constante
se define para un proceso (X¢, P;) de la forma (3.1) por

1
Do (X, Pr) = Jim o (10 = Xol?).

La constante de difusién asintética mide la capacidad efectiva que tiene la particula Browniana
para desplazarse a través del medio; también permite estimar los procesos de relajacién dentro
del sistema y aplicar resultados de la teoria de difusiones.

En el caso del proceso de Ornstein-Uhlenbeck la constante de difusién asintética tiene la

siguiente expresion simple.

Lema 55 El proceso de Ornstein-Uhlenbeck (3.10) tiene asociada la constante de difusion asin-
ttica
Dy

Dop = —2.
(o M)

Como los coeficientes del proceso de Ornstein-Uhlenbeck son constantes, se cumple que los

coeficientes del proceso equivalente con la integral backward no cambian, es decir el proceso
dP; = —apPdt + (2D0)1/2 o dW;,

es equivalente al proceso de Ornstein-Uhlenbeck (3.10b). Por lo tanto, como la particula Brow-

niana estd en equilibrio térmico con el bano circundante, la relacién de Einstein (3.9) Dy =
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agMkp7 se cumple también en este caso. Luego, la constante de difusién asintdtica puede

escribirse como
kT
o = .
Od()M

Debido a que la ecuacién para el momento del proceso de Ornstein-Uhlenbeck tiene coefi-
cientes constantes, del Teorema 109 y el Capitulo 3.5 del libro de McKean [46] se sigue que la

densidad marginal del momento satisface la ecuacién de Fokker-Planck

aaf (t,p) = aap [aopcb (t,p) + Dogjj (t,p)] Y (t,p) € (0,00) x R. (3.11)

Considerando la condicién inicial determinista ¢ (0,p) = d (pg — p), la solucién de la ecuacién

(3.11) esta dada por

1/2 —apt)2
a0 ap (p — poe~ %)
t,p) = — Vp € R.
d)( p) {27TDO (1 — e_QO‘Ot) } eXp [ 2D0 (1 — 6_2a0t) ] p
En el limite ¢ — oo la solucién anterior se reduce a una densidad Gaussiana

QQ 12 0401?2
— — R
Poo (P) <27rD0> exp< 2D0> Vp € R,

es decir que la distribucion estacionaria marginal de momentos del proceso de Ornstein-Uhlenbeck

corresponde a una distribucién normal, lo cual nos dice que es un modelo de movimiento Brow-
niano que atrapa la informacién del equilibrio térmico, algo bastante deseable.

Dada una densidad marginal a (t,p) para el momento de la particula Browniana y teniendo
en cuenta la relacién entre velocidad y momento p = Mw, se tiene que la densidad 12 (t,v) que

gobierna la velocidad de la particula Browniana estd dada por

~ dp~

D(t0) i= B (Ep @) = M (t.p(v)).

Entonces, en el caso del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, la densidad 1 (¢, v) de la velocidad de

la particula Browniana estd dada por

1/2 M _ —aot 2
i [—O‘(;E)Oz’l_pjfw)) Y(t,v) € R
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Teniendo en cuenta la relacién de Einstein (3.9), podemos ver que la densidad estacionaria para

la velocidad de la particula Browniana se expresa como

MoO\Y? Mv?
Y (v) = <27rk:BT> exp <_2k37> Vv € R,

la cual es una distribucién de Maxwell para la velocidad. Esto vuelve a confirmar que el modelo

de movimiento Browniano atrapa la informacién del equilibrio térmico.

Los modelos de Ornstein-Uhlenbeck con influencia de campos de fuerza externos fueron es-
tudiados intensamente durante el siglo pasado desde un enfoque de Kolmogorov. Sin embargo,
para campos de fuerza arbitrarios F' (t,z) generalmente es muy dificil, y en muchos casos im-
posible, encontrar soluciones a la ecuaciéon de Fokker-Planck. En el caso més simple se tienen

campos de fuerza conservativos y estacionarios F' (t,z) = F' (x) con potencial ® (), es decir

F(z)= —%@ (z).

En este caso es posible determinar soluciones estacionarias en el limite ¢ — oo. La ecuaciéon de
Fokker-Planck para la densidad g (¢, z, p) de un proceso de Ornstein-Uhlenbeck bajo la influencia

de un campo de fuerza F (t,z) estd dada por

0 0g
Y o = ap <a0pg+DOap> '

Imponiendo la relacién de Einstein Dy = «aoMkp7, la solucién estacionaria de la ecuacién

anterior estd dada por la densidad de Maxwell-Boltzmann

2

s =2 e (- | v ew]). o=@,

donde Z~1 es una constante de normalizacion.

3.2. Modelos microscépicos: el modelo de colisién binaria

Cuando se consideran ecuaciones de Langevin del tipo (3.1), en principio se pueden distinguir

entre los dos siguientes enfoques:
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(a)

Postular estas ecuaciones como modelos fenomenolégicos, estudiar las consecuencias mate
médticas y comparar las predicciones resultantes con experimentos con el fin de validar o
no la teoria. Adoptando este enfoque, los parametros y la forma explicita de las funciones

de ruido y friccién tienen que ser determinados de la informacién experimental.

Alternativamente, se puede tratar de motivar y derivar las ecuaciones de Langevin a partir
de modelos microscépicos. Si se tiene éxito, este enfoque permite encontrar expresiones
explicitas para las funciones de ruido y friccién en términos de los pardmetros del modelo

microscépico.

En esta seccién se considera el segundo enfoque, el cual atrajo considerable interés en las tl-

timas décadas. Las ecuaciones de Langevin proveen una descripcién aproximada de la dindmica

microscépica “exacta’. Por lo tanto, con el fin de derivar ecuaciones diferenciales estocdsticas

a partir de modelos microscépicos, se tienen que imponer ciertas aproximaciones; las cuales

determinan el rango de aplicabilidad del enfoque de Langevin para el movimiento Browniano.

Generalmente, se pueden seguir al menos dos caminos distintos para derivar ecuaciones dife-

renciales estocésticas de la forma (3.1) de modelos mds precisos:

(1)

Empezando con una ecuacién tipo Boltzmann o una ecuacién maestra para la densidad
de probabilidad de la particula Browniana, se puede tratar de reducir estas ecuaciones
integro-diferenciables a una igualdad de Fokker-Planck realizando aproximaciones ade-
cuadas. Una vez encontrada la ecuacién de Fokker-Planck es sencillo escribir la ecuacién
de Langevin asociada. La dindmica de las colisiones microscépicas queda implicita en la

ecuacion de Boltzmann.

Alternativamente, se puede partir de un modelo microscépico que describa la interaccién
entre la particula Browniana y el bano térmico. Al eliminar los grados de libertad del
bano térmico en las ecuaciones del movimiento de la particula Browniana, se obtiene una
ecuacién de Langevin generalizada, la cual puede reducirse a la forma (3.1) en ciertos
casos limite. Como subproducto, con este enfoque las relaciones de fluctuacién-disipacién
surgen de una manera mas natural al asumir una distribucién de probabilidad para la

configuracién (inicial) del bafo.
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En esta seccién se desarrolla el segundo procedimiento con un modelo de colisién binaria, el
cual puede ser extendido al caso relativista. Cabe destacar que el método mas empleado para
deducir expresiones para las funciones de ruido y friccién se deriva del modelo del oscilador
armonico; sin embargo éste no puede extenderse a la relatividad, razén por la cual no se expone

en esta tesis.

3.2.1. El modelo de colisiéon binaria eldstica

El modelo de colisién binaria parte de la idea de que el movimiento estocdstico de una
particula Browniana se genera debido a las frecuentes colisiones eldsticas con las particulas
del bano térmico. Bédsicamente, este modelo consiste en construir una ecuacién de Langevin a
partir de la cinemaética de las colisiones de la particula Browniana y las particulas del bano. El
modelo de colisién binaria se usa para encontrar expresiones ttiles y realistas para las funciones
de ruido y friccién, ademéds de que permite dar una justificacion heuristica de la ecuacién de
Langevin (3.1).

En la exposicién de esta seccién, se considera que el bano térmico consiste de N € N
particulas de masa m, tomando N > 1y m < M. Ademds, se denota por z, (t) y p, (t)>
a la posicién y el momento al tiempo ¢ de la particula ‘r’, r € {1,..., N} del bafio térmico,

respectivamente.

Cinematica de las colisiones

Una colisién eldstica entre la particula Browniana y la particula ‘r’ del bano térmico estd

gobernada por las leyes de conservacion
E+e =FE+7%, P+p,=P+p,,

donde E (P) := P%/2M es la energfa de cinética de la particula Browniana, €” (p) := (p)?/2m
es la energia de la particula ‘r’ del bano y los simbolos con (™) se refieren al estado posterior a

la colisién. Considerando las ecuaciones anteriores, se encuentra que la ganancia de momento

2Resulta importante notar que (t) y pr(t) también son procesos estocdsticos. Para ganar un poco de
claridad, no usamos la notacién con subinices acostumbrada para los procesos.
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de la particula Browniana en la colisién con la particula ‘r’ estd dada por

2m 2M

— P, - (). 3.12
M+m t+M+mp() ( )

APT (t) = ﬁt — Pt =

Con objeto de justificar heuristicamente la ecuacién de Langevin (3.1) y de encontrar coefi-
cientes o y D realistas, conviene considerar el cambio de momento 0P (t) := P15t — P, de la
particula Browniana en el intervalo de tiempo “mesoscépico” [t,t + dt], haciendo las siguientes

tres suposiciones:

= las colisiones que ocurren en [t,t + 0t] pueden ser vistas como eventos independientes;

» el salto de tiempo 0t es lo suficientemente pequenio para que se cumpla [P (t) /P < 1y
para que ocurra a lo mds sélo una colisién entre la particula Browniana y una particula

especifica del bano térmico;

= ¢l valor de dt es lo suficientemente grande para que el nimero de colisiones sea mayor a

1.

Estos requisitos solo pueden cumplirse simultdneamente si m < M, lo cual fue un supuesto

ya hecho. Con los supuestos anteriores es posible aproximar §P (t) por
N
P (t)~ Y AP, (t) I, (t,6t), (3.13)
r=1

donde I, (t,0t) es la funcién indicadora para una colisién entre la particula Browniana y la

particula ‘r’ del bano térmico durante el intervalo [t,¢ + 0t], es decir

1 si una colisién entre la particula Browniana
I (t,6t) = y la particula ‘r’ ha ocurrido en [¢,t + dt],
0 en otro caso.

En el caso unidimensional, I, (¢,0t) puede expresarse como

I (t,6t) = O (X, — 2}) © (zg - fg) 1O — X0 ()Zt - 5;) , (3.14)
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siendo © : R — R la funcién Heaviside y
X; = X; + Vi, T =z, (t) + v, (t) 6t (3.15)

las posiciones proyectadas al tiempo ¢+ 0t de las particulas en colisién. Asi, podemos expresar la
funcién indicadora I,- en términos de las posiciones y las velocidades de las particula Browniana
y particula ‘r’ del bafio, algo que resulta 1til en la determinaciéon de los coeficientes o y D.
La ecuacién (3.14) puede justificarse al tener en cuenta que dos particulas colisionan en el
intervalo [t,t + dt] cuando se dirigen la una contra la otra y la distancia que las separa es lo
suficientemente pequena.

Combinando las igualdades (3.12) y (3.13) se llega a que

A~ —2 [Z Y (t,6t)

Pt+2ZM+ pr (t) I, (£, 01), (3.16)

donde, adicionalmente, se supone que para cada colisién que ocurre en el intervalo [t,t + 0t],
el momento de la particula Browniana antes de la colisién es aproximadamente igual al valor

‘inicial’ ;. En vista de que m < M, la ecuacién anterior puede simplificarse como

N

P42 pp (t) I (t,6t). (3.17)
r=1

N
~ 2 [ZE (t, 5t)

Una comparacién entre la ecuacién (3.1) y la igualdad (3.17) sugiere que, heuristicamente,
el primer término del lado derecho de la ecuacién (3.17) puede interpretarse como friccion,
mientras que el segundo término puede pensarse como ruido. Esto justifica, heuristicamente, el
porque tomar ecuaciones de Langevin de la forma (3.1) con F' = 0 para modelar la dindmica
de la particula Browniana en ausencia de fuerzas externas. A pesar de que es bastante similar
a la ecuacién de Langevin (3.1), la ecuacién (3.17) es considerablemente m&ds complicada que
la ecuacién de Langevin. Esto se debe a que las funciones indicadoras I, de la ecuacién (3.17)
dependen tanto de la posicién y la velocidad de la particula Browniana, como de la posicién y
la velocidad de las particulas del bano. Sin embargo, es posible calcular las propiedades estadis-
ticas de los incrementos de momento 6 P (t) de la ecuacién (3.17), suponiendo una distribucién

especifica para las particulas del bano térmico.
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Distribucion del bano térmico

En principio, se puede utilizar las ecuaciones (3.16) y (3.17) para calcular los momentos
estadisticos <[(5P (t)]]> para una densidad arbitraria fy (z1,p1,...,2n,pn) de las particulas
del bano térmico. Aqui se trata la situacién cuando el bano térmico (arbitrariamente grande)
estd dado por un gas quasi-ideal, el cual se encuentra en equilibrio térmico con su ambiente.
En este caso, la densidad que modela la probabilidad de encontrar a la particula ‘r’ del bano
térmico en algin lugar del espacio fase, estd dada por la funcién espacialmente homogénea de
Maxwell

—p?

B —1/2 ;-1 N
Ji(zr,pr) = (2rmkpT) ™" L™ exp [(kaBT)

] Y (z,p) € (0,L) xR, (3.18)

donde L es el volumen (unidimensional) contenedor del banio. Ademds, se supondréd que:

= las particulas del bano térmico son independiente e idénticamente distribuidas;

= las colisiones entre la particula Browniana y las particulas del bano térmico no afectan la

distribucién de las particulas.

Las dos suposiciones anteriores pueden justificarse para banos lo suficientemente grandes,
siempre y cuando las colisiones entre las particulas del bafio restablecen rdpidamente una dis-
tribucién espacialmente homogénea.

La fuerza media de deriva

La deriva media (al tiempo ¢) se define como el cambio promedio de momento sobre el
intervalo [t,t + 0t], dado el valor del momento P al tiempo ¢, es decir la deriva media al tiempo

t es la esperanza (0P (t) | P, = p). En el caso de la ecuacién (3.17), se encuentra que
m
(0P (t) | P =p) = —2N (M) (I (t,6t)) p + 2N (p,I, (t, 6t)) .

Debido a que la densidad en el espacio fase de las particulas del bano es una funcién de la

forma (3.18) y a que la funcién indicadora I, se puede expresar como (3.14), se tiene que para
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cualquier funcién continua G : (0, L) x R — R y para todo r € {1,..., N} se cumple que

(G (xp,v) I (t,6t)) / / G (zr,v,)0O (X —27)0© (eqn — )~(t> Y (vy) dvpdax, +

/ / G (2r.0) © (] — X)© (K — ) 0 (v) vy, (3.19)
0 —00

donde ¥ : R — R es la funcién de densidad de probabilidad para la velocidad de una particula

del bano térmico, la cual es una funcién de Maxwell de la forma

1/2
¥ (vy) = () exp <;}22> : vp = <%BT> : (3.20)

% m
Cabe destacar que las integrales en la igualdad (3.19) son dificiles de calcular, sino imposi-
bles. Sin embargo, existen algunas identificaciones heuristicas y métodos que permiten encon-
trar expresiones ttiles. Por ejemplo, puede utilizarse una expansiéon de Taylor con derivadas

ge-neralizadas. De las ecuaciones (3.14) y (3.15), se sigue que la funcién indicadora I, puede

ser aproximada por su expansién de Taylor (generalizada) hasta primer orden
ot
I (t,dt) ~ ) lup (t) — V| 0 (zr (F) — Xy),
donde ¢ () es una delta de Dirac. Usando la iltima expresién, es posible encontrar que
(G (@r.0r) I, (£, 68)) / G (X, v0) [or (£) — Vil (o) o,

tomando ¢ como en (3.20). A partir de la igualdad anterior, se llega a que

6P| P=p) ~ —2mksT {WI/Z (;) exp [— <p];>2] } 5t
—onykpT { [(;)2 + % erf (pl) } st, (3.21)

donde ny, = N/L es la densidad de las particulas del bafio térmico, pp := Mvg = M (QkBT/m)1/2

o7



es una escala caracteristica térmica para el momento y erf (z) es la funcién error definida por

2 z
erf (z) = ﬁ/o e da.

Si bien obtener una expresién clara (sin aproximaciones de ningun tipo) para la deriva
media no es factible, se pueden obtener expresiones ttiles a través de métodos numéricos como
aproximacién por splines, entre muchos otros procedimientos.

Asociada a la deriva media se encuentra asociada la fuerza media de deriva K (p), la cual se

define como

Esta fuerza puede considerarse como una medida de los procesos de relajacion de la particula
Browniana y el bano térmico. Al realizar aproximaciones numéricas podemos ver que la fuerza
media de deriva crece linealmente para valores pequenios del momento y de manera cuadrética
para valores grandes del momento.

A continuacién se estudia un procedimiento para aproximar el modelo de la igualdad (3.17)

por una ecuacién diferencial estocdstica no lineal del tipo (3.1).

Aproximacién de Langevin

La ecuacién para los incrementos del momento (3.17) no es atin una ecuacién de Langevin.

Las ecuaciones diferenciales estocdasticas del tipo
dP, = —a (Py) Pt + [2D (P,)]Y? e dW,, (3.22)

constituyen modelos fenomenoldgicos que proveen una descripcién simplificada de la dindmica
microscépica, la cual en el caso del modelo de colisién binaria estd descrita mas precisamente
por la ecuacién (3.17). Por lo tanto, para obtener un modelo de Langevin 1itil, se deben elegir
a los coeficientes a y D de tal manera que produzcan la mejor aproximacion posible en la clase
de ecuaciones diferenciales estocdsticas definida por la ecuacién (3.22). Es posible que existan
una infinidad de criterios para definir una “buena aproximacién”, en este caso los criterios que

deberd cumplir el proceso (3.22) para decir que es una buena aproximacién son dos:
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= Aproximar la distribucién estacionaria correcta;

= Exhibir el comportamiento de relajacién media correcto.

El primer criterio es equivalente a imponer la relacién de fluctuacion-disipaciéon apropiada,
sobre los coeficientes o y D. Para el modelo de colisién binaria considerado aqui, la distribucién

estacionaria para el momento de la particula Browniana esta dada por una densidad de Maxwell

p2

b ) = (MR T) M exp |

} Vp € R.

De acuerdo a lo hecho en la Seccién 3.1, esto implica que o y D deben satisfacer la relacién de
FEinstein

D (p) =a(p) MkpT VpeR. (3.23)

El segundo criterio puede expresarse matemdaticamente como

<T\BZP>Z<W\BZP>,

/
donde se toma heurfsticamente? %gt) = a(P)+ D' (P) + W y se supone que

fg (2D (Ps))ds < oo Vt > 0. Teniendo en cuenta la relacién de Einstein (3.23) y la relacién

heuristica anterior, se llega a que el lado izquierdo de la ecuacién anterior esta dado por

<deZt(t) | Py :P> ~ = la(p)p— o (p) MkpT].

Asi, el segundo criterio es equivalente a la ecuacién diferencial ordinaria (no-estocéastica)

—a(p)p+d (p) MkT = K (p). (3.24)

3Noétese que el proceso P no necesariamente es diferenciable, por lo que estrictamente hablando d{% no tiene
sentido. Sin embargo, podemos cuantificar la variacién del proceso P; heuristicamente. La ecuacién (3.22) es
equivalente al proceso

dP; = [a(P:) — D' (Py)] dt + [2D (P:)]"/? dW:.
Al dividir por dt, el cual seré pensado como un escalar, se obtiene la identificacién heuristica. Ademés, se supone
fot (2D (Ps)) ds < oo Vit > 0 para poder asegurar que la esperanza <fg [2D (Ps)]*? « dWS> = 0 existe V¢ > 0.

59



Con respecto a los dos criterios formulados anteriormente, la solucién a la ecuacién diferen-
cial ordinaria (3.24) proporciona el coeficiente de fricciéon o que genera la ‘mejor’ aproximacion
de Langevin para el modelo de colisién binaria; la condicién inicial para « (p) debe especificarse
de tal manera que se obtenga el comportamiento asintético correcto. La informacién sobre el
modelo de colisién binaria y la distribucién del bano térmico queda implicita en la fuerza media
de deriva K (p). Evidentemente, el procedimiento que permite llegar a la ecuacién (3.24) puede
generalizarse para otros modelos de interaccién y otras distribuciones para el bano térmico,
siempre y cuando se conozca la distribucién estacionaria para el momento de la particula Brow-
niana. Otros tipos de interaccién (e.g. colisiones no eldsticas) podrian producir otra funcién
K (p); mientras una distribucién no Maxwelliana para el bano térmico podria afectar no sélo
el lado derecho de la ecuacién (3.24), también modificaria el lado izquierdo pues la relaciéon de
fluctuacién-disipacién seria distinta.

Desafortunadamente, casi siempre es muy dificil, o incluso imposible, encontrar la solu-
cién analitica de la ecuacién diferencial ordinaria (3.24) para una funcién K (p) realista. Para
propésitos practicos, se pueden obtener aproximaciones ttiles, por ejemplo, al considerar el
comportamiento asintético para p — 0 o p — o0o. En el caso del modelo de colisién binaria, se
utiliza la aproximacion

K (p)

a(p) ~ —T = Qoo (D) -

Esta aproximacion se toma como una opcién sencilla de calcular y puede justificarse para
algunos bafio térmicos y relaciones de fluctuacion, sin embargo no es totalmente cierta en todos
lo casos.

Para el proceso de Ornstein-Uhlenbeck, el valor de la constante ag puede aproximarse por

Q) = Qo (0); segtin la ecuacion (3.21) se tiene

m (8kpT\'/?
ap = s (0) = =K' (0) =~ Vi < ﬂil ) :

Otro valor que podria tomarse para ag es el valor minimo o méximo (si existen) de aq (p) .
Cabe mencionar que en el caso de la aproximacién (3.21) el valor minimo de s (p) coincide con
Qo (0). El valor de Dy se obtiene a partir de la relaciones de Einstein Dy = D (p) = agMkpT.

Adoptando estas simplificaciones adicionales, puede esperarse que el proceso de Ornstein-
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Uhlenbeck correspondiente genere una descripcién 1til para particulas Brownianas a tempera-
turas 7 lo suficientemente bajas.

De una perspectiva mds general, los ejemplos anteriores ilustran los objetivos que no es
posible alcanzar por los modelos fenomenolégicos de Langevin basados en procesos de Wiener.
Las ecuaciones de Langevin de este tipo, y sus respectivas ecuaciones de Fokker-Planck, proveen
una descripcién simplificada de la dindmica microscépica inherente. Las funciones coeficiente en
la ecuacién de Langevin/Fokker-Planck permiten construir procesos estocdsticos que exhiben
el mismo comportamiento de relajacién y aproximan la misma distribucién estacionaria que
el proceso fisico real. Las distribuciones estacionarias a menudo pueden inferirse de principios
termoestadisticos (e.g. méxima entropia), mientras que el comportamiento de relajacién debe
deducirse de la dindmica microscépica exacta. En muchos casos, los modelos estocésticos resul-
tantes son suficientes para compararlos con la informacién experimental accesible, pero pueden
volverse inexactos para describir correlaciones de mayor orden y/o la dindmica de relajacién no

proxima al estado asintético.
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Capitulo 4

El Movimiento Browniano

Relativista en el Espacio Fase

El objetivo de este capitulo es estudiar y establecer la teorfa de Langevin para movimien-
tos Brownianos en el marco de la teoria especial de la relatividad. Se consideran ecuaciones
diferenciales estocdsticas que describen procesos de Markov en el espacio fase de una particula.
La razén principal para considerar procesos en el espacio fase, en lugar de procesos que solo
involucren a la posicién Xy, se debe a que es imposible definir un proceso de Markov relativista
no-trivial X; en el espacio-tiempo de Minkowski; como lo ha demostrado R. Dudley [14] en
1966. Los desarrollos de esta seccién pueden considerarse la contraparte relativista de aquellos
tratados en el Capitulo 3.

Desde una perspectiva conceptual, pueden distinguirse dos enfoques complementarios en
la modelacién de procesos estocdsticos que retratan la dindmica de una particula Browniana
relativista. El primero de ellos consiste en postular ecuaciones de evolucién para la densidad de
las probabilidades de transicién del proceso estocdstico; el ejemplo mds tipico son ecuaciones
diferenciales parciales del tipo Fokker-Planck. En un marco relativista, la cota en la velocidad
de propagacién de las particulas impone restricciones bastante estrictas en la estructura de
las ecuaciones de evolucién. Alternativamente, un segundo enfoque es comenzar postulando
ecuaciones diferenciales estocdsticas como modelos fenomenolégicos y, posteriormente, derivar

ecuaciones de evolucién. En el presente capitulo se expone esta iltima via, la cual tiene como
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ventaja que el origen fisico de la mecdnica estocédstica estd “menos escondido” en comparacién
con otros enfoques.

En la primera seccién de este capitulo se establece la ecuacién de Langevin relativista, se
discuten algunas diferencias con el caso no-relativista y se calculan las ecuaciones de Fokker-
Planck para la densidad de la trayectoria en el espacio fase. En la seccién 2 se trata el caso
de un bafio térmico estacionario, isotrépico y homogéneo, el cual estd en ausencia de fuerzas

externas; ademads se establece un teorema de fluctuacién-disipacién para este caso.

4.1. Ecuaciones de Langevin y Fokker-Planck relativistas

Cuando se consideran ecuaciones de Langevin como modelos del movimiento Browniano,
implicitamente se asume que es posible y razonable separar los grados de libertad de la particula
Browniana de los del ambiente (bano térmico). Desde este punto de vista, se pueden especificar
dos marcos de referencia distinguibles: el marco del laboratorio 3, definido como el marco
de referencia inercial del bano térmico, y el marco inercial ¥, que se estd comoviendo con la
particula Browniana en un instante de tiempo dado.

Para comenzar se considera la cuestién de como modelar la dindmica de una particula
Browniana relativista en el marco del laboratorio ¥, el cual se supondrd que tiene d € N

dimensiones espaciales.

4.1.1. La ecuacién de Langevin relativista: principios generales de construc-
cién

Considérese el movimiento de una particula Browniana relativista puntual en 3. Supdngase
que tal particula tiene masa en reposo M > 0 y que estd inmersa en un bafio térmico que
consiste, por ejemplo, de particulas liquidas més pequenas (masa en reposo m < M) a tem-
peratura constante 7. Las cantidades M, m y 7 corresponden a las medidas en el marco de
referencia inercial 3. La posicién, la velocidad, el momento relativista y la energia relativista
de la particula Browniana en Y para cualquier tiempo ¢ de X, se toman como X;, V; := %,
P, := M~y (V) Vi y PP = (M2 + P%) 1/2, respectivamente. Debido al comportamiento aleato-
rio de la particula Browniana, se asume que {X;,¢t > 0}, {P,t > 0}, {V,t >0} y {Pto,t > O}
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son procesos estocésticos en R? definidos en algin espacio de probabilidad.
Todos los modelos estocdsticos para la posiciéon de la particula Browniana relativista son

procesos estocdsticos que satisfacen la siguiente definicién.

Definicién 56 Sea {Y,t > 0} un proceso estocastico que toma valores en R? y que es diferen-
ctable en todas partes respecto a la vartable temporal. Diremos que Y es un proceso estocdstico
relativista si satisface

dY
‘t <c=1 VYt>0.

dt

Notese que la posicién X; es un proceso estocdstico relativista si, y sélo si,

<1 Vt>0; (4.1)

P, P, dX,
LI e

(M2 P22 P dt

lo cual obviamente se cumple.

Observacién 57 Bajo la definicion de proceso estocdstico relativista, queda establecida la propiedad

de que la particula Browniana no puede ir mds rdpido que la luz.

De particular interés son los modelos del movimiento Browniano que pueden ser expresados
como ecuaciones diferenciales estocdsticas similares a las ecuaciones de Langevin no-relativistas
(3.1). La idea basica para construir tales procesos consiste en asociar integrales estocdsticas
solo al momento relativista P = (Pl) de la particula Browniana, el cual puede tomar valores
en todo R?. Haciendo esto se asegura que la condicién (4.1) se cumpla automéaticamente.

Los modelos de movimiento Browniano relativista que se desarrollan en esta tesis son ecua-
ciones similares a la ecuacién de Langevin no-relativista para la posicién X; y el momento P,
de la particula Browniana, parametrizadas en el tiempo de X. Antes de escribir explicitamente
ecuaciones diferenciales estocdsticas para las componentes del momento relativista P = (Pi),

conviene dar una pequena explicacién del porque se decidié parametrizar en términos del tiempo
de X.
La eleccién del pardmetro temporal: ;Por qué el tiempo de X7

Una suposicién (postulado) fundamental de la fisica Galileana no-relativista es la existencia

de un tiempo universal. Por consiguiente, en la teoria no-relativista de Langevin, es bastante
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natural identificar al tiempo universal ¢ con el pardmetro temporal del proceso estocdstico
conductor, el cual se toma como un proceso de Wiener multi-dimensional W;. En contraste,
en relatividad especial la nocién de tiempo se vuelve marco-dependiente y, por lo tanto, es
importante especificar cual pardmetro de tiempo se utiliza para cuantificar las fluctuaciones del
proceso estocdstico conductor.

Cuando se considera el movimiento estocdstico de una particula Browniana, pueden distin-
guirse dos pardmetros temporales caracteristicos: el tiempo ¢ del marco de referencia inercial
>, el cual puede ser interpretado como el tiempo propio del bano térmico, y el tiempo propio
7 de la particula Browniana. En principio, cualquiera de los dos tiempos puede usarse para
formular ecuaciones diferenciales estocdsticas para las componentes espaciales del momento re-
lativista de la particula, P = (Pl) Sin embargo, en el tratamiento convencional de Langevin
del movimiento Browniano, usualmente se considera a la friccién y al ruido como fuerzas ex-
ternamente impuestas que actian sobre la particula Browniana y reflejan fluctuaciones en el
banio térmico. Por lo tanto, parece més natural caracterizar las propiedades (estadisticas) de la
fuerza de Langevin en términos del tiempo del laboratorio t. Sin embargo, como se discute en
el Capitulo 6, es posible reparametrizar una ecuacién de Langevin dada en términos del tiempo

propio asociado.

La ecuacién de Langevin en el tiempo del laboratorio

Supdngase que la particula Browniana estd en presencia de un campo de fuerza determi-
nistico externo. La dindmica estocdstica de la particula Browniana relativista en ¥ puede ser

descrita por la ecuacién diferencial estocdstica parametrizada por el tiempo de X

lid

dX; = PO dt, (4.2a)
dP! = F'(t,X4,Py)dt —a¥ (t, Xy, Py) Pldt + ¢ (¢, X, Py) © dWY, (4.2b)
donde:
a) X}y Pli=1,...,d, denotan las componentes espaciales en . de la posicién y el momento
relativista;

b) ® € {x,0, e} senala el tipo de integral estocdstica considerado;
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c) W, = (th, o Wtd) es un proceso de Wiener d-dimensional;

d) F': [0,00) x VX R? = R, a7 : [0,00) x VxR = Ryc7:[0,00) xVxRI - R
1,7 =1,...,dson funciones C'*°, con V el conjunto abierto y conexo al cual esta restringido

el movimiento de la particula Browniana;

e) F'denota el campo de fuerza un campo de fuerza externo deterministico, —a®/ (¢, X4, Py) Ptj
es una fuerza de friccién fenomenolégica y el término ¢/ (t, Xy, Py) ©® thj representa una

fuerza de Langevin relativista.

A laigualdad (4.2) se le denomina ecuacion de Langevin relativista (en el marco de referencia
Y.). En el desarrollo de la tesis, se trata sélo el caso (F’) = 0. Por ser F*, a y ¢¥ de clase
C*°, la ecuacién (4.2) tiene sentido matemadtico para los tres tipos de integral considerados. La
existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién de Langevin relativista (4.2) depende de la
forma de las funciones F?, a” y ¢, asf como de la condicién inicial considerada. En el Capitulo
2 se establecieron algunos resultados que tratan claramente este tema. A lo largo de esta tesis, se
supondrd que la ecuacién de Langevin (4.2) tiene solucién tnica; solo se demostrard la existencia
y unicidad para los ejemplos clédsicos de modelos del movimiento Browniano relativista. Ademas
se supondra que las condiciones iniciales X y P de la ecuacién (4.2) son deterministas, a menos

que se indique lo contrario.

Observacion 58 Si ademds de la condiciones ya mencionadas, la ecuacion de Langevin (4.2)
cumple la restriccion de crecimiento del Teorema 29 de existencia y unicidad y tiene una condi-

cion inicial (Xo,Po) independiente de W ¥t > 0, tal igualdad tiene solucion inica.

Una posible motivacién de la ecuacién de Langevin relativista (4.2) es la analogia con el
caso no-relativista, sin embargo, esta es una razén muy pobre. Una motivacién mds adecuada de
esta ecuacién y una forma de encontrar coeficientes a”/ y ¢ realistas se discute en el Capitulo
7.

Las ecuaciones (4.2) gobiernan a las componentes espaciales de los cuadrivectores (Xto , Xt)

y (Pto, Pt). Ademds, es posible agregar una ecuacién para la componente temporal X poniendo
PO
dX{ = —Ldt = dt,
P
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lo cual es consistente con el hecho de que X{ = t. La ecuacién para la componente de energia
PP puede derivarse de la ecuacién (4.2b) al aplicar las férmulas de cambio de variable para

. . . e 1/2
ecuaciones diferenciales estocdsticas al proceso PP := (M 2+ P%) 2

Proposicién 59 Supongamos que se cumple la ecuacion (4.2). Entonces, el proceso PP =

}dt

2
+P4;w (t, Xy, Py) © dWY/, (4.3)
t

(M? + P?) 12 satisface la ecuacion

; PP

B(#)

. pti

. . DU (t.X,.P
P} = {(Fz(t,Xt,Pt)—a” (t,Xt,Pt)Ptj)ﬁ DY (t, X1, P1)
t

2

+ o

donde D% (t,Xy,Py) 1= " (¢, Xy, Py) " (t, Xy, Py), 65 es una delta de Kronecker y, depen-

diendo de la integral estocdstica, Ay =1, Ao =0 y Ao = —1.

Demostracién. Para demostrar lo deseado, usaremos la férmula de It6 (26) y sus andlogos

de Stratonovich (47) y backward (51); lo demostraremos primero para la integral de 1t6. Defi-

/2 £ ou  Ou ou
. Nétese que G, 75y ot

namos u : R x R? x [0, 00) — R dada por u (x, p,t) = (M2 + p2)1

existen Vi € {1,...,d} y que

ou
E (X7 p7t) - 07
U
8$i (X7 p7t) = 07
U B Pt
?pi(xapj) - (M2—|—p2)1/27
para todo (z',...,2%p', ... pht) = (x,p,t) € R? x R? x [0, 00).
Por otro lado, de lo anterior se sigue que 83’281‘;3“ a;?fgxi’ ijgpi v 61?;5;,. existen para 1,7 =
1,...,d y que
92w M2+ p2 . (pi)2
9 (pi)2 (pt) = 2 2)3/2
(»") (M? +p?)
0%u pt
Ipi o P (opt) = - 2 | n2)3/2’
p (M? + p?)
0%u 0%u 0%u 0%u
8({1}‘Z>2 (X7p7 ) 8.%']6.%'1 (X’ p? ) axjapz (X7p’ ) 6])’3:6] (X7p’ ) 9
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para cualesquiera (:cl,...,md,pl,...,pd,t) = (x,p,t) € RE x R? x [0,00) e 4,7 € {1,...,d},
1% 7.
De la definicién de u y lo hecho arriba, es claro que u es continua y que

2 2 . ..
a:?i g 833' gp, y a;?i 5.7 son continuas para 4,7 = 1,...,d. Entonces podemos aplicar la férmula

du Ou Ou _d%u
ot oxt’ 6])7‘ ) 8])]6]71’

de Ito al proceso P := (M? + PZ)I/2 = u (X¢, Py, t). Mediante la férmula de It6 y evitando el

criterio de sumacién de Einstein para ganar claridad, llegamos a que

d

dpY = Z

d d
82 . .
P, t)dP; + Z apop (Xt,Pu )ZC” (t, X¢, Py) 7 (8, X, Py) di
r=1

7]_

d d
PZ P-]P?,
= Z dPt—{—f Z ( ) Z POtng (t Xt,Pt) dt
= =\ e Fe
J
da [ d ' py
= D |FI (X, P =3 a¥ (1, X0, P P dt+Z ch t, X, Py) # dW}
i=1 | = P
1| a Zd: pipi .
5 po DY (£, Xy, Py) | dt
a Pti i j i d ; d .. . pti
= Z ﬁcw (t,Xt,Pt) * thJ + Z F* (t,Xt,Pt) o Zaz] (t,Xt,Pt) Ptj ﬁdt
ij=1"" i=1 =1 i
d . o
D (t,X,,P;) (5@- pgptz>
- Z - 5 | p0o 3 | dt
=1 2 B (P)

Aplicando el criterio de sumacién de Einstein a la ecuacién anterior, tenemos que

i 4 g N Pl
dPtO _ Pt e (t, X, Py) * dW] <FZ (t, X, Py) —a¥ (8, X4, Py) Pg) F%dt
t
LD X0 Py (8 PP
9 Pto (Pt0)3
| P D9@XuP) [0y PP
_ Fir X, P — (X, P P_]) t é Jyo Tttt dt
{( (t, X, Py) — a' (t, X4, Py) PO 2 Py (Pt0)3

P .
+P'i)c” (t, X, Py) % dW7,
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lo que prueba lo deseado para la integral de It6. Las pruebas para el caso de Stratonovich y
Backward-It6 son andlogas a esta demostraciéon. m

En el Capitulo 6 se discute la forma en que las ecuaciones de Langevin parametrizadas
por el tiempo del laboratorio pueden ser reparametrizadas en términos del tiempo propio de la
particula y del tiempo de un observador en movimiento. La reparametrizacién en términos del
tiempo propio es de especial interés, pues este tiempo es un invariante en todos los marcos de
referencia. Una motivacion de la ecuacién de Langevin (4.2) y una forma de obtener coeficientes

ay D “realistas” se discute en el Capitulo 7.

4.1.2. Las ecuaciones de Fokker-Planck

Las condiciones para la existencia de la densidad de transicién del proceso de Langevin (4.2)
dependen de la forma que tomen las funciones coeficiente involucradas F?, a¥ y ¢”. En esta
tesis no se hace énfasis en estas condiciones pues se construyen modelos para el movimiento
Browniano relativista a partir del supuesto de que el proceso (4.2) tiene densidad estacionaria,
lo cual es suficiente para el andlisis que se hace. Las propiedades que debe tener la ecuacién
de Langevin (4.2) para que su densidad de transicién (si la tiene) cumpla con la ecuacién de
Fokker-Planck son mucho més sencillas, aunque tampoco se hace gran énfasis en ellas. Los
casos en los que la ecuacién de Fokker-Planck es necesaria, corresponden todos a ecuaciones de
Langevin auténomas, en las cuales se supone de entrada la existencia de la densidad estacionaria
y solo se necesita utilizar la ecuacién de Fokker-Planck estacionaria. En este tltimo caso, dada
una condicién inicial como en el teorema 29 para la ecuacién (4.2), la validez de la ecuacién de
Fokker-Planck queda asegurada debido a la existencia de la densidad estacionaria, la autonomia
de la ecuacién de Langevin y los supuestos hechos sobre los coeficientes de esta ecuacién.

En el Capitulo 2 se dieron algunas condiciones para la validez de la ecuacién de Fokker-
Planck y la existencia de la densidad de transicién en el caso unidimensional. Considerando la

informacién anterior, es facil ver la forma que tiene la ecuacién de Fokker-Planck.

Proposicién 60 Sean VC R? y M c R? conjuntos abiertos y conexos. Supongamos lo si-

guiente:

(a) La ecuacion de Langevin (4.2) satisface la condicion de Lipschitz (2.8) y es auténoma, es

70



decir que los coeficientes F*, a” y ¢ no dependen del tiempo t.

(b) La ecuacion (4.2) tiene condicion inicial (Xo, Po) = (X0, Pg), siendo (X0, pg) una variable

aleatoria en R?* con distribucion Py e independiente de Wy YVt > 0;

(¢) La densidad de transicion p (s,z,r,y) del proceso (4.2) existe y estd definida en [0, 00) X
E X [s,00) X E, con E: =V x M;

(d) Dado (s,z) € [0,00) x E, la funcién p(s,z,-,-) es de clase C' en el conjunto [s,o0) x E.
Entonces, la densidad del proceso (Xy, Py) satisface (segin el tipo de integral):

1. En el caso de la integral de Ito ‘© = %, la densidad f. (t,x,p) del proceso (X¢, Pt) cumple

la ecuacion de Fokker-Planck

B ) 9 (i
(520 1- B[r s s (eon)].

para (t,x,p) € [0,00) X V x M;

2. Cuando se toma la integral de Stratonovich ‘© = o’, la ecuacion de Fokker-Planck para

la densidad fs (t,x,p) del proceso (X¢, Py) es

o pPoy, 0 iy g L ke 0 10 (ir r
(at+p08xi>f° K F'+a"p 5C 8pkc >f°+28pk (c c f0> , (4.4b)

para los puntos (t,x,p) € [0,00) X V x M;

3. En el caso de la integral de backward ‘© = o’ la densidad fo (t,%,p) del proceso (X, Py)

satisface la ecuacion de Fokker-Planck

0 0 0 i i 0 ir 10 ir _kr
((,%‘f'po >fo— |:< F +(l]p] GT)’“C >f0+28pk (C Ck f'):|7 (44C)

en [0,00) x V x M.

Observacién 61 Hay dos cosas que conviene tener en cuenta:

(i) Una ecuacion diferencial estocdstica autdnoma que satisface las condiciones (a) tiene una

inica solucion global.
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(ii) Si se reemplaza (a) por las condiciones del Teorema 29, el resultado sigue siendo cierto.

Sin embargo, solo necesitaremos la ecuacion de Fokker-Planck para ecuaciones auténomas.

Demostracién. Comenzaremos con el caso de la ecuacién de Langevin-1t6. Conviene es-
tablecer algo de notacién para facilitar el entendimiento de la prueba. Definamos ¢ : [0, 00) X
VxM — Ry b:[0,00) xVxM — Matggxaq (R) dadas por ¢’ (t,x,p) = W,
gt (t,x,p) = F' (t,x,p) — a" (t,x,p) p/, b (t,x,p) = 0, P47 (¢,x,p) = 0, b+ (t,x,p) = 0
y bitditd (¢t x p) = ¢ (t,x,p) parai,j € {1,...,d}.

Debido a que F?, a” y ¢ 4,5 = 1,...,d no dependen del tiempo ¢, de los Teoremas 37 y
33 se sigue que (X, P;) es un proceso de difusién en [0,00) con deriva g (¢,x,p) y matriz de
difusién B (t,x,p) = c(t,x,p) [c (¢, x, p)]T7 siendo ¢ := (cij) y (t,x,p) € [0,00) x V x M. El
Teorema 37 también nos permite asegurar que las condiciones de la definicién 106 para (X, P;)
se cumplen uniformemente en [0, 00).

Por otro lado, debido a las condiciones impuestas en la ecuaciéon de Langevin y la den-

sidad de transicién, se tiene que, para s y z, fijos las derivadas i (g (t,y)p(s,z,r, y)) y

aylaya (B” (t,y)p (s, z,, y)) existen y son continuas para cualesqulera yeEyt>s.
Tomemos a f (t,x,p) = f« (t,x, p) como la densidad del proceso (X, P;), la cual esta dada
por la Observacién 108. Entonces, teniendo en cuenta los dos pédrrafos anteriores, del Teorema

107 y la Observacién 108 se sigue que

0 = af_{_z[(?gf_{_ag”df]

ot P o’ op*
_1 i 82 (Bz]f) N 82 (Bi,j+df) o (2Bi+d’jf) N a2 (Bi+d,j+df)
2 55 OxtoxJ 0xtopJ optdxi OptopI
d ; ; d
_of Pl of ogif| 1 irpjr
ot +; (M?2 + p2 )1/2 ozt * op' 2 5 am@xﬂ Zb vy

1 d 92 2d 92 2d 92 2d
- iryj+d,r i+d,rpjr i+d,rpj+d,r
t5 2 laajiapj (z_:b v f) " Bpiow (;b i’ f) " opiop (Zb )

i,5=1 r=1
of K T[piof ”df 1 P g
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(2 o a}_d,‘ B
9 ' 9 . 0 % . 2] 0nJ 17“ r
1= 1= L J= Jﬂ"

donde las funciones estdn evaluadas en el conjunto [0,00) x E =[0,00) x V x M. La ecuacién

anterior es equivalente a

; d
a % ? ’L’I‘ T
( Z 08$Z>f:i_1 o || F +Zajpﬂ f+s Z apJ afl

]7“1

en [0,00) x V x M. Usando el criterio de sumacién de Einstein, llegamos a que

9 _p 0 0 i iy 10 i jn
<8t po&ri>f_ [( F' + ap])f—i-zapkc I

en [0,00) x V x M, lo que prueba lo deseado en el caso de la integral de It6. Para las pruebas en
el caso de Stratonovich y backward, conviene encontrar la ecuacién de Langevin-Ité equivalente

y luego proceder de una manera similar. m

Observacién 62 La hipdtesis sobre la condicion C* de la densidad de transicion, puede reem-

plazarse al solo pedir que, para s y z fijos, las derivadas 8y (g (t, y)p(s,z,r,y)) Y

6y18yﬂ (BZJ (t,y)p(s,z,, y)) existan y sean continuas para cualesquieray €B yt > s.

De manera similar al caso no-relativista, la cantidad fq (t,x,p)dtdaz!... dzddp! ... dp? se

interpreta como la probabilidad de encontrar la particula Browniana al tiempo ¢ de X en el
d d

conjunto infinitesimal H [z, 2" + da'] x H [p’,p" + dp'], donde x = (") y p = (p') se corres-
i=1 i=1
ponden con la posicién y el momento medidos en X.
Las condiciones iniciales deterministas Xg = xg y Pg = pg se convierten en la condicién de

frontera ‘localizada’
fo(0,x,p) =6 (x—x%0)0(P—Pg) V(x,p) €V xM.

Debido a la linealidad de las ecuaciones (4.4), es posible obtener soluciones mas generales para
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estas ecuaciones al considerar una distribucién inicial fy (%o, po) no localizada. Sin embargo,
debe tenerse en cuenta que, en un marco relativista, es muy complicado determinar informacién

inicial Y-is6crona por medio de mediciones experimentales.

4.2. Movimientos libres en un bano isotrépico y las relaciones

de Einstein

De manera similar al caso no relativista, algunas restricciones fisicas (y, por tanto, matemati-
cas) sobre las funciones a* y ¢ surgen al considerar propiedades de simetria en el bafio térmico
y del requisito de que las ecuaciones (4.2) deben reproducir la distribucién estacionaria y el com-
portamiento de relajacién correctos. Por ejemplo, en ausencia de campos de fuerza externos y
en caso de un bano térmico estacionario, isotrépico y homogéneo en el marco ¥, las funciones

coeficiente de la ecuacion (4.2) toman la forma
F'=0,  aV(txp)=a®)d; ¢ (Lxp)=2D )5

donde o : R4 - Ry D : R — (0,00) son C®; y d;; es una delta de Kronecker. La esta-
cionariedad y la homogeneidad implican que las funciones a” y ¢ solo dependen del momento
(y no del tiempo y la posicién); mientras que la isotropfa causa la forma diagonal de ¢/ (por
aquello de que se presentan las mismas propiedades, independientemente de la direccién en que
se midan).

Bajo los supuestos establecidos (bano estacionario, isotrépico y homogéneo en ), las fun-
ciones a y D dependen sélo del momento de las particula Browniana. Sin embargo, es posible
encontrar funciones de ruido y friccién que dependan de la energia relativista de la particula
Browniana. Deffanse @ : [M,00) — R? y D : [M,00) — (0,00) dadas por a (P°) = a(p) y
D (p°) = D (p). Asi, en este caso, la ecuacién de Langevin relativista (4.2) se simplifica de la

siguiente forma

Q Pi

dX; = <PE’> dt, (4.5a)
. . ~ 1/2 .

ap} = —a(PP) Pidt+ 2D (PP)| " @ awy, (4.5b)

74



mientras que las ecuaciones de Fokker-Planck (4.4) toman la forma

0 : d

(Ot po i>f* = 3791 ap' fu + ( )} (4.6a)
0 pi 0 0 ~1 1

(aﬁoax@)‘f" = o [P ( H >] (46
o p 0 0

(at + 08:BZ> fo = | ap f.+D } (4.6¢)

Conviene notar que, debido a que o y D son funciones C'*°, las funciones a y D son C* en
(M, o).

Una restriccién adicional sobre las funciones «a (p) = @ (po) y D(p) = D (po) surge de
consideraciones termoestadisticas: si el movimiento de la particula Browniana relativista estd
restringido a un volumen finito V C R? (abierto y conexo) y el bafio térmico esta en equilibrio
térmico a temperatura 7 = (kgS) ', entonces el proceso (Xy,P,) debe tener como densidad

estacionaria foo (X, p) a una funcién de Jiittner espacialmente homogénea1

foo (X, P) = N exp [—ﬂ (M2 + p2)%} J (z; V), (4.7)

siendo J (z;V) la funcién indicadora del volumen accesible V y N una constante de norma-
lizacién. Insertando la ecuacién (4.7) dentro de las ecuaciones de Fokker-Planck (4.4), se encuen-
tra que, dependiendo de la integral considerada, las funciones «a (p) = & (po) y D(p) = D (po)

satisfacen la siguientes relaciones de fluctuacién-disipacion.

Teorema 63 (Relaciones relativistas de Einstein) Sea f : R? x R — [0, 00) una funcién

de densidad de Jiittner espacialmente homogénea en V.C R?, dada por
f(x,p) = Nexp |8 (M2 + %) ] 7 (23).

Si la densidad anterior satisface las ecuaciones de Fokker-Planck (4.6), entonces los coeficientes

a y D se cumplen las siguientes relaciones:

!Cuando decimos “debe tener”, nos referimos a que es una condicién para que la ecuacién (4.2) exhiba el
comportamiento de equilibrio térmico.
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(i) Para la integral de It6 ‘® = *’,
0=a(p*)p" 5D (°) + D' (¢°) Vp° € (M, o0): (4.83)

(i) En el caso de la integral de Stratonovich, ‘© = o’,

]
0=a(p°)p’ - 5D (p°) + gp ) vp° € (M, 00) ; (4.8b)
(iii) Para la integral Backward-I1t6 ‘© = o’
0=a(p°)p° - 8D (") W e (M, ). (4.8¢)

Observacion 64 Las relaciones relativistas de Einstein también se conocen como relaciones

de fluctuacion-disipacion relativistas.

Demostracién. Empezaremos con el caso de It6. De la ecuacion (4.6a) se sigue que

a(p’)p'f (x,p) + aapi (13 (") f (x, p)) —c¢ VY(x,p) €V xR

donde ¢ € R es una constante. Derivando en la tltima ecuacién, se encuentra que ¢ = 0 y que

):

( )f(x,p) —B%D (°) f (x,p) V(x,p) € VxR

0 = a(®)p'f(x,p)+

- f)
= ()pf(xp)+p 50

De lo anterior se obtiene que

o lo que es equivalente

0=a (@) p’+ D' (»°) — 8D (p°) Vp° € (M, c0).



Esta tltima igualdad prueba lo deseado en el caso de It6. En los otros dos casos se procede
andlogamente.

Comparando las relaciones relativistas de Einstein (4.8) con la relacién no-relativista (3.9),
puede observarse que en el caso relativista la masa ha sido reemplazada por la energfa p®. Las
relaciones relativistas de Einstein proporcionan condiciones que deben satisfacer los coeficientes
de ruido y friccién para que la ecuacién de Langevin modele adecuadamente la dindmica es-
tocdstica de una particula Browniana que se encuentra en ausencia de fuerzas externas e inmersa

en un bano termalizado (equilibrio térmico), estacionario, isotrépico y homogéneo en X.
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Capitulo 5

Ejemplos Unidimensionales y el

Desplazamiento Cuadratico Medio

En este Capitulo se consideran algunos ejemplos de modelos del movimiento Browniano re-
lativista. Presentamos los detalles y cdlculos del caso unidimensional (d = 1). La generalizacién
a dimensiones mayores es directa aunque los cilculos pueden ser mads tediosos. Se comienza
estableciendo las ecuaciones diferenciales estocésticas para el proceso energia P y el proceso
velocidad V; := P%g 1. Se discuten resultados para la constante de difusién asintética de algunos

ejemplos de movimiento Browniano tratados.

5.1. Consideraciones generales y las ecuaciones de la energia y
la velocidad
En este Capitulo, se considera que la particula Browniana estd inmersa en un bafio térmico

estacionario, isotrépico y homogéneo, que tiene d = 1 dimensiones espaciales. También se supone

que el bano térmico estd en estado de equilibrio a temperatura 7 y en ausencia de fuerzas

'Debido a que se trabajara en dimensién uno, utilizaremos X;, P; y Vi, en lugar de X, P; y V, para denotar
la posicién, momento y velocidad, respectivamente, de la particula Browniana relativista.
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externas. Bajo estas condiciones, la ecuacién de Langevin del proceso (X¢, P;) toma la forma

Iz
dXt — Fé)dt? (51&)
AP, = —ag (P) Pdt + 2D (P)]Y* © dW. (5.1b)

Dado que se quiere que la ecuacién anterior genere procesos estocdsticos equivalentes para

cada una de las integrales, se pide que

) = )~ 252, (5.20)
ar) = aulr) - 22, (5.2b)

para todo p € R—{0}. Estas igualdades son una consecuencia directa de las condiciones de
equivalencia entre ecuaciones diferenciales estocasticas (46) y (50) que se describieron en el
Capitulo 2. Hay otras formas de expresar la equivalencia de las ecuaciones diferenciales, sin

embargo se elige esta por conveniencia, como mds adelante se vera.

Proposicién 65 Supongamos que la ecuacion (5.1) se cumple. Entonces, bajo las relaciones

(5.2), los siguientes procesos son equivalentes:

dP, = —ae(P,) Pt + 2D (P)]Y? e dW,
dP, = —a,(P,) Pt + [2D (P)])Y? 0 dW,
dP, = —a, (P) Pt + 2D (P)]Y? « dW,

Ademsds, como el bano térmico estd termalizado (en equilibrio térmico) a temperatura 7,
tenemos que la densidad estacionaria de momentos del proceso (5.1) debe ser una funcién de

Jiittner unidimensional de la forma

bo (p) = N exp (—5 (M +p2)l/2> Vp € R, (5.3)

siendo A una constante de normalizacién y 7 = (k:BB)_l. Luego, los coeficientes de ruido y
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friccion de la ecuacion (5.1) deben satisfacer las relaciones de Einstein (4.8), las cuales pueden

escribirse de manera alternativa como en la proposicién que sigue.

Proposicién 66 Supongamos la ecuacion (5.1) se cumple y que su densidad estacionaria de

momentos ¢ es una funcion de Jittner unidimensional de la forma (5.3). Entonces,

0 = we(p) po — 8D (p) (5.4a)
0

0 = ao(p)p”—BD(p)+ D (p) ;“—p (5.4b)
0

0 = a.(p)p’— BD(p)+ D (p) ;ip (5.4c)

para cualquier p € R—{0}.

Demostracién. Comenzaremos demostrando que los coeficientes «, o, i y D satis-
facen las relaciones de Einstein (4.8). Posteriormente, utilizaremos este hecho para demostrar
lo deseado.

Tenemos que la densidad estacionaria del proceso (5.1) cumple, segun la integral que se tome,
ecuaciones de Fokker-Planck andlogas a (4.6). Entonces, la densidad estacionaria de momentos

¢ de la ecuacién de Langevin (5.1) satisface, para todo p € R, las igualdades

0 = ;;_a* (p°)p¢<p)+£9(ﬁ (p”)eb(p))]v
0o~ o @ (1°) po (0) + D* (1) 5 (D% 0" W)] /
0 = aé; ae (p°) po (p) + D (p°) aiﬂ(p)]’

siendo D (po) =D(p) y ap (po) =a(p), Vp € Ry VO € {o,0,x}. Esto implica que (ver la

demostracién de 63)

0 = @)+ 5 (D6 o)
— @ (p°) po(p) + D' (»°) ]%m ) — 5}%¢<p> D),



0

0= aas (p°) po (p) + D (°) 5" (p) = Qe (p°) po (p) — 6]%¢ () D (p°),

para todo p € R. Luego, por ser ¢ (p) > 0 Vp € R, se tiene

para todo p € R—{0}, lo cual demuestra que los coeficientes as, o, s y D satisfacen las

relaciones de Einstein (4.8).

Por otro lado, debido a que D (p) = D (po (p)) Vp € R, se cumple que
pO Nr0
D/(p)? =D'(p") VpeR—{0}.
Entonces, sustituyendo la igualdad de arriba en la ecuacién (5.5), llegamos a que

0 = ou(p)p’—BD(p)

_ 0 / pO
0 = as(p)p —BD(p)JrD(p)%
0

0 = a*(p)po—ﬂD(p)JrD’(p)%

para todo p € R— {0}, lo que prueba lo deseado. m
Ahora procederemos a establecer las ecuaciones de la energia y la velocidad. Tomando
D (p°) =D (p) y 4o (1°) = ap (p) Vp € Ry VO € {o,0,%}, de la ecuacién (4.3) se obtiene el

siguiente resultado para el proceso de energia P := (M 2y P2) vz

Corolario 67 Supongamos que la ecuacion (5.1) se cumple. Entonces, el proceso P := (M2 + P2)1/2

tiene asociada la ecuacion diferencial estocdstica
M2
11— [ —
()
M2
- (#)
By
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donde \y, =1, Ao =0 y A\g = —1.

Resta encontrar la ecuacién de la velocidad, para lo cual se define l~), ag : (—1,1) — R para

® € {eo,0,%}, dadas por
ag (V) = ae (P (V)), D(V):=D(P(V))

para P (V) =MV (1 - V2)71/ 2 (la férmula del momento relativista). Conviene notar que por
ser ag y D de clase C*°, también ag y D lo son.
Las ecuaciones diferenciales estocédsticas de la velocidad estdn dadas por el siguiente resul-

tado, el cudl utilizaremos repetidamente en los ejemplos.

Proposicién 68 Supongamos que la ecuacion (5.1) se cumple. Entonces, el proceso estocdstico

Vi = % satisface
t

v, = !—a@w (1=V) = o (3%¥)>(1—Vt2>2 Vidt

2D 12
o (2552 -y

© dWr,
stendo Ay =1, Ao =0 y Ae = —1.

Demostracion. Para esta demostracién utilizaremos las férmulas de Ito (26), Stratonovich

(47) y backward-Ito6 (51). Definamos u : R x [0, 00) — R dada por u (p,t) = Nétese

p .
(M24p2)*/?
que g—; y % existen y

@( t) — L
ap ‘Dt = (M2 + p2)3/?’
ou

a (p7 t) - 07

para todo (p,t) € R x [0, 00).

92%u

Por otro lado, de lo anterior se tiene que o existe y
0%u —3M?p
S5 Dt)=————%5 V(i) €Rx[0,00).
dp (M2 + p2)*/
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du du d%u

De la definicién de u y lo hecho arriba, es claro que u es continua y que op 0t op? existen

y son continuas. Luego, podemos aplicar las férmulas de Ito, Stratonovich y backward-Ito al

Py
(M2+P2)"/?
integral de Itd6 obtenemos

proceso V; =

= u (P, t). Mediante la formula de Ito, para la ecuacién (5.1) con la

ou ou 1 9%u
M? M?2P,
- SMTR ), (P,) dt

dp, —
2+ r2)*? " (a2t p?)

N Ul 7 P <3D (Pt)> (1= V2)* Vit

(M2 + P2)"?

1-V2
— —Ma* (P;) Pydt +
t
(58) 0 -1 v

= |—a(P) (1-V3) - <3€W(ft)

= |~ (P)(1-V?) — <3€\4(5t)

= |[-@ (W) (- V) - (3]34(2%)

> (1-V2)?| Vidt +

1-V2
t

(1 . ‘/;2)3/2

T 2D (P)]Y? % dW,

> (- Vg)z: Vidt + sz (Pt>> (1- Vfﬂ vz v

) (1-v2)°

M2
Vidt + [(2%;@) (1-v2)°

1/2
*th

Ademds, considerando el desarrollo anterior tenemos que, para la ecuacién (5.1) con las

integrales de Stratonovich y backward-Ito, se cumple

ou

P
dv, = —(Pt,t)dtJra—Z(Pt,t)dPt

ot

= (V) (1 V) Vide +

ou ou }
2

d = — (P,t)dt + — —
Vi at(t,) +8p(Pt,t)dPt

= |6 () (1-V) + (31?\4(;4)

2D (V) 2\3
M) (1-V)

) (1-v2)°

1/2
odWy; y

2

d%u

2D (R)] o (P, t) dt

Op?
1/2

Vidt + o dW;.

(58 0wy




Entonces, resulta que

_ 3D (V) 2
vy = [—0@ (V) (1 - Vt2) A0 (szt> (1- Vt2) Vidt
2D (V) 12
t 3
+ [<W> (1-Vv7) ® dWy,
para Ay =1, A\o = 0 y Ae = —1; lo cual demuestra lo deseado. m

Como se ve en la Seccién 5.3, la ecuacién de la proposicién anterior se usard para calcular

el desplazamiento cuadritico medio.

5.2. Desplazamiento cuadratico medio asintético

El objetivo de este apartado es tratar la constante de difusién efectiva asociada a modelos
especificos de movimiento Browniano relativista con el objetivo de utilizar tal informacién en el
andlisis de los ejemplos que se proponen en la siguiente seccién. Para mayor claridad, conviene

retomar la definicién de constante de difusién asintdtica.

Definicién 69 Sea {Y;,t > 0} un proceso estocdstico relativista. La constante de difusion asin-

totica de Y es

t—00 2t

Aqui no se demostrara que la constante de difusién asintética esta bien definida, una posible
demostracién puede encontrarse en el articulo de Angst y Franchi [5]. Determinar la constante de
difusién asintética es un objetivo bésico en cualquier teoria y modelo del movimiento Browniano
pues permite estimar los procesos de relajacién de la particula Browniana y aplicar resultados
de la teoria de difusiones.

Fisicamente, la constante de difusién asintética se interpreta como una constante de difusién
efectiva. Es decir que, para el caso de la particula Browniana considerada, D, (X) es una
medida de la “facilidad” (real) con la que se mueve la particula Browniana.

Dada la importancia de la constante de difusién asintética y lo poco préctico de su definicion,

es deseable encontrar una ecuacién que permita calcular dicha constante de manera sencilla, al
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menos para los ejemplos que se consideran en este trabajo. Un resultado que cumple con esta

meta fue propuesto por B. Lindner (ver pégs. 69 y 70 del articulo [26] de Dunkel y Hinggi).

Teorema 70 (Lindner) Sea {Y;,t > 0} un proceso estocdstico relativista cuya velocidad Vy =

% es un proceso estacionario y cumple

AV, = —ae (V) Vi + [2b (V))]V2 0 dW, (5.6)

con coeficientes ae,b: (—1,1) — (0,00) diferenciables y tales que ae (—w) = ae (W) y b(—w) =

b(w). Ademds, definase U, i, : [0,1) — R dadas por
() = a0 (w) w0 — ' () = a, (1) w,
Y s (s)
U(w) = / ds.
W=k )

Ul 2
o 7 [f =5y

100
o by 9%

Entonces,

Do (V) ~ (5.7)

Observacién 71 Para el bano térmico supuesto en este capitulo, cuando la ecuacidn de Langevin
tiene solucidn, ésta es un proceso homogéneo. Por otra parte, en los modelos de movimiento
Browniano relativista que se tratan aqui, se supone de entrada la existencia de una densidad
estacionaria para el proceso de Langevin. Por lo tanto, segin la Observacion 105, el momen-
to y la velocidad son proceso estacionarios en los ejemplos de este capitulo; en particular, la

velocidad cumple una de las hipdtesis del Teorema anterior.

Ahora se tiene todo lo necesario para un analisis completo de algunos ejemplos.

5.3. Ejemplos

Se consideraran tres ejemplos unidimensionales de modelos relativistas de Langevin, cuyas
densidades estacionarias del momento se distribuyen como funciones de Jiittner ¢; (p) o

exp[8 (p* + M2)1/2], con T =(kgB)~" la temperatura del bafio. En estos casos, la relacién
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de Einstein (5.4) implica que, en la ecuacién (5.1), solo una de las funciones ae (p) 6 D (p)

puede ser elegida arbitrariamente.

5.3.1. Amplitud constante

Como primer ejemplo consideraremos el llamado “Proceso Relativista de Ornstein-Uhlenbeck”

(ROUP). Este proceso estéd definido por la eleccién
M
ae (p) = och—o Vp € R,

en la ecuacién (5.1), donde . > 0 es un pardmetro de friccién constante. A partir de las

relaciones de Einstein (5.4) se encuentra?
D(p) = au(p)p"8" = aeMp™! = D. VpER,

por lo cual es claro que el ROUP corresponde al caso de amplitud constante. Por lo tanto, la

ecuacién de Langevin asociada al ROUP queda como

M 20 .M\ M/?
ap, = —aCOPtdt+< a > o AWV, (5.82)
P B
M 20 M\ /2
= —acOPtdt—i—( Olﬁ ) *th (58b)
P

En este caso, debido a que la amplitud del ruido D, := a.M /B no depende del momento P,
los coeficientes en la ecuacién de Langevin no varfan segin el tipo de integral estocdstica. Sin

embargo, es importante tener en cuenta la clase de integral estocdstica para poder escribir la

P

ecuacion diferencial estocdstica asociada al proceso de la velocidad V; := 4.
t

La existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién (5.8) es una consecuencia inmediata

del Corolario 33.

Proposicién 72 Supongamos que (Xo, Py) es una variable aleatoria independiente de Wy para

t > 0. Entonces, la ecuacion (5.8) tiene una tinica solucion global.

2Se esta suponiendo que la particula Browniana esta en equilibrio térmico con el bafio circundante, por lo
tanto los coeficientes deben cumplir las relaciones de Einstein (5.4).
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A continuacion se encuentra la ecuacion diferencial estocdstica asociada a la velocidad V4.

Proposicién 73 Sea (X, P;) como en (5.8). Entonces el proceso Vi := % tiene la diferencial
t

1/2

3 20
AV, = —a [(1 T L= 1/22)2} Vidt + { z (1- 1/;2)3] o dW;  (5.9a)
n3/2 3 o2 20 231/2
= —ac [(1—{4) +§(1—Vt) }thw { » (1-V7) ] «dWy,  (5.9b)
donde x = M.

.. . . P, 2 M?V?2
Observacion 74 Considerando la relacion Vi := m & Py = 7%, es claro que dada

t t

una solucion de (5.9) se tiene una solucion de (5.8), y viceversa.

Demostracion. Basta aplicar la Proposicién 68. Observemos que las ecuaciones (5.8) son

ecuaciones de Langevin del tipo (5.1) con

M _

a(p) = acpfozac(l—w)”?:a.(v),
M _

ax(p) = acpT = Q. (1 _ ’U2)1/2 — . (v),
acM  a.M? <

D(p) = R =D (v),

bajo la identidad v = p%. Aplicando la Proposicién 68 a las ecuaciones (5.8) se llega al resultado
deseado. m

Ahora estamos en condiciones de calcular el coeficiente de difusién asintética Do (X). Para
esto conviene tener en cuenta el siguiente resultado auxiliar sobre las funciones de Bessel. Para

mayores detalles sobre estas funciones se sugiere [57].

Lema 75 La funcion de Bessel modificada de seqgunda especie de orden 0, denotada por Ky,

satisface la relacion

v d” ! X 2\ —(v+2)/2
~1 K, = S, T— Y .
(=1 g Ko () /0 eXP( (1_U2)1/2> (1 =v%) dv
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Proposicién 76 La posicion X; asociada al ROUP (5.8), satisface

T
DEOUT (0) = Do (X) = ()" = 12

con x = M.

Observacién 77 Es interesante notar que con el ROUP se obtiene la misma constante de di-
fusion asintdtica que para el proceso de Ornstein- Uhlenbeck no-relativista, DQOUP = (acx)_l =
DU para cualesquiera pardmetros (o, T, M). Esta puede ser considerada la razén por la cual

el ROUP recibe tal nombre.

Demostraciéon. (Proposicién 76). Para encontrar lo pedido, utilizaremos el Teorema 70.
Notemos que la velocidad del ROUP (5.8) cumple la ecuacion (5.9), la cual es de la forma (5.6)

con

e (’U) = a. |:(1 - 112)3/2 _

b(v) = %(1—1}2)3,

3a- 02)2} ,

X

para todo v € (—1,1). Ademds, segin la notacién del teorema de Lindner,

(V) = ac [(1—1}2)3/2—1—)?;(1—1)2)2} v,
v Qe 1—11)23/24-§ 1—w22w
oo = [ (1-w?) iU e
0 %1 —w?)
Y w vw
B X/o (1—w2)3/2dw+3/0 (1—w2)dw
X 3
= o X gl

para v € [0,1).

Luego, aplicando la Observacién 71, la ecuacién (5.7) y el Lema 75, vemos que

oo SO L [Paexp [y (1= 22) 2] (L a2) 2 a2 ) ay

Do (X) =
0 Qe fol exp [—X (1-— 22)_1/2} (1—22)7324dz
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rx=1 2
dy
T=y

eXx / fuw ) L 2y-1/2
= _— i — ]. -
OéchKO( ) 0 ¢ Xexp |: X( v ) ]

1 o\ —1/2 o\ —3/2 o —1/2
- 1 o (1 d
acdeO /Uexpx ) -0 e [2x (1) ] ay
! —1/2 o\ —3/2
= —-—— eXp 1— d
OéchXKo /0 =) =)
4 K
= o 0( ) :(acX)_la

QCX%KO (X)

lo que demuestra lo deseado. m

5.3.2. Coeficiente de friccién constante en la ecuacién de Langevin-backward

El siguiente ejemplo de modelo de movimiento Browniano relativista que se considera cor-
responde al caso especial de un coeficiente de friccién constante ae (p) = ay > 0 en la ecuacién
de Langevin (5.1) con la integral backward. Abreviaremos este ejemplo de proceso como RBM.

En este caso, la relaciéon de Einstein (5.4) implica
D(p) = ayp’B~! = a7 (M3 +p2)1/2 Vp e R.

Entonces la ecuacién de Langevin asociada a un proceso RBM queda como

9 PO 1/2
dpP, = —aJrPtdt—l—( a; t> o dW; (5.10a)
/2
BPY—1 20 P2\
— o [ ") Pt dW,. 5.10b
06T< BED tat + 3 *aWy ( )

A continuacién se demuestra que la ecuacion anterior tiene solucién tnica, aunque para esto

conviene tener en cuenta el siguiente resultado.

Lema 78 Sea g : R — RT una funcion dada por g (P) = (M2 + P2)1/2 =: PY. Entonces, se
cumple que

P’ — Q% =1g(P)-g (@) <|P-Q| V(PQ)eR™:
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Demostracién. Para todo (P,Q) € R? — {0}, sucede que

PP- Q% = |g(P)-g(Q)

= |2+ ) (24 @)
_ ‘P2_Q2|

(24 P22 1 (2 4+ @2)' 2|
- }P2—Q2‘
— 1P+ Q]
< [Pl =1Q

lo que prueba lo deseado. =

Proposicién 79 Sea (Xg, Py) una variable aleatoria independiente de Wy parat > 0. Entonces,

la ecuacion (5.10) tiene una unica solucion global.

Demostracién. Por el Corolario 33, es claro que basta probar que los coeficientes de ruido
y friccién satisfacen una condicién de Lipschitz de la forma (2.8).

Definamos f : R — Rdada por f (P) = %. Claramente, se cumple que [’ (P) = ﬁ <
ﬁ VP € R. Aplicando el Teorema del Valor Medio a la funcién anterior, se llega a que

BPY—1 BQ° -1 P Q
(T ) roe () el = lrsm et
1|P Q
< ar(1P-ai+ 5|5 - )

< o <|P - Q+ ; ‘rgggf’ ()

P-ql)

_ Q”+AMNP—Q| (5.11)

para cualquier (P, Q) € R2. Por otro lado, del Lema anterior se sigue que

20, PO\'"?  (20,Q"\ '/
‘( 8 > _( 5 >

= (%)l
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[\

P - Q)
PO /2 4 (Qo)l/Q‘

jaal

B

IN

201\ "/? |P Q|
3

ot 1/213 12
ﬁ) P-0Q (5.12)

Q

‘2M1/2

()"
O e —
)
(

[\

para todo (P, Q) € R2.

De las ecuaciones (5.11) y (5.12) se sigue que la ecuacién (5.10b) satisface una condicién de
Lipschitz de la forma (2.8), lo cual prueba lo deseado. m

La ecuacién diferencial estocdstica asociada a la velocidad permite calcular el coeficiente de

difusién asintética de la siguiente manera.

Proposicién 80 Sea (X, P;) como en (5.10). Entonces, el proceso V; = % tiene la diferencial
t

estocdstica

3 2«

1/2
W = i |(1-v2) = 2 v Vi |20 -] eaw (5130)

X
2 3/2 20t 5/2 1/2
N (1-V2) ] Vidt + [x (1-V2) ] * dWy, (5.13b)

— —ar|(1-vA)+
tomando x = M.

Demostracién. Haremos uso de la Proposicién 68. Notemos que las ecuaciones (5.10) son

ecuaciones de Langevin del tipo (5.1) con

ae(p) = ap=ae(v),
= « pro—1 =« 21 — o)) =&,
ar) = o (2t —ai(1-2a-)") =a ),
e M e s
D) = —g-=——(01-2) " =D,

y U= ]%. Aplicando la Proposicién 68 a las ecuaciones (5.10) se llega al resultado deseado. m

Para el coeficiente de difusién asintética correspondiente se obtiene lo siguiente.
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Proposicién 81 La posicion X; asociada al proceso RBM (5.10) tiene como constante de
difusion asintdtica a

DEBM (04) = Do (X) = (agx) ! 21X (5.14)

Ki(x)’

donde x = M y K,, denota la funcion de Bessel modificada de sequnda especie de orden n € N.

Demostracién. Similar a la demostracién de 76, utilizaremos el Teorema 70. Notemos que

la velocidad del proceso X; satisface la ecuacién (5.13), la cual es de la forma (5.6) con

_ . 3 _ )32
(@) = ar|(1=?) =2 (1=
b(v) = %(1—1}2)5/2,

para cualquier v € (—1, 1). Entonces, acorde a la notacién del Teorema de Lindner 70,

py(v) = oy [(1 — %) + )2( (1 —1)2)3/2] v,

/v Qi [(1 — w2) + % (1 — w2)3/2} w

U(U) - ﬂ(l w2)5/2 dw
X
v w v w
= x dw+2/ —dw
/0 (1—w?)*? o (1—w?)

para v € [0,1).
Aplicando el Teorema de Lindner 70, la Observacién 71 y el lema 75 sobre la funcién de

Bessel, y considerando la demostracién de la Proposicién 76, tenemos que

_ _ 2
eXy fol eV @) {fyl T exp [—X (1 — $2) 1/2} (1 — a:2) 3/2 dx} dy

DEPM (o) = Doo(X) =

@t fol exp {fx (1-— 22)_1/2} (1— 227324z
eX /1 Uy) 2)~1/2
= ——— [ "Wexp|-2x(1—vy dy
arx L Ko (x) Jo [ ( ) }
X
1

= T LKo () /OleXp [X (1- y2)71/2} (1—9%) "exp [—2x (1- y2)71/2} dy
dx
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1 /1 oy —1/2 2y —1
= g exp[—x I—y ] L—y%) dy
ax Ko (x) Jo (=) T =v)
_ Kol
apx 4= Ko (x)
Luego, como la funcién Ko (x) cumple %Ko (x) = =K1 (x), de lo anterior se sigue
1 Ko ()
Do (X) = (ax)~" :
= (0 = (a0 ™ 12

con lo que se prueba lo deseado. m
A bajas temperaturas 3 := (kp7)~ " — oo y la relacién (5.14) se reduce al resultado clasico

DQBM ~ %' Mientras que para temperaturas muy altas, i.e. para SM < 1, se encuentra

DEBM — (M) {—% +log (i +0 [(5M)2D } : (5.15)

donde v, = 0,577216 es la constante de Euler. Debe tenerse en mente que, debido a los pro-
cesos de aniquilacién/creacion de particulas a altas energias, las teorias cldsicas no-cudnticas
se vuelven invédlidas a muy altas temperaturas (en el limite y = M < 1), y, por lo tanto, la
igualdad (5.15) tiene un uso préactico limitado.

Comparando el ejemplo de esta subseccion con el proceso de Ornstein-Uhlenbeck relativista,
se observa que DEBM (ay) < DEOUP () para o, = a;. Intuitivamente, esto puede explicarse
debido a que para el proceso ROUP (5.8), el valor absoluto de la fuerza de friccién esta acotado
por a.M, mientras que la fuerza de friccién no esta acotada para el modelo RBM (5.10). De

este modo, la difusién espacial es més fuerte en el tltimo caso.

5.3.3. Coeficiente de fricciéon constante en la ecuacién de Langevin-1to

El proceso RBM tratado en el apartado anterior estd caracterizado por un coeficiente de
friccién constante a4 cuando se adopta la integral backward en la ecuacién de Langevin (5.1).
Otro modelo de movimiento Browniano relativista, que denotaremos por RBM(I), se obtiene al
considerar un coeficiente de friccién constante oy (p) = o, > 0 en la ecuacién de Langevin (5.1)

con la integral de Ito.
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La relacion relativista de Einstein (5.4) implica que

D(p):%(uﬁpo) Vp € R.

Ast que la ecuacién de Langevin asociada al RBM(I) es

9 . 1/2

la cual tiene solucién tunica.

Proposicién 82 Supongamos que (Xg, Py) es una variable aleatoria independiente de Wy para

t > 0. Entonces, la ecuacion (5.16) tiene una unica solucion global.

Demostraciéon. Procederemos como en la demostracién de la existencia y unicidad de la

solucién del proceso RBM. Del Lema 78 se sigue que, para cada (P, Q) € R?,

1/2 1/2
| P — o, Q| + [20‘ (1+ BPO)} — [20‘ (1+ 5@0)]

2 2
201, 1/2 o\ 1/2 0\1/2
a|P— Q|+ 5 )(1+,6P) - (1+ Q%) ‘

<
< P Q|+<20‘*)l/2 |P° — Q|
(o™ —
) B |a+sP) + a+ 50"
o\ V2
< a*|P—Q|+<2g> |P — Q|

lo que prueba lo deseado. m
Por otro lado, la velocidad del RBM(I) dado por (5.16) queda determinada de la siguiente

manera.

Proposicién 83 Sea (X, P) como en la relacion (5.16). Entonces, la ecuacion diferencial
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asociada al proceso V; = % es
t

W = o |0-)+ -y S -y e Gan
v e =)} am,

con x =M.

Demostracién. Utilizaremos una vez méds la Proposicién 68. Notemos que la ecuacién

(5.16) es del tipo (5.1) con

@ (p) = = (v),
. 0 (L))" 212 _ 5
D) = L) —a [ s ) 1) D),
B B X
bajo la identidad v = 1%' Aplicando la Proposicién 68 a la ecuacion (5.16) se llega al resultado

deseado. m

Para el coeficiente de difusién efectiva obtenemos la siguiente expresion.

Proposicién 84 La posicion X, asociada al proceso RBM(I) dado por la ecuacion (5.16), tiene

como constante de difusion asintdtica a

eiX(lf”Q)_l/2

dv,
1—02)+ (1 —02)*?2

1
Do (X) = [0 K3 ()] /0 -

para x = M y y K1 la funcidn de Bessel modificada de segunda clase de orden 1.

Observacién 85 Cabe senalar que la integral que aparece en esta proposicion no tiene una

forma explicita y se evalia de manera numérica.

Demostracién. (Proposicién 84). Procederemos como en las pruebas de las Proposiciones

76 y 81. Nétese que la velocidad del proceso RBM(I) satisface la ecuacién (5.17), la cual tiene
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como proceso equivalente a una ecuacién de la forma (5.6) con

b(v)

ae (V)

Slo= et -y

%%uf>+iuwf”+jglwf%m[i@ 2, 6 (14
o [(1=0%) = 2 (1= - 5 (-0,

para cualquier v € [—1, 1]. Entonces, segin la notacién del Teorema 70

(V) = ay [(1 — %) + i (1- v2)3/2 + 52 (1- UQ)Q} v,

/v [(1—102) +%(1—w2)3/2+% (1—w2)2} w

X dw

0 (1= w22 4 x =1 (1 - w?)?]

1/2

X/U w 142 (1-w?)?+ 3 (1-w?) .

0 (1—w?)¥? 1+ x1(1—w?)/?

[ ! L) s ()]

w

X o (1 w?)®? | 141 (1 w2)1/2 1+x7 (1 w2)1/2

2
X |:(1 2) 1/2 n ; o 1—w / B §log (1 _ 1)2)
T+ (1—w?)Y/?
|: X ( v ) ] w=0
1 1—? 1 3
X2 1/2+§log Y 5 —X+log<X+>—2log(1—02)
(1 v ) [1 + X—l (1 _ 1)2)1/2} X
X 1 x+1
— X + log + log ()
(1—v2)Y/? (1—v2) +x~1 (1 —02)%? X
x+1 2\—1/2
log -x|1—(1—-w ,
lx(l—v2)+(1—v2)3/2] [ ( ) }
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para v € [0,1).
Considerando las demostraciones de las Proposiciones 76 y 81, y aplicando la ecuacién (5.7),

la Observacién 71 y el Lema 75, se llega a que

_ _ 2
ez Sy VO wexn [—x (1-22) 7] (1-02) P da} ay
oy (x +1) fol exp {—X (1- z2)_1/2] (1—22)732dz

Dy (X) =

eX

1
_ U(y) “oy (1—42) Y2 a
e voreod A e (P T

—1/2}

B 1 /1 exp [_X (1 - y2) p
T K (0 Jo x(1-gt) (-2
e*X(l*”z)_l/2

-1 !
=l 001 [

lo que demuestra lo deseado. m

El ROUP y los dos modelos RBM son casos limites especiales de la ecuacién de Langevin
(5.1) con coeficientes de friccién elegidos arbitrariamente. Para sistemas realistas, la forma
exacta del coeficiente de friccién se determina por las interacciones microscépicas. Por tanto
se puede obtener informacién sobre las fuerzas microscépicas inherentes al realizar mediciones
simultédneas de la temperatura y las constantes de difusién (asintética). Mds adelante, en el
Capitulo 7, se dard un método general para deducir coeficientes de friccién més realistas a

partir de modelos microscépicos.
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Capitulo 6

Reparametrizaciones de la Ecuacion

de Langevin

En los capitulos anteriores s6lo se han considerado ecuaciones de Langevin parametrizadas
en términos del tiempo ¢t del marco de referencia del laboratorio X. En este Capitulo se estudian
las reparametrizaciones de la ecuacién de Langevin en términos del tiempo propio de la particula
y del tiempo de un observador en movimiento. Lo primero se hace en la Seccién 1 mientras que

lo segundo en la Seccién 2.

6.1. Reparametrizacién en términos del tiempo propio

En esta seccién se estudia como la ecuacién de Langevin, en términos del tiempo ¢ del marco
de referencia X, puede ser reparametrizada en términos del tiempo propio 7 de la particula.

Para este propdsito, se considera la ecuaciéon de Langevin d-dimensional con la integral de Ito

[e7

_ t
dP} = A'(t, Xy, Py)dt + 7 (8, Xy, Py) AW, (6.1b)
para i = 1,...,d, a = 0,1,....d, Xy = (X},...,X{) y Py = (P},...,P?). Ademds, en la
ecuacién anterior, W; = (th, e Wtd) es un proceso de Wiener d-dimensional y las funciones

At ¢ 1 [0,00) x RY x R? — R son de clase C'.
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A partir de la férmula de Ito, se llega a que la ecuacién para la energfa relativista PP =

(M? + P?) V2 del proceso (6.1) satisface

P} DY |§; PiP] P,
dP) =S AL+ — | 2 — “L L bdt+ —Ld" s« dW], (6.2)
t { 2 By B t
con DV = ¢relm = Zle ¢cI”, en donde hemos usado la convencién de Einstein. Ademsés,

si la funcién de densidad de transicién del proceso (6.1) existe!, la ecuacién de Fokker-Planck

para la densidad del proceso (X, P,) es

) ) ) : 0 ;
(875 —+ pOa )f(t,x,p) = 8pi —A (t,X,p)f(tyxap) %W <le (t,X,p)f(t,X,p))] )

para cualquier (,x,p) € (0,00) x R? x RY,
Se desea reescribir las ecuaciones (6.1) en términos del tiempo propio 7, el cual es un proceso

estocdstico definido por

(1) ::/Ot(1 )12 g /ds Vit > 0.

Para lograr nuestro objetivo, conviene observar que 7 (t) tiene inversa (para todo w), a la cual
denotaremos por )?2 = t (7). Esta funcién inversa representa el tiempo de la particula en el
marco de referencia 3 parametrizado por el tiempo propio 7. Entonces, se puede observar que,
una forma de lograr el objetivo perseguido es encontrando ecuaciones diferenciales estocédsticas
para los procesos reparametrizados )?TO‘ = XfET) y 1670‘ = P,CO(‘T) en Y. Precisamente, esta es la

forma como se procedera. Estableceremos primero unos resultados técnicos preliminares.

1/2 ¢ (t, Xy, P;) cumplen las siguientes propiedades:

Lema 86 Los procesos P := (M2 + P2)
1/2
(1) 0 < <PO) < oo Vt>0;

1/2
(ii) < ) es un proceso mo-anticipante;

' Més precisamente, la ecuacién (6.1), ademas de tener densidad de transicién, debe cumplir las condiciones de
los Teoremas 29, 37 y 107 y que su condicién inicial tenga distribucién Py. Esto asegura la validez de la ecuacién
de Fokker-Planck.

Esta misma observacién aplica para todos los casos donde se hable de la ecuacién de Fokker-Planck en este
capitulo.
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(iii) [y M ds < oo Vt > 0.

Demostraciéon. Los incisos (i) y (ii) se cumplen debido a que el proceso {P¢,t > 0} es

no-anticipante y toma valores en RY. Para comprobar el inciso (iii), basta notar que =

M <

M o_ oo
(M24p2)? = M~ 1, lo que implica

tM t
/Podsg/ds:t<oo Vvt > 0.
0 s 0

Esto concluye la demostracién. =

Lema 87 Los procesos ¢ (t, Xy, P,) cumplen la igualdad

t(T T 0 1/2
/ ™ (5,Xs, P,) dWJ = / i ()?0 X, (), P ) Bin ) g
; y Ag, Eg s = o t(r) “xt(r) s t(r) M r

oy 12
donde W} = g(t) (%) dW{, para todo t € [0, 00).

M

7

V1o € [0, 7 (00)),

Observacién 88 Una consecuencia inmediata del Teorema 38 es que, para cada j = 1,...,d,

Wit () g ‘
Wi = [, (P—;}) dW3 define un nuevo proceso de Wiener.

Demostracion. Basaremos nuestra demostracion en el Teorema 40.

Del Lema 86 se sigue

que podemos aplicar el Teorema 40 a las integrales fot i (s,Xs, Py) de y al tiempo intrinseco

7 (t) . Entonces, por el Teorema 40 tenemos

t(ro) . d_ rtro) .
/ (5, X, P,)dWI = Z/ ¢ (s, X,,P,) dW?
0 =170
d 70 PO 1/2
= Z/O c (t (T)7Xt(7‘)aPt(7‘)) ( jt\(/) dw
j=1
d 7 po \ /2
07 t(r
= ZA c (Xg(s)7Xt(T)7Pt(r)) < ]\(4)> dW’f‘]
j=1
0\ /2
° fo ) o,
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. 1/2 .
para todo 0 < 79 < 7(00), donde W} := 4o (M) dW{ para todo t € [0, 00). Esto tltimo
prueba lo deseado. m
A partir del Lema anterior es posible encontrar la reparametrizacién de la ecuacién de

Langevin en términos del tiempo propio, sin embargo es necesario demostrar primero que Wy :=

(th, cen Wtd) es un proceso de Wiener.

. 12 . _
Lema 89 Sea W} := fot(t) (%) dW? para cada t > 0 y j € {1,...,d}. Entonces, W; :=

(/th, e ,/Wtd) VYt > 0 es un proceso de Wiener d-dimensional.

Demostracién. Para demostrar lo deseado, aplicaremos los Teoremas 42 y 43. Definamos

. 1/2 .
Y/ = fg (%) dW{ para cualesquiera t > 0y j € {1,...,d}. Del Teorema 42, se sigue que

S t M . ‘
[Y,Yj]t: ; P—Sd[W,WJ]S vt > 0.
Luego, se cumple que
. o t@) pr o t sii=j
7 9 _ 7 7 _ e 7 7 —
[W,WL_[Y,Y]t(t)_/O P (W9 W], 0 siis’

para cualesquiera t > 0, 7,7 € {1,...,d} e i # j. Entonces, la Observacién 22 y el Teorema 43
implican que \/7\\/} = (th, cees Wﬂ) es un proceso de Wiener d-dimensional, que es lo que se
queria demostrar. m

Fl siguiente teorema es el resultado mdas importante de esta seccién. Establece la reparame-

trizacion de la ecuacién de Langevin (6.1) en términos del tiempo propio 7.

Teorema 90 Supongamos que se cumple la ecuacion (6.1). Entonces, los procesos X’Q =

X,?(T), )A(T =X Y f’T i= Py(r) satisfacen la ecuacion

. po
dXe = <M> dr, (6.3a)
dPi = Al (;?g,ﬁf,ﬁ) dr + ¢ (;?g,ﬁT,ﬁT)*d@, (6.3b)

102



parat=1,...d ya=0,1,...,d; donde /Ti, ¢y /I/I?t] estdn dados por

Observacién 91 Conviene notar que por el Lema 89 se tiene que \/7\\/',5 = (th, .

proceso de Wiener d-d

RKB) = @) A (R0.%,.5,),
wxp) - (B) (s,
W /Ot(t) <PJ\)§>1/2 dW? Yt € [0,00)

imensional.

) Wﬂ) es un

Demostraciéon. Basaremos nuestra demostracién en el Lema 87. Aplicando el cambio de

variable s =t (r) a la ecuacién (6.1a), se llega a que

para todo 0 < 79 < 7 (00

~ To) P
%o - xo o <P>
a (r) t(r)
= XO +/ i ) ( ) dT
0 (P i) \ M
o PY
_ a t(r)
= Xg+ ; M —=dr

— 'XO / T d’l“

(6.4)

). Ademsds, del Lema 87 y el cambio de variable anterior, se sigue

o . . t(ro) t(ro) 4
P = Ptl(q—o) :P8+/0 A" (5,X4,Py) ds+/0 c (8,Xs,Pg) « dW)

= Pi+

/TOA' (r) ) (Bt
"t (r), Xy, Pigr ——= | dr
A i) Pen) | 7

70 P%) 1/2 e
+/ (X0 0 Xy, Pyr Hr AW
0 ( t(r)> 4(r) t“)(M

_ 135'+/0 (ﬁ)Al(XOX P, ) dr



=P +/ A’ (XE, XT,PT) dr +/ & (XE, XT,PT> AW, (6.5)
0 0

para cualquier 0 < 79 < 7 (00), donde @', iy /V[Zj se toman como en las hipétesis del Teorema.
De las ecuaciones (6.4) y (6.5) se siguen las igualdades (6.3a) y (6.3b), que es lo que
queriamos probar. m
Si la funcién de densidad de transicién de la ecuacion (6.1) existe, tenemos que el proceso
(6.3) también tiene funcién de densidad de transicién f(T, 20, %, p), la cual satisface la ecuacién

de Fokker-Planck

< 8 + pa 8 ) f(T’xoa)(’ p) = a [_AZ (7-7 xo’x’ p) f (T’xO’X7 p)

o7t Mow o
o (D" (e’ xp) £ (. xm)) |

_|_77
2 Opk
para cualquier (T,:co,x, p) € (0,00) x (0,00) x R? x R?. La cantidad f(T,a:O,X, p) dz®d?zd?p
se interpreta como la probabilidad de encontrar la particula al tiempo propio 7 en el espacio
d . . d . .
s b 1 7 7 7 (2 (2 (2
(2d + 1)-dimensional [t,¢ + dt] x <Hi:1 (2", 2" + dw ]) X <Hi:1 [p’,p" +dp ]> del marco de
referencia inercial 3.
Una consecuencia interesante de esta reparametrizacion, surge al considerar el movimiento
libre (sin la presencia de campos de fuerza) en un bafio térmico termalizado, estacionario,
isotrépico y homogéneo en el marco 3. Como ya se ha comentado, en este caso la ecuacién de

Langevin toma la forma

(03 PZ

dxXy = P—E)dt, (6.6a)
. N 1/2 :

aP} = —a(P!) i+ |D(P))| " oy awy, (6.6b)

donde los coeficientes de ruido y friccién a y D dependen de la energia p° = (M 24 p2)1/ 2 y

satisfacen la relaciéon de Einstein
o=a (@) p’+D () - BD (%) Vp° € R—[-M,M].

En esta situacion, la densidad estacionaria (marginal) del momento fs (p) para el proceso (6.6)
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es una funcién de Jiittner, es decir

exp (—Sp°)

foo (p) := lm f (2, p) Z, % (P),

siendo f la densidad marginal del momento del proceso (6.6).

Para algunos sistemas, es realista suponer que la velocidad de la particula Browniana estd
acotada por una cantidad menor que ¢ = 1. En estos casos, 7 (00) = oo y la densidad estacionaria
marginal del momento foo (p) correspondiente a la reparametrizacién en términos de 7 del
proceso (6.6), estd dada por

0
o) = tim Flrop) o SLEP) g o)
donde ]?es la densidad marginal del momento de la reparametrizacién del proceso (6.6).

Asi, el proceso (6.6) y su reparametrizaciéon en términos de 7 tienen funciones de densidad
de transicién distintas, a pesar de que modelan el mismo fenémeno. Fisicamente, la diferencia
entre foo ¥ foo se debe a que las mediciones en t = const y T = const no son equivalentes,
incluso cuando t,7 — oo.

Usualmente, la funcién ¢,;; recibe el nombre de densidad de Jiittner modificada. Como
puede observarse, ¢, ; difiere de la funcién de Jiittner estdndar ¢; por un factor proporcional
al inverso de la energfa. La funcién de Jiittner modificada ¢,;; puede ser derivada de un

principio de entropia relativa, usando el hecho de que la densidad de transicién es un invariante

de Lorentz.

6.2. Observadores en movimiento

Hasta ahora, solo se han tratado en este trabajo ecuaciones de Langevin que describen
el movimiento aleatorio de una particula Browniana relativista en el marco de referencia del
laboratorio 3. En esta seccién, se determina como percibe un observador en movimiento (a
velocidad constante w) el desplazamiento de la particula Browniana, suponiendo que se tiene
una ecuacién de Langevin de la forma (5.1) en el marco X.

Hay, al menos, dos maneras distintas de abordar este problema. Una de ellas utiliza la inva-

105



rianza de Lorentz de la densidad de transicién. La otra forma consiste en aplicar directamente

una transformacién de Lorentz a la ecuacién de Langevin medida en 3.

6.2.1. Transformacién de Lorentz de la densidad de transicién en el espacio

fase

Un observador en reposo en el marco ¥ puede medir una densidad f (t,x,p), asociada al
proceso (X¢, Pt), que satisface las ecuaciones de Fokker-Planck (4.4) 6 (4.6). Mientras que un
observador que se mueve a través del marco Y a velocidad constante w mide una densidad
(', x',p’). Como la densidad f resulta ser un escalar de Lorentz (ver Apéndice D.1), se tiene

que

f (t/,x’,p/) =f (t (t/,x') , X (t/,x/) P (p/)) (6.7)

ft,x,p) =f (t' (t,x),x (t,x),p’ (p)) , (6.8)

donde (¢',x’,p’) y (t,x,p) estdn relacionados por

p'(p) = A (M?+p?) "7+ AVp,
siendo A" una transformacién de Lorentz del marco 3 al marco del observador en movimiento.
Para calcular f’ es suficiente resolver las ecuaciones de Fokker-Planck (4.4) que se cumplen
en el marco X, para una condicién inicial ¢-simultédnea f(0,x,p), e insertar tal solucién en
(6.7). Obteniendo f’ se logra determinar la forma en que el observador en movimiento (velocidad

constante w) percibe el movimiento de la particula Browniana, con lo cual completamos nuestro

objetivo.

6.2.2. Transformacién de Lorentz de la ecuacién de Langevin

Considérese un marco de referencia inercial ', el cual se encuentra en movimiento respecto
a . En esta subseccién se encuentran ecuaciones diferenciales estocdsticas explicitas para el

movimiento Browniano en ¥’ suponiendo que la ecuacién de Langevin (6.1) se cumple en el
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marco Y. Mds precisamente, se obtienen ecuaciones diferenciales parametrizadas por el tiempo
t' (de X') para la posicién X}, y el momento P}, medidos en ¥'. Esto se logra aplicando una
transformacion de Lorentz a las ecuaciones de Langevin que se cumplen en X..

Con objeto de establecer las ecuaciones diferenciales estocasticas deseadas para X}, y P,
conviene comenzar estableciendo igualdades que relacionen a (t’ X, 2,) y (t,X¢, Py). Con este
propésito, considérese una transformacién de Lorentz A = AY# del marco del laboratorio ¥ al
marco Y. Por conveniencia, se excluyen transformaciones de Lorentz que envuelven inversién

espacial o reversién temporal, es decir, nos restringimos a transformaciones propias de Lorentz

con A% > 0. Entonces, si se define

Y/ = AP XY, Gy = A""P},
parav =0,1,...,dyt > 0, se tiene que los procesos (XQ,, 2,) y (X¢, Py) cumplen las relaciones
o o /o o
Y =Ny T T Gy

para a=0,1,...d y donde se toma t := (t’)_l. Ademads, también se tiene que

AOu pt G0 P',O
i A A
P PYC T (A Bl

dt' (t) = dy;° =

donde A™! es la inversa de la transformacién de Lorentz.
Con lo anterior, procederemos a encontrar las ecuaciones diferenciales estocdsticas para
vy P, La idea a seguir es muy similar a la utilizada para encontrar la reparametrizacién
en términos del tiempo propio. Se comienza encontrando ecuaciones diferenciales estocdsticas
para los procesos (Yt’,‘)‘) y (GQ‘?‘) . Posteriormente, se utiliza el Teorema 40 para establecer las
ecuaciones para (X;*) y (P/%).
A continuacién se establecen ecuaciones diferenciales para los procesos (Y;’,a) y (G;?‘) . Se
inicia con un resultado que simplifica el encontrar tales ecuaciones, el cual es una consecuencia

inmediata de la ecuacién (6.2).

Lema 92 Supongamos que la ecuacion (6.1) se cumple. Entonces, la energia relativista PP =
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(M2 + P2)1/2 tiene asociada la diferencial
dP? = A° (t, Xy, Py) dt + ¥ (t, Xy, Py) dW,

donde

A% (t,x,p) :Al(t,x,p);+w[%_pp]:|7

2 P’ (p0)?
7

. p ..
A (t,x,p) : = Ec” (t,x,p),
para cualquier (t,x,p) € [0,00) x R? x R,

Proposicién 93 Supongamos que la ecuacion (6.1) se cumple. Entonces, los procesos YV =

A"EXE y GY = AYF P satisfacen las ecuaciones diferenciales

/ G

dYa — dt, (610&)
t Pto |

dGy = ANPAF (8, Xy, Py) dt + A#ck (¢, X, Py) dWF . (6.10b)

Demostracién. Comenzaremos probando (6.10b); para demostrarlo aplicaremos la férmula
de Ito. Definamos u : R¥! — R4+ dada por u (p°, p) = A (p®).

Por ser A una transformacion lineal, se tiene que u satisface las hipétesis necesarias para
aplicarle la féormula de Itd d + 1-dimensional. Entonces, si {ey, ..., €441} forma la base canénica
de R, de la férmula de It6 26 y el Lema 92, se sigue que el proceso G7¥ := A"PPE = (Pto, Pt)

satisface la ecuacién

d d
. ) 1 8? 3}
=L [ (n (P P) ) ap 3 2 s (4 (P02 o) | arfa,
= Aengp)

= AHAP (X, Py) dt + A (8, Xy, Py) AW
lo que prueba (6.10b). Para demostrar (6.10a) se puede proceder de manera similar. m

108



Utilizando el resultado anterior, se encuentran las ecuaciones para (X;,a) y (Pt’,a) . Se es-

tablecen primero unos resultados técnicos preliminares.
Lema 94 Los procesos P := (M2 + P%) 1/2 y ¢ (t, Xy, P,) cumplen las siguientes propiedades:
‘ P \1/2
) P\ /2 -
(i1) (W) es un proceso no-anticipante;
0 M
(iii) [ 2t ds < o0 Yt > 0.

P

Demostracién. El inciso (i) se cumple debido a que P?, (P;,(t))2 e RTU{0} Vt >0y aque

po po (M24P2)"/? o .
ARpF = PO = 177 V¢t = 0. El inciso (ii) es una consecuencia de que el proceso
t t/(t) <M2+<P’ ) )
/()
{P;,t > 0} sea no-anticipante y de que la transformacién A : R4t — R*+! sea continua.

c . .. . Op pt .
Resta demostrar el inciso (iii). Sea ¢ty > 0. Debido a que s +— A P(J]D = es uUna composi-

cién de funciones continuas, tenemos que tal funcién esta acotada en [0, ] Vw. Por lo tanto,

ds < o0, lo cual implica que f(f AOJ’;é’f ds < oo ¥Vt > 0, lo que demuestra el inciso (iii).

fto A0 plt
0 PO

Con esto concluye la demostracién. m
Proposicién 95 El tiempo t' en ¥/ satisface t' (00) = 0.

Demostracién. Debido a que A = AY# es una transformacién propia de Lorentz, por el

Apéndice C (ecuacién (C.7)) sabemos que
A = BR,

donde R es una rotacién de la forma (C.5) y B es un boost de Lorentz de la forma (C.6) con

v=(1- 'w2)_1/2. Luego, tenemos que

X? t

A (X, X,) = BR
Xy (Rij) X
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De esto tltimo y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se sigue que

10

¢ (tv Xt) =t — <(R1]) X4, ’7w>

v

7t = [[(Rig) X[ [ywll
= 7 (= [1Xell [lwl])
> v (t = (t+Xo) [w])

= (1= [w])) = Xo[lw]. (6.11)

Entonces, debido a que consideramos a X una condicién inicial determinista, de la ecuacién
(6.11) es claro que t’ (00) = 00, que prueba lo deseado. m
Sin perder generalidad se puede suponer que Xg = 0. Esta suposicién permite establecer una

ecuacion diferencial estocdstica “sencilla” para describir el movimiento Browniano relativista

en Y.

Lema 96 Supongamos que se cumplen las ecuaciones (6.1). Los procesos ¢ (t, Xy, P,) cumplen

la relacion

0

’ / 1/2
t(tO). . . tO. . Pt(T’) .
[ gt = [ 1 3 man) () o
0 0 Citry

. 0N 1/2 .
donde W} := fot(t) (%ﬁ?) dW?, para todo t € [0, 0).
t

Observacién 97 Una consecuencia inmediata del Teorema 38 es que, para cada j = 1,...,d,

Wi 0 (GNP ‘
=y P dWy define un nuevo proceso de Wiener.

Demostracién. Basaremos nuestra demostracion en el Teorema 40. Por ser Xy = 0, tene-

mos que ¢’ (0) = 0. Entonces, de las ecuaciones (6.9), se sigue que

t AOu pp t /0 t Ptllo( )
! _ S _ s _ S
t(t) = /0 PO ds = /0 PO ds = /0 (A1) Ptl,’é )ds vt > 0.

Teniendo en cuenta la ecuacién anterior, del Lema 94 se sigue que podemos aplicar el

Teorema 40 a las integrales f(f Aineri (s, X, P,) dW{ y al tiempo intrnseco ¢’ (). Entonces, por
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el Teorema 40 tenemos que

6(t6) . dore(te) 4
/ Ateld (5, X, P dW = ) / A (5, X, P) dWY
0

para todo 0 < t) < t/ (00) = oo, donde W7 := fo (GIO) s dW?{ para todo ¢ € [0, 0¢). Esto
iltimo prueba lo deseado. m

A partir del Lema anterior es posible encontrar las ecuaciones que describen el movimiento
de la particula Browniana en 3; sin embargo, al igual que en la reparametrizacién en términos
del tiempo propio, es necesario demostrar que W} := (Wt’ L Wt’d) es un proceso de Wiener

d-dimensional.

Lema 98 Sea Wt/ : fo ® (GIO) dWsj para cada t >0y j € {1,...,d}. Entonces,
{W} = (W[, ...,W/?) ,t >0} es un proceso de Wiener d-dimensional.

Demostracion. Procederemos como en la demostracion del Lema 98. Definamos Yg =

0N 1/2 1/2 ;
fo (G 0) dWi = fo <AOMPM) dW{ para cualesquiera t > 0y j € {1,...,d}. Por el Teorema

42, tenemos que

o G0
(V' y7], _/ Ptod[W’ W], vt >0.
0
Luego, como supusimos Xy = 0, se cumple que

. . o t(t) G0 t sii=j
W= I = [ e e, = -
P! C
0 0 sii#j
para cualesquiera t > 0, 4,5 € {1,...,d} e i # j. Entonces, la Observacién 22 y el Teorema 43
implican que W} := (W/,... ,Wt’d) es un proceso de Wiener d-dimensional, que es lo que se

queria probar. m

El siguiente teorema es el resultado més importante de esta subseccién. Establece las ecua-

111



ciones que describen el movimiento de la particula Browniana en X'.

Teorema 99 Supongamos que se cumple la ecuacion (6.1). Entonces, los procesos Xt'g‘ = }/t/gf’)
0

y P/* = G;O(‘t,) satisfacen las ecuaciones
0

ty
P
dX;p = (;4) dt’, (6.12a)
dpP; = A"(t,X},P,)dr+Y (¢, X, P}) «dW, (6.12b)
parai=1,....d ya=0,1,...,d; donde A", ¢V y th,j estdn dados por
Hoa0 -(A_l Oupw- i gv —1\ap g RN
A0 s = [ ([ [y ] )
T A—1\01 g 1/2 }
ij (10 ) (A" iv vj N d —1\Ju d
C/](xl,xl,p/) - p/O A CJ([(A ) x/u]azo’[(A ) p/ML:1>
, ) t(t) /G0 1_/2 ,
!/ . _ t

Observacién 100 Hay dos hechos implicitos importantes en la definicion de A" y c/¥:

1. Dado un vector (zo, 2L ... ,zd) e R y un nimero m € {0,1,...,d}, definimos

d
[zl} = (zm,zm+1,...,zd) e RitLI-m,
m

d _
Luego, [zl]l:m es un vector en R4TI—m,

2. En un pequeno abuso de notacion, estamos entendiendo

[ ey = () e [aya] ).

Jj=1

a=0"

. .. : d
Entonces, tiene sentido evaluar A* y ¢ en <[(Al)a” :r’“]d [(Afl)w p’“} ' 1) . Hace-
J:
mos uso de esta notacion para facilitar el tratamiento, asi como para simplificar y com-

pactar expresiones.

Demostracion. (Teorema 99). Basaremos nuestra demostracién en las Proposiciones 93 y
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96. Aplicando el cambio de variable s = t (r) a la ecuacién (6.10a), se llega a que

(g o
o _ o _ /e S
o [0 G B
= 1/0 + PO GID d
0 t(r) Tt(r)
th éa
= Y0/a+ G/ér)dr
0 t(r)
t6 Pla
= X"+ ", (6.13)
"y PO

para todo t{, > 0. Ademds, del Lema 96 y el cambio de variable anterior, se sigue

()

/% l 14 t(té) T A t(ta) T ] 7
Py = Gt(tg):GO —l—/o AHA (S,XS,PS)ds—I—/O At (s, X, Ps) dW

0
B

ot :
— ap+ / APAP (4 (1) Ky, i) g
0 6(r)
o PN
AR (40), Xy, Prgr) ( G,g”) dwy
t(r)
St N woo1d ) (AH) P
= P+ O OAWA“ ([(A—l) #xm}i:(ﬁ [(A—1)Jup/,¢}j:1> ( 1)37{0 dr
ty ) . d —1\0n p/u 1/2 )
+/OOAZMCMJ <|:(A_1)a#xlu:|i_07 [(A—l)]ﬂplu}j:1> <(A PZT,O Pr ) dW,,,‘]
. o o .
= P+ / A" (¢, X, Py) dr + / YV (t, X4, Py) dW)7, (6.14)
0 0

para cualquier t{ > 0, donde A", ¢/ y W' se toman como en las hipétesis del problema.
De (6.13) y (6.14) se siguen las ecuaciones (6.12), que es lo que querfamos probar. m
El Teorema anterior muestra que la trayectoria (X;,, P;,) en Y de la particula Browniana,
satisface una ecuacién diferencial de la forma
Pla
dxp = ( t’0> dt’,
Py
dpP/} = A'dt' + " xdW)}.

Ademis, se puede encontrar la ecuacién diferencial estocastica para la energia relativista P/° =
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(M 24 P?)l/ % en Y reemplazando las cantidades sin prima (') por cantidades con prima en la
ecuacion (6.2).
. (Ail)oupm s I 1ij :

Debido a los prefactores | en las definiciones de A" y ¢, se tiene que los coe-
ficientes A’ y ¢ no constituyen tensores de Lorentz. Esta es, esencialmente, una consecuencia
de la parametrizacién temporal de las ecuaciones (6.1) y (6.12).

Si la funcién de densidad de transicién de la ecuacién (6.1) existe, tenemos que el proceso

(6.12) también tiene funcién de densidad de transicion f’ (¢',x’, p’), la cual satisface la ecuacion

de Fokker-Planck

o p/i o o .
(g5 + o ) 7 (X0 = A (o) ()

;azk (D/ik (t,,xl,p/) f/ (t,,X/,p/)):| 7

_.I_

para cualquier (#,x’,p’) € (0,00) x R? x R, donde D' := /iri".
Cuando se considera el movimiento libre en un bafio térmico termalizado, estacionario,

isotrépico y homogéneo en el marco Y, la ecuaciéon de Langevin en Y toma la forma
tOé
dX;y = —sdt,
PP
. 0N ~ o112 A
ap} = ~a(PY) P+ |D(P))] " 8y awj,

donde los coeficientes de ruido y friccién a y D dependen de la energfa p° = (M 2+ p2)1/ 2 y, si

la funcién de densidad estacionaria del proceso (6.6) existe, satisfacen la relacién de Einstein
0=a(°)p°+ D' (°) — 8D (1°) Vp° € R—[-M, M].

En esta situacién, si la transformacién de Lorentz es solo un boost, la densidad estacionaria
marginal del momento en el marco en movimiento ', esta dada por una funcién de Jiittner

transformada de la forma

¢/ (p/) x exp (—ﬁU/ap/a) ’

donde U'® es la cuadri-velocidad del bano térmico en X'.
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Capitulo 7

El Modelo de Colision Binaria

Relativista

Para que el enfoque de Langevin se apegue a la realidad, se deben conocer los coeficientes
de ruido D (p) y friccién « (p) que son apropiados para el sistema bajo consideracién. Algunos
modelos de friccién realistas pueden obtenerse, por ejemplo, derivando ecuaciones de Fokker-
Planck de las ecuaciones relativistas de Boltzmann. Sin embargo, los métodos conocidos en la
literatura resultan ser complicados y son poco entendidos.

En este capitulo bosquejaremos un procedimiento alternativo para obtener coeficientes de
ruido y friccién a partir de un modelo de interacciéon microscépica simple y bajo el supuesto de
equilibrio térmico. Tal procedimiento puede considerarse como la generalizacién relativista del
modelo de colisién binaria presentado en el Capitulo 3, asf como una justificacién heuristica de
la ecuacién de Langevin relativista.

En la exposicién de este capitulo se considera un sistema unidimensional que consiste de una
particula Browniana pesada (masa M) inmersa en un bano térmico de particulas més pequenas
(masa m < M, nimero total de particulas N > 1). El modelo que se desarrolla supone que el
movimiento aleatorio de una particula Browniana surge debido a frecuentes colisiones eldsticas
con las particulas del bafio térmico circundante.

De manera similar al modelo de colisién binaria no-relativista, el interés primordial radica

en encontrar la mejor aproximacién (posible) de la dindmica exacta en la clase de ecuaciones
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diferenciales estocésticas definidas por la ecuacién de Langevin-backward (5.1).

En la primera seccién se desarrolla la cinemadtica de las colisiones relativistas, se construye
una ecuacién del tipo Langevin teniendo en cuenta algunos supuestos y se comenta sobre una
posible justificacién de la ecuacién de Langevin (4.2) en ausencia de campos de fuerza externos.
La seccién 2 trata la distribucién del bafio térmico considerada (aquella del equilibrio térmico)
y se realiza un par de comentarios sobre la fuerza media de deriva. Finalmente, en la seccién
3 se estudia como aproximar, segin algunos supuestos que se establecen, la ‘ecuacién de tipo

Langevin’ obtenida de la cinemética relativista por ecuaciones diferenciales estocdsticas.

7.1. Cinematica de las colisiones relativistas

Considérese una (tnica) colision eldstica entre la particula Browniana (momento P, energia
E (P;) = P?) y una particula del bafio térmico (momento p;, energfa € (p;) = p?). La energfa

relativista, el momento y la velocidad de las dos particulas antes de la colisién, estdn dadas por

B = MV (W), E(P) = (M2 +P))"?, (7.1a)

pe = moyy(vy), e(p) = (m*+p9)"?, (7.1b)

donde 7 (w) := (1 — w2)_1/ ?. Por tener colisiones eldsticas, la cinemadtica de la colisién obedece

las leyes de conservacién

—

M=M m=m, E+4+e=FE+73 Pi+pi=P+p, (7.2

)

donde los simbolos con (") representan el estado después de la colisién. Insertando las ecuaciones
(7.1) en las leyes de conservacién (7.2) y despejando el momento P, de la particula Browniana

después de la colisién, se obtiene que

By = (w0 (2B (P — (1 +42) 7).
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donde u; es la velocidad del centro de masa (invariante bajo la colisién), el cual esta dado por

la férmula
Py + pt
w=ulp,P)=——+""—.
e B) E(P) +¢(pt)

Obsérvese que las particulas del bano térmico pueden enumerarse con nimeros entre 1 y
N. Si denotamos por AP/ := ﬁt — P, al cambio de momento de la particula Browniana en una

unica colisién con la particula ‘r’ (0 < r < N) del bano térmico, se tiene que

E (P;)

. . e (p7) r
AR} = =2y (w0, P) gy o mory B 2V 08 P ip s o

E(B) -+ 07) b ()

donde p; es el momento de la particula ‘r’ al tiempo ¢t > 0. En el caso limite no-relativista,

donde u (p}, P,)*> < 1, E~ M y € (p}) ~ m, la ecuacién (7.3) se reduce a la ecuacién (3.12).
Para construir una ecuacién del tipo Langevin a partir de las ecuaciones anteriores, se

considera el cambio de momento total 0P (t) := P15t — P de la particula Browniana en el

intervalo ‘mesoscopico’ [t, t + dt], asumiendo que:

» las colisiones que ocurren en [t,t + dt] pueden ser vistas como eventos independientes;

» el salto de tiempo 0t es lo suficientemente pequeno para que se cumpla [P (t) /P (t)] < 1
y para que ocurra a lo més solo una colisién entre la particula Browniana y una particula

especifica del bano térmico;

= el valor de 6t es lo suficientemente grande para que el nimero de colisiones sea mayor que

1.

Los requisitos anteriores solo pueden cumplirse simultdneamente cuando m < M, lo cual
constituye uno de los supuestos iniciales de nuestro modelo.

Entonces se tiene que el cambio de momento §P (t) de la particula Browniana, durante el
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intervalo de tiempo [t,t + 0t], puede aproximarse por

SP(t) = Pog— PtNZAPt - (t,01)

r=1
- 227 u (p), P)) Emh(t,&)
+2Z’y u (v}, P2) E(Zf)(fjwp;w,m, (7.4)

donde I, (t,6t) es la funcién indicadora para una colisién entre la particula Browniana y la

particula ‘r’, es decir

1 si una colisién entre la particula Browniana
I, (¢,6t) = y la particula r ha ocurrido en [t,t + dt],
0 en otro caso.

Conviene notar que la ecuacién (7.4) es la contraparte relativista de la ecuacién (3.16). Heurfs-
ticamente, el primer término de la ecuacion (7.4) puede ser interpretado como friccién, mientras
que el segundo término puede pensarse como ruido. Esto justifica, de cierta manera, el porque
tomar ecuaciones de Langevin de la forma (4.2) con F' = 0 para modelar la dindmica relativista
de la particula Browniana en ausencia de campos de fuerza externos.

Por la seccién 3.2.1., se tiene que heurfsticamente
ot ., -
Ir (tv 5t) ~ 5 ’Ut *VH(S(& *Xt)v (75)

siendo r; y v} la posicién y la velocidad de la particula ‘r’ del bano térmico, respectivamente.

Sin embargo, en este caso, debemos usar las velocidades relativistas V; = —Lt—— y o] =
9 ) (M2+Pt2)1/2 t
by
1/2*
(m2+(p)?)"

7.2. La distribucién del bano térmico y la fuerza de deriva

Como es de interés sélo el caso en el que hay equilibrio térmico, asumiremos que el bafio estd

termalizado. También es realista suponer que las particulas del bafio térmico estdn confinadas
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a un volumen V =10, L] C R finito. Entonces, bajo los supuestos anteriores, la densidad que
modela la probabilidad de encontrar a una particula especifica del bafno térmico en algin lugar

del espacio fase, esta dada por la funcién de Jiittner espacialmente homogénea
£} (@.p) = (2mEy (Bm) D) exp |8 (m? +9) 7] ©(L-2)© (@) V(2,p) € VXR,

donde 7 = (Bkg) ™' es la temperatura del bafio, © es una funcién Heaviside y K denota la
funcién de Bessel modificada de segunda especie y orden 1.

Para completar la informacién de la distribucién del bano térmico, también se asumird que:

= las particulas del bano térmico son independiente e idénticamente distribuidas;

= las colisiones entre la particula Browniana y las particulas del bafio térmico no afectan la

distribucion de las particulas.

Las dos suposiciones anteriores pueden justificarse para banos lo suficientemente grandes,
siempre y cuando las colisiones entre las particulas del bafio restablecen rdpidamente un dis-
tribucién espacialmente homogénea.

Utilizaremos la distribucién de las particulas del bano térmico para calcular la fuerza media

de deriva K, la cual se define como

£ = (0 =),

Al sustituir la ecuacién (7.4) en la definicién anterior, obtenemos
)
K = —-n w(ph, Py))? ———t

+r <’Y (u (9], P))? E(P]f)(j—atg(p;’)

LI, (t,6t) | P = p> p

p; LI, (t,0t) | P, = p> ,
donde ny = N/L es la densidad de las particulas del bafio térmico.
Desafortunadamente, es muy complicado, o incluso imposible, evaluar analiticamente la es-

peranza anterior. Sin embargo, puede ser evaluada numéricamente haciendo uso de expansiones

de Taylor en el sentido de funciones generalizadas. Cabe destacar que, a diferencia del caso
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no-relativista, la expansién de Taylor (7.5) no permite encontrar un expresién analitica para la
fuerza media de deriva .

Conviene observar que se pueden hacer desarrollos similares si se considera una distribucién
distinta para el bano térmico. Es posible que se obtengan expresiones diferentes para estos

casos, pero la forma de proceder es andloga.

7.3. Aproximacion de Langevin

Para finalizar, se estudia como, en principio, se pueden aproximar la ecuacién (7.4) por
ecuaciones diferenciales estocdsticas de la forma (141). Solo se estudiard a fondo el caso de la

ecuacién de (5.1) con la integral backward, la cual tiene la expresién
dP, = —a (Py) Pt + [2D (P)]Y? & dW. (7.6)

Los procedimientos resultan andlogos para las otras integrales estocdsticas, aunque con ex-
presiones mds complicadas. Se sugiere utilizar las relaciones entre las ecuaciones diferenciales
estocdsticas de los Teoremas 46 y 50 para obtener ecuaciones diferenciales estocdsticas con la
integral de Ito y la integral de Stratonovich que aproximen a (7.4), en lugar de aplicar el método
directo que a continuacién se desarrollara.

Para obtener un modelo de Langevin 1til y apegado a la realidad, los coeficientes o y D
tienen que elegirse de tal manera que produzcan la mejor aproximacién posible en la clase de
ecuaciones diferenciales estocdsticas definida por la ecuacién (7.6). Es posible que existan una
infinidad de criterios para construir una “buena aproximacién”, en este trabajo los criterios que

debera cumplir el proceso (7.6) son dos:

= Aproximar la distribucién estacionaria correcta,;

= Exhibir el comportamiento de relajacién media correcto, lo cual se puede expresar matemati-

dP
camente como' <# | P, = p> =K (p).

dP(t)
dt

relativista (ver pag. 48 de esta tesis). También se supone que fot (2D (Ps))ds < oo Vt > 0, para tener
<fg 2D (P,)]/? dW5> —0Vt>o0.

!Estamos usando la misma aproximacién heuristica para

que en el modelo de colisién binaria no-
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El criterio anterior resulta plausible pues con él se logra captar informacién muy importante
del bano térmico.
Debido a que el bafio térmico esta termalizado, la distribucién estacionaria del momento de

la particula Browniana en el modelo de colisién binaria, estd dada por la funcién de Jiittner
_ 1/2
65 (p) = (2MKy (BM)) " exp -5 (0 + M2)'?] WpeR (7.7)

Entonces para que la ecuacién (7.6) cumpla el primer criterio de buena aproximacién impuesto,
se pide que la ecuacién (7.6) tenga como densidad estacionaria a la funcién (7.7). De las rela-

ciones de Einstein (4.8) se sigue que esto es equivalente a que las funciones « y D satisfagan

D(p)=p""a(p) E(p), (7.8)

para cualquier p € R, donde E (p) = (m? + p2)1/2-

Ademds, para que la ecuacién (7.6) cumpla ambos criterios de buena aproximacion, también

se pide que tal ecuacién cumpla la relacién

<Cu;t(t)!Pt=p>=/C(p)=<M;t@\Pt=P>- (7.9)

Por las propiedades de la integral backward-Ito, se sabe que

(%

IPt=p> =—a(p)p+ D (p).

Sustituyendo la relacién de Einstein (7.8) en la ecuacién anterior, se llega a que

<C“;ft> P =p> ——al)p+ 57 e ) E ).

Ast que la condicién (7.9) es equivalente a la ecuacion diferencial

—alp)pt ﬂlcg‘; (D) E(p)] = K (p).

Cuando no se conoce una expresion para la funcién K (p), se puede, por ejemplo, tratar de
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fijar una expresién analitica sencilla y, subsecuentemente, usar esta aproximacién en la ecuacién

anterior. Para esto existen diversas técnicas conocidas como aproximar por splines, entre otros.
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Apéndice A

Procesos de Markov y Procesos de

Difusion

En esta seccién se presenta un breve resumen de procesos de Markov y procesos de difusién.

Para mayor informacién sobre estos temas se recomienda consultar, por ejemplo, los libros

[6, 29, 50, 53, 56].

Definicién 101 Seanty >0 ytg < T < co. Sea {Xy,tg <t < T} un proceso estocdstico en RY
definido sobre el espacio de probabilidad (Q,U,P). El proceso X; es un proceso de Markov si se

satisface la propiedad: para tyg < s <t <T y para todo B € B (Rd), la ecuacion
P(XieB|lo(Xy;tg<r<s))=P(X; € B|Xs)

se cumple con probabilidad 1.

Dado un proceso de Markov, el pasado y el futuro son estocdsticamente independientes cuan-
do se conoce el presente. Este principio puede ser considerado como el principio de causalidad
de la fisica clasica llevado a sistemas dindmicos estocdsticos.

Un concepto béasico en los procesos de Markov lo constituye la probabilidad de transicién.

Definicién 102 Sea {X;,tg <t < T} un proceso de Markov. Una funcion P (s,x,t,B) es lla-

mada una probabilidad de transicion si tiene las siguientes propiedades:
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(i) Paras <ty BeB (Rd) fijos, se cumple con probabilidad 1

P(s,X,,t,B)=P(X, € B| X,).

(ii) P (s,x,t,-) es una medida de probabilidad sobre B (Rd), para s <t yx € RY fijos.
(iii) P (s,-,t,B) es B (RY)-medible, para s <t y B € B (R?) fijos.

(iv) Paraty < s<u<t<TyBebkB (]Rd) y para todo x € R con la posible excepcion de
un conjunto N C R? tal que P(Xs € N) =0, tenemos la llamada ecuacién de Chapman-

Kolmogorov

P (s,x,t,B) = P (u,y,t,B) P (s,x,u,dy).
Rd

Si P (s,z,t,B) es una probabilidad de transicion, la funcion P (s,x,t, B) también recibe el

nombre de probabilidad de transicion del proceso de Markov X.

Para s,t € [tg, T fijos tales que s < t, P (s,x,t, B) esta tinicamente definida como funcién
de x y B con la posible excepcién de un conjunto N de valores de x (independiente de B) tal

que P (X € N) = 0. Ademds, en ocasiones se usa la notacién
P(s,x,t,B)=P(X; € B|X; =x),

la cual es la probabilidad de que el proceso observado estard en el conjunto B al tiempo ¢ si al
tiempo s, donde s < ¢, esta en el estado x.

Las probabilidades de transicién, como toda distribucién de una variable aleatoria, pueden
tener asociada una funcién de densidad. En el caso de los procesos de Markov, a la funcién de

densidad se le conoce como densidad de transicién.

Definicion 103 Sea {X;,to <t < T} un proceso de Markov y P (s,x,t, B) su probabilidad de

transicion. Si existe una funcion p (s,x,t,y) que satisface

P (s,x,t,B) :/p(s,x,t,y)dy
B
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para cualesquiera tg < s <t <T,x € R¢ y B € B (]Rd), tal funcion recibe el nombre de

densidad de transicion del proceso Xy.
Un tipo especial e importante de procesos de Markov son los procesos homogéneos.

Definicién 104 Un proceso de Markov {Xy,tg <t < T} se dice homogéneo si su probabilidad

de transicion P (s,x,t, B) es estacionaria, es decir si la condicion
P(s+u,x,t+u,B)=P(s,x,t,B)

se cumple para cualesquiera to < s<t<T ytg<s+u<t4+u<T.

Cuando se tiene un proceso de Markov homogéneo, se acostumbra escribir
P(t—s,x,B)=P(s,x,t,B),

para 0 <t —tyg <T —tp.

Observacién 105 ;Cudndo un proceso de Markov {X¢,t9 <t < T} es también un proceso

estacionario? Una condicion necesaria y suficiente para ser estacionario es:

(i) Xy es homogéneo;

(ii) existe una distribucion invariante P° en el espacio de estados, es decir

P%(B) = / P (t,x,B) P’ (dz) para cualesquiera B € B (Rd> ,t€[0,T —to].
R4

Si elegimos esta P° como distribucion inicial para Xy,, entonces X; es un proceso esta-
cionario. Ademds, si existe un invariante P, tenemos que para distribuciones iniciales arbi-
trarias y T = oo,

lim P[X; € B] = P°(B)
t—o0

para todo B € B(Rd) cuya frontera tiene P°-medida 0; esto es, la distribucion invariante

es una distribucion estacionaria limite y es independiente de la distribucion inicial. Ezisten

125



algunas condiciones bajo las cuales una funcion de transicion homogénea P (t,x, B) tiene una

distribucion invariante (véase [50]).

Los procesos de difusién son casos especiales de procesos de Markov con trayectorias mues-
trales continuas. Mds precisamente, estos procesos quedan caracterizados bajo la siguiente

definicién.

Definicién 106 Un proceso de Markov {Xy,to <t < T} en R? con trayectorias muestrales
continuas a.s. es llamado un proceso de difusion si sus probabilidades de transicion P (s,x,t, B)

satisfacen, para cualesquiera s € [to,T], x € R? y e >0, las siguientes tres condiciones :
. , 1 .
(1) lmy s — f‘xiy|>5 P (s,x,t,dy) = 0;
(ii) erxiste una funcion f (s,x) que toma valores en R? y

, 1
tlst— s

[ ey Plxtdy) = fs%0;
[x—y|<e

(iii) eziste una funcion B (s,x) que toma valores en Matgxq (R) tal que

, 1
tls t—s

/ | (x—y)(x—y)  P(s,x,t,dy) = B(s,x).
x—y|<e

Las funciones f y B son llamados los coeficientes del proceso de difusién. En particular,
f es denominada vector de deriva y B es llamada matriz de difusién. B (s,x) es simétrica y
no-negativa definida.

El siguiente resultado establece una ecuacién de evolucién para la densidad de transicién de

un proceso de difusion.

Teorema 107 Sea {X;,to <t < T} un proceso de difusion en R?, el cual posee una densidad

de transicion p (s,x,t,y) y cumple um’formemente en s y X las relaciones limite de la definicion

106. Si las derivadas %,

321' (fz (t,y) p) Yy 8y18y3 (B’ (t, )p) ezisten y son continuas, entonces,
para s y x fijos con s < t, la densidad de transicion p (s,x,t,y) es una solucion fundamental

de la ecuacion de Fokker-Planck

d
o

BY (t,x) p) = 0. (A1)

D-3y

= 8y18y9
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Observacién 108 Si se define la distribucion de Xy, en términos de la probabilidad inicial

P,,, la densidad de probabilidad p (t,y) del proceso X; puede obtenerse por

p(ty)= /de(s,x,to,y) Py, (dx) .

Si en la ecuacion de Fokker-Planck anterior integramos respecto a Py, (dx), obtenemos que

p(t,y) también satisface tal ecuacion de Fokker-Planck.

La ecuacién de Fokker-Planck también se conoce como la ecuacion forward de Kolmogorov.
Algunas condiciones para la existencia de las densidades p(s,x,t,y) y p(f,y) se derivan de
las condiciones para que la ecuacién (A.1) tenga solucién. En general, la existencia de estas
densidades es un problema no trivial. El siguiente Teorema proporciona algunas condiciones

para la existencia de la densidad de transicién de un proceso de difusiéon unidimensional.

Teorema 109 Sea {X;,0 <t < T} un proceso de difusion en R con deriva f (t,z) y coeficiente

de difusion o® (t,x) > 0, el cual satisface

(i) a%f (t,z)y a%a (t,z) existen y son acotadas; las derivadas 38—;20 (t,x), a‘z—gt(f (t,z), g—;a (t,z)

Y %a (t,z) existen;

(ii) g (t,x) esta definida por r = fog(t’x) a(cgy)’
9(t2) Bo (t, ) tg(ta
atte) = [0 BT gy LG et (ko).
1, 10 _ T
Blta) = —ga(ha)——ggalte) = [ Salty)dy,

y B (t,z) cumple que
im —— sup B(t,z) <0.
lz|]—o0 1 + 2 0<t<T ( )
Bajo estos supuestos la densidad transicion del proceso existe.
Las condiciones del Teorema anterior incluso permiten encontrar una expresién explicita

para la densidad de transicién (véase, [29] pdgs. 96-97).
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Apéndice B
Distribucion de Maxwell

La distribucién de Maxwell modela a un gas (cuasi-ideal) diluido, cerca del equilibrio tér-
mico, con efectos cudnticos insignificantes y con velocidades no relativistas. Tal distribucién
establece que la velocidad de una particula de un gas con las propiedades anteriores obedece

una densidad ¢, : R — RT dada por

d/2 _ 2
Uy (v;m, B,d) = [i:ﬂ exp <B2mv) , (B.1a)

donde m es la masa en reposo de una particula del gas, v € R? es la velocidad no-relativista y
T = (kBB)fl es la temperatura. A partir de la ecuacién anterior, se encuentra que la densidad

que gobierna el momento de una particula del gas es

d/2 —Bm 2
épr (Psm, B,d) = {ﬁ} exp (Bp) (B.1b)

2mm 2

siendo p =mwv € R? el momento no-relativista y ¢,, : R — R™T.

Obviamente la densidad Maxwelliana para la velocidad no respeta el postulado relativista
fundamental de que nada puede viajar mds rdpido que la luz. La funcién de densidad adecuada
para trabajar en el caso relativista se expone en el Apéndice D.

Cuando se trabaje en el caso cldsico, se asume que las particulas de cualquier bafio en
equilibrio térmico obedecen una densidad de Maxwell de la forma (B.1). Lo mismo aplica para

una particula Browniana que este en equilibrio térmico con el bano circundante.
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Apéndice C
Conceptos Basicos de Relatividad

El objetivo de este apéndice es establecer la notacién, las convenciones y los conceptos de
relatividad especial que se utilizan en el tratamiento del movimiento Browniano relativista.

Para profundizar en estos temas se recomienda consultar [37, 26, 54, 58].

C.1. Notacién y convenciones

En relatividad especial, un marco de referencia inercial' ¥ corresponde a un sistema coorde-
nado Cartesiano global del espacio-tiempo. Un evento £ del espacio-tiempo esta etiquetado por
un vector (1 + d)-dimensional Z = (z®) = (ct,x) = (ct,z',...,2%) en ¥, donde d es el nimero
de dimensiones espaciales y, adoptando unidades naturales, ¢ = 1 es la velocidad de la luz. Los
super y subindices griegos «, (3, ... toman los valores 0,1,...,d, mientras que se usan indices
latinos 4, k, ... € {1,...,d} para las componentes espaciales. Los vectores con superindices son
llamados contravariantes.

Se usa el convenio de sumacién de Einstein, el cual permite simplificar sumas como

!Entendemos por marco de referencia inercial a un marco de referencia no acelerado.
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para los indices latinos, o bien
d
y = c%z® = E c“x”,
a=0

para los indices griegos. Ademads, se usa la notacién
2 1ol2 — (8)2
x* = [x|* = (")

para denotar la norma euclidiana del vector de componentes espaciales x = (xl, . ,:Ud).
Con respecto al marco de coordenadas Cartesiano ¥, las componentes 7,4 del tensor métrico

del espacio-tiempo de Minkowski se definen por

-1 a=p=0
Nag = +1 a=p8=1, ,d
0 a# B

Por definicién, las componentes de los vectores covariantes (x,) se obtienen al contraer el

vector contravariante (%) con 7,4, es decir
Ty 1= naﬁxﬁ = (za) = (—t,x).

Los vectores (z%) y (z4) son llamados cuadrivectores, sin importar el nimero de dimensiones.
La distancia en el espacio-tiempo de Minkowski entre dos eventos T4 = (%) = (ta,%Xa) ¥y

Tp = (2%) = (tB,xB) se define por
— = N\2 ._ _af (.« a « ay 2 2
d(Ta,7p)" = n"" (2% — 2p) (¢4 —23) = — (fa —tB)" + (x4 —xB)

Por definicién, la separacién entre dos eventos es
= Tipo tiempo, si d(TA,fB)2 < 0;
= Tipo luminoso, si d (EA,EB)Z =0;
= Tipo espacio, si d (Za,Zg)? > 0.
Los eventos con separacién tipo tiempo pueden estar causalmente conectados por (una serie
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de) senales viajando a una velocidad menor o igual a la velocidad de la luz. Los eventos con
separacion tipo luminosa pueden estar relacionados solo por senales ininterrumpidas que viajan
a la velocidad de la luz. Los eventos con separacién tipo espacio son causalmente disconexos.
El movimiento cldsico de una particula masiva puntual a través del espacio tiempo, corres-
ponde a una curva en X lo suficientemente suave del tipo tiempo. Tal curva recibe el nombre
de linea de universo. Considérese un observador estacionario O, el cual se encuentra en reposo
en Y. Es natural que O parametrice el movimiento de la particula usando el tiempo t de 3, es
decir que O describe la linea de universo como (2 (t), 2" (t)) con 2° (t) = ¢. En una vecindad
de cada punto (evento) sobre la linea de universo de la particula, una diferencial del tiempo

propio infinitesimal puede definirse por

dr == — (nargd::/:‘”‘d:zﬁ)1/2 =

(A2 — dz?)? = dt (1 —v2)"/?, (C.1)

donde v (t) = d2lt) o la velocidad de la particula en Y. De acuerdo a los postulados de la
relatividad especial, d7 es el intervalo de tiempo medido por un reloj intrinseco comoviéndose
con la particula, mientras que dt es un intervalo de tiempo medido por un reloj en reposo en X.

La cuadrivelocidad (u®) de una particula masiva se define como la derivada de la linea de

universo con respecto a su tiempo propio, es decir

«
o  dr

u® = —— = U U™ = —1.
dr o

Para una particula puntual con masa en reposo m > 0, el cuadrivector de energfa-momento

(p®) = (po,pl, .. ,pd) = (¢, p) se define por

p% = mu® = pap® = —m2. (C.2)
Al comparar con (C.1), se tiene que para una particula con velocidad v en ¥
P=c=my(v), p=my(v)v,  (v)=(1-v)""

La entrada p? = € es la energfa relativista de la particula.
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C.2. Transformaciones de Lorentz-Poncairé

En relatividad especial, las transformaciones lineales afines de Lorentz-Poncairé de la forma
T =AT+a — 2’ = AP 4 oo (C.3)

describen la transicién de un marco de referencia inercial ¥ a otro marco inercial ¥'. Se usa
la notacién (z'®) para los eventos en Y'. El cuadrivector constante (a®) traslada el origen del
tiempo y el espacio, mientras que la matriz constante de Lorentz (Ao‘ﬁ) puede dar cuenta de
una rotacién, un cambio de orientacién o una velocidad relativa entre los dos marcos X y X'.

Las componentes matriciales A%? estan determinadas por la condicién

> = d(@a,7p)° & AN peB — g0 (C.4)

— =/
d (xA’ 1‘3)
lo cual significa que las relaciones causales se preservan durante transiciones entre sistemas
inerciales. Las transformaciones de Lorentz-Poncairé forman un grupo. De particular interés
para nuestro tratamiento es el subgrupo de las transformaciones propias de Lorentz, definido

al tomar a® = 0 y las restricciones adicionales
A% > 1, det (Aaﬁ) = +1.

Los requisitos anteriores excluyen reversién temporal e inversién espacial. Ejemplos de trans-

formaciones propias de Lorentz son las rotaciones

A" =1, AP =AY =0, AY = RY, (C.5)
donde (Rij ) es una matriz de rotacién (i.e., det (Rij ) =1y RYRFI = d;; con d;; una delta de
Kronecker). Otro ejemplo lo constituyen los boosts de Lorentz

A = A0 =AY =y A =5+ — (1 =1), (C.6)

w2
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L ,wd) y factor de Lorentz v := (1 — W2)71/2. Para ilustrar brevemente

con velocidad w = (w
el efecto de un boost, considérese una particula en reposo en el origen de X y, por lo tanto,
descrita por la linea de universo (z% (t)) = (¢,0) en X. Aplicando el boost de Lorentz (C.6) a

(%) = (t,0), se encuentra que
20 = A0 =4t =, 2" = A0 = it = —w't’,

lo cual significa que la particula viaja a velocidad constate w'= —w a través de Y. La inversa
de la transformacién (C.6) se obtiene al reemplazar w con —w.

Toda transformacién propia de Lorentz puede escribirse como el producto de un boost con
una rotacién. Méas precisamente, si A es un transformacion propia de Lorentz, existe un boost

Apst de la forma (C.6) y una rotacién A, de la forma (C.5) tales que
A = Ay Aot (C.7)

De las ecuaciones (C.2), (C.3) y (C.4), se obtiene la ley de transformacién de energia-

momento relativista

P = ABpP. (C.8)

Combinando la ecuacién anterior y la igualdad (C.4), es posible verificar la condicién de “mass-

shell”

lo cual implica que la masa en reposo es un invariante de Lorentz. En particular, de la condicién

anterior se sigue que las componentes espaciales de la ecuacién (C.8) pueden escribirse como

i i 1/2 i5,7
P (p) = A (m2 + p?)"/* 4 A
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Apéndice D

Densidades de Probabilidad en
Relatividad Especial

En este apéndice se presentan algunos resultados para las distribuciones de probabilidad
en el espacio fase de una particula. Este apartado esta dividido en dos secciones, la primera
de ellas trata la invarianza de Lorentz de las densidades en el espacio fase y la segunda habla
sobre la densidad de Jiittner. El primer tema se trata con mayor profundidad en las referencias

[26, 39, 40, 41], mientras que el segundo puede ser consultado en [26].

D.1. Invarianza de Lorentz de las densidades en el espacio fase

Considérense dos marcos de referencia inercial ¥ y ¥/, de tal manera que ¥’ se mueve con
velocidad constante w # 0 relativa a X. También, considérense observadores O y O’ tales que
O se encuentra en estado de reposo en ¥ y O se encuentra en reposo en el marco Y¥'. Dada
un particula en movimiento, los observadores mediran distintas densidades para la posicién en
el espacio fase de la particula. Denétese por f (t,x,p) y f'(t',x',p’) la densidades medidas
por O y (O, respectivamente. Naturalmente, surge la pregunta de como estan relacionadas
ft,x,p)y f(,x',p’). En la teorfa no relativista, el cambio de un sistema inercial a otro no
afecta la coordenada temporal; de ahi que, en este caso, se puedan usar las leyes usuales de
transformacion entre densidades. En contraste, la situacién se vuelve mds complicada en la teoria

relativista, pues la definicién de f (¢,x,p) y f/ (¢, x’,p’) se basa en la nocién de simultaneidad:
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las mediciones de O y O’ se refieren a diferentes hiperplanos “t = const” y “t’ = const” en el
espacio de Minkowski, respectivamente.
En un articulo publicado en 1969, van Kampen [40] probé que la densidad f (¢,x,p) de la

posicién de una particula en el espacio fase se transforma como un escalar de Lorentz, es decir
el (g
ft.xp)=f (. x,p),

donde (t,x,p) y (¢,x’,p’) estdn conectados por transformaciones de Lorentz. Ademds, van

Kampen demostré que
/ f (. x,p')d%’d% = / f (t,x,p) d%zd?p,
lo que implica que la funcién f’ satisface la condicién de normalizacién t'-simultédnea
/f (¢, x',p') d%/d%’ = 1.

En la referencia [26] se pueden encontrar varias consecuencias de esto.

D.2. La distribuciéon de Jiittner

En el estudio del movimiento Browniano relativista, estamos especialmente interesados en
distribuciones que se cumplen en equilibrio térmico. Cuando se postulan ecuaciones relativistas
de Langevin, estas distribuciones deben conocerse de antemano para poder especificar la relacién
de fluctuacién-disipacién correcta. También las distribuciones del equilibrio térmico se usan para
derivar ecuaciones del tipo Langevin a partir de modelos microscépicos.

Al comienzo del siglo pasado, era comiinmente aceptado que un gas (cuasi-ideal) diluido en
equilibrio térmico estaba descrito por la densidad Maxwelliana para la velocidad v, : R — R™

con

d/2 _ 2
var o) = | 32| e (5. (D.12)
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o, equivalentemente, por la densidad para el momento ¢, : R — R con

d/2 _ 2
drr (Dim, B, d) = [q exp< prp ) (D.1b)

2mm 2

donde m es la masa en reposo de una particula del gas, v = p/m € R? la velocidad no-relativista
y7T = (k:Bﬂ)fl la temperatura. Después de que Einstein formulé su teoria de la relatividad
especial en 1905, Planck y otros inmediatamente se dieron cuenta de que la distribucién (D.1)
estaba en conflicto con el postulado relativista fundamental de que nada puede ir més rapido
que la luz. Una solucién para este problema fue encontrada por Jiittner en 1911, quien propuso

reemplazar la densidad de Maxwell por
vy (vim, B,d) = Z; 'my (0)* " exp (—fmry (v)) © (1 - Jo]) , (D.2a)

donde © : R — R es una funcién Heaviside y ¥ : (—1,1) — R™ solo puede evaluarse en los
valores permitidos para la velocidad. Para el momento relativista p = m-y (v) v, la distribucién

anterior da lugar a la densidad

o5 (p;m,B,d) = Zd_l exp [—ﬂ (m2 + p2)1/2] , (D.2b)

donde ¢; : R — R*. De manera similar a la distribucién de Maxwell (D.1), la distribucién de
Jiittner (D.2) se refiere al marco de referencia del laboratorio ¥ donde el recipiente que contiene

al gas estd en reposo. Para las dimensiones espaciales d = 1, 2, 3, la constante de normalizacién

Z4(m,B) :/

exp [—ﬁ (m2 + p2)1/2} ddp
R

puede expresarse como

Zl = 2mK1 (ﬁm),

Zy = 2mmZexp (=Bm) (1 + Bm) (Bm)f2 )

Z3 Arm> Ko (Bm) (Bm)fl ,

con K, (z) denotando funciones de Bessel modificadas de segundo tipo. La energia promedio
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por particula se obtiene de la diferenciacién

dando lugar a

€ = )
< >1 2K1 (5m)
(&), = 2, mB
2 = B 1+mp’
3 Ky (pm)
€y = = +m—rr,
< >3 6 Kg (Bm)
y exhibiendo el comportamiento limite
lim (e = m,
Jim (@)
lim B (), = d.

p—0

Ademsds, se puede demostrar que, para dimensiones espaciales arbitrarias d, el valor medio

(p - v) es independiente de la masa; m4s precisamente

<p-v>=<p:>=g,

lo cual permite considerar a (p - v) como un termémetro estadistico.

De particular relevancia en termodindmica del equilibrio son los sistemas confinados que
pueden ser descritos por una densidad ¢ (x,p) estacionaria e isotrépica en un marco de re-
ferencia especifico 3. Un ejemplo tipico lo constituye un gas en equilibrio enclaustrado en un
contenedor en reposo en el marco del laboratorio ¥. En la teoria estdndar del movimiento
Browniano tales sistemas a menudo juegan el rol del bafio térmico. En el marco ¥, un gas

espacialmente homogéneo estd descrito por una funcién de densidad de la forma

2 (X7 p) - Vﬁlj (X,V) ¢J (p) ) (D3)
donde V es el volumen en reposo (medida de Lebesgue) de la regién contenedor V C RY (V
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abierto y conexo) en ¥ y J (x,V) denota la funcién indicadora

1, six €V,
J (x,V) =
0, si x ¢V.
d
Mas especificamente, estaremos interesados en contenedores ctibicos de la forma V = H [L/2,L/2],
i=1

donde L > 0.

En general, cuando un bafio térmico relativista se encuentra en equilibrio térmico, se asume
que sus particulas cumplen una distribucién de Jiittner (en el marco del laboratorio ¥) de la
forma (D.3) cuando se especifique un volumen finito V; o bien, de la forma (D.2) cuando solo
importe el momento. Lo mismo aplica para una particula Browniana relativista cuando ésta se

encuentra en equilibrio térmico con el bano.
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Apéndice E

Notacion

Conviene establecer algo de notacién con el fin de facilitar la exposicién de este trabajo.
Notaciéon 110 A continuacion se presenta una lista de stmbolos y convenciones:

1. R? es el espacio euclidiano d-dimensional con la topologia usual.

2. B (Rd) es la o-dlgebra de Borel en R?.

3. (xz) denota al vector x = (xl, . ,xd), donde d tiene que especificarse.

4. A= (Aij) es la matriz con entradas AV, la dimension a de ser especificada.

5. AT es la transpuesta de la matriz A (no excluye vectores).

6. Matgxm (R) es el conjunto de las matrices con coeficientes reales y dimension d x m.
7. tr A es la traza de la matriz A.

8. Se toma como norma de una matriz A de dimension dxm a |A> = S0, > (Aij)2 =
tr (AAT)

9. 4i; denota a un delta de Kronecker.

10. o (X) es la o-dlgebra generada por X y o (Xt € B) es la o-dlgebra mds pequenia que

contiene a o (Xy) para todo t € B.
11. (X) denota la esperanza de la variable aleatoria X.
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12. st-lim es el limite estocdstico, ac-lim es el limite con probabilidad 1 y qm-lim el limite

cuadrdtico medio.
13. kp es la constante de Boltzmann.

14. ¢ =1 es la velocidad de la luz.
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