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Describimos los 5 productos posibles en la clase de espacios de probabilidad alge-
braicos, bajo ciertas restricciones que permitirdn hacer procesos de Lévy en ellos. Cada
producto induce una nocién de independencia, y en base a ésta se obtienen andlogos a
algunos conceptos y teoremas conocidos en probabilidad cldsica, como convoluciones,
transformadas, TLC, divisibilidad infinita y cumulantes.

1 Introduccion

Nos son muy familiares muchos conceptos relacionados con la probabilidad
cldsica, o conmutativa (conocida simplemente como "probabilidad"), pues ex-
iste una vasta disponibilidad de ejemplos en la naturaleza. De acuerdo a los
axiomas de Kolmogorov, hablamos de ternas (2, 7, P), donde €2 es un conjunto
no vacio, F es una o—4algebra de subconjuntos de € y P es una medida de
probabilidad. Intuitivamente, A € F representa un posible evento, y P(A) es la
probabilidad de que éste ocurra. Luego con la definicién de variables aleatorias,
comenzamos a concentrarnos en las distribuciones de éstas y en sus momentos,
determinados por el funcional valor esperado E. Se entiende intuitivamente la
independencia de variables aleatorias X y Y, como la no correlaciéon de éstas,
y puede establecerse en términos de los momentos de X, Y y X +Y . Muy
a menudo nos olvidamos un poco de la terna (Q,F,P), y consideramos sim-
plemente variables aleatorias con ciertas distribuciones y momentos. Pero los
conceptos de variable aleatoria, momentos, distribuciones, esperanza e indepen-
dencia son comprendidos en el contexto de una terna (€2, F,P). Nos referimos a
ésto como probabilidad clasica.

Sin embargo, se puede trabajar, en abstracto, con pares (¢,.A4), donde A es
una C*—4lgebra asociativa, y ¢ es un funcional lineal sobre A. Los elementos
de A seran las variables aleatorias, y ¢ hard las veces de la esperanza. A estas
parejas (¢, A) les llamaremos espacios de probabilidad no conmutativos.

En la clase K de espacios de probabilidad no conmutativos, podemos con-
siderar productos, como funciones de K x K a K donde ((¢;,.41), (¢5A42)) —



(109, A1LUA3). Si este producto cumple ciertos axiomas establecidos por Ben
Ghorbal y Shiirmann, se llama universal, y es "bonito" en el sentido de que
puede desarrollarse una teoria de procesos de Lévy. Existen tinicamente 3 posi-
bles productos universales, el tensorial, que da origen a la probabilidad clasica,
el libre y el booleano. Si se debilita un poco la definicién, suprimiendo uno
de los axiomas, los productos se llaman naturales, y fue observado por Franz,
que aun asi pueden definirse procesos de Lévy. Entonces dos nuevos productos
(aparte de los universales), cumplen con ser naturales: el monétono y el anti
mondtono. Finalmente se observa que a cada producto se le asocia una relaciéon
de independencia.

Los objetivos de este trabajo son los siguientes.

1. Establecer formalmente las definiciones de los 5 productos naturales y
enunciar el teorema de unicidad.

2. Entender y bosquejar la demostracién de este teorema.

3. Observar qué sucede con los andlogos a los conceptos comunes en prob-
abilidad clédsica, como independencia, convoluciones, transformadas, cu-
mulantes, divisibilidad infinita, distribucién Gaussiana y Poisson, en los
demads productos.

4. Entender el enfoque combinatorio: la relacién entre cumulantes y convolu-
ciones con ldtices de particiones.

2 Definiciones y Resultados Principales

Sea K la clase de espacios de probabilidad algebraicos (¢,.4). Aqui un espacio
de probabilidad algebraico (¢,.4) es una pareja que consta de una C—4glgebra
asociativa A, y una funcional lineal ¢ sobre A. Para cada par de algebras A,
Ay definimos
AUAy =P A, ®A, ® .0 A,
c€EA

donde A es el conjunto de secuencias finitas € = (1, €9, ..., €5, ) de longitud n > 1,
cone; € {1,2} ye; # e;41. Definimos 41, 5 las inclusiones i1 : A1 — A1UAs, io :
Ay — A; U A Para cualesquiera homomorfismos de dlgebras j; : By — Aj,
ja : Ba — As, existe un tnico morfismo j1 I jo : By U By — Ay U Ay que hace
conmutar el siguiente diagrama:
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donde ¢1, 5 son las inclusiones de B; y By en By U Ba, respectivamente.
Podemos entonces definir el producto universal.

Definicién 1 Un producto universal en IC es una funcion ((¢1, A1), (¢g, A2)) —
(P19, A1 U As) de K x K a K que satisface las siguientes condiciones.

(U1) Conmutatividad:

Bagjo la identificacion natural Ay 1 As =2 As U Ay, se cumple

¢1¢2 = ¢2¢1-

(U2) Asociatividad:
Bajo la identificacion natural (A1 U Ag) U As =2 Ay U (Ax U As), se cumple

(¢1¢2)¢3 = ¢1(¢2¢3) = ¢1¢2¢3~

(U3) Universalidad:
Para cualesquiera homomorfismos de dlgebras j1 : By — Ay, jo : Ba — As, se
cumple

(910 J1)(d2 0 j2) = (192) © (41 L j2).

(U4) Normalizacion:
Para todas a € A1,b € Ay se cumple

(p1d2) 0i1 = by, (1¢3) 0i2 = ¢y,  (extension)
(9192)[i1(a)iz2(D)] (0102)[12(b)ir (a)] = ¢1[aldy[b],  (factorizacion).

Observacion 2 En el caso clasico (producto tensorial) tenemos una buena no-
cion de lo que cada azioma solicita. (Ul) es simplemente la simetria de la
relacion de independencia, mientras que (U3) indica que si X y 'Y son inde-
pendientes, entonces también lo son f(X) y g(Y) para cualesquiera funciones
medibles f y g. Mds adelante, al revisar la definicion de independencia, enten-
deremos el por qué de los demds.

Para cada secuencia alternante ¢ = (e1,¢9,..,6,) € A, escribimos V; :=
Vile) = {ile; = 1}, y Vo := Via(e) := {ile; = 2}. Finalmente si ajaz...a, €
Aq U As, tal que para cada k = 1,2,...,n se tiene que a = iska,(f"), decimos

entonces resumidamente que ajas...a, € A..

Definicién 3 El producto tensorial ®, el producto booleano ¢ y el pro-
ducto libre x, sobre K estdn dados por las siguientes reglas de cdlculo para
aias...a, € Ac.(donde H;ev ar denota el producto de ai en el orden en el que



aparecen en ajQs...ay,.)

(61 ® ¢o)|araz...an] = ¢, ll‘[ a,i”] by [H aE”}

keVvy leVs
(¢1 © Pg)]araa...a,] = (H (o [ag)}> (H (5 [%(2)})
kevy keVa

(61 % b)lmnazan] = 3 <(¢1*¢2) lHa’“D JIEX0R
yn}

Ic{1,2,. kel g1
I#{1,2,...,n}

donde el calculo de (1 * ¢5) debe entenderse como una férmula recursiva con

la convencion _
(91 * B2) [H al;| =1L

ke

Teorema 4 FEuxisten unicamente tres productos universales: el producto tenso-
rial ®, el producto booleano ¢ y el producto libre x.

Definicién 5 El producto mondtono > y el producto anti mondtono <,
sobre IC estan dados por las siguientes reglas de cdlculo para ajas...a, € A..

(¢ > &9)[aras...an] = &4 [ﬁ a’(ﬁtl)‘| <f[ o3 [al@)}>

kevy leVa
(¢1 4¢2)[a1a2...an] = <H ¢1 |:al(cl):|> ¢2 lH a;Q)]
keVvy leVa

Observacion 6 (¢, > ¢s) = (5 <), bajo la identificacion natural A; U Ay &
.AQ L .Al.

Notemos que en general estos productos no son conmutativos. Entonces
debilitamos la definicién de producto universal.

Definicién 7 Un producto natural en K es una funcion ((¢1, A1), (99, A2)) —
(P19, A1 UA3) de K x K a K que satisface las condiciones (U2), (U3) y (U4).

Teorema 8 FEuxisten tunicamente cinco productos naturales: el producto tenso-
rial ®, el producto booleano ¢, el producto libre %, el producto mondtono > y el
producto anti mondtono <.

3 Bosquejo de la Demostracion

Para demostrar este importante teorema, se acude a la teoria de familias uni-
versales. Se obtiene una expansién de los productos naturales en sumas de pro-
ductos mas sencillos, corriendo sobre unas particiones especiales de n. Resulta



que los coeficientes involucrados en estas sumas deben cumplir ciertas relaciones
para que el producto califique como natural. Se consideran més de un ciento
de relaciones de tamano pequeno, y en base a estas se determinan los posibles
coeficientes, a los que se les llama universales. Se definen los cuasi-productos
universales. Luego se observa que en un producto natural, si la particién estd
"desordenada", el coeficiente que le corresponde se anula y por lo tanto cada pro-
ducto natural es de hecho un cuasi-producto universal. Finalmente se observa
que los tnicos cuasi-productos universales son los cinco definidos anteriormente,
y por lo tanto, son los tinicos productos naturales. Revisaremos estos pasos con
un poco més de detenimiento y enunciando los teoremas que se usan, pero sin
dar la demostracién de éstos.

3.1 Expansién del producto natural y teoria de familias
universales

Sea (P(n), <) la latiz de particiones del conjunto {1,2,...,n} en bloques © =
(Uy,...,U,) con el orden parcial usual (¢ < 7 si cada bloque de o estd comple-
tamente contenido en un bloque de 7). LP(n) es el conjunto de parejas (m, \),
donde m € P(n) y A es un orden lineal de los bloques de 7. A cada elemento
(m,A) = {Vi < Vo < ... < V,} € LP(n) se le asocia una secuencia {s...s,},

=

donde s; € {1,2,...,p}, s; = j sii € V;. Finalmente P (n) es el conjunto de par-
—

ticiones del conjunto {1,2,...,n} en secuencias ordenadas (es decir, o € P(n) es

una particién de n en la que cada bloque tiene un orden lineal). Si o € ?(n),
definimos a @ € P(n) como la particién natural que resulta de pensar las secuen-
cias de o como conjuntos. También hablamos naturalmente de P(S), LP(S) y
3(5) cuando S es un conjunto finito.

La teorfa de familias universales de Ben Ghorbal y Shiirmann tiene un lema
fundamental, que es de utilidad. Primero definamos el concepto de familia
universal. Sea A’ el espacio dual de una &lgebra A, es decir, el espacio de
funcionales lineales complejas de A.

Definicién 9 Una familia (Fa)a de funciones Fyq : A x A®™ — C, indezada
por la clase de todas las C—dlgebras asociativas, se llama una familia univer-
sal de orden n, si cumple las siguientes condiciones:

(UF1) Para cualquier homomorfismo de dlgebras j : B — A y cada funcional
lineal ¢ : A — C, se tiene

Fp(¢o0jib1 @by @ ... @ bn) = Fa(¢,5(b1) @ j(b2) @ ... @ j(bn))-
(UF2) Fu(-,-) es lineal en la sequnda entrada.

Teorema 10 (Lema Fundamental) Sea (F4)a una familia universal de orden
—
n. Entonces existen unicas constantes {t™|m € P(n)} tales que se tiene

Fa(d,01 R a2 ® ... Q ay) = Z t" plax].
71'67—7)(71)



Sea (¢, ¢y) — @1, un producto natural dado, y sea (m, A) = {V; < Vo <
... = V,} € LP(n) fija. Entonces, para cada algebra asociativa A definimos la

funcién F}f’/\) A" x A®" — C, por

FUMN(h,a1 © ag @ ... ® @) = Blis, (a1)isy (a2)--is,, (an)]

p veces

~ —~N
donde ¢ := ¢¢...¢ es el producto natural de p copias de ¢, que es un funcional
lineal sobre el coproducto [_|§7:1 A; para cada [ = 1,2,...,p la funcién i; es la
[—ésima inyeccién del coproducto y {s1...s,} es la secuencia asociada a (m, A).

Denotaremos en forma corta por aias...a, € A ) a la situaciéon en que para
cada k=1,2,...,n, ap = il(ag)) para alguna ag) € A; siempre que k € V). para

>
cada o € P(n). Para cada ajas...a, € A(y ) escribimos

bo(araz...an) = [ 6, (0)[ag )

Uco

donde ¢ : m — {1,2,...,p} es la funcién inducida por el orden A de los bloques.

Proposicién 11 Para cada producto natural, (FXF’)‘))A es una familia univer-
sal de orden n.

Teorema 12 Sea (¢y,Psy) — ¢1dy un producto natural dado. FEntonces para

cadan € N, cada (7, ) € LP(n) y cada o € ﬁ(n), cona < m, existen constantes
dnicas t(m, \;0) tales que, para cada p—ada (¢;, A;),l = 1,2, ...,p, de espacios
de probabilidad algebraicos, y ¢ := ¢1¢q...0,, se tiene

plaras...an] = Z t(m, A 0)¢,(aras...ap)
067—3)(n)

o<m

siempre que a1G...a, € A(x x) con |T| = p.

3.2 Calculo de coeficientes universales

Primero introduciremos cierta notacién. Posteriormente ejemplificaremos la ob-
tencion de relaciones para obtener informacién sobre los coeficientes universales.

Notacién 13 Los coeficientes {t(m,A;0)} del teorema 12 se llamardn coefi-
cientes universales del producto natural dado. Tenemos que (w,\) = {V;] <

Vo <.V} €LP(n)yoe 7—37(71), con @ < . Entonces o puede verse como
o=U_, p, donde p, € 3(‘/1), donde una tinica oy € 7_7>(|Vl|) le corresponde bagjo
el isomorfismo 5(%) = 3(\VI|) Entonces escribiremos t(s;01;09;...;0p) =
t(m, Nyo1509;..50p) = t(m, A\;0). En caso de que m = {Vi,Va} sie € A es
una secuencia alternante, o € 7_3>(|V1|),7' € 5(“/2\), escribimos t(e,o;7) =
t(m, \; o).



Ejemplo 14

t(s;01;092;03) = £(31331212; (13), (2); (21); (213))
significa que:
(m,A) ={{2,5,7} < {6,8} < {1,3,4}} € LP(8),

— —

o1 ={(13)(2)} € P(3),p1 ={(27)(8)} € P({2,5,7}),
02 = {(21)} € P(2).p, = {(86)} € P({6.8))
o3 ={(213)} € P(3),p3 ={(314)} € P({1,3,4})

Estaremos interesados entonces en encontrar relaciones entre los coeficientes
del caso especial en el que la particién 7 no tiene més de 2 bloques, pues con
ellos quedan determinados todos los demds. El teorema 12 y el axioma de
normalizacién (U4) indica que en el caso en el que la secuencia s tiene tamano

1 o 2, los coeficientes universales son triviales, pues en la suma sélo hay un
término, entonces

t(1; (1)) = (125 (1); (1)) = £(21; (1); (1)) = 1

luego, cuando s tiene tamano 3, hay 6 coeficientes universales:

a ¢ =1t(121;(12); (1)), o :=t(212;(1);(12))
B =t(121;(21); (1)), B :=1(212;(1);(21))
v oo =t(1215(1),(2); (1)), = ¢(212;(1); (1), (2))

cuando s tiene tamanos 4 hay 18 coeficientes universales

£ =1(1212;(12); (12)), ¢ = #(2121; (12): (12))

u = t(1212; (12); (21)), o' = ¢(2121;(21);(12))

v = (1212; (21); (12)), o = #(2121; (12); (21))

w o = 1(1212; (21); (21)), w' = ¢(2121; (21); (21))

p o+ =1(1212;(12); (1), (2), p'=1¢(2121;(1),(2); (12))

g : =t(1212;(21);(1),(2), ¢ =1¢(2121;(1),(2);(21))

r = t(1212; (1), (2); (12)), ' —t(2121 (12); (1), (2))

s ¢ =1(1212;(1),(2);(21)), s :=1(2121;(21);(1),(2))

& ¢ =t(1212;(1),(2); (1), (2)), 0= t(21215 (1), (2); (1), (2))

cuando s tiene tamano 5 hay 78 coeficientes universales. Ahora ejemplificamos
la obtencién de una relacién entre coeficientes universales de tamanos 3 y 4,
usando los axiomas de naturalidad y el teorema 12.

Ejemplo 15 Sean (¢;,A;), (i = 1,2,3) espacios de probabilidad algebraicos, y
x € A,y € Ag, 2,2 € A3, entonces calcularemos la "esperanza" (xzyz') en el
producto ¢, Py de dos maneras.

Primero, asociando ¢(py¢3), se tiene

(way) = (x) (292))
= o (2) (y) (z2) +79' () (v) (') + B (2) () (2) (<)



Segundo, asociando (¢,ds)ps, se obtiene

(wzy) = t{xy) (22) + ulay) (2'2) + v (yz) (z2") + w (y) (z'2)
+p (zy) (2) () + g (yz) (2) () + 7 {x) (W) (z2) + s () (W) (')
+0(z) () (2) (')
= (t+v+7) (@) (W) (22) + (utw+ ) () (v) ('2)
+(p+q+9) (x) (y) (=) (=)

de donde se obtienen las relaciones

t+v+r = «
utw+s = 4
p+q+d = f

Después de muchas relaciones, se llega a 2 resultados muy importantes

Teorema 16 Sélo hay 5 posibilidades para los valores de los coeficientes univer-
sales de tamano 5, cada una de estas coincide con los de alguno de los productos
del teorema 8.

_
Definicién 17 Sea 0 € P (n). Decimos que U = (i1ia...ix) € o estd bien
ordenado si 11 < ig < ... < 1. Decimos que o estd bien ordenada si todos
sus bloques lo estdan. o estd desordenada si no estd bien ordenada.

Proposicién 18 Sea (¢1,¢9) — @19y un producto natural dado, y {t(g;0;7)}
sus coeficientes universales. Entonces, para cada (o,7) desordenada, se tiene

t(e;o;7) =0

Este ultimo resultado, nos ayuda a observar que los productos naturales
son de hecho cuasi-universales. Habiéndose resuelto que sélo existen 5 de estos
dltimos (los mismos del teorema 8). Se concluye la clasificacion de los productos
naturales.

3.3 Productos Cuasi-universales

Definicién 19 Un producto cuasi-universal en K es una funcion ((¢1, A1), (¢4, A2)) —

(P109, A1 U As) de K x K a K que satisface las siguientes condiciones.
(Q1) Asociatividad:
Bajo la identificacion natural (A U Az) U As =2 Ay U (Az U As), se cumple

(102)03 = B1(203) = 19203

(Q2) Calculo cuasi-universal de momentos miztos:
Para cada n € N, cada (m,\) € LP(n) y cada o < w. Ezxisten constantes



dnicas t(mw, \; o) tales que, para cada p—ada (¢;,A1),l = 1,2,...,p, de espacios
de probabilidad algebraicos, y ¢ := ¢1¢4...¢,, se tiene

¢laras...an) = Z t(m, A;0)¢,(aras...ar)
o<m

siempre que a1Gz...a, € A(x x) con |m| = p.
(Q3) Normalizacion:
#(1) = ¢(12) = ¢(21) = 1

Proposicién 20 Todo producto natural es cuasi-universal

Teorema 21 FEristen unicamente cinco productos cuasi-universales: el pro-
ducto tensorial ®, el producto booleano ¢, el producto libre x, el producto mondtono
> y el producto anti mondtono <.

Con esto queda demostrado el teorema 8.

4 x—Espacios de probabilidad, x—distribuciones
y momentos
En el contexto en el que A es una C*—4lgebra, decimos que (¢,.A) es un

x—espacio de probabilidad algebraico. En el futuro, los espacios de prob-
abilidad considerados siempre serdn x—espacios de probabilidad algebraicos.

Definicién 22 Sea (¢, A) un x—espacio de probabilidad algebraico, y seaa € A,
entonces, la x—distribucion de a, es el funcional lineal p, : C{A, A*) — C
definido por:

/’[’a(Xml (X*)nl X (X*)'n/f) _ ¢(aml (a*)nl amt (a*)nt)

para cada m;,n; € N. A los valores de ¢(a™ (a*)"*...a™(a*)™) se les llama
momentos de a

Definicién 23 Sea (¢, A) un x—espacio de probabilidad algebraico. Podemos
distinguir ciertos tipos de variables aleatorias:

Variables aleatorias normales: aa™ = a*a

Variables aleatorias unitarias: aa™ = a*a =1

Variables aleatorias autoadjuntas: a = a*

Al considerar elementos autoadjuntos en C*—4glgebras, la definicién de sus
x—distribuciones se simplifica.

Proposicién 24 Sea a € A una variable aleatoria autoadjunta. Entonces la
x—distribucion de a, es la unica medida 1 en R tal que

[ utan) = oa)
R
Definicién 25 a m,, = ¢(a™) se le llama el m—ésimo momento de a.

En adelante sélo consideraremos C*—4&lgebras y elementos autoadjuntos.



5 Analogias

A continuacion presento algunos resultados importantes que encontré en la lit-
eratura, para observar cémo se parecen ciertos resultados al cambiar de un
producto a otro, mientras que otros son completamente distintos, no existen, o
no se han explorado ain.

5.1 Independencia

Dado un espacio de probabilidad algebraico (¢,.4) dos sub-dlgebras Ay, A C A
y un producto natural, decimos que las dlgebras A; y Az son independientes,
si ¢ puede recuperarse a partir de sus restricciones ¢; = @|la,, ¢35 = @|a,
mediante la "receta" que senala el producto natural. Mds formalmente, sea
t: A UA — A aras..an, € A U Ay — ajas...a, € A (dada por la
multiplicacién en A).

Definicién 26 Sea (¢,.A) un espacio de probabilidad algebraico, sea ((¢1,A;i), (Pg, A2)) —
(109, A1 UAs) un producto natural, sean Ay, Ay C A dos subdlgebras, sea B el

dlgebra generada por Ay y As y sean ¢g = @|p, 1 = @|a,, &9 = d|a,. Decimos

que Ay, As son independientes respecto al producto si

GpotL =109

Esta relacion justifica el axioma de extensién (U4). Obsérvese que en el caso
tensorial, booleano y libre la relacién de independencia es simétrica. Gracias al
axioma (U2) la definicién de independencia se extiende para un nimero finito
de dlgebras. Un conjunto arbitrario de dlgebras es independiente si cualquier
subconjunto finito lo es. Ahora, dada una nocién de independencia en &alge-
bras, subconjuntos arbitrarios de dlgebras son independientes si las dlgebras
unitarias generadas por los subconjuntos lo son. Finalmente, en el caso partic-
ular en que los subconjuntos son variables aleatorias ({a,}.), decimos que las
variables aleatorias son independientes.

Sea (¢,.A) un espacio de probabilidad algebraico, y sea I un conjunto de
indices. Se tienen las siguientes reglas de independencia.

Teorema 27 Sea, para cada i € I, A; C A una subdlgebra unitaria.
(1) Las subdlgebras (A;) son independientes respecto al producto tensorial
st para cualquier k € N, a1 € A, a2 € Ay, ...,ar € A;,, a1,aa,...,ar conmutan
en Ay

p(aiay®...a;”) = dlay’)d(ag®)...(ar")
siempre que A;; # A, (1 <j<1<k).
(2) Las subdlgebras (A;) son independientes respecto al producto booleano
si para cualquier k € N

p(aiay”...ap™) = dlaf*)d(ag?)...o(ar")
siempre que ni,ng,...,ng € Nya; € Ay, y elementos vecinos pertenezcan a

10



diferentes subdlgebras (A;;y # Aij+1), 7 =1,2,....,k = 1).
(3) Las subdlgebras (A;) son independientes respecto al producto libre si
para cualquier k € N y cualesquiera polinomios p1,p2, ...Pk

od(p1(ar)p2(az)...px(ax)) =0

siempre que a; € Ay y ¢(pjla;)) = 0, j = 1,2,...,k, y elementos vecinos
pertenezcan a diferentes subdlgebras (i.e A;jy # A4y, J = 1,2,....,k —1).

(4) Si I es un conjunto totalmente ordenado, las subdlgebras (A;)ier (en ese
orden) son independientes respecto al producto mondtono si, para todos
n,meN

a) a;ajar, = ¢(aj)aa, siempre que i < j >k
b) ¢(aim...aizailaiahah...a]—n)
= ¢(ai,)--d(ai,)p(ai,)p(ai)p(aj, )p(aj,)...o(aj,)

stempre que iy, > o>t >0 > 1< 1 < J2 < oo < Jm

para cualesquiera variables aleatorias a; € A;, a; € Aj, ar € A, a; €
Aiy, a5, € Ajz
(5) Si I es un conjunto totalmente ordenado, las subdlgebras (A;);cr (en ese
orden) son independientes respecto al producto anti mondtono si, para
todos n,m € N

a) a;a;ar, =  ¢(aj)aar siempre que i > j <k
b) ¢(ai,,...ai, a5, 005, aj,...a5, )
= #(a;,,).-dai,)p(ai,)d(ai)p(as, ) p(as,)...p(aj, )

stempre que i, < . <t <41 < 8> J1 > J2 > > m

para cualesquiera variables aleatorias a; € A;, a;j € Aj, ar € Ay, a; €

Aiw aj € Ajl

Observaciéon 28 Notemos que en el caso tensorial, si reemplazamos a ¢ por
E, la regla de independencia es justamente un equivalente conocido a la relacidn
de independencia cldsica.

Observacién 29 Si I es un conjunto con orden total <, y = es el orden in-
verso en I, entonces (A;)ie(1,») es >—independiente si y solo si (A;)ie(r,<) €s
<\—independiente.

Entonces, observemos que el que una coleccién de variables aleatorias sea
independiente, significa que habra alguna regla para calcular los momentos
mixtos. También puede observarse que las relaciones de independencia pi-
den requerimientos muy distintos a las variables aleatorias en cada caso. Por
ejemplo, se sabe que si dos variables aleatorias son ®— independientes y H—
independientes al mismo tiempo, entonces necesariamente una de ella es con-
stante.
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5.2 Convoluciones

Dadas variables aleatorias independientes (respecto a algin producto) a,b con
x—distribuciones p,, 1. Queremos calcular la *—distribucién de a + b, a la que
denotaremos, segun el caso, por

L, * by, (tensorial)
g Wy, (booleana)

Hq tH Kb, (hbre)
fhg ® iy, (mondtona)

t, €y, (anti mondtona)

Existen teoremas en los que dadas ciertas distribuciones, se construyen espacios
donde existen variables autoadjuntas independientes (en alguno de los 5 senti-
dos) con dichas distribuciones. Se muestra que la distribucién de a 4+ b depende
tinicamente del tipo de independencia y de las distribuciones de a y de b, y no del
espacio en donde se encuentran. Por lo que se puede hablar méas en abstracto,
de distribuciones p y v, y de su convolucién (cldsica, booleana, libre, monétona,
o anti mondtona, segun el caso). Estos teoremas son altamente no triviales, y
no daremos demostracién alguna. Cabe mencionar que también existe mucha
teorfa sobre la convolucién multiplicativa, tema que no abordaremos en este
trabajo.

Proposicion 30 p, » p, = (1, € ph,.

Demostraciéon. Sean a € Ay b € B. si a y b son p—independientes,
entonces por la observacién (29), b y a son <<—independientes, entonces

Hy < Ko = Hpta
Ma+b
Ha > Hy

]
Entonces en adelante nos bastard con entender el producto monétono.
Después, el objetivo es asociar transformadas a las distribuciones, de manera
que las convoluciones se simplifiquen (linealicen). Podemos entonces entender
las distintas convoluciones a partir de estas transformadas.

5.3 Transformadas de Medidas
Denotemos por Ct = {z € C|im(z) > 0}.

Definicién 31 Sea p una medida en R.
(0) La Transformada de Cauchy y Transformada de Cauchy Reciproca
se definen como sigue

zeCT




(1) El logaritmo de su funcidon caracteristica, o funcion cumulante
clasica es

log(t) = | ¢"*du(a)
R
(2) Su Transformada Auto-energia es

Ku(2) =z = Fu(2)
(8) Su Transformada de Voicolescu es

_ -1 L
¢,(2) =F, (2) =2, (2 €L, un dominio cénico adecuado)

(3.1) Su Transformada Cumulante Libre es

Culz)=26(0), (€T)

Entonces éstas transformadas linealizan los productos que definimos.

Proposicién 32 (1) El logaritmo de la funcion caracteristica linealiza la con-
volucion tensorial, es decir, si a y b son variables aleatorias ®—independientes
con distribuciones 1, y [y, respectivamente, entonces

log fii, * iy, = log fi, + log 1y,

(2) La transformada Auto-energia linealiza la convolucion booleana, es decir,
Si a y b son variables aleatorias o—independientes, con distribuciones [, Y [y,
respectivamente, entonces

Ky ou, = Ky, + Ky,

(8) La transformada de Voicolescu y la transformada cumulante libre linealizan
la convolucidn libre, es decir, Si a y b son variables aleatorias x—independientes,
con distribuciones i, y iy, respectivamente, entonces

PuBu, = Pu, TPy,
CuBp, = Cu, +Cpy

5.4 Teoremas del Limite Central y Distribuciones Gaus-

sianas

Sea D, la dilatacién de medidas de probabilidad por un factor .

Teorema 33 (Teorema del Limite Central Cldsico) Sea 1 una medida de prob-
abilidad con media 0 y varianza 0. Entonces

wN:EOle/\/ﬁM*Dl/\/ﬁM*"'*Dl/\/N/”L:NU

(N veces)
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decimos entonces, que la Normal, N, es la distribucién Gaussiana con
respecto al producto tensorial.

Teorema 34 (Teorema del Limite Central Booleano) Sea p una medida de
probabilidad con media 0 y varianza o?. Entonces

. 1
wN:Llole/\/ﬁu&JDl/\/ﬁu&J WD R = Ve = 5(5_0 +d405)

(N veces)

decimos entonces, que v es la distribucién (Gaussiana con respecto al
producto booleano.

Teorema 35 (Teorema del Limite Central Libre) Sea p una medida de proba-
bilidad con media 0 y varianza 0. Entonces

wN:EOle/\/ﬁNEBDl/\/NuEﬂ"'EEDl/\/N:u’:'S‘T

(N wveces)

decimos entonces, que el elemento semicircular s es la distribucién Gaus-
siana con respecto al producto libre.

Teorema 36 (Teorema del Limite Central mondtono) Sea p una medida de
probabilidad con media 0 y varianza 1. Entonces

wN:EOle/\/NM>D1/\/NM>>D1/\/Np’:77z}

(N veces)

donde v es la distribucion arco-seno, con funcion de densidad

1
p(z) = 1(7ﬁ,ﬁ)($)m

decimos entonces, que la distribucién arco-seno es la distribucién Gaus-
siana con respecto al producto mondétono.

Demostracion. Las demostraciones de estos teoremas emplean un método
estdndar: se calculan los momentos de la distribucién limite usando argumen-
tos de particiones, y se obtiene la distribucién cuyos momentos sean esos del
limite. La convergencia de momentos implica entonces la convergencia débil en
distribuciones. m

5.5 Divisibilidad infinita

Es interesante, para el estudio de procesos de Lévy, el saber si una medida es
o no infinitamente divisible. En la literatura he encontrado muy poco sobre la
divisibilidad infinita con respecto al producto monétono y anti monétono. De
cualquier forma, damos la definicién para cualquier producto.
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Definicién 37 Una medida de probabilidad i1 en N es infinitamente divisible
respecto al producto ® (€ {x,u,H, », 4}) 0 ®—infinitamente divisible si
para toda n € N existe una medida de probabilidad p,, en R tal que

Py @ oo @ [y = [
———

a la clase de medidas infinitamente divisibles respecto al producto ® le deno-
taremos por ID(®).

La divisibilidad infinita cldsica y libre se han estudiado mucho y se cuenta con
una buena cantidad de resultados interesantes, por ejemplo, las representaciones
de Levy-Khintchine.

Teorema 38 Una medida i es *—infinitamente divisible si y sdlo si su trans-
formada log i tiene la representacion de Lévy-Khintchine:

1 .
log ji(u) = inu — §au2 + / (e — 1 —dutli_yq(t)) v(dt), u € R
R

donden € R, a >0, yv es una medida de Lévy en R. Ademds, la representacion
es tdnica por lo que asociamos p < .(n,a,v).

Existe un teorema andlogo en probabilidad libre.

Teorema 39 Una medida p es B—infinitamente divisible si y sdlo si su trans-
formada cumulante libre tiene la representacion de Lévy-Khintchine libre:

1
Cu(z) = nz — au® —I—/ ( —1—tzl, 1](75)) v(dt), ze€C™
R 1—zt ’

donden € R, a >0, yv es una medida de Lévy en R. Ademds, la representacion
es unica por lo que asociamos p < .(n,a,v).

Definicién 40 La biyeccion de Bercovicei Pata A, estd definida como sigue:

A: ID(x) —  ID(®)
(me(maw)) 7 (A(p)e—(n,a,v))

A es continua, manda a la Gaussiana a la Gaussiana Libre, y respeta la con-
volucion.

La Teorfa sobre divisibilidad infinita booleana se simplifica bastante.

Teorema 41 La transformada auto energia de cualquier medida p en R tiene
la representacion de Lévy-Khintchine:

1
KH(Z) :UZ—QU2+/ ( —1—t2’1[,1 1](t)> I/(dt), zeC™
R 1— 2t ’

donden € R, a > 0, y v es una medida de Levy en R. Ademds, la representacion
es unica por lo que asociamos p < .(n, a, V).
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Corolario 42 Toda medida de probabilidad ;1 en R es W—infinitamente divisi-
ble.

Observaciéon 43 A cada medida en ID(W) (y, por el corolario anterior, a
cualquier medida en R), se le puede asociar naturalmente una medida en ID(x)
y una en ID(H), simplemente considerando la misma terna (n,a,v) en los 8
distintos contextos.

] ID()
Y AN (1)
ID(x) A Ip@®)

Resulta interesante comprender a fondo este diagrama.

5.6 Cumulantes

Ademas de los momentos, existen sucesiones asociadas a una medida, llamados
cumulantes, que ayudan a entender la convolucién pues son lineales respecto
a ella. Después observaremos que hay una manera combinatoria muy bella de
interpretarlos, y en base a ella se puede hacer un andlisis desde un enfoque
distinto al analitico.

Definicién 44 Los cumulantes {c,},, de una medida p se definen a partir de
su funcion cumulante cldsica.

~ izx = Cn _n
logi(2) = [ ¢ dula) = 3 %
n=1

Definicién 45 Los cumulantes libres {k,}, de una medida pn son los coefi-
cientes de su funcion cumulante libre.

Culz)=26(1) =Y ka?",  (z€T)

Definicién 46 Los cumulantes booleanos {r,}, de una medida p se definen
a partir de su funcion auto-energia.

1 — 1
KM(Z) =Z= G#(Z) = nZTnZn71

=1

5.7 Enfoque Combinatorio de la Divisibilidad Infinita

Ya hemos definido lo que es una particién de n, y la latiz (P(n), X) de todas las
particiones. Definiremos sub-latices y observaremos hermosas relaciones entre
los momentos y los cumulantes.
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Definicién 47 Una particion de n que no se cruza, 7 = {Uy,Us, ..., U},
es una particion de n, en la cual, no existen bloques U;,U; (i # j) tales que
existan a,b € U;, ¢,d € Uj con a < ¢ < b < d. Al conjunto de particiones que
no se cruzan, le denotamos por NC(n)

Definicién 48 Una particion de n en intervalos, m = {Uy,Us,...,Us}, es
una particion de n, en la cual, existen 1 < uy < ug < ... < uxp = n de tal forma
que Uy = {1,...,u1}, y Ui = {uj—1 + 1,05} para 1 < i < n. Al conjunto de
particiones en intervalos le denotamos por PZ(n).

Proposicién 49 Con el orden parcial inducido por <, (NC(n), <) y (PL(n), <)
son sub-ldtices de (P(n), ).

Proposicién 50 Sea p una medida en R, Se cumplen las siguientes formulas
relacionando momentos y cumulantes.

> (o)

m, =
T€P(n) \Ver
o= 3 ()
TeNC(n) \Ver

Mn = i > (an)

k=1 \mePI(k) \Ver

Luego, considerando la estructura de ldtices de (NC(n), =), (PL(n),=X) y
(P(n),xX), y la teoria de inversién de Moebius en ldtices, pueden obtenerse ex-
presiones de los cumulantes en funcién de los momentos. El siguiente teorema
permite estudiar combinatoriamente la divisibilidad infinita libre via cumulantes
libres, a partir de los criterios combinatorios que ya se conocen para los cumu-
lantes en divisibilidad infinita clasica.

Proposicién 51 Se cumplen las siguientes relaciones entre cumulantes y mo-
mentos.

o=y ((—1)'”1(k—1)!Hm|V>

mEP(n) Ven
ko= > |\ 1Imv 11 Swi
TeNC(n) \Vern WeK ()

T = i > (Hmw) (—plri+

k=1 \mePI(k) \Vem

Donde K(r) es el complemento de Kreweras de w, que no discutiremos aqud,
Sp = (=1)"C,, y C, es el n-ésimo nimero de Cataldn. También hay una
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relacion entre cumulantes cldsicos y cumulantes libres.

= <H le)

rellgonn \Ver
Donde IIE"™ denota el conjunto de particiones conectadas de n.

Teorema 52 La biyeccion de Bercovicci-Pata puede entenderse via cumulantes.
Si w € ID(x) tiene cumulantes (clasicos) {cp}n entonces A(u) € ID(B) es
Justamente la medida cuyos cumulantes libres {ky}, cumplen ¢, = ky, n =
0,1,2,...

Entonces, a partir del teorema anterior, y de los criterios de divisibilidad
infinita cldsica en términos de cumulantes, pueden deducirse criterios para la
divisibilidad infinita libre en términos de cumulantes libres.

Observaciéon 53 El diagrama (1) puede estudiarse via cumulantes. Si p €
ID(x) tiene cumulantes (cldsicos) {cp}n entonces A(p) € ID(H) y A*¥(u) €
ID(W) son justamente las medidas cuyos cumulantes libres {kn}n y booleanos
{rn}tn, respectivamente, cumplen ¢, = k, = rn, n = 0,1,2,... Entonces po-
dria analizarse el diagrama desde un punto de vista combinatorio, dadas las
relaciones entre los cumulantes y los momentos.

5.8 Distribuciones tipo Poisson

Definimos en cada caso las distribuciones tipo Poisson con media A, como las
que tienen terna caracteristica (0,0,), o bien, que todos sus cumulantes son
iguales a \.

Proposicién 54 La distribucion Poiss*(\) es una medida discreta dada por
A
/J‘(n) = eXp(—)\)*', n= 07 17 27 ey
n!

Proposiciéon 55 La distribucion Poiss
Pastur dada por

E(X\, 7o) es la distribucion de Marshenko-

(1= X)bo - 1po,1)(AN) + 5=/ (z — a) (b — @)1 (4 p)(x)dz, si0<A<1

2=/ (@ — a) (b — @)1}, (x)dx sid>1

donde a = (1 —VX)? yb=(1+ V)2

pix(dz) = {

Proposicién 56 La distribucion Poiss®(\) es una medida finita dada por:

1
™™ = /\7—#1(50 + A7)
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6 Ejemplos

6.1 Matrices Gaussianas

Uno de los conceptos méds importantes en matrices aleatorias de N x N es la
distribucién de los eigenvalores

1
/‘LA = N((S)\l =+ ... +5>\N)

Cuando se suman dos matrices aleatorias, la distribucién de la suma es, en gen-
eral, dificil de calcular. Afortunadamente, en el caso de matrices Gaussianas
independientes, la x—distribuciéon de la traza contiene exactamente la misma
informacién que la de los eigenvalores. Es decir, si A es el dlgebra de matrices
aleatorias de N x N y ¢ = tr ® E, entonces (¢, A) es un *—espacio de proba-
bilidad, y si A € A es una matriz Gaussiana autoadjunta, p 4 es justamente la
x—distribucién de A. Se tiene el siguiente resultado de Voicolescu.

Teorema 57 Sean {AN}N>1, ..., {AX }n>1, k sucesiones independientes de ma-
trices aleatorias Gaussianas autoadjuntas de N x N. Entonces se cumple que
{AGIN>1, -, {AR Y n>1 son asintéticamente libres, es decir, para cualesquiera
polinomios p1, ..., Pk

i o(pi(AN)p2(AR).--.pi(AR) = 0

siempre que ‘
lim o(pi(Aly)) =0
— 00

Entonces las sucesiones de matrices tienen limites que se encuentran en
relacién libre. El estudio de la Probabilidad Libre, tanto en sus aspectos analiti-
cos como combinatorios, ayudard a entender entonces los comportamientos de
las sumas de estas matrices.

Estos y otros resultados han encontrado aplicacién en el campo de comuni-
caciones inaldmbricas.
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