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1 Introduccion

Al igual que otras ramas de la matemadtica como la geometria, el dlgebra y
la topologia, la teoria moderna de la probabilidad estd basada en axiomas.
En este trabajo se mencionan algunos aspectos y circunstancias del proceso de
axiomatizacién de la probabilidad. Se hace énfasis en el estado de esta disciplina
a finales del Siglo XIX, asi como los numerosos matematicos que intervinieron
en el proceso de axiomatizacién de la probabilidad.

En la Seccién 2 se exponen algunos conceptos sobre probabilidad clasica
tales como la definicién de probabilidad clédsica y un par de reglas (teoremas)
importantes que se derivan de la definicién. Se discute el principio de Cournot,
el cual sugiere un puente entre la probabilidad matemética y el mundo empirico.
También se presentan algunas paradojas.

La Seccién 3 trata sobre el Sexto Problema de Hilbert y sobre algunas
respuestas de varios matemédticos a este problema. También mencionamos el
Grundlagen der Geometrie, obra de Hilbert en la cual muestra las caracteristi-
cas que debe cumplir un sistema axiomatico.

En la Seccién 4 se hace mencién de algunos matemdticos cuyas contribu-
ciones favorecieron el desarrollo de la teoria moderna de probabilidad. Veremos
que muchas de estas contribuciones tienen que ver con la teoria matematica
conocida como teoria de la medida. Al avanzar en esta seccién veremos que,
lejos de que la axiomatizacién de la probabilidad sea un logro de Kolmogorov
s6lo, ésta se dio sélo después de algunas contribuciones e ideas importantes
dadas por otros matemadticos, entre ellos Borel, Lebesgue y Fréchet. Kolmogorov
mismo reconocio este hecho; por ejemplo, en el segundo péarrafo del prefacio de
Fundamentos encontramos la frase: "Esta tarea hubiera sido algo imposible
antes de la introduccién de las teorias de Lebesgue de medida e integracion.”
(Por el término Fundamentos nos referimos al texto de 1933 en el que Kol-
mogorov propone sus axiomas; el nombre completo en alemén es Grundbegriffe
der Wahrscheinlichkeitsrechnung.)

Finalmente, en la Seccién 5 fijamos nuestra atencién en Fundamentos. Se
mencionan los seis axiomas, enfoncdndonos en el sexto axioma o axioma de con-
tinuidad. Veremos cémo este axioma se relaciona con la aditividad numerable.

2 Probabilidad Cléasica

La definicién de probabilidad adoptada por Jacob Bernoulli en Ars Conjectandi
de 1713, y por Abraham de Moivre en The Doctrine of Chances de 1718 es:

La probabilidad de un evento es la razon del nimero de casos igualmente
probables que lo favorecen entre el niumero total de casos posibles igualmente
probables bajo las circunstancias.



2.1 Reglas de la Probabilidad Cléasica

A partir de esta definicién, de Moivre dedujo las siguientes dos reglas de pro-
babilidad:

Teorema 1 Teorema de probabilidad total o teorema de adicion: si A y B no
pueden ocurrir simultaneamente, entonces

# de casos que favorecen A o B
# total de casos

probabilidad de la ocurrencia de A o de B =

_ # de casos que favorecen A # de casos que favorecen B
N # total de casos # total de casos

=(probabilidad de A) + (probabilidad de B).

Teorema 2 Teorema de probabilidad compuesta o teorema de multiplicacion:

# de casos que favorecen A y B
# total de casos

probabilidad de la ocurrencia de A y B =

_ # de casos que favorecen A # de casos que favorecen A y B

# total de casos # de casos que favorecen A

= (probabilidad de A) - (probabilidad de B si A ocurre)

En los siglos XVIII y XIX, la teorfa de la probabilidad tuvo importantes
avances y dio a luz importantes resultados, los cuales se podian obtener a par-
tir del concepto de probabilidad definido en términos de eventos igualmente
probables.

Uno de estos resultados importantes es el conocido como "Ley de los Grandes
Numeros". Jacob Bernoulli formulé y dio una demostracién de este teorema en
Ars Conjectandi. FEste teorema nos dice que en una sucesion suficientemente
grande de ensayos independientes de un evento, existe una probabilidad muy
alta de que la frecuencia con la que sucede el evento estard cerca de su pro-
babilidad. La formulacién matemdtica moderna de esta ley (la ley débil de los
grandes nimeros) es como sigue: consideremos un evento cuya probabilidad de
ocurrencia es p, y una sucesiéon de n ensayos, y denotemos por S, el nimero de
ocurrencias del evento en los n ensayos, entonces, para cada § > 0,

limP(‘in—p‘<5>:1. (1)

n—oo



2.2 La Probabilidad Geométrica

Desde los mismos inicios del desarrollo de la teoria de la probabilidad se hizo
notorio que la definicién de probabilidad clédsica basada en la consideracién de un
grupo finito de eventos equiprobables era insuficiente. Incluso en aquel tiempo
algunos ejemplos especiales llevaron a una cierta modificacién de la definicién
y a la construcciéon de un concepto de probabilidad para los casos en los cuales
es concebible un conjunto infinito de resultados. Tal como antes, el concepto de
eventos equiprobables juega un papel bésico.

El problema general que se plantea al respecto y que conduce a una extensién
de la nocién de probabilidad puede ser formulado de la siguiente manera.

Consideremos una determinada regién G del plano y, dentro de ella, otra
regiéon g con una frontera rectificable. Se lanza un punto al azar sobre G y
deseamos encontrar la probabilidad de que el punto caiga dentro de la regién g.
Aqui la expresién "se lanza un punto al azar sobre la regién G" significa que:
el punto lanzado puede caer en cualquier punto de G; la probabilidad de que el
punto caiga en cualquier porcién de la regién G es proporcional al drea de esa
porcién y es independiente de su posicién y de su forma.

Asi, por definicién, la probabilidad de que un punto lanzado al azar sobre G
caiga en ¢ es igual a

_ darea(g)
~ area(G)’

La nocién de probabilidad geométrica se extiende para abarcar otras medidas
como longitud y volumen. De hecho, fue a principios del siglo XX que Borel
y Lebesgue extendieron la clase de conjuntos sobre los cuales podemos definir
extensiones geométricas.

Podemos hallar més sobre la probabilidad geométrica en el libro de texto de
Gnedenko.

2.3 El Principio de Cournot

"El evento fisicamente imposible es aquél cuya probabilidad tiende a ser infini-
tamente pequeria. " (Cournot, 1843).

Existen la forma fuerte y la forma débil del principio de Cournot. (Fréchet,
1951, pagina 6; Martin, 2003). La forma fuerte se refiere a un evento con pro-
babilidad muy pequena o probabilidad cero, elegido de antemano de un ensayo
en particular: nos dice que el evento no sucederé en ese ensayo. La forma débil
nos dice que un evento con probabilidad muy pequena sucederd muy raramente
en ensayos repetidos.

Borel, Lévy y Kolmogorov combinaron el principio de Cournot con el teorema
de Bernoulli (de los grandes nimeros) para producir la conclusién inequivoca de
que la probabilidad de un evento serd aproximada por su frecuencia en una suce-
sién particular de ensayos independientes suficientemente grande. Esto requiere
la forma fuerte del principio de Cournot.



Otros autores como Chuprov y Fréchet aplicaron el principio de Cournot
de manera distinta. Para ellos, el principio de Cournot combinado con el teo-
rema de Bernoulli nos lleva a la conclusion de que la probabilidad de un evento
usualmente serd aproximada por su frecuencia en una sucesion suficientemente
grande. Sin embargo, cuando estimamos una probabilidad a partir de una fre-
cuencia observada estamos dando un paso méds adelante: estamos suponiendo
que lo que usualmente sucede ha sucedido en esta observacién en particular.
Este paso requiere la forma fuerte del principio de Cournot.

El principio de Cournot sugiere el puente entre la probabilidad matematica
y el mundo de la experiencia al declarar como imposibles aquellos eventos cuya
probabilidad tiende a ser infinitamente pequena. Lévy hizo claro este princi-
pio en su Calcul des Probabilités (1925) al explicar que la nocién de eventos
equiprobables es suficiente para la parte matemaética de la probabilidad, pero
en tanto basemos nuestro razonamiento en esta sola nocién, nuestras probabili-
dades son meramente subjetivas. La nocién del evento muy poco probable es lo
que permite que los resultados de la teorfa matemadtica adquieran importancia
préactica. Combinando la nocién de un evento muy poco probable con el teorema
de Bernoulli, obtenemos la nocién de probabilidad objetiva de un evento, una
constante fisica que se mide por la frecuencia.

Por otra parte, matemdticos ingleses, entre ellos John Venn (1888), re-
conocieron la utilidad de la probabilidad, pero insistieron en definirla directa-
mente en términos de frecuencias, dejando al teorema de Bernoulli y al principio
de Cournot sin desempenar papel alguno.

2.4 Las Paradojas de Bertrand

, Cémo determinar cudndo dos eventos son equiprobables? Esta es una pregunta
natural que suscita cierta discusiéon en cualquier época. Las décadas previas a
Fundamentos no fueron la excepcion.

En lo que respecta a la teorfa de la probabilidad, decidir cuéndo dos eventos
son equiprobables no era en realidad el problema mas serio. Mds bien, parecia
que la definicién de probabilidad, definida en términos de eventos equiprobables,
necesitaba ser reconsiderada. Este hecho se expone en las discusiones hechas
acerca de paradojas formuladas por el francés Joseph Bertrand y que aparecen
en su Calcul des Probabilités de 1889.

2.4.1 La paradoja de las tres cajas de joyas

En esta paradoja consideramos tres cajas, cada una de ellas tiene dos cajones.
Los dos cajones de la caja A guardan adentro una moneda de oro, los dos cajones
de la caja B guardan una moneda de plata, y la caja C' guarda una moneda de
oro en un cajén y una moneda de plata en el otro.

Elegimos una caja al azar. La probabilidad de que elegimos la caja C es de
1/3.

Supongamos que abrimos al azar uno de los cajones de la caja que hemos
elegido. Entonces hay dos casos:



e Encontramos una medalla de oro. En este caso quedan sélo dos posibili-
dades: el otro cajoén contiene una moneda de oro (elegimos la caja A) o
el otro cajon tiene una moneda de plata (elegimos caja C).

e Encontramos una moneda de plata. En este caso también quedan sélo dos
posibilidades: el otro cajén tiene una moneda de oro (elegimos caja C) o
el otro cajoén tiene una moneda de plata (elegimos caja B).

Se tiene que, cualquiera que sea el caso, quedan ahora dos posibilidades, una
de las cuales es que hemos elegido la caja C. Por lo tanto, la probabilidad de
que hemos elegido la caja C es ahora 1/2.

Bertrand mismo no aceptaba la conclusién de que abrir un cajén cambiara
la probabilidad de elegir la caja C' de 1/3 a 1/2. Poincaré (1912, pdginas 26-27)
dio la siguiente explicacién: supongamos que los cajones estén etiquetados (en
un lugar donde no podemos ver) como a y 8, y supongamos que la moneda de
oro en la caja C esta en el cajéon a. Entonces hay 6 casos iguales para la caja
que abrimos:

1. Caja A, cajén a: moneda de oro.
2. Caja A, cajon : moneda de oro.
Caja B, cajén a: moneda de plata.
Caja B, cajén B: moneda de plata.

Caja C, cajén a: moneda de oro.

A

Caja C, cajén 8: moneda de plata.

Si al abrir una caja encontramos una moneda de oro, entonces tres de estos
casos permanecen posibles: caso 1, caso 2 y caso 5. De los tres, s6lo uno favorece
el haber elegido la caja C, de modo que la probabilidad para la caja C es todavia
1/3.

El siguiente principio surge en la solucién de este problema: Los casos
equiprobables deben estar descritos con suficiente detalle, de manera que re-
presenten informacién nueva (por ejemplo, al saber que se encontré una moneda
de oro) con todo detalle relevante.

Un problema relacionado con esta paradoja es el Problema de Monty Hall,
sobre un juego donde se tienen tres puertas que esconden tras de sf dos cabras
y un carro. El jugador elige una puerta. El presentador abre una de las dos
puertas que no eligié el jugador, detrds de la cual aparece una cabra. Se le
permite de nuevo al jugador elegir de entre las dos puertas sin abrir. ;Deberia
el jugador cambiar de eleccién?



2.4.2 La paradoja del circulo maximo

En esta paradoja, Bertrand empieza con la pregunta: ;cudl es la probabilidad
de que al escoger dos puntos al azar en la superficie de una esfera la distancia
entre ellos sea menor que 10 min?

Por la simetria de la esfera, podemos suponer que el primer punto es cono-
cido. Asi, una manera de responder a la pregunta es calculando la proporcién
de la superficie de la esfera que se halla a una distancia de 10 min del punto
dado, esto es 2.1 x 1075,

Bertrand también dio otra solucién a este problema. Después de fijar el
primer punto, también podemos suponer que conocemos el circulo maximo que
conecta los dos puntos, ya que las posibilidades de que el segundo punto caiga
en uno u otro circulo maximo en torno al primer punto son las mismas. Hay
360 grados, esto es, 2160 arcos de 10 min, en este circulo méximo. Solamente
los puntos en los dos arcos vecinos al primer punto se hallan a una distancia de
a lo mds 10 min, de manera que la probabilidad que buscamos es de 2/2160, o
bien, 9.3 x 1074

Borel dio la siguiente explicacién sobre esta paradoja en su libro de texto de
probabilidad publicado en 1909. El afirmé que el primer método utilizado por
Bertrand, en donde hace la suposicién de que dreas iguales tienen probabilidades
iguales de contener al segundo punto, es correcto. Su segundo método, basado
en el supuesto de que arcos iguales en el circulo maximo tienen probabilidades
iguales de contener al segundo punto, es incorrecto. Escribiendo M y M’ para los
puntos que serdn elegidos al azar en la esfera, Borel explicé el error de Bertrand
de la siguiente manera:

...El error empieza cuando, después de fijar el punto M y el circulo
méximo, uno supone que la probabilidad de que M’ se halle en un
arco dado del circulo maximo es proporcional a la longitud de ese
arco. Si el arco no tiene grosor, entonces, hablando en el sentido
estricto, habremos de asignar el valor cero a la probabilidad de que
M y M’ se hallen en el mismo circulo. Con el fin de evitar este
factor de cero, lo cual hace imposible cualquier calculo, debemos de
considerar franjas delgadas de circulos mdximos, los cuales pasan
todos por M, donde las franjas son de tal manera que éstas se hacen
cada vez més delgadas al acercarse a los polos -de los cuales M es
uno de ellos- de modo que las franjas no se traslapen una sobre la
otra. (Véase la figura).



De la solucién a esta paradoja surge el siguiente principio: Es posible que
necesitemos considerar un evento real observado de probabilidad distinta de
cero como uno que es representado de una manera idealizada por un evento de
probabilidad cero.

La confusién en torno a las paradojas significé una fuente més de insatisfac-
cién con la teorfa cldsica, basada en eventos equiprobables.

3 David Hilbert y la Axiomatizacién de la
Probabilidad

A inicios del siglo XX, muchos matematicos se hallaban insatisfechos con aquello
que ellos vefan como una falta de claridad y rigor en el cdlculo de las proba-
bilidades. Todos estos cédlculos parecian depender por completo de conceptos
que reposan fuera de las matemdticas: evento, ensayo, aleatoriedad, probabili-
dad. Como Henri Poincaré escribié¢: "dificilmente puede uno dar una definicién
satisfactoria de probabilidad" (Poincaré, 1912).

3.1 El Sexto Problema de Hilbert

El llamado ma&s célebre por una aclaracién sobre el tratamiento de la proba-
bilidad vino de David Hilbert. Al respecto, mencionamos la versién escrita del
Sexto de los Veintitrés Problemas que Hilbert plante6 en el Congreso Interna-
cional de Mateméticas en Paris en 1900, que a la letra dice:



La investigacion de los fundamentos de la geometria sugiere el pro-
blema: Considerar de la misma forma, por medio de axiomas, aque-
llas ciencias fisicas en las cuales las matema&ticas desempenan una
parte importante; en el primer nivel se hallan la teoria de las pro-
babilidades y la mecénica (Hilbert, 1902).

Para dar a entender a qué se referia por axiomas de probabilidad, Hilbert
cité como ejemplo a Georg Bohlmann, quien en 1901, habia asignado a las reglas
de probabilidad total y probabilidad compuesta la categoria de axiomas, més
bien que de teoremas. Especificamente, para los eventos Fy, y Fy, Bohlmann
establecié los axiomas

]P)(El U EQ) = P(El) + ]P(EQ), si ]P)(El N Eg) =0.
]P)(El n Eg) = P(El) . P(El ‘ Eg)

3.2 Grundlagen der Geometrie

En Grundlagen der Geometrie (Fundamentos de la Geometria), publicado en
1899, Hilbert sustituye los axiomas de Euclides tradicionales por un conjunto
formal de 21 axiomas. En este texto Hilbert expone su enfoque axiomético.

El enfoque de Hilbert marco el cambio al sistema axiomatico moderno. Los
axiomas no se toman como verdades evidentes. La geometria puede tratar de
cosas, sobre las que tenemos intuiciones poderosas, pero no es necesario asignar
un significado explicito a los conceptos indefinidos. Como dice Hilbert, los
elementos tales como el punto, la recta, el plano y otros, se pueden sustituir
con mesas, sillas, jarras de cerveza y otros objetos. Lo que se discute son sus
relaciones definidas. Por esta razon, a menudo se dice que Hilbert promovié un
punto de vista en el que las matematicas es vista como un juego vacio formal
en el que las reglas para hacer deducciones se dan por adelantado.

En Corry (1997) podemos encontrar mas acerca del método axiomdtico de
Hilbert.

3.3 Algunas Respuestas al Sexto Problema

Entre las primeras respuestas al desafio que Hilbert planteaba podemos men-
cionar las siguientes.

En 1904 Rudolf Laemmel, en su tesis doctoral escrita en Zurich, propone dos
axiomas y tres definiciones como un "sistema minimo" para la teoria, formulan-
dolos en términos de nociones de la teoria de conjuntos. Luego afirmé que sus
axiomas eran independientes y suficientes para desarrollar toda la teorfa, pero
no mencioné el problema de la consistencia de los axiomas.

En 1907, Ugo Broggi, uno de los estudiantes de doctorado de Hilbert hizo
un intento de perfeccionar las propuestas dadas antes por Bohlmann y Laem-
mel. Basdndose en la teoria de la medida de Lebesgue, Broggi no solamente
formulé un sistema de axiomas para la probabilidad, sino que también mostré



que sus axiomas estaban completos (en el sentido de Hilbert), independientes y
consistentes, demostrando asi las deficiencias del sistema previo propuesto por
Bohlmann. En 1908, en un discurso pronunciado en el 4to Congreso Interna-
cional de Matemadticas en Roma, Bohlmann hizo referencia al trabajo doctoral
de Broggi y reconocié que en este trabajo se dejaba ver la necesidad de pro-
porcionar un andlisis 16gico mas profundo del concepto de evento dentro de la
teorfa de probabilidades.

En un articulo publicado en ruso, Sergei Bernstein (1917) propuso que la
teoria de la probabilidad se puede basar sobre axiomas cualitativos para coe-
ficientes numéricos que miden la probabilidad de una proposicién. También
desarroll esta idea en su libro de texto de probabilidad (Bernstein, 1927), y
Kolmogorov mencioné ambos, el articulo y el libro, en la bibliografia de Funda-
mentos.

4 La Teoria de la Medida Antes de los Axiomas
de Probabilidad

Entre los trabajos principales en el trayecto que llevé hacia Fundamentos de
Kolmogorov se hallan los llevados a cabo por Emile Borel quien planteé y dio
soluciéon a problemas relativos a eventos cuya ocurrencia dependiera de una
infinidad de ensayos, logrando con esto rebasar el marco clasico del estudio de
la probabilidad.

Fueron muchos los matematicos quienes hicieron importantes contribuciones
en el estudio de la teoria de la medida y de su utilidad en el estudio de la
teoria de la probabilidad. A continuacién se hace una breve mencién de algunos
trabajos de estos matematicos, la mayoria de los cuales fueron publicados entre
los anos 1900-1930. Entre los resultados que destacan se hayan aquellos sobre
sumas de variables aleatorias independientes: la Ley de los Grandes Numeros,
el Teorema del Limite Central y la Ley del Logaritmo Iterado. La exposicién
estd ordenada por escuelas.

4.1 La Escuela Francesa

Las bases para la transformacion de la teoria de la probabilidad caracteristica del
siglo XX fueron dadas por Henri Lebesgue (1847-1941) en su tesis (Lebesgue,
1902) Intégrale, Longeur, Aire (Integral, Longitud, Area). Su contribucién clave
fue el uso sistemético de funciones contablemente aditivas pu(.), de manera que

para conjuntos ajenos A, de alguna clase apropiada, a saber, la o-algebra de
conjuntos medibles.

Maurice Fréchet (1878-1973) introdujo en su tesis (Fréchet, 1906), el con-
cepto ahora tan utilizado de espacios métricos. La obra de Fréchet inicia la



tendencia hacia la abstraccién y la axiomatizacién caracteristicas del analisis
moderno. En particular, condujo al desprendimiento de la teorfa de la medida
de Lebesgue de sus origenes Euclideos, por ejemplo, en lugar de considerar sélo
funciones cuyo dominio son subconjuntos de R”, también podemos considerar
funciones cuyo dominio sea el de subconjuntos del espacio relacionado a todos
los resultados posibles que se obtienen de una sucesién infinita de lanzamientos
de una moneda.

Emile Borel (1871-1956), con su alumno Lebesgue, publicé en 1909 Les
Probabilités Dénombrables et leurs Applications Arithmétiques (Las Probabili-
dades Numerables y sus Aplicaciones Aritméticas). En esta obra Borel hizo una
clasificacién en dos categorias de los problemas de probabilidad estudiados en
el marco de la teorfa cldsica: en la primera categoria estdn las probabilidades
discontinuas, en donde el nimero de casos posibles es finito. En la segunda
categoria estdn las probabilidades geométricas o probabilidades en el dominio
continuo, en las cuales el nimero de casos es infinito.

Valiéndose de resultados de la teorfa de conjuntos, Borel encontré que tal
clasificacién aparecia como incompleta. Hacia falta estudiar problemas en los
que el niimero de resultados posibles fuera infinito numerable. Borel emprendié
el estudio de problemas que caen en esta categoria. A las cuestiones relacionadas
con este tipo de problemas Borel las llamé Probabilidades Numerables.

La obra de Borel es destacable por varios resultados importantes que apare-
cen en ella. Algunos de estos resultados son el Teorema de Numeros Normales
de Borel y el lema de Borel-Cantelli. El corolario del Teorema de Niimeros Nor-
males, que tales nimeros existen, es llamativo, jno se conoce ningin ejemplo
especifico!.

Paul Lévy (1886-1971), uno de los grandes probabilistas del siglo, escribié
Calculs des Probabilités (Lévy, 1925), un libro de texto de probabilidad basado
en ideas de teoria de la medida en donde introduce y estudia las funciones ca-
racteristicas. Asimismo creé la teoria de procesos estocasticos con 'incrementos
estacionarios independientes’, ahora conocidos como procesos de Lévy.

4.2 La Escuela Polaca

En el periodo que abarca entre la primera y la segunda guerra mundial, hubo en
Polonia un gran crecimiento en el drea de las matematicas, y particularmente,
en el drea de andlisis. Varios Matemadticos polacos de este perfodo trabajaron
en probabilidad, empezando con Hugo Steinhaus (1887-1972), quien en 1923
dio un intento de axiomatizaciéon (Steinhauss, 1923). Entre la escuela polaca
también se encuentran las colaboraciones importantes de Jozef Marcinkiewicks
y Antoni Zygmund. El trabajo polaco se centré en las llamadas funciones inde-
pendientes como un puente entre probabilidad y andlisis.

Stefan Banach (1892-1945), en su libro (Banach, 1932) demostré muchos
teoremas fundamentales del andlisis funcional y formulé el concepto ahora cono-
cido como Espacios de Banach.
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4.3 La Escuela Rusa

La escuela Rusa logra de manera exitosa tomar los resultados de la teoria de la
medida y aplicar éstos a la teoria de probabilidad.

Sergei Natanovich Bernstein (1880-1968), maestro en Kharkov, escribié
ampliamente sobre probabilidad y anélisis, incluyendo los polinomios de Bern-
stein y su aplicacién a la ley de los grandes nimeros (Bernstein, 1911).

Alexander Yakovlevich Khinchine (1894-1956). Su mé&s grande logro
es, podria decirse, su ley de logaritmo iterado de 1924, completando asi, junto
con la ley de los grandes nimeros y el teorema del limite central el trio cldsico
de teoremas limite en la teorfa de la probabilidad.

Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) escribié alguna docena de
articulos sobre probabilidad entre su primer trabajo en esta drea, con Khinchine
en 1925, arriba mencionado, y su trascendental obra Fundamentos (Kolmogorov,
1933). Acerca de este trabajo se discute més adelante.

Andrey Andreyevich Markov (1856-1922) es mayormente conocido por
su trabajo en teorfa de procesos estocdsticos, en particular por su estudio de las
cadenas de Markov, sucesiones de variables aleatorias en las que los futuros valo-
res de la variable dependen del valor presente de la variable, pero no dependen
de sus valores anteriores.

Aleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) junto con Andrey Mar-
kov, fue estudiante de Chebyshev. Lyapunov probé el teorema del limite central
usando variables aleatorias independientes, no necesariamente idénticamente
distribuidas, a diferencia de la prueba clédsica de este teorema, la cual requiere
de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

4.4 La Escuela Italiana

Francesco Paolo Cantelli (1906-1985) es recordado por dos contribuciones
principales. La primera, de 1917, es su parte en los lemas de Borel-Cantelli. La
segunda, de 1933, es su trabajo en el teorema de Glivenko-Cantelli o teorema
Fundamental de la Estadistica, que la muestra determina, en el limite, a la
poblacién.

Bruno de Finetti (1906-1985) contribuyé a la teoria de la probabilidad
con su trabajo en procesos estocédsticos con incrementos independientes, o pro-
cesos de Lévy en terminologia moderna, y la férmula de Lévy-Khinchine para
tales procesos, en 1929. También estudié aquellas variables aleatorias para las
cuales su distribucién conjunta es simétrica. Quizés el trabajo m&s importante
de de Finetti fue su temprano apoyo al enfoque Bayesiano de la estadistica,
culminando en su libro (de Finetti, 1970).

4.5 La Escuela Alemana

David Hilbert, en un pie de pdgina al sexto problema de su lista de 1900, hace
referencia al trabajo de Georg Bohlmann sobre la axiomatizacién de la proba-
bilidad. En Bohlmann (1908) se da una definicién rigurosa de independencia,
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a saber, la regla del producto para independencia que previamente habfa sido
visto como un teorema.

Felix Hausdorff (1868-1942) contribuyd a la teorfa de la probabilidad en su
trabajo de 1913, en el contexto que mas adelante llegé a ser la ley del logaritmo
iterado establecido por Khinchine en 1924. Hausdorff también dio la primera
prueba rigurosa de la ley fuerte de los grandes niimeros para ensayos de Bernoulli
(Hausdorff, 1914).

Richard von Mises (1833-1953), introdujo una teorfa en la que se considera
a Ley Fuerte de los Grandes Nimeros como axioma, y no como teorema. Su
contribucién fue hacer notar que esto podia servir como base para la teorfa de
la probabilidad (von Mises, 1928). Lévy, entre otros, encontraron esta teoria
poco satisfactoria.

George Pdlya era hungaro pero sus publicaciones fueron en alemén. En
Pélya (1920) introdujo el término "Teorema del Limite Central’ en alemdn.

4.6 La Escuela Estadounidense

Norbert Wiener (1884-1964) escribi6 sobre probabilidad en una serie de articu-
los entre 1920 y 1923. Wiener fue el primero en construir un modelo matematico
riguroso para el fenémeno fisico del movimiento Browniano. Es en reconocimiento
a esta labor que a menudo se refiere al movimiento Browniano como procesos
de Wiener.

Willam Feller (1906-1970), nacido en Yugoslavia llegé a ser uno de tantos
matematicos prominentes que dejaron Europa y se fueron a EE.UU. durante el
periodo Nazi. Originalmente un analista, su interés en la teoria de la proba-
bilidad data desde su tiempo en Keil (1928-33); sus trabajos publicados sobre
probabilidad datan de 1935. Sobre Feller, Doob escribié:

"Feller hizo contribuciones profundas y originales a la teoria de la
probabilidad por un perfodo (de 1935 hasta su muerte) durante el
cual la probabilidad pasé de ser una teoria con una relacién pobre
con las mateméticas a ser una rama central de ésta" (Doob, 1972).

Un estimulo importante para el trabajo en probabilidad y estadistica en
EE.UU. fue la creacién en 1930 de la revista Annals of Mathamatical Statis-
tics. Entre sus publicaciones tempranas méas importantes podemos encontrar el

trabajo de J. L. Doob (1910-2004).

4.7 La Escuela Inglesa

El trabajo de la escuela Inglesa tiene raices en parte estadisticas y en parte
filoséficas, lo cual forma un contraste con las escuelas Rusa, Francesa y Polaca
cuyo trabajo en probabilidad fue altamente matemadtico.
John Maynard Keynes (1883-1946) escribié A Treatise in Probability
(Keynes, 1921). Este es un tratado filoséfico con poco contenido matemdtico.
R. A. Fisher (1890-1962), quien se halla entre los principales estadisticos,
escribié en estadistica de 1916 en adelante haciendo labor pionera en trabajos
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sobre verosimilitud y suficiencia, estimacién de pardmetros, analisis de varianza
y diseno de experimentos.

El primer libro de texto en sintetizar exitosamente las ideas de Fisher y que
esencialmente marcé el inicio de la estadistica moderna es Cramér (1946). En
este libro Crameér incluye los axiomas de Kolmogorov, aunque en realidad apela
muy poco a ellos en el resto de su obra.

5 FUNDAMENTOS

En su libro cldsico Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung (Fundamen-
tos de la Teoria de la Probabilidad), Kolmogorov (1933) inauguré la era mo-
derna de la teorfa de la probabilidad. Es en este libro donde Kolmogorov logra
exitosamente colocar a la teoria de la probabilidad sobre una base axiomética
rigurosa, aprovechando las herramientas que la teoria de la medida brindaba,
viendo a la probabilidad como una medida positiva de masa uno. En particular,
Kolmogorov completa con esto la solucién al Problema Seis de Hilbert, sobre la
axiomatizacién de la probabilidad.

5.1 Los Seis Axiomas

Kolmogorov comenzé con cinco axiomas acerca de un conjunto £ y un conjunto
F de subconjuntos de F, a los cuales llamé eventos aleatorios.
I. F es un &lgebra de conjuntos.
II.  F contiene al conjunto E.
ITI. Para cada conjunto A de F estd asignado un ntimero real no negativo
P(A). Al nimero P(A) lo llamamos la probabilidad del evento A.
Iv. P(F)=1.
V. Si Ay B son ajenos, entonces

P(AU B) = P(A) + P(B).

Adem3s agregé un sexto axioma, redundante para el caso en que F es finito,
pero independiente de los primeros cinco axiomas para F infinito:

VI. Si A; D Ay D --- es una sucesién decreciente de eventos de F con
N, A, = &, entonces lim,, o, P(4,) =0.

Kolmogorov presenta los primeros cinco axiomas en el primer capitulo de
su libro, y a su vez da la interpretaciéon de estos axiomas en términos de pro-
babilidad frecuencial, siguiendo las ideas de von Mises; asimismo, hace una
exposicién clara de los conceptos de probabilidad que pueden ser estudiados
con estos axiomas elementales (independencia de eventos, probabilidad condi-
cional, teorema de Bayes y cadenas de Markov). Este modelo matemadtico es el
adecuado para estudiar fenémenos aleatorios con un nimero finito de resulta-
dos, no necesariamente con la misma probabilidad. De hecho, los axiomas I-V
sirven como base axiomética para la probabilidad clésica.
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En el segundo capitulo agrega el axioma de continuidad de la probabilidad,
con lo que se establece el concepto de espacio de probabilidad. El uso de este
axioma permite resolver problemas como los planteados por Borel, sobre eventos
cuya ocurrencia dependen de un nidmero infinito de ensayos.

5.2 El Axioma de Continuidad y la Aditividad Numerable

Con el fin de mostrar la relacién que tienen los axiomas de probabilidad con la
teoria de la medida, a continuacién se demuestra la equivalencia del axioma de
continuidad con la aditividad numerable. Para esto consideremos los conjuntos
ajenos A, As,... de F.

Sea
A=A UAU..UA,U..,
y sea

Bn = An U A’n-‘,—l U....

Entonces, B,+1 € B,. La ocurrencia de B, nos indica la ocurrencia de
alguno de los eventos A,, A,+1, Apta2, ..., digamos el n + 14, i = 0,1,2,...,
luego del hecho de que los eventos son ajenos, tenemos que los eventos A, 441,
Aptito,...no suceden. Asi, los eventos By 1i+1, Bntit2, ... no suceden, y por lo
tanto,

) _
Npe1Bn = 2.

Del axioma de continuidad se sigue que

lim P(B,) = 0.

n—oo

Por otra lado tenemos que A = A, U...U A, U B, 11, donde Ay,..., Ay, Bnt1
son ajenos. Por lo tanto, por el axioma III, tenemos que

P(A) = P(A1) + ... + P(Ay) + P(Bpy)

= lim ZP(Ak) + lim P(B,)

S
k=1

5.3 La Ley Fuerte de los Grandes Nimeros

Hay un punto que vale la pena mencionar aqui, a saber, la forma final de la Ley
Fuerte de los Grandes Numeros.

Teorema 3 Sean X, X1, Xo,... variables aleatorias independientes, idéntica-
mente distribuidas, sea p =EX < oo, y sea S, = Z;L:l X, entonces,

]P’(lim Sn:u)zl.
n—oo N
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Podemos observar que la ley fuerte de los grandes nimeros permite "meter"
en el argumento de P el limite que aparece en (1). Este paso requiere el axioma
de continuidad. Otro hecho acerca de estas dos formas de la ley de los grandes
nimeros es que la ley fuerte implica la ley débil.

Esto completa la linea de trabajo empezada por Bernoulli en su péstumo
clasico Ars Conjectandi de 1713, en el cual aparece el teorema de Bernoulli, o
la ley débil de los grandes nimeros para ensayos de Bernoulli. Esta es la forma
precisa de la idea popular de la 'Ley de Promedios’, y muestra convincentemente
que los axiomas de Kolmogorov captan exitosamente la esencia de los origenes
de la probabilidad.

6 Conclusiones

La teoria de la probabilidad es una teoria matematica que se desarrolla a par-
tir de axiomas (espacio de probabilidad). Esta teoria no depende de nociones
como evento, aleatoriedad, etc., aunque son precisamente estas nociones las que
motivan el estudio de esta materia.

En el logro de la axiomatizacién destacan los siguientes elementos: La teorfa
de la medida, la cual provee de herramientas matemédticas poderosas para es-
tudiar la probabilidad, el llamado de Hilbert a la axiomatizacion de ésta y los
axiomas de Kolmogorov, con los cuales se da solucién al Sexto Problema de
Hilbert.
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