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Fecha de entrega: 1 de Noviembre.
En todos los problemas G denota un grupo de Lie compacto y todas

las representaciones son continuas en espacios vectoriales complejos de
dimensión finita. Además, para cada representación ρ : G → GL(V )
suponemos dado y fijo un producto Hermitiano G-invariante.

1. Para una representación ρ : G → GL(V ) recordamos que la
representación dual es definida por

ρ∗ : G→ GL(V ∗)

ρ∗(g)(λ) = λ ◦ ρ(g−1).

Si rρij son los coeficientes matriciales respecto de una base orto-
normal e1, . . . , en de V , entonces respecto de la base dual e∗1, . . . , e∗n
de V ∗ los coeficientes matriciales de ρ∗ satisfacen

rρ
∗

ij (g) = rρji(g
−1),

para todo g ∈ G y para cualesquiera i, j = 1, . . . , n.
Dada ρ : G→ GL(V ) una representación, considere la transformación
bilineal compleja dada por

B : V ∗ × V → C
B(λ, v) = λ(v).

2. Probar que B satisface

B(ρ∗(g)λ, v) = B(λ, ρ(g−1)v),

para todo g ∈ G, v ∈ V, λ ∈ V ∗.
3. Utilizar el problema anterior para probar que el isomorfismo li-

neal complejo

ϕ : V → V ∗∗ = (V ∗)∗

v 7→ B(·, v),

es un mapeo de entrelace. Concluir así que V ' V ∗∗ como G-
módulos.
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4. Para todo subespacioW de V definimos el aniquilador deW por
W⊥ = {λ ∈ V ∗|B(λ, v) = λ(v) = 0, ∀v ∈ W}.

Probar que si W es subespacio G-invariante de V , entonces W⊥

es subespacio G-invariante de V ∗. Usar este hecho para probar
que si V es irreducible, entonces V ∗ es irreducible.

5. Si σ : G → GL(W ) es otra representación, T : V → W es un
mapeo lineal, y T ∗ : W ∗ → V ∗ es el mapeo dual definido por la
relación

B(T ∗(λ), v) = B(λ, T (v)),

donde v ∈ V y λ ∈ V ∗, entonces
T es de entrelace ⇐⇒ T ∗ es de entrelace.

6. Usar los problemas anteriores para probar que si V,W son dos
G-módulos, entonces se cumple

V ' W ⇐⇒ V ∗ ' W ∗,

donde el isomorfismo es de G-módulos.


