
PRIMER EXAMEN PARCIAL
VARIEDADES DIFERENCIABLES Y GRUPOS DE LIE

Instrucciones: Resolver los 5 problemas siguientes justificando todas
sus afirmaciones y presentando todos sus cálculos. Entregar las solu-
ciones el martes 15 de septiembre durante la clase.

1. Sean M una variedad y α : R→M una curva suave. Probar que
el par (R, α) define una subvariedad inmersa de M si y sólo si α
es inyectiva y α′(t) 6= 0 para todo t ∈ R.

2. Considere la esfera bidimensional

S2 = {x ∈ R3 | ‖x‖ = 1},
con la estructura de variedad diferenciable definida por las si-
guientes cartas para j = 1, 2, 3

ϕ±j : U±j → D

ϕ±j (x) = πj(x),

donde πj es la proyección en R2 que remueve la j-ésima compo-
nente y

U±j = {x ∈ S2 | sgn(xj) = ±},
D = {x ∈ R2 | ‖x‖ < 1}.

Probar que el mapeo

ψ : S2 \ {(0, 0, 1)} → R2

ψ(x) =

(
x1

1− x3
,

x2
1− x3

)
define una carta de S2 que pertenece al atlas maximal de su
estructura de variedad diferenciable.

3. Sea M una variedad de dimensión n y (U,ϕ) una carta de M .
a) Probar que si A ∈ GL(n,R), (es decir, A es una transforma-

ción lineal invertible de Rn) entonces (U,A ◦ ϕ) es también
una carta de M .

b) Sean p ∈ U y v1, . . . , vn una base de TpM . Utilizar el inciso
anterior para probar que existe una carta (U, ψ) (definida
sobre el mismo abierto U) de M tal que

dψp(vj) = ej,
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para cada j = 1, . . . , n, donde e1, . . . , en es la base canónica
de Rn.

4. Sea f : U ⊂ Rn → Rm una función suave donde U es un subcon-
junto abierto de Rn.
a) Considere el mapeo

ι : U → Rn+m

ι(x) = (x, f(x)).

Probar que el par (U, ι) es una subvariedad encajada de
Rn+m.

b) Considere el mapeo
ϕ : U × Rm → Rn+m

ϕ(x, y) = (x, y − f(x)).
Probar que ϕ es suave y que satisface

ϕ(x, f(x)) = (x, 0)

para todo x ∈ U . (Es decir, ϕ mapea la gráfica de la función
f dentro del subespacio Rn × {0} de Rn+m.)
También probar que para cada punto (x0, y0) ∈ U×Rm existe
un abierto W de Rn+m tal que (x0, y0) ∈ W ⊂ U × Rm y de
modo que

ϕ : W → ϕ(W )

define una carta de Rn+m.
5. Sean M y N variedades diferenciables y f : M → N un mapeo

suave. Defina el mapeo df entre los haces tangentes por
df : TM → TN

df(v) = dfπ(v)(v),

donde π : TM →M es la proyección natural. Es decir, df reune
las diferenciales dfp con p ∈ M para obtener un mapeo de los
haces tangentes. Probar que la suavidad de f implica que df es
suave.


