Nudos Universales
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Una 3-bola B con
un arco @ C B propiamente encajado y
una permutacién (1,2) € 5,,.
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(1)=identidad



1,2,3
(2,4.3)




(1,2,4)(3,5,6) (1,3)(2,5)(4,6)




Se obtuvo una funcién ¢ : M — N que es
e continua,

e abierta y

® propia.

Para cada x € N el niimero #¢ }(x) = n esta fijo, excepto
para los puntos de un subconjunto K C [N de codimensién 2.



Definicion. Una funcién ¢ : M™ — N™ se llama una
cubierta ramificada de n hojas si ¢ es continua, abierta vy

propia y si existe una subvariedad £ C N de codimensién 2 tal
que

o: M—¢ (k) — N—k

es un espacio cubriente de n hojas.
(k estd propiamente encajada en N).

Se dice que ¢ estd ramificada a lo largo de k.




Para una cubierta ramificada ¢ : M — (N, k) de n hojas se
tiene una representacién (un homomorfismo) asociada:

Wy T (N — k) — S,

Para una representacion w : m(N — k) — S,, dada se tiene
una cubierta ramificada

0, : M — (N, k).



Una cubierta ramificada ¢ : M — (N, k) se llama simple si

su representacion asociada manda cada meridiano de £ en

un 2-ciclo.



Una bola con g + 1 arcos
da un cubo con g asas.



Una bola con g + 2 arcos
da un cubo con g asas.



Teorema. (Heegaard)
M es una 3-variedad cerrada, conexa y orientable
=

M es la unién de dos cubos con asas (orientables) pegados
a lo largo de sus fronteras.
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Teorema. (Berstein y Edmonds)

© : OV — OB cubierta simple de al menos tres hojas

f': 0V — 9V homeomorfismo

=

Existen f : OV — 0V y g : 0B° — B? homeomorfismos
tales que f es isotdpicaa [’y

v, L v,

901l l902 conmuta

831 — 832
9



Teorema. (Hilden y Montesinos)

Toda 3-variedad cerrada, conexa y orientable es cubierta
ramificada de la 3-esfera S° con una proyeccién cubriente
simple de tres hojas y la ramificacidon es a lo largo de un enlace

en S°.



Pregunta: (A. Ramirez)

j Existe alglin enlace L C S° tal que toda 3-variedad cerrada,
conexa y orientable es una cubierta ramificada de (S°, L)?



Teorema. (Thurston) El enlace

es universal.
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Teorema. (Hilden—Lozano—Montesinos)

| os enlaces

son universales.



Teorema. (Hilden—Lozano—Montesinos) El nudo
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es universal.



Nudos de n puentes.



Un n-ovillo trivial es una pareja (B,{q;}! ) donde

B es una 3-bola

aq,...,0, C B son n arcos propiamente encajados triviales

(O sea, hay n 2-discos ajenos D1,...,D, C B tales que
8DZ = o; U 52 donde 62 C 0B Yy 8041- — 8@)












Un enlace & C S estd en posicién de n puentes si existen
dos n-ovillos triviales (B,{«;}) y (B, {a.}) tales que

SBZBU(‘)B/

y

k= (Uaq) U (Lak)



<D

((5/3).



Cubiertas de nudos de dos puentes.



k= £0(5/3)

(1,2)(3.4) (2,3)(4,5)




Conocemos la cubierta de la bola:










plo):

“Sobran” estos arcos
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El enlace romano.



3.3 El Enlace Romano.

Teorema 3.4. Eriste una cubierta ramificada p: §° = 5 con ramificacion sobre ef enlace
Romanoe tal que el conjunio singular contiene los anillos Borromesnos. Esto es, el enlace

Romano es universal.

Demostracion. Paso 1: Dibujemos el enlace romano (Figura 36) como en la Figura 39, Sea
P 9% = 5% la cubierta diédrica de cuatro hojas con ramificacién en las componentes A
y B del enlace Romano (ver Figura 39). Observemos la esfera punieada; ésta separa a 3°
en dos ovillos triviales de 2-hilos. Aplicando la teoria de la seccion 3.1 a estos dos ovillos,
podemos dibujar la preimagen de la componente C como en la Figura 40 (a), esta preimagen
es precisamente el enlace de dos puentes L{12/5) (Figura 40 (b)).

A _ B

C

Figara 9. (1204 77 @)




Capitulo 3. Enlaces de dos puentes 26

=

A

e

Figura 40. a) b

I

Paso 2; Tomemos la cubierta diédrica de g2 ; S® = 5% de seis hojas (ver Figura 38)
sobre L(12/5) y de la preimagen de este enlace escogemos las componentes Gy, Co, Cs ¥ Cg
marcadas en la Figura 38. Estas componentes estan dibujadas en la Figura 41 (a).
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Figura 41. a) b}



Paso 3; Sobre el enlace anterior tomamos la cubierta diédrica p; : &% — 5° de tres hojas
con ramificacion sobre las componentes Cs ¥ Cy (Figura 41 (b). La preimagen bajo p; de Cy
y Cg es el enlace de la Figura 42,
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rs

Figura 42.

Una cubierta ciclica de tres hojas sobre A:

B bajo esta cubierta son los Borromeanos. Por tanto la cubierta p=psopsomop es la
cubierta que describe el teorema.

L

Figura 43.



p1: 5% — (S%,£(2)) de 5 hojas, ;" (¢(3)) =romano.

P2+ S? — (5%, romano) de 4 hojas, ¢, '(romano) D £(2).
pu s 5 (59,0(12)) de 6 hojas, 7' (£(12)) > Lo

w41 5% — (93, Ly) de 3 hojas, ¢, *(Ls) D L.

o5 1 83— (53, L3) de 3 hojas, ; *(L3) D Borromeos.

Por lo tanto ¢ = 50 @40 w30 wy0p; 1 S% — (53,5(%))
de 1080 hojas, ¢~ *(¢(2)) D Borromeos.

Luego k = {(

|t

) es universal.



Para k = £(a/b) con a impar

O o o T
c=(1,2)(3,4)---(a —2,a — 1)
T=1(2,3)(4,5)---(a—1,a)



Un nudo de dos puentes ¢(b/a) es hiperbdlico si y
sélosi b +1 (mod a).

Teorema. (Hilden—-Lozano—Montesinos) Un nudo de dos
puentes k es universal si y solo si k£ es hiperbdlico.



Mas nudos universales.



Definicion. Un enlace de Uchida es un nudo
pretzel p(aq, as,...,a;) con al menos dos a's pares.

Teorema. (Uchida) Todos los enlaces de Uchida son
universales, excepto:

o p(25,2t), s,t € Z — {0},

e p(—2,2,s), se Z —{0}

® p( 2, 13, :4), p(::2, 3, 6), p(::2,:4, ::4) \

o p(—2,—-2,2,2).
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Teorema. (J. Rodriguez)
Si |n| > 1y n esimpar, entonces p(n,n, —n) es universal.

Sin # 2y n es par, entonces p(3,3,n) es universal.

p@3,3,-3) p@3, 3, -4)



Nudos de Montesinos.



Un nudo de Montesinos m(f3i/aq, ..., 0:/a;:) es un enlace
de la forma:

donde cada cajita (cada almohada cuadrada) contiene un ovillo
racional



El ovillo racional 3/5

El lado vertical estd dividido en 5 intervalos.

El lado horizontal esta dividido en 3 intervalos.



El nudo racional £(3/5) = m(3/5)



Siempre supondremos que para cada i, (a;, 3;) = 1.

Es conveniente permitir que algunas «a's sean cero
(aunque en este caso el nudo de montesinos es una unién de
sumas conexas de enlaces racionales

m(1/3, 1/3, -1/3, 1/0, -1/4, 1/3, 1/0)



Cubiertas de nudos de Montesinos.



(2,4, 5)
m(1/3,1/3,1/3)



Necesitamos otro enfoque...




Cocientes diédricos.



Sea k C S” un enlace. Escribimos Bs(k) para la cubierta
ciclica ramificada de dos hojas de (5%, k)

(es decir, es la cubierta que se obtiene de marcar cada
meridiano de k con la permutacién (1,2).

En este caso hay una involucién
u : By(k) — Bsy(k)
cuyo cociente es la cubierta ciclica ramificada de dos hojas
p: By(k) — (S°, k)

y es tal que p(fix(u)) = k).



Sea ¢ : M — (5%, k) una cubierta ramificada de d-hojas.
¢ se llama un cociente diédrico si existe un diagrama
conmutativo de cubiertas ramificadas

CI/M\‘”
M Bs(k)
O /P

(5% k)
tal que 1) es un espacio cubriente (sin ramificacién) de d-hojas.

En este caso ¢ es una cubierta ciclica ramificada de dos hojas
con ramificacién en el seudo-branch de ¢ (éste es un subenlace
muy especial de o~ 1(k)).




Si k es el nudo de Montesinos k = m(061/aq, ..., 0:/a),
entonces Bs(k) es la variedad de Seifert

By(k) = (0,0; 61/, ..., Br/aw).

Teorema. (E. Ramirez y V.) Es posible calcular, en términos
de los invariantes de Seifert, las cubiertas de una variedad de

Seifert con simbolo (O, 0; 81/aq, ..., B:/ay).



El seudobranch.



Para el nudo de Montesinos k& = m(gi ’%) escribimos

( ):ﬁlQQ...at+a1/B2...at+...+a1a2...ﬁt.

Teorema. (J. Rodriguez y V.) Si n es un divisor positivo de
A(k) y paracadai=1,...,t, (n,qa;) =1, entonces
- b b
kwm(n 1,...,n t),

04 Oy

y existe un cociente diédrico de n hojas ¢ : S? — (5%, k) tal
que

b b
i) o ()
(m(g—ll, . ,2’;) es el seudobranch de ¢.)



Corolario.
Supongamos que (n,q;) =1 paracada:=1,2,...,t.

Si m(Bi/aq,...,0B:/a;) es universal,
entonces m(nB/aq,...,nB;/a;) es universal.



Tabla de Conway: 2-enlaces de 9 cruces y alternantes

m(1/4,2/3,1/2) [A =17-2] = m(17/4,17/3,-17/2) «— m(1/4,1/3,—-1/2)

(
m(3/4,1/3,1/2) [A =19 -2] = m(19/4,19/3,-19/2) — m(1/4,1/3,—1/2)
(

m(3/4,2/3,1/2) [A = 23 - 2] = m(23/4,23/3,-23/2) — m(1/4,1/3,—1/2)

3

2/3,2/3,2/3) — m(1/3,1/3,1/3)

3

m(3/5,1/2,3/2) [A = 13- 22 = m(13/5,13/2,—13/2) — m(1/5,1/2,—1/2)

( )
( )
( )
(1/3,1/3,2/3) [A = 4-3%] =m(4/3,4/3,—-4/3) «— m(1/3,1/3,—-1/3)
( )
( )
( )

m(1/3,1/2,5/2) [A =5-22] =m(—5/3,5/2,5/2) — m(—1/3,1/2,1/2)



El branch.



Si (n,a;) =1paracadaiy k=m(nBi/aq,...,nB:/ay)
y 8% — (5%, k) es un cociente diédrico de n-hojas,
entonces

¢~ (k) tiene (n —1)/2 “componentes” ki, ks, ..., k1), Sin
es Impar

o (k) tiene n/2 “componentes” ki, ko, ..., kn/2, Si v €s par.

i COmo se ven esas ‘componentes’ ?



j/n

()

Las  “componentes”
kiy k; de (k).












Algoritmo.

Sea ¢ el signo de la fraccién 3;/«a; y dibuja el meridiano de |3;/«;|.

1. Marca el punto pg = (0,1/2¢;) con +1.

2. Si el punto p, € d N OI? estd marcado con ¢, € {—1,+1}, entonces el
segmento de recta de d que comienza en p,, si seguimos la orietacion

de'd, toca a OI° en el punto p, 1.

(a) Si py,11 no tiene una marca, entonces
© Si (py € Mg Y Pur1 € Mg) O (Py € M1 Y Pur1 € Mq), entonces
@ en otro Caso mMarca p,1 CON €,41 = Ey.

GOTO 2 con “u:=u+1".
(b) Si p,11 ya estd marcado, entonces escribe b = la suma de las marcas

de los puntos en mg y a = la suma de las marcas de los puntos en /.

Regresa b’ /o’ = eb/a.















Con dibujos.





















Una aplicacion.



Proposicion. (J. Rodriguez y V.) Sea ¢ un entero impar,
q¥¢{—11,-7,—-5,-3,—-1,1,3,5} y sea k el nudo pretzel
k=p(2,q9,q9) =m(1/2,+1/]q|, £1/]q]).

Entonces existe una cubierta diédrica
@ : 5% — (S°, k) de |q + 4| hojas tal que

1. Si |¢| =1 mod 4, entonces
o bien el nudo de Montesinos m(1/2,—1/5,—1/5) C ¢~ (k)
o bien m(1/2,-2/9,-2/9) C (k).

2. If |g| = —1 mod 4, entonces
o bien m(—1/2,3/5,3/5) C o~ (k)
o bien m(—1/2,2/3,2/3) C o1 (k).



i Qué tantos nudos de Montesinos hay?



Nudos racionales.
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Nudos racionales.
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1091 = m(£9)
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Y
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1041 = m(39)

1049 = m(£7)

1045 = m(Z])

Nudos racionales.
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Nudos de Montesinos.
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Nudos de Montesinos.
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Nudos de Montesinos.

G 5 <)
41 =1 42 =1 31 =1

10126 = m(%, 3, 5-) 10127 = m(%, 5, 5-) 10128 = m(%, 3, 5)
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Necesitamos nudos universales especificos.



Cubiertas tipo diédricas

~

(J/M\¢
M Bs(k)
P\ D

(5% k)

1) es un espacio cubriente arbitrario.



3.

1. k=m(p1/2,02/3,03/3) es universal < A(k) #
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L.

2. k=m(01/2,P2/3,05/5) es universal & A(k) #
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3. k=m(B1/2,02/3,33/7) es universal.
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& Sv,
\ \ [ \\;"‘L\ /\
1054 = m(Z, £, 5) 1055 = m(2, %, 3)
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_ 31 -1 _ 1
10128 = m(%, 3, ) 10199 = m(%, 5, 5)
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4. (a) |[z| > 1=k =p(e

(a.1l) lyl >10 |z

(a.2)

y| > 10|z

>1y [y ==1

;2x, 3y, 3z) es universal.

> 1=k =p(2,3y,3z) es universal.

=k =m(1/2,82/3y, B3/3%) es universal.

N (111
1065 = m(% % %) 1066 = m(
/\,\ ‘//7\ O\
NP \(

12 =1
10141 = m(g, %, 5)

N

) 1062 = m(

— e

1 —2
10142 = m(% 30 3)

(mod y) y B3 =+1 (mod z)
) 1063 = m(%, 3, %) 1064 = mé%’ 53)
5. %) 10139 = m(f, 3, ) 10140 = m(3. 3. 5)

\ / N

_ 31 —1
10143 = m(g, 3, 3°)

(b) |z| > 1= k = p(£+2, £3y, 52) es universal.

(c) 2> 0=k =p(+2,43,+7) es universal.

3 2 —1
10144 = m(Za 3> T)



5. y,2 # 0 = p(-

-2, 5y, 52) es universal.



Teorema.

Si p(b;a,...,a) es un enlace de Uchida universal y (n, ;) =1 Vi
= m(nb/1,n/aq,...,n/a;) es universal.

Teorema.
Si|p|>1y (n,p) =1y pimpar = m(n/p,n/p, —n/p) es universal.

Sip#2y(n,p) =1y pespar = m(n/3,n/3,n/p) es universal.
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iSesenta y seis nudos de Montesinos universales!
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Nudos de Montesinos universales.

4 2 —1 1 —1 -1
10127 =m(5, 5, 3 10198 = m(3, §, 5 10129 = m(3, 5, 5
> N
\j/"/ Y /> ¢ L ;,;/,
_ 4 2 =1 21 -1 99 _1
10131 = m(7, 3, 3) 10132 = m(%, 3, ) 10133 = m(%, §, )

0L D
0 %
_ 5 2 —=1 o 2 9 —1
10135 = m(3, 3, 5) 10136 = m(%, 2, 5)
7= 7\ / N
Sl /7 (O
_ 11 =2 11 —1 19 -1
10139 = m(z, 3> 3 10140 = m(%, 3, ) 10141 = m(%, 2, 5
&N AN
L]/ \ //)

_ 32 -1
10144 = m(g, 3> 7)



Nudos toroidales.
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819 =m(3,3, 7) 10124 = m(5, 3, 3
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Indecisos.
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Unas aplicaciones.



Teorema. Sea ¢ impar, ¢ € {—1,—-3,—7,—11}.
Entonces p(2,q, q) es universal.

Nétese que p(2, —1, —1) = nudo trébol y p(2, —3, —3) = 734
no son universales.

Pregunta: ;Los nudos p(2,—7,—7) y p(2,—11,—11) son
universales?

Conjetura. Sea ¢ impar. El nudo p(2,q,q) es impar si y
sélo si ¢ # —1, —3.



Ejemplo.

k=m(1/3,3/5,—3/4,—-2/7,3/11,—-5/13), A(k) = 12869.

En la cubierta diédrica de 12869 hojas la “componente”

k‘2758 — m(l/l,—1/2,1/1,1/1) — m(7/2)

Luego k es universal.



Cubiertas de almohadas de nuevo.
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Especificacion del problema.
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Borremos todos los arcos, excepto uno, en cada uno de los
ciclos de ramificacén de o 1(k).

Lo que resulta se llama

una poda de o~ 1(k) sobre o 1(B) = B,



Teorema. (M. Jordiny V.)

Sea k C 5% un enlace en posicion de n puentes
y sea (B,f) una almohada 2n-gonal para k.
Sea w : m(S® — k) — S4 una representacion
transitiva y sean ¢ : M — (S3, k) y ¢ : B, —
(B, BN k) las cubiertas ramificadas de d hojas
inducidas por w.

S1 existe un encaje € : B, — M tal que
los ciclos de ramificacion sobre £(0B,) son
frontera de 2-células ajenas en M —e(B,,),

entonces cualquier homeomorfismo e(B,) =
o~ Y(B) se puede extender a un homeomorfismo

~

de parejas (M,0) = (M,p 1(k)) donde £ es
alguna poda de (1~1(¢)).




Nétese que la pareja (0B, ciclos de ramificacién) induce
un diagrama de Heegaard para M. !

LEsto ayuda a identificar qué variedad es M
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Indecisos.
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935 — m(1/3,1/3,1/3)
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m(2/7,1,2/7,3) ~m(9/7,23/7) ~ m(—224/97)

El nudo 935 es universal.



9,8 =m(2/3,2/3,—1/3)

(1,4)
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m(1/3,1/3,2/3) ~ m(4/3,4/3,—4/3) — m(1/3,1/3,—1/3)

Bl nudo 9458 es universal



106s = m(3/5,1/3,1/3) ~ m(—(19 - 3/5,19/3,19/3) — m(—3/5,1/3,1/3) ~ 10145
1060 = m(3/5,2/3,3/3) ~ m(—(29 - 3)/5,29/3,29/3) «— m(—3/5,1/3,1/3) ~ 10145

10146 = m(2/5,2/3, —1/3) ~ m(—(11-3)/5,11/3,11/3) — m(—3/5,1/3,1/3)
~ 10145

1075 = m(2/3, 2/3, 5/3) — 10145

10147 = m(3/5, 1/3, —1/3) — 10145



10145 — m(2/5, 2/3, —1/3)
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m(2,—5,5) ~m—5,5) ~m(3)

El nudo 10145 es universal



Teorema. Todos los nudos de Montesinos hiperbdlicos y con menos
de once cruces son universales, excepto

Q_/

_ 21 2 2
1067 = m(%, 3, 3) 10137 =m(3, 8, 5

(Todavia no sabemos).



