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El Problema: Dos campos vectoriales conmutan ssi sus flujos conmutan.
Lema. Dados dos' campos vectoriales X, Y en una variedad, sea Y; = d®,Y, donde ¥, es el
flujo de X (0 sea &, = X o ®;). Entonces %‘t:oyt =Y, X].

Demostracion del Lema. El inciso es local, asi que podmeos suponer que estamos en un
abierto en R"”. Entonces X, Y y ®; son vectores columna de funciones, y denotamos sus matri-
ces Jacobianas (matrices de derivadas parciales) por DX, DY, D®, (resp.). En esta notacion,
Y, X] = (DX)Y —(DY)X (ver ejr. 2.5) y Yy (i) = (DP;)(2)Y (z). Ahora tomamos la deriva-
da % } +—o de los dos lados de la tltima ecuacion. Primero el lado izquierdo:
Btlimo Yt 0 Pt = %’t:oyﬁ + %‘t:o(y o d;) = %‘t:OYt +(DY)X.

Luego el lado derecho:

o &l

2], (D2)Y = [D&|,_ @] Y = (DX)Y.
Juntando todo, obtenemos

2lY = (DX)Y — (DY) X =[Y, X].

O
Corolario del Lema: 2Y; = d®,[Y, X].
Para ver esto, usamos la propiedad de grupo de ®;, o sea ®;,; = ®; o &, asi que
%Y; = ll_I)I(l) (Yies = Yy) /s = lli% (AP, sY —dP,Y) /s = £1_r)1(1) dd, (ddY —Y) /s =
S [h’r% (dD,Y —Y) /s} — AP, [ 2] _, V)] = d®,[Y, X].
O

Ahora si X y Y conmutan, entonces segun el corolario del lema, %Yt = 0, asi que Y; es
constante (en t), o sea d®,Y =Y, por lo que Y es invariante bajo el flujo de X. Esto implica
que ®X o®Y (), para s fijo y ¢ variable, es una curva integral de Y (ver ejr. 2.7), y que pasa por
dX(x) en t = 0. Pero estas mismas propiedades las satisface la curva ®) o ®X(x), asf que, por
el teorema de unicidad de soluciones de EDO, deben coincidir. Conversamente, si los flujos de
X y Y conmutan, o sea ®X(®) x) = &) (®Xx), entonces derivando con respecto a ¢ en ¢t = 0,
obtenemos Y, = d®XY =Y, asf que, segin el lema, [X,Y] = 0. O



