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El problema. Demostrar que una representaci�on compleja irreducible V de un grupo G es
autoconjugada, V �= V , ssi es cuaterniona o real.

Nota: el anunciado original del problema no incluye la condici�on de \irreducible". Esto es un
error (ejercicio!).

Demostraci�on: si la representaci�on es real o cuaterniona tenemos en ambos casos un isomor-
�smo G-equivariante � : V ! V (� = C en el caso real y � = J en el caso cuaterniona).

En la otra direcci�on, si existe un isomor�smo (lineal complejo) � : V ! V , o sea un
endmor�smo G-equivariante anti-lineal � : V ! V , entonces T := �2 es un endomor�smo G-
equivariante lineal-complejo, as�� que por el lema de Schur, T = �I; � 2 C. Ahora si de�nimos
e� := ��; � 2 C, tenemos que e�2 = j�j2�2 = j�j2�I, as�� que podemos suponer que j�j = 1:
Ahora T y � obviamente conmutan y uno veri�ca que T� = ��; �T = ��; as�� que � = �:

Junto con j�j = 1 esto implica que � = �1: �

Notas:

1. En la clase hoy dimos una demosraci�on para el caso de una representaci�on unitaria (para un
grupo compacto, por ejemplo). La demostraci�on aqu�� es m�as general, aunque a la mejor m�as
misteriosa.

2. Es importante notar que las dos opciones (real y cuaterniona) son mutualmente exclusivas
(otro ejercicio!).

3. Para grupos compactos (en particular �nitos), hay un criterio en t�erminos del caracter, para
saber si una representaci�on es autoconjugada, y en caso que s��, si es real o cuaterniona. Puedes
descubrir estos criterios?
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