Matematicas elementales y elementos de geometria, FAMAT, agto-dic, 2008

Tarea nim. 4 — soluciones

1. Demuestra el siguiente teorema:
Teorema. Para todo a,n € Z, donde n > 1, las siguientes 3 condiciones so equivalentes:
a) |a] € Zy, tiene un reciproco, i.e. existe un [b] € Z,, tal que [a][b] = [1].
b) (a,n) =1 (ay n son primos relativos).
¢) Existe un par de enteros z,y tal que ax + ny = 1.

Solucidn.

a) = b): sea [b] un reciproco de [a]. Entonces ab = 1 mod n, o sea ab— 1 = kn para algun k € 7Z,
por lo que ab — kn = 1. Esta dltima ecuacién implica que todo divisor comun d de a y b es también un
divisor de 1, por lo que el maximo tal divisor es 1.

b) = ¢): primero demostramos el inciso para el caso de 0 < a < n. Esto lo hacemos por induccién
sobre a. Para a = 1 tenemos que (1,n) =1y que lz + ny =0 paraxz = 1y y = 0 asi que el inciso es
correcto. Para a general, dividimos a n entre a con residuo r, o sea n = ak + r para algunos enteros
k,r, con 0 < r < n. Ahora notamos que (r,a) = (a,n) (demostracion: si d|r,a entonces d|ak +r = n,
asi que d|a,n, y si d|a,n entocnes d|ak — n = r, asi que d|r,a, por lo que r,a y n,a tienen el mismo
conjunto de divisores comunes, asi que tienen el mismo maximo comun divisor). Asi que (r,a) =1y
0 < r < a, por lo que podemos aplicar la suposicién de la induccién al par r,a, obteniendo que exite
un par de entero xq,y; tal que rz; + ay; = 1. Multiplicamos ahora la ecuacién ak +r = n por z1 y
restamos el resultado de la ecuacién rzy + ay; = 1; obtenemos la ecuacién a(y; — kx1) —nxy = 1. Esta
da una solucién a la ecuacién ax +ny =1l conx =y, —kr; yy = —x1.

En caso que a no satisface 0 < a < n dividimos a a entre n con residuo a;, o0 sea a = nk + a; para
algunos k,a; € Z, con (a,n) = (a1,n) =1y 0 < a; < n (ver la demostracién en paréntesis en el parafo
anterior). Asi que el par a;,n satiface las condiciones del caso del parafo anterior = existen x;,y; tal
que a2, + ny; = 1. Multiplicamos ahora la ecuaciéon a = nk + a; por x; y restamos el resultado de
la ecuacién ajz; + ny; = 1; obtenemos la ecuacién ax; + n(y; — kz1) = 1. Esta da una solucién a la
ecuacion ax +ny=1lconxz =z, y y =y — kx;.

c)=alsiaxr+ny=1=1—-ar=ny = n|l—axr = az =1 mod n. O

2. Calcula ¢(p*) para p primo y k > 0. (Por ejemplo, hemos visto en clase que ¢(p) = p — 1.)

Solucién. Segin el problema anterior, las clases de congruencia en Zyx que no tienen reciproco son
las clases [a] tal que (a,p®) > 1. Esto es equivalente a que pla, o que a es un miltiplo de p. En
el rango 0 < a < p*, los miltiplos de p son 0,p,2p,...,p* — p, que son p*~! nimeros. Los demas
nimeros en este rango representan las clases que si tienen un reciproco, por lo que su nimero es

¢(p*) =p" —p* = p*(1 - 1/p). O
3. Sin,m> 1y (n,m)=1 entonces ¢p(mn) = ¢p(m)d(n).

Solucidn. Idea de la demostracién: para demostrar la igualdad de los dos ntimeros ¢(mn) y ¢(m)p(n)
vamos a interpretar estos nimeros como las cardinalidades (=nimero de elementos) de dos conjuntos
distintos, y luego definimos una biyeccién entre los dos conjuntos.

Ahora ¢(mn) es, por definicién, la cardinalidad del conjunto ZZ,,, v ¢(m)@(n) la cardinalidad del
conjunto Z}, x Z;, (a cardinalidad del producto cartesiano de dos conjuntos finitos es el producto de
las cardinalidades del los conjuntos).

Definimos ahora una funcién f : Z ,, — 77, x Z} de la manera siguiente: para una clase ¢ € Zjy,, se
escoge un x € ¢ (0 sea ¢ = [z] 0 x “representa” la clase ¢), y se define a f(c) := (¢1, c2), donde ¢; es la
clase de congruencia de z mod m y ¢» es la clase de congruencia de x mod n.

Antes de seguir, es cémodo de introducir la notacién [z]y € Zy para la clase de congruencia de un
entero  modulo un entero N > 1. Asi que, en esta notacién, f se define por f([z]mn) = ([2]m, [%]n)-
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Ahora es importante darse cuenta que esta definicién de f requiere una demostracion que f estd “bien
definida”. Primero, tenemos que demostrar que ([2]m, [2],) € Z%, X Z%, o sea [x],, € Z%, v [x], € 7.
Esto es (segin el problema anterior), que (z,m) = (z,n) = 1. Pero d|z,m = d|z, mn por lo que
(z,m) < (z,mn) = 1 = (z,m) = 1 (notamos que (x,mn) = 1 ya que [z]ym, € Z},,). De manera
similar, (z,n) = L.

Segundo, tenemos que demostrar que la definicién de f(¢) no depende del representante de ¢ que
fue elegido para calcular la f(c) := ([x]m,[%],). Esto es, tenemos que demostrar que si z,y son dos
representantes de la misma clase ¢, entonces ([]m, [2]n) = ([Y]m, [y]n). Esto es equivalente a demostrar
que z =y mod mn =z =y mod m,z =y mod n.

Para demostrar esto, tenemos que
=y mod mn
= x —y = kmn para algun k € Z
=z —y=km=komnvpara ks =kn, ko =km
—x =y mod m,z =y mod n.

Ahora demostramos que f es inyectiva. Esto es: f([z]) = f([y]) = = = y mod nm. Tenemos que
f(z]) = f(ly]) = =y mod m,z =y modn = m,n|x —y = & —y = am = fn para algunos
enteros a, 8. Pero (m,n) = 1, asi que m|fn = m|f = = ym para algun entero v = z —y =
fn =~ymn — x =y mod nm.

Ahora demostramos que f es suprayectiva. Esto es: dado un par de clases (¢1,¢2) € ZF, x Z? existe un
c € Z,, tal que f(c) = (c1,¢2). Si ¢ = [a]m, c2 = [b]n, con (a,m) = (b,n) = 1, tenemos que encontrar
entonces un entero z tal que z = @ mod m, z =b mod ny (z,mn) = 1. La primera congruencia tiene
las soluciones = a4+ ym, y € Z. Subsituyendo esto en la segunda congruencia, obtenemos a 4+ ym = b
mod n, 6 ym = b —a mod n. Como (m,n) = 1, tenemos que m tiene un reciproco mod 7, 0 sea un
entero m' tal que mm’ = 1 mod n. Multiplicamos entonces la congruencia ym = b — a mod n por
m' y obetenmos y = m'(b — a) mod n, por lo que  := a + mm'(b — a) resuelve ambas congruencias.
Para ver que este x satisface (z,mn) = 1 notamos que ¢ = a mod m = (z,m) = (a,m) =1, y
analégamente (z,n) = 1. Pero esto implica que (z,mn) = 1 ya que d|z,mn = dlmn = d|m é d|n

(va que (m,n) =1) = dm,z 6 djn,x = d < 1. O
. Sean = piipstps - - - p2m la descomposicién de un entero n > 1 en producto de primos, donde p, ..., pp,

son primos distintos. Demuestra que

s =n(1-3) (=) (1)

Solucién. Por los dos problemas anteriores,
Plp Pyt ) = epi)eyt) - dlpp) =
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