Algebra Lineal 2, FAMAT-UG, agsto-dic, 2009

Examen Final - soluciones
9 dic, 2009

PARTE A (60 puntos). “Cierto” o “Falso”.

1.

Para todo operador ortogonal 7" en R™, det(T") = 1.
> Falso. T': (xq,...,x,) — (—21,22...,x,) es ortogonal y det(T") = —1. . O

Nota: en general, un operador ortogonal tiene det7T = +1.

. Todo operador invertible en C? es diagonalizable.

> Falso. T'(x,y) = (z+y, y) tiene solamente el valor propio 1 y el espacio propio asociado
es de dim=1. O

. Si una matriz 2 x 2 con entradas reales es diagonalizable en Matsy2(C) entonces es

diagonalizable en Matqyo(R).

1 0
nalizable en Mata«o(C) pero no en Mataxo(R). O

-1 . : . L ., .
> Falso. ( 0 ) tiene dos valores propios complejos distintos, £i, asi que es diago-

. Si A€ Mat,«n(R) y p(x) € Rlz] tal que p(A) = 0, entonces el polinomio caracteristico

de A divide a p(z).
> Falso. A=1,p(z)=x—1,n> 1. O

Nota: en general, se sabe que el polinomio minimo divide a todo polinomio que anula a A,
incluso al polinomio caracteristico (que anula a A por el teorema de Cayley-Hamilton).
Tipicamente, el polinomio minimo y caracteristico coinciden (si hay un solo bloque de
Jordan asociado con cada vlor propio), pero no siempre es asi, como vemos aqui.

. Un operador lineal es diagonalizable ssi su polinomio minimo coincide con su polinomio

caracteristico.
> Falso, en ambas direcciones. T' = I, en un espacio vectorial de dimension n > 1, su
polinomio caracteristico es (z — 1)" y su minimo es (z — 1). En la otra direccién, el

operador T'(z,y) = (y,0), en R?, su polinomio caracteristico y minimo es 2. O

. Para un operador nilpotente, el polinomio minimo coincide con su polinomio caracteristi-

co.
> Falso. El operador nulo, en un espacio de dimensién n > 1, tiene polinomio carac-
teristico 2" y polinomio minimo z. U

9922 + 20zy + 3% > 0 para todo z,y € R.

> Falso. La matriz simétrica asociada a la forma caudratica tiene determinante 99 - 1 —
10 - 10 < 0, por lo que tiene un eigen valor negativo (y otro positivo). Si (a,b) es un
vector propio asociado al valor propio negativo entonces 99a? + 20ab + b* < 0. U

Nota: no es dificil adivinar directamente un contra ejemplo; digamos z = —1, y = 10.

. Existe un polinomio ¢(z) € R[z] de grado < 7 tal que para todo polinomio p(z) € R[z]

de grado <7

[ @i =m0+ [ pwa

> Cierto. Si V' C R|z] es el espacio de los polinomios de grado < 7 entonces el lado

derecho es un funcional lineal y el lado izquierdo un producto escalar en V. Luego
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

sabemos que todo funcional lineal en un espacio euclideano estd dado por el producto
escalar (q,-) con un elemento ¢ € V. O
mn Nota: tambien es posible encontrar a ¢(x) (ejercicio).

. Existe una matriz ortogonal 5 x 5 cuya segunda fila es (3, —2,0, 2 —1).

20 2 T3
> Cierto. Una matriz es ortogonal ssi sus filas forman una base ortonormal. El vector

dado es unitario, por lo que se puede completar a una base ortonormal de R3 (Gramm-
Schmidt). 0

Si T es un operador lineal en R™ con un subespacio invariante U C R", entonces U~ es
T*-invariante.

> Cierto. Sea v/ € U*t. Entonces, para todo u € U, (T*u',u) = (v/,Tu) = 0, ya que
Tu € U. Asf que T"u' € U™, O

La suma de operadores nilpotentes es nilpotente.

> Falso. Sean Ty, T, : R? — R?, dados por Ti(x,y) = (y,0), To(z,y) = (0,z). Entonces
T? =T2? = 0, por lo que T, T, son nilpotentes, pero T' = T} +T satisface T'(z,y) = (y, z),
por lo que T" = T para n impar y T™ = [ para n par, asi que T" # 0 para todo n, por
lo que T' no es nilpotente. [l

La suma directa de operadores nilpotentes es nilpotente.

> Cierto. Si N, Ny, ... son operadores nilpotente en Vi, Vs, ... de indices ky, ko, . . . (resp.),

entonces N = N; @ No @ ... es nilpotente de indice k = max{k, ks,...} ya que N* =

NfeNfo...=0. O
1

Todo operador lineal en R” admite un subespacio invariante de dimensién mayor que
y menor que 7.

> Cierto. El operador adjunto tiene un valor propio (ya que su polinomio caracteristico
tiene grado impar) con un vector propio asociado que genera un subespacio 1-dimesnional
invariante. Su complemento ortogonal es 6-dimensional y es invariante bajo el operador
original (ver inciso 10) . O

Nota: de hecho, existen subespacios invariantes de todas las dimensiones entre 1 y 7.
Croquis: si todos los valores propios son reales el operador es triangulable y terminamos.
Si no, tiene un valor propio real, un valor propio complejo, y su conjugado. Estos pro-
ducen subespacios invariantes de dimension 1 y 2, y al tomar su suma directa, 3 tambien.
Aplicando esto a la adjunta y tomando complemento ortogonal como en la demostracién
del parafo anterior, obtenemos subespacios invariantes de dimensién 6.5 y 4.

La matriz de un operador autoadjunto en R” con respecto a cualquier base es simétrica.

> Falso. El operador T'(x1,...,27) = (2x1,29,...,27) es autoadjunto, pero su matriz
(a;;) con respecto a la base {e; + ez, es,...,€,} no es simétrica, ya que ag; = —1y
12 = 0. O

Nota: la matriz con respeto a cualquier base ortonormal (como la candénica) es simétrica.

Si T : R” — R" es un operador autoadjunto y V; C R7 es un subespacio T-invariante,
entonces existe un subespacio T-invariante V5, C R” tal que R” es la suma directa de V;
y Va.

> Cierto. Podemos tomar como V5 el complemento ortogonal de V;. O

Nota: aqui estamos usando una propiedad de los operadores autoadjuntos (y algunos
més, como los ortogonales): si un subespacio es invariante su complemento ortogonal es
invariante. En general, no es cierto para un operador arbitrario (encuentra contraejem-

plos).



16. Un operador lineal con polinomio caracteristico z(z? — 1) es diagonalizable.
> Cierto, ya que no tiene raices multiples. O

17. Un operador lineal con polinomio minimo z(z* — 1) es diagonalizable.
> Cierto, ya que no tiene raices multiples. O

2 .
1 es autoadjunto.

> Falso. Los valores propios de un operador autoadjunto son reales, por lo que su poli-
nomio caracteristico tiene coeficientes reales. Pero el polinomio caracteristico de la matriz

dada es 22 — (2 + )z + (20 — 1). O

18. Existe un producto hermitiano en C? tal que

Nota: un error comun en este inciso es argumentar que este operador no puede ser
autoadjunto porque la matriz no es hermitica (A® # A). Esto es un error porque el
criterio “un operador es autoadjunto ssi su matriz es hermitica” es valido solo cuando la
matriz se toma con respecto a una base unitaria. Para un producto hermitiano arbitrario
en C? la base candnica no tiene que ser unitaria, por lo que este criterio no nos sirve
aqui.

Luego, la condicién que hemos usado arriba (“un operador autoadjunto tiene valores
propios reales”) es necesaria pero no suficiente. Hay que pedir tambien que el operador
sea diagonalizable. Es facil ver que estas condiciones necesarios (valores propios reales y
diagonalizable) son suficientes: se declara una base de vectors propios como ortonormal.

19. Un operador T : C* — C? que satisface T3 = T es diagonalizable. (Sugerencia: z® —x =

z(z—1)(z+1).)
> Cierto. El polinomio minimo divide a 23 —x = z(x — 1)(x + 1), por lo que no tiene
raices multiples. UJ

Nota: el mismo argumento demuestra que en general, si un operador T satisface una
ecuacién polinomial p(7') = 0 tal que p(z) no tiene raices multiples, entonces T' es
diagonalizable.

20. Si T : R® — R’ satisface 72 = 0 entonces T° = 0.
> Cierto, ya que un operador nilpotente en R® tiene indice < 5. Il

PARTE B (20 puntos)

Sean a,b € R, y sea A la matriz n X n con entradas

az-j:{z j;j 1<i,j<n.
1. Demuestra: A\ = a — b es un valor propio de A.
> Esto significa, por definiciéon de “valor propio”, que el kernel de A — (a — b)I es no
trivial. Siv = (x1,...,x,)", entonces [A— (a—b)IJv = b(z1+---+x,)(1,...,1)". As que
todo v # 0 que satisface x; + - -+ + x, = 0 es un vector propio asociado al valor propio
a — b. Estos vectores forman un espacio de dimensién n — 1. Para n > 1 es no trivial.
(Paran =11y b# 0 el inciso es falso). O

Nota: Es posible tambien tomar la determinante de A — xI para calcular el polinomio
caracteristico, factorizarlo, y encontrar entre sus raices al valor a —b. Pero es mucho mas
trabajo y nada necesario.



2. Encuentra una base ortonormal para el espacio propio de A correspondiente al valor
propio a — b.
>Sea U = Ker(A—(a—0b)I). Como vimos en el inciso anterior, para b # 0, U es el kernel
del funcional lineal x1 + - - - 4+ x,, por lo que es de dimensiéon n — 1. Primero encontramos
una base ortogonal y luego lo normalizamos. Sean

o = (1, =1, 0, 0, ..., 0, 0)
W, = (1, 1, =2, 0, ..., 0, 0)
W, = (1, 1, 1, =3, ..., 0, 0)
oo, = (1, 1, 1, 1, ..., 1, —(n—1))

Es un conjunto ortogonal de n — 1 vectores en U, por lo que es una base ortogonal.
Normalizando, obtenemos la base ortonormal vy, ..., v,_1, donde v, = v}, //k(k — 1).
Sib=0, A—(a—0b)] =0y podemos tomar como base ortonomal la base candnica

de R™. O

Nota: aqui tambien, como en el inciso anterior, uno podria intentar seguir “la receta”,
aplicando el proceso de Gram-Schmidt a una base de U escogida de manera arbitraria,
digamos wj, = e; —egt1, k= 1,...,n—1. Es mas trabajo claramente, pero aun si escoges
este camino y aplicas el proceso de Gram-Schmidt puedes simplificar el trabajo al no
insistir a normalizar los vectores durante el proceso. De este modo se obtiene una base
ortogonal y no ortonormal, que al final se puede normalizar. La ventaja de no normalizar
durante el proceso es que se evitan en las cuentas unas raics cuadradas desagradables.
Asi, se define inductivamente w = w} — P,_1(w}), i = 2,3,...,n — 1, donde P es la

y ko {owy)
proyeccién ortogonal sobre sp{wf, ..., wi} = sp{wy, ..., wi}, y Pe(v) =37, <wg’£;€,>wg.

3. Encuentra una matriz ortogonal P tal que PAP~! es diagonal.
> Las filas de P es una base ortonormal de vectores propios de A. Podemos tomar
como las primeras n — 1 filas los vectores vy, ..., v,_1 encontrados en el inciso anterior.
Para la ultima fila, completamos estos n — 1 vectores a una base ortonormal de R™ con
v, = (1,...,1)/y/n. Nota que v, es automdticamente un vector propio, ya que de A es
simétrica. [l

4. Encuentra los valores de a, b tal que A es positiva definida.
> A es positiva definida ssi sus valores propios son positivos. De los incisos anteriores,
los valores propios son a — b (con multiplicidad n—1, si b # 0) y a+ (n—1)b (con vector
propio v,). Para que ambos valores sean positivos necesitamos entonces que a > 0 y
- <b<a (paran >1). O

n—

PARTE C (20 puntos)
Sea V' C R[z] el subespacio de polinomio de grado < d. Sea py(x) = Zf:o 2, k=0,1,2,...,d.

1. Demuestra que existe un dnico producto escalar en V' tal que {po,...,pqs} es una base
ortonormal.
> Basta ver que {po, ..., paq} es una base. Pero p; —p;_1 =z, 1 =1,...,d,y po = 1, por
lo que este conjunto genera a la base estandar 1,z,...,2". Como son n + 1 = dimV
vectores, tiene que ser una base. Il

2. Encuentra el producto escalar (z',27), 0 <4, j < d, segtin el producto escalar del inciso
anterior.



> Si ambos i, > 1, ' = p; — pi_1, 7 = p; — pj_1, por lo que

<9Ui>$j> = (pi —Di—1,Pj — Pj—1) = 6ij — 6ij1 — i1 + 6i_1,j—1 =

2 1 =7,
= { -1 li—j| =1,
0 li — 7] > 1.
Luego, para i > 1, {(2',1) = (p; — p;_1,1) = —1sii = 1 y 0 de otro modo. Por fin,

(1,1) = (po, po) = 1.

En resumen, la matriz de los productos escalares (x?, z7) es

1 -1
-1 2 -1
-1 2 -1
—1
—1
-1 2
(solo se anota los términos no nulos). d

. Sean k, [ dos enteros en el rango 0 < k,! < d. Encuentra la proyeccién orthogonal (segin
el producto escalar del primer inciso) de z! sobre el subespacio generado por 1,x, ..., z*.
> Sea P : V — V la proyeccién ortogonal sobre V, = sp{1,x,...,2*} = sp{po,...,pr}

Si [ < k entonces x; € Vj, por lo que Py(z!) = 2'. Para | > k, 2! = p; — p;_1, por lo que
Pk(ﬂl?l) = Z?:0<Il7pi>]9i = Zf:o@l —pl—hpm%’ =-—ppsil=k+1yOparal>k+1.

En resumen,

x! [ <k,
Pe(a') = ¢ —px I=k+1,
0 [>Fk+1.



