APENDICE

OBSERVACIONES SUPLEMENTARIAS
PROBLEMAS Y EJERCICIOS

Muchos de los problemas que siguen a continuacion estdn pensa-
dos para el lector con cierta formacién matematica, y su intencién
no es tanto la de desarrollar una técnica rutinaria como la de estimu-
lar la habilidad inventiva.

Aritmética y Algebra.

1. ¢(Cémo veriamos que 3 no divide a ninguna potencia de 10,
segun se afirma en la pagina 70? (véase pag. 54).

2. Demuéstrese que el principio del minimo entero es una conse-
cuencia del teorema de induccion matematica (véase pag. 26).

3. Haciendo uso del teorema del binomio, aplicado al desarrollo
de (1 4 1)», demuéstrese que CB + C3 + C3 + ... + C2 = 2n,

*4. Considérese un entero, z = abc ..., y férmese la suma de sus
cifras a + b 4 ¢ + ... Réstese ésta‘de z, tachese una de las cifras del
resultado y sea w la suma de las restantes cifras.” Conociendo sola-
mente w, jpuede darse una regla para determinar la cifra tachada?
(Existe un caso ambiguo cuando w = 0.) Al igual que de otras mu-
chas propiedades sencillas de las congruencias, puede hacerse uso de
ésta como pasatiempo curioso.

5. Una progresién aritmética de primer orden es una sucesion de
numeros, a, a + d, a 4+ 2d, a + 3d, ..., tales que la diferencia entre
dos términos consecutivos es constante. Una progresion aritmética de
segindo orden es una sucesion de numeros a;, ds, ds, ..., con la propie-
dad de que las diferencias a;;;—a; forman una progresion aritmética de
primer orden. Analogamente, una progresion aritmética de orden k es
una sucesiéon tal que dichas diferencias forman una progresién arit-
mética de orden k — 1. Demuéstrese que los cuadrados de los niimeros
enteros constituyen una progresion aritmética de segundo orden, y esta-
blézcase por induccion que las potencias de exponente k de dichos nu-
meros forman una progresion aritmética de orden k. Demuéstrese que
cualquier sucesién cuyo n-ésimo término, a,, viene dado por la expre-
siéon co + cin -+ can? 4 ... + cxnk, en la cual las ¢; son constantes, es
una progresién aritmética de orden k. Pruébese el teorema reciproco de
este tltimo para k=2, k=3, y, en general, para cualquier valor de k.
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6. Demuéstrese que la suma de los n primeros términos de una
progresion aritmética de orden k es a su vez una progresion aritmética
de orden k + 1.

7. ¢Cudntos divisores tiene el numero 10296? (véase pag. 32).

8. Utilizando la identidad algebraica (a2--02) (c2+d2)==(ac—bd)2+
+-(ad+bc)?, demuéstrese por induccién que cualquier numero entero
r = a1as ... an, donde todas las a; son sumas de dos cuadrados, es
asimismo una suma de dos cuadrados. Compruébese esto con 2=
=12 412, 5 = 12 4+ 22 8 = 22 { 22 etc., para r = 160, r = 1600,
r = 1300 y r = 625. Obténganse, si es posible, diferentes representa-
ciones de estos nimeros como sumas de dos cuadrados.

9. Apliquese el resultado del ejercicio anterior para construir nue-
vas ternas de numeros pitagéricos partiendo de una terna dada.

10. Establézcanse reglas de divisibilidad, andlogas a las dadas en
la pigina 42, para los sistemas de numeracion de bases 7, 11 y 12.

11. Pruébese que para dos nuimeros racionales positives, r = afb
y s = c/d, la desigualdad r > s equivale a la ac — bd > 0.

12, Demuéstrese que para r y s positivos y r <Cs, se verifica
siempre que

r+s 2

<5 Y am F ape

13. Siendo z un numero complejo, pruébese por induccion que
z0 4 1/z0 puede expresarse como polinomio de grado n en la variable
w = z + 1)z (véase pag. 109).

*14. Utilizando la notacion abreviada cos ¢ + i sen ¢ = E(qp), se
tiene [E(p)]™ = E(me). Utilicense esta formula y las dadas en la pa-
gina 20 en relacion con las progresiones geométricas (todas ellas con-
servan su validez para nimeros complejos), para demostrar que

r< < 2rs < (r + s)>

cos% — cos (n + 2)o
sen @ - sen 2¢ + sen 3¢ 4 - - + sen ne = ;
2 sen%

sen (n + 1/9)
/3 + cos @ + cos 2p + cos 3¢ + -~ +cosn<p=2(se—nl/2£>?

15. Determinese la formula resultante de sustituir ¢ por E(p) en
la formula del ejercicio 3 de la pagina 25.

Geometria analitica.

Un estudio cuidadoso de los ejercicios que siguen, suplementado
con dibujos y ejemplos numéricos, ayudard mucho a dominar los ele-
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mentos de la geometria analitica. Se suponen conocidos las definicio-
nes y los resultados mas sencillos de la trigonometria.

Es con frecuencia util imaginar una recta o un segmento como
orientados de uno de sus puntos a otro. Por recta orienfada PQ (o
segmento orientado PQ) entendemos la recta (o segmento) que tiene
el sentido de P a Q. En ausencia de una especificacion explicita, una
recta orientada ! se supondra con un sentido fijo arbitrario, salvo para
el eje x, que se considerard siempre orientado de O a un punto de
abscisa positiva, y andlogamente para el eje orientado y. Las rectas
orientadas (o los segmentos) se diran paralelas tinicamente cuando
tienen el mismo sentido. El sentido de un segmento de una recta
orientada se indicara atribuyendo signo mds o menos a la distancia
entre los extremos del segmento, segin que éste tenga el mismo sen-
tido que la recta o. el opuesto. Es conveniente extender la termino-
logia de ¢segmento PQ»al caso en que P y Q coinciden; a tal «<segmento»
se le asigna evidentemente longitud cero, pero carece de direccion.

16. Demuéstrese que si Py (3, y1) ¥ P2 (T2, y2) son dos puntos
cualesquiera, las coordenadas del punto medio, Po(xo, Jo), del segmen-
to PP; son: xp = (21 + 22)/2, yo = (y1 + Y2)/2. En general, demués-
trese que si P; y Py son distintos, las coordenadas del punto Py de
la recta orientada P;P; para el cual el cociente P1Py: P1 Py de los
segmentos orientados tiene el valor k, son:

To=(1 — Iz + ke, yo= (1 — k)y1 + kys.

(Varias rectas paralelas determinan segmentos proporcionales sobre
dos transversales.)

Asi, los puntos de la recta P;P; tienen coordenadas de la forma
T = "Kux1 < X2, ¥ = MU1 + Aeys, con Ay -+ A2 = 1. Los valores Ay=1
y M = O caracterizan los puntos P; y Pz, respectivamente. Los valo-
res negativos de Ag corresponden a los puntos anteriores a Pj.

17. Caractericese la posicion de los puntos de una recta en forma
analoga a la anterior, mediante los valores de k.

Es igualmente importante utilizar nimeros positivos y negativos
para indicar los sentidos de los giros en idéntica forma a como hemos
hecho para las distancias. Por definicion, el sentido de una rotacion
que lleve el eje orientado x a coincidir con el eje orientado y después
de un giro de 90° se considera positivo. En el sistema usual de coor-
denadas, con el eje positivo z orientado hacia la derecha y el eje
positivo y, hacia arriba, el sentido positivo corresponde al sentido
de rotacion contrario al de las agujas del reloj. Definimos el angulo
de dos rectas orientadas l; y Iz como igual al angulo que debe girar §;
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para quedar paralela a l;. Naturalmente, este angulo esta determi-

nado salvo un multiplo entero de 360° (un giro completo). Asi, el

angulo del eje orientado x con el eje orientado y es 900 0o —2709°, etc.

18. St es « el angulo que forma el eje orientado z con la recta

orientada l; 1y Ps dos puntos cualesquiera de [, y d la distancia orien-
tada de P; a P2, demuéstrese que
Tz — X1 Jo— U1

cos o = T sen o = —a (xe — x1) sen o = (Y2 — Y1) €OS «.

Sila recta ! no es perpendicular al eje x, la pendiente de [ se define como

El valor de m no depende de la eleccion de sentido sobre la recta, ya
que tg o = tg (« 4 1800), o lo que es equivalente: (y1 — y2)/(x1—x2)=
=2 — y)/(x2 — z1).

19. Demuéstrese que la pendiente de una recta es nula, positiva
o0 negativa segun que una paralela a ella por el origen coincida con el
eje x, esté en el primero y tercer cuadrantes, o en el segundo y cuarto,
respectivamente.

En una recta orientada ! distinguiremos el lado positivo del nega-
tivo de la forma siguiente: sea P un punto cualquiera exterior al y Q
el pie de la perpendicular a [ por P. Diremos que P se encuentra en
el lado positivo o negativo de I, segun que el angulo de [ con la recta
orientada QP sea 90° o —90e.

Vamos ahora a determinar la ecuacion de una recta orientada [
Tracemos por el origen O una recta m perpendicular a I, y orientada
de forma que el dngulo que forme con [ sea de 490°. Al angulo que
forma el eje orientado x con m le llamaremos B; por tanto, a =900+,
sen o = cos B, cos o = — sen B. Sea R, de coordenadas x; ey, el punto
de interseccién de m y [; representaremos por d la distancia orientada
OR a la recta orientada m.

20. Demuéstrese que d es positivo si y sélo si O es un punto del
lado negativo de L

Tenemos: x; = d cos B, y; = d sen B (compdrese con ejercicio 18).
Por tanto, (x — x1) sen « = (y — Y1) cos «; 0 bien, (x — d cos §) cos 8
= —(y — d sen B) sen B, lo que da la ecuacion

rcosfB + ysenf3 —d= 0.

Esta es la forma normal de la ecuacién de la recta I. Obsérvese que esta
ecuacion no depende del sentido positivo asignado a {, pues un cam-
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bio de éste haria cambiar el signo de todos los términos del primer
miembro, y, en consecuencia, la ecuacién quedaria invariable,

Si se multiplica la ecuacién normal por un factor arbitrario, re-
sulta la forma general de la ecuacién de la recta

ar 4+ by 4+ ¢ = 0.

Para obtener de mievo, a partir de esta forma general, la forma
normal —tan llena de significado geométrico— debemos multiplicar
por un factor que reduzca los dos primeros coeficientes a cos  y sen £,
la suma de cuyos cuadrados ha de ser 1. Esto se consigue multipli-
cando por el factor 1/4/a% + b2, que nos da la forma normal

a b ¢
——— =z + v+ -
Va1 Va + b2 Va2 4 b2

de modo que tenemos:

a b
—————— = CO0S [, —
Vair P Vaie

21, Demuséstrese: a) que los Gnicos factores que reducen la forma
general a la normal son 1/4/a% + b2y —1/4/a® + b% b) que la elec-
cién de uno u otro de estos factores determina el sentido positivo
asignado a la recta, y ¢) que cuando se utiliza uno de estos factores,
el origen se halla en el lado positivo o negativo de la recta orientada
resultante, o bien sobre la propia recta, segin que d sea negativo,
positivo o nulo. ‘

22. Demuéstrese directamente que la recta de pendiente m que
pasa por un punto dado Po(Zo, Jo) estd representada por la -ecuacion

c
= sen f3, — == =d

\/112-}—b2

y— Yyo=m(x— o), © Y =mr-+ Yo— M.

Demuéstrese que la recta determinada por los dos puntos Py(z1, yy),
Py(x2, y2) tiene la ecuacion

W —y)(E —21) = (22— 2) ¥ — Y-

La abscisa x del punto donde una recta o curva corta al eje de las x
se llama abscisa en el origen de la linea; anilogamente para la orde-
nada en el origen.

23. Si se divide la ecuacién general del ejercicio 20 por una cons-
tante apropiada, se ve que la ecuacion de una recta puede escribirse
en la forma

i y
a+b—1)
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(%]

donde a y b son la abscisa y la ordenada en el origen. ;Qué excepcio-
nes se presentan?

24. Por un procedimiento analogo, pruébese que la ecuacion de
una recta no paralela al eje y puede escribirse en la forma

y = mx +

(Si la recta es paralela al eje y, la ecuacion correspondiente es T=a.)

25. Sean ar + by + ¢ =0y d'x + b’y + ¢ = 0 las ecuaciones de
dos rectas [ y l', de pendientes m y m’, respectivamente. Demuéstrese
que ! y I son paralelas o perpendiculares segiin que: a) m =m' o
mm' = —1;b)ab’ — a’'b = 0o aa’ 4 bb’ = 0 [obsérvese que b) subsiste
aun cuando la recta no tenga pendiente, esto es, sea paralela al eje y].

26. Demuéstrese que la ecuacién de una recta que pasa por un
punto dado Py(xo, yo) y es paralela a una recta dada I, ax+by+c=0,
tiene la ecuacion axr + by = axo + byo. Pruébese que subsiste una
formula andloga, bxr — ay = bxy — ayo, para la ecuaciéon de la recta
que pasa por Py y es perpendicular a I. (Obsérvese que si la ecuacion
de [ se¢ da en la forma normal, asi resulta también la nueva ecuacién
en cada uno de los casos.)

27. Seanxcos B4+ ysenp —d =0y ar + by + ¢ = 0 las for-
mas normal y general de la ecuacién de una recta I. Demuéstrese que la
distancia orientada h de [ a un punto cualquiera Q(u, v) viene dada por

h=ucosB +vsenfd —d,

o por au +bv + ¢
T iVeiw
y que h es positivo o negativo segun que Q esté del lado positivo o
negativo de la recta orientada I (el sentido ha sido determinado por
B, o por la eleccién del signo antepuesto a 4/ a® + b?). (Escribase la
forma normal de la ecuaciéon de la recta m que pasa por Q y es pa-
ralela a [ y hallese la distancia de [ a m.)

28. Representemos por [(z, y) = 0 la ecuacion de la recta ar—+
+ by + ¢ = 0; andlogamente, I'(x, y) = 0. Sean A-y A’ constantes
tales que A + A" = 1. Demuéstrese que si [ y I’ se cortan en Po(xo, Yo),
la ecuacién de cualquier recta que pase por Py es de la forma

Mz, y) + NU(z, y) = 0,
y reciprocamente; y que cada una de tales rectas queda univocamente
determinada por la eleccién de un par de valores para Ay A" (Pp estd

sobre I si y solo si o, o) = axo + dbyo + ¢ = 0.) {Qué rectas quedan
representadas cuando [ y I’ son paralelas? Obsérvese que la condi-



GEOMETRIA ANALITICA 503

cion A 4- A" = 1 es innecesaria, pero sirve para determinar una sola
ecuacién para cada recta que pasa por Po.

29. Utilicese el resultado del ejercicio anterior para hallar la
ecuacién de una recta que pase por la interseccion Py de [ y [ y por
otro punto, Pi(x;, Y1), sin determinar las coordenadas de P,. (Deter-
minense Ay A’ por las condiciones Mz, j1) + AN'U'(z1, 1) = 0, A+N'=1.)
Compruébese el resultado determinando las coordenadas de P, (véase
pag. 85) y demuéstrese que Py pertenece a la recta cuya ecuaci6n
acaba de escribirse.

30. Demuéstrese que las ecuaciones de las bisectrices de los an-
gulos formados por las rectas no paralelas [ y I’ son:

Vaz L b2lx,y) = +Vat = b2z, y)

(véase ejercicio 27). ;Qué representan estas ecuaciones si [ y I’ son
paralelas?

31, Haillese la ecuacion de la mediatriz del segmento P;P,, utili-
zando cada uno de los siguicntes métodos: a) determinese primero la
ecuacion de la recta P, P3, después las coordenadas del punto medio
Pg del segmento Py Py, y, finalmente, la ecuacion de la recta que pasa
por Pg y es perpendicular a P1I’; b) escribase la ecuacion que expresa
que la distancia de P a un punto cualquiera de la mediatriz P(z, y) es
igual a la distancia de Pz a P. Basta elevar después ambos miembros
al cuadrado y simplificar.

32, Hallese la ecuacion de la circunferencia determinada por tres
puntos no colineales Py, Pz, Pj3, aplicando cada uno de los siguientes
métodos: a) escribanse primero las ecuaciones de las mediatrices de
los segmentos P; Pz y PaPjg; a continuacién determinense las coordena-
das del centro, hallando la interseccién de estas dos rectas, y, final-
mente, hallese el radio como distancia entre el centro y Py; b) la
ecuacion debe ser de la forma 22 4 y2 — 2ax — 2by = k (véase pagi-
na 83). Como cada uno de los puntos dados pertenece a la circunfe-
rencia, debe tenerse:

zf + y? — 2ax; — 201 = k;
i + y3 — 2axs — 2bys = k;
2 + y3 — 2axs — 2bys = k,

ya que un punto pertenece a la curva si y sélo si sus coordenadas
satisfacen a la ecuacion de la misma. Basta ahora resolver este siste-
ma de ecuaciones respecto a a, by k.

33. Para hallar la ecuaciéon de la elipse de eje mayor 2p, eje
menor 2q y focos F(e, 0) y F(—e, 0), siendo e2 = p? — ¢2, hdgase uso
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de las distancias r y r’ de los focos F' y F’ a un punto cualquiera de
la curva. Por definicién de elipse, r + ' = 2p, y por medio de la
férmula para la distancia, dada en la pagina 82, véase que
rz2 —r2 = (x + )2 — (x — e)2 = 4ex.
Como
r2—r2 ="+ 1)’ —r)=2pt’ —r),

se tiene que 1’ — r = 2ex/p. Resuélvase el sistema formado por esta
ecuacién y la r’ 4 r = 2p y determinense las importantes formulas

e + [
r= ——zx , r=—x .
b p p TP
Como (por la formula de la distancia) r2 = (x — e)® + y?, igualando esta

e 2
expresion de r2 a la que se acaba de obtener, (— }-)r + p) , Tesulta:

2
(x—e)2+y2:(~~ep—x+p)-

Basta ahora desarrollar, agrupar términos semejantes, sustituir
p? — ¢% por €2 y simplificar. Compruébese que el resultado puede
expresarse en la forma

az R

;2“ T T

Hagase lo mismo para la hipérbola, definida como el lugar de los
puntos P para los cuales el valor absoluto de la diferencia r — 1’ es
igual a una cantidad dada 2p. En este caso, €2 = p2 +- ¢2.

34. Se define la parabola como el lugar de los puntos cuya dis-
tancia a una recta fija (directriz) es igual a su distancia a un punto
dado (foco). Si elegimos la recta x = —a como directriz y el punto
F(a, 0) como foco, compruébese que la ecuacién de la parabola puede
escribirse en la forma y2 = 4ax.

Construcciones geométricas.

35. Demuéstrese la imposibilidad de construir con la regla y el
compas los niimeros V'3, ¥/4, V5. Pruébese que la construccion de
¥a solo es posible si a es el cubo de un numero racional (véanse pagi-
nas 146 y siguientes).

36. Hallense los lados de los poligonos regulares de 3 - 2% y
5 - 2n lados y caractericense las correspondientes sucesiones de exten-
siones del campo.

37. Demuéstrese la imposibilidad de trisecar con regla y compas
los 4ngulos de 1200 y 30°. (En el caso de 30°, la ecuacion de que de-
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pende la demostracion es 4z3 — 3z = cos 30° =1/ 4/3. Introdiizcase
como nueva incognita u = z 4/3 y obténgase una ecuacion en z a
partir de la cual se deduce la imposibilidad de la construccién de z,
en igual forma que en el texto, pag. 151.)

38. Demuéstrese que el eneagono regular no es construible.

39. Demuéstrese que la inversién de un punto P(x, y) en el pun-
to P'(z’, y'), respecto al circulo de radio r y centro en el origen, est4
definida por las ecuaciones

xr , yr
2 4y ’ 8 4 2

’

y =

Hallense algebraicamente las ecuaciones que definen xe y en funcién
de 2" e y'.

*40. Demuéstrese analiticamente, utilizando el resultado ante-
rior, que el conjunto de todas las circunferencias y rectas del plano
se transforma en sf mismo por inversién. Compruébense las propieda-
des a) hasta d) de la pagina 155 por separado, y en forma analoga las
transformaciones correspondicentes a la figura 61.

41. 4En qué se transforman las dos familias de rectas x=cons-
tante e y = constante mediante una inversioén respecto a una circun-
ferencia de centro en el origen y radio 1? Hallese la respuesta sin
geometria analitica y también haciendo uso de ésta (véase pag. 172).

42, Efectiense las construcciones de Apolonio para los casos mas
sencillos que elegira el lector. Inténtese la solucién analitica siguiendo
el método de la pagina 136.

Geometria proyectiva y geometria no euclidea.

43. Determinense todos los valores de la razon doble A de cuatro
puntos armoénicos al efectuar todas las permutaciones de éstos. (Res-
puesta: A = —1, 2, 1/,))

44. ;Para qué configuraciones de cuatro puntos coinciden algunos
de los seis valores de la razén doble dados en la pagina 188? (Respuesta:
sb6lo para A = —1 y A = 1; existe también un valor imaginario de A
para el cual A = 1/(1 — ), raz6n doble «equianarménicas.)

45. Demuéstrese que si la razén doble (A BCD) vale 1, coinciden
los puntos C y D.

46. Demuéstrense las proposiciones dadas en la pagina 188 res-
pecto a la razén doble de cuatro planos.

47. Demuéstrese que si P y P’ son inversos respecto a una cir-
cunferencia y si el didmetro AB es colineal con P y P’, los puntos
A, B, P, P', forman una cuaterna armonica. (Utilicese la expresion [2]
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de la pag. 189, tomando como circunferencia el circulo unidad y
AB como eje.)

48. Hallense las coordenadas del cuarto punto arménico de tres
puntos Py, Pj, P3. ;Qué ocurre si Pz pasa a ser el punto medio de
PPy (véase pag. 190).

*49. Hagase uso de las esferas de Dandelin para desarrollar la
teoria de las cénicas. Demuéstrese en particular que todas son (salvo
la circunferencia) lugares geométricos de puntos cuyas distaincias a
un punto fijo F y a una recta dada [ estan en una razén constante k.
Para k > 1 se tiene la hipérbola; para k = 1, la parabola, y para
k < 1, la elipse. La recta ! se obtiene como interseccion del plano de
la conica con el plano de la circunferencia de contacto de la esfera
de Dandelin y el cono. (Ya que la circunferencia no queda incluida
en esta caracterizacion si no es como caso limite, no resulta completa-
mente adecuado elegir esta propiedad para definir las conicas, si bien
se hace asi algunas veces.)

50. Estudiese la proposicion siguiente: «una coénica considerada a
la vez como conjunto de puntos y como conjunto de rectas es una
figura dual de si misma» (véase pag. 221).

*51. Inténtese demostrar el teorema de Desargues en el plano
por medio de un paso al limite efectuado en la configuracion tridi-
mensional de la figura 73 (véase pdg. 184).

*53. ;Cuantas rectas puedep trazarse que se apoyen en cuatro
rectas dadas del espacio? Coémo pueden ser caracterizadas? (Tracese
una hiperboloide por tres de las rectas dadas; véase pag. 224.)

*53. Si el circulo de Poincaré es el circulo unidad del plano com-
plejo, dos puntos z; y z2 y los valores w; y we de los dos puntos de
interseccion de la «recta» que pasa por estos dos puntos con la circun-

. . . i 2y =Wy zy — W,
ferencia unidad, definen una razon doble ———:———
2 — Wy Z, — W,
acuerdo con lo dicho en el ejercicio 8 de la pagina 107, es real. Por
definicién, su logaritmo es la distancia hiperbdlica entre z; y ze.

*54. Transformese mediante una inversién el circulo de Poincaré
en el semiplano superior. Desarréllese el modelo de Poincaré y sus.
propiedades para este semiplano, directamente y mediante esta inver-
sion (véase pag. 236).

que, de

Topologia.

55. Verifiquese la formula de Euler para los cinco poliedros regu-
lares, asi como para otros poliedros, llevando a cabo las correspon-
dientes reducciones de la red de poligonos.
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56. En la demostracién de la formula de Euler (pag. 251) se tra-
taba de reducir una red plana de tridngulos, por sucesiva aplicacién
de dos operaciones fundamentales, en otra red formada por un solo
tridngulo, para lacual V — A4 + C =3 — 3 + 1 = 1. ;Cémo podre-
mos asegurarnos ce que el resultado final no serd una pareja de tridngu-
los sin ningin vértice comin, de forma que V—A+C=6—6-+2=2?
(Se supone que la red primitiva es conera; esto es, que se puede pasar de
un vértice a otro a lo largo de los lados de la red. Demuéstrese que
esta propiedad se conserva en las dos operaciones fundamentales.)

57. Hemos admitido s6lo dos operaciones fundamentales para la
reduccioén de la red antedicha; ¢no puede suceder que en algiin paso
un tridngulo tenga s6lo un vértice comin con otros tridngulos de la
red? (Constriyase un ejemplo.) Esto requeriria una tercera opera-
ci6n: supresion de dos vértices, tres aristas y una cara; jafectaria
esto a la demogstljacién?»

58. ¢Se puede arrollar una tira ancha de caucho tres veces alre-
dedor de un palo de escoba de forma que quede plana (esto es, no
retorcida) sobre el palo? (Naturalmente, la tira de caucho debe cru-
zarse consigo misma en algin punto.)

59. Demuéstrese que un disco circular del cual se ha separado
un punto en el centro, admite una transformacién continua sin punto
fijo, en si mismo. o

*60. La transformacion que traslada cada punto de un disco una
unidad en una direccion determinada, carece evidentemente de pun-
tos fijos. Por supuesto, no es ésta una transformacion del disco en si
mismo, ya que algunos puntos quedan exteriores al disco. jPor qué
no es valido el razonamiento de la pagina 267 basado en la transfor-
macién P — P*?

61. Supéngase un neumitico de caucho cuyo interior estd pin-
tado de blanco y su exterior de negro. ¢Es posible, si se efectiia un
pequeilo orificio, se deforma el neumatico y a continuacién se cierra
el agujero, que la parte interior quede fuera, de modo que el inte-
rior sea negro y el exterior blanco?

*62. Demuéstrese que no existe «problema de los cuatro colores»
en tres dimensiones, probando que para cualquier nimero dado n se
pueden colocar n cuerpos en el espacio de manera que cada uno toque
a los restantes. _

*63. Haciendo uso de una superficie térica (interior de un neuma-
tico, arganeo) o de una regién plana con identificaciéon de contorno (fi-
gura 143), constriiyase un mapa formado por siete regiones, de manera
que cada una tenga frontera comiun con las restantes (véase pag. 260).


























































































































































































