CAP{TULO 11
SISTFMAS DE NUMEROS

Introducecién.—Debemos extender suficientemente el concepto ini-
cial de nimero, como numero natural, hasta crear un instrumento
capaz de satisfacer las necesidades de la practica y de la teoria. En
una larga y, a veces, titubeante evolucién histérica fueron gradual-
mente aceptados el cero, los enteros negativos y las fracciones, en el
mismo plano que los enteros positivos, y hoy dia las reglas operativas
con estos numeros son del dominio de todo estudiante de bachillerato.
Pero para alcanzar completa libertad en las operaciones algebraicas
debemos ir mas alla, hasta incluir en el concepto de nimero las canti-
dades irracionales y complejas. Aunque estas extensiones del concepto
de niimero natural han sido utilizadas en matematica durante varios
siglos y, por otra parte, constituyen la base de toda la matematica
moderna, hasta tiempos relativamente recientes-no fueron establecidas
sobre una base légica sélida. En el presente capitulo haremos una
exposicion del modo como dicha base fué alcanzada.

I. LOS NUMEROS RACIONALES

1. Los nimeros racionales como resultado de mediciones.—Los
numeros enteros son abstracciones del proceso de contar colecciones
finitas de objetos. Pero en la vida diaria no es suficiente poder contar
objetos’ individuales, es preciso también medir cantidades tales como
longitudes, 4reas, pesos y tiempo. Si se quiere operar sin obstdculos
con las medidas de estas cantidades, que son susceptibles de subdivi-
siones arbitrariamente pequeiias, es necesario extender el campo de
la aritmética mas alld de los nimeros enteros. El primer paso sera el
de reducir el problema de la medida al de contar. Comenzaremos por
elegir, de modo completamente arbitrario, una unidad de medida
—metro, pie, gramo, libra, segundo, etc.—a la que asignaremos la
medida 1. Luego, contaremos el nimero de esas unidades contenidas
en la cantidad que deseamos medir; p. ej., una cierta masa de plomo
pesa exactamente 54 Kg. Sin embargo, el proceso de contar no es
suficiente en general, ya que la cantidad dada puede no ser exacta-
mente medible mediante miltiplos enteros de la unidad elegida. Las
més de las veces podremos decir tinicamente que dicha cantidad estd
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SEC. I] LOS NUMEROS RACIONALES 61

comprendida entre dos multiplos consecutivos de la unidad; p. ej., entre
53 Kg y 54 Kg. Cuando esto ocurra, avanzaremos un paso introdu-
ciendo nuevas subunidades, obtenidas por subdivision de la unidad
inicial en un cierto numero n de partes iguales. En el lenguaje ordina-
rio, estas nuevas subunidades pueden tener nombres especiales; p. ej.,
el pie se divide en 12 pulgadas; el metro, en 100 centimetros; la libra,
en 16 onzas; la hora, en 60 minutos; el minuto, en 60 segundos, etc.
Sin embargo, en el simbolismo de las matematicas, una subunidad
obtenida dividiendo la unidad inicial en n partes iguales se designa
con el simbolo 1/n; y si una cantidad contiene exactamente m de estas
subunidades, su medida se denota con el simbolo m/n. Este simbolo
se llama fraccion o razén (a veces se escribe m : n). El paso siguiente,
verdaderamente decisivo, s6lo se di6 de modo. consciente después de
varios siglos de tentativas. El resultado fué que el simbolo m/n quedé
desposeido de referencias concretas a procesos de medidas y a las can-
tidades medidas, y fué considerado simplemente como un niimere, un
ente en sf mismo, en el mismo plano que los nimeros naturales.-Cuando
m y n son nameros naturales, el simbolo m/n se llama nimero racional.

El uso de la palabra namero (inicialmente reservada para los nu-
meros naturales) para estos nuevos simbolos esta justificado por el
hecho de que la adicién y la multiplicacion de estos entes obedecen
a las mismas leyes que rigen dichas operaciones con los nameros natu-
rales. Para probar esto, debemos definir previamente la adicién, la
multiplicacién y la igualdad de nimeros racionales. Como es bien sa-
bido, estas definiciones son:

u [ ad 4 bc a ¢ ac
b T d”  bd b d M 1
GE Lo siad=be
a b~ a ST
para enteros cualesquiera a, b, ¢, d; p. ej.:
2 4 2-5343-4 10412 2 2 4 2.1 8
3t 5 = 35 T 15 15" 3 5 3.5 15
3 . 8 6 2
37" 1279 "3

Estas definiciones se nos presentan forzosamente si deseamos que los
nimeros racionales sean apropiados para medir longitudes, 4reas, etc.
Pero hablando en sentido estricto, estas reglas de adicion, multiplica-
cién e igualdad de nuestros simbolos quedan establecidas por su pro-
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62 SISTEMAS DE NUMEROS [car. 2

pia definicién y no aparecen impuestas por otras necesidades que las
de ser no contradictorias y resultar itiles para las aplicaciones. A par-
tir de las definiciones [1] se puede probar que las leyes fundamentales
de la aritmética de los niimeros naturales continiian siendo vdlidas en el
dominio de los nimeros racionales:

P+q =q+p (ley conmutativa de la adicién),
pt+@+r) =(P+q+r (ley asoclativa de la adicién),
Py =¢qp - (ley conmutativa de la multiplicacién), [2]
plgr) = (pg)r (ley asociativa de la multiplicacién),
p(q+r) =pg+ pr (ley distributiva).

P. ej., la prueba de la ley conmutativa de la adicién de fracciones
resulta de las ecuaciones

a ¢ ad + be ¢b + da [ a

b d bd TR

en las cuales el primero y el ltimo signo de igualdad corresponden a la
definicion [1] de la adicién, mientras que el del centro es una conse-
cuencia de las leyes conmutativas de la adicién y de la multiplicacién
de nimeros naturales. El lector puede comprobar las otras cuatro
leyes de manera aniloga.

Para la efectiva comprensién de estos hechos se debe insistir una
vez més en que los niimeros racionales son creaciéon nuestra, y que las
reglas [1] dependen de nuestra voluntad. Podrfamos haber definido
a c a-+c
- + rimb vt la cual
habria dado en particular !/, + !/, = ¥/,, lo que seria absurdo aplicado
a la medicién de cantidades. Reglas de tal tipe, aunque permisibles
légicamente, harian de la aritmética de nuestros nuevos simbolos un
juego carente de sentido. El juego libre del intelecto debe estar guiado
aqui por la necesidad de crear un instrumento capaz de ser utilizado
para la medida.

2. Necesidad intrinseca de la introduccién de los niimeros racio-
nales. Principio de generalizaciéon.-—Junto a las razones prdcticas que
indujeron a la introduccién de los nameros racionales, existen otras
de caracter intrinseco y en cierto modo m4s apremiantes, que vamos
a discutir independientemente de los argumentos anteriores. Estas
_razones son de cardcter aritmético y tipicas de una tendencia domi-
nante en el proceso matematico.

En la aritmética ordinaria de los nimeros naturales se pueden
efectuar siempre las dos operaciones fundamentales: -adiciéon y mul-
tiplicacion. En cambio, las operaciones inversas no son siempre posi-

caprichosamente la adicién por la férmula
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bles. La diferencia 6 — a de dos enteros a, b es el entero c tal que
a + ¢ = b; es decir, es la solucién de la ecuacién a + x = b. Pero en
el dominio de los niimeros naturales el simbolo b — a posee signifi-
cacién anicamente cuando es b > a, ya que uinicamente entonces tiene
la ecuacién a +x =b una solucién que sea un niimero natural. Un gran
paso para suprimir esta restriccién se di6 cnando se introdujo el sim-
bolo 0 mediante la relacion a — a = 0. De mayor importancia atn fué
la introduccién de los sfimbolos —1, —2, —3, ..., junto con la definici6n

b—a= —(a-—0»b)

para el caso b < a, que permiti6é la sustraccién, sin restricciones, en
el dominio de los enteros positivos y negativos. Para incluir los nuevos
simbolos —1, —2, —3, ..., en una aritmética mas amplia, que com-
prenda tanto los enteros positivos como los negativos, debemos,
naturalmente, definir las operaciones con ellos de tal manera que las
reglas de las operaciones aritmélicas con los niimeros naturales se con-
serven para el nuevo dominio; p. ej., la regla

(== =1, 31

que servird para regir la multiplicaciéon de los enteros negativos, es
una consecuencia del deseo de conservar la ley distributiva a(d + ¢) =
= ab + ac. Puesto que si hubiéramos convenido, p. ej., en que fuera
(—1) (—1)= —1, poniendo a= —1, b=1, ¢= —1 resultaria
—-1(1 —1) = —1 — 1 = —2, mientras que por otro lado se tendria
—1(1 — 1) = —1 - 0 = 0. Fué necesario mucho tiempo para que los
matematicos comprendieran que la «regla de los signos» [3], junto con
todas las demds definiciones que se refieren a los enteros negativos y
a las fracciones, no podian ser «demostradas». Todas eran creaciones
hechas con objeto de alcanzarlibertad en las operaciones, conservando
siempre las leyes fundamentales de la aritmética. Lo que puede—y
debe—probarse es unicamente el hecho de que con tales definiciones
las leyes conmutativa, asociativa y distributiva de la aritmética se
conservan. Aun el gran matematico Euler di6 un argumento poco con-
vincente para mostrar que (—1) (—1) «debe» ser igual a 41. Decia:
dicho producto debe ser +1 & —1, pero no puede ser —1, puesto
que —1 = (+1) (~1). |

Del mismo modo que la introduccién de los enteros negativos y del
cero despejo el camino para la sustraccion sin restricciones, la introduc-
cién de los nimeros fraccionarios suprime andlogos obst4culos para la di-
visién. El cociente x=>b/a de dos enteros a y b, definido por la ecuacion

ar = b, (4]
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existe, como entero, inicamente cuando a es un divisor de b. Si no es
ése el caso, como, p. ej., si es @ = 2, b = 3, introducimos simplemente
el simbolo b/a, al que llamamos fraccion, para el que establecemos la
regla a(b/a), = a, de modo que b/a es, «por definicién», una solucién
de [4]. La introduccién de las fracciones como nuevos numeros hace
posible la divisién sin restricciones, excepto la divisién por cero, la cual
sera excluida en todos los casos..

Expresiones del tipo 1/0, 3/0, 0/0, etc., seran siempre simbolos sin
significado para nosotros, puesto que si se admitiera la division por
cero, podriamos deducir de ecuaciones correctas, como 0 - 1 =0 - 2,
la consecuencia absurda 1 = 2. Sin embargo, a veces puede ser ttil
designar expresiones del tipo 3/0 por el simbolo co (léase «infinito»),
siempre que no se pretenda operar con el simbolo co como si estuviera
sujeto a las leyes ordinarias del cdlculo numérico.

La significacion aritmética propia del sistema de todos los niimeros
racionales—enteros y fraccionarios, negativos y positivos—resulta
ahora clara. Para el dominio de los nimeros asi extendido no sélo
valen las leyes formales asociativa, conmutativa y distributiva, sino
que ahora también las ecuaciones a + x = b y axr = b tienen las so-
luciones = b — a y & = b/a, sin restriccién alguna, con tal que para
la tltima se tenga a # 0. En otros términos, en el dominio de los
numeros racionales las llamadas operaciones racionales—adicioén, sus-
tracci6n, multiplicacién y division—son posibles sin restriccion y los
resultados pertenecen siempre a aquel dominio de numeros. Un domi-
nio de numeros cerrado respecto de dichas operaciones se llama un
cuerpo. Daremos otros ejemplos de cuerpos mas adelante, en este ca-
pitulo y en el siguiente.

Extender un dominio por la introducci6r de nuevos simbolos, de
tal modo que las leyes que valen en el primero contintten rigiendo en
el segundo, es uno de los aspectos del proceso de generalizacion carac-
teristico de la mateméatica. La generalizaciéon del concepto de niimero
natural al de ntimero racional satisface, por una parte, la necesidad
tedrica de suprimir las restricciones a la sustraccion y a la division,
y cumple, por otra, la necesidad practica de tener niimeros para re-
presentar los resultados de mediciones. Del hecho de que los ntumeros
racionales satisfagan esa doble necesidad resulta verdaderamente su
gran importancia. Como hemos visto, esta extensién del concepto de
namero ha sido posible por la creacion de nuevos nimeros en la forma
de. simbolos abstractos tales como 0, —2, y 3/,. Hoy, acostumbrados
como estamos a tratarlos como .cosa corriente, resulta dificil creer
que hasta el siglo xvir no fueron admitidos con los mismos derechos
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que los enteros positivos y que, aunque usados cuando se hacfan
necesarios, no era sin ciertas dudas y prevenciones. A la natural
tendencia humana a apoyarse en lo concrefo, y como tales aparecian
los numeros naturales, se debe la lentitud con que se di6 este paso
inevitable. Unicamente en el dominio de lo abstracto puede ser creado
un sistema satisfactorio de aritmética.

3. Interpretacién geométirica de los niimeros racionales.—La cons-
truccién que sigue dard una interpretacion geométrica intuitiva del
sistema de los nimeros racionales.

Tomemos sobre una recta, «recta numéricas, un segmento de 0 a 1
(Fig. 8). Elijamos dicho segmento como unidad de longitudes, unidad
que puede ser tomada arbitrariamente. Los enteros positivos y negati-
vos serdn representados por puntos equidistantes sobre la recta numé-
rica, los positivos a la derecha del 0 y los negativos a la izquierda.

-3 -2 -1 0 1 2 3
F1e. 8.—La recta numérica.

Para representar las fracciones de denominador n, dividimos cada une
de los segmentos de longitud unidad en n partes iguales; los puntos
de subdivision representan-las fracciones con denominador n. Si efec-
tuamos esa construccién para todo entero n, todos los nimeros racio-
nales vendran representados por puntos de la recta numeérica. Llama-
remos a los puntos asi obtenidos puntfos racionales, y usaremos las
expresiones «niimero racionals y «punto racionals como equivalentes.

En el capitulo primero, I, se defini6 la relaciéon A < B para ni-
meros naturales. Esta relacién tiene una interpretacién en la recta
numérica, que resulta del hecho de que si un niimero natural A es
menor que otro B, el punto A est4 a la izquierda del punto B. Esta re-
lacién geométrica tiene significado para fodos los puntos racionales, por
lo que parece natural intentar extender la relacién aritmética a los ni-
meros racionales, de modo que corresponda al orden geométrico de los
puntos racionales. Se llega a ese resultado con la definicién siguiente:
Diremos que el niimero racional A es menor que el niimero racional B
(A < B), y B se dice mayor que A (B > A) cuando B — A es positivo.
De la definicién se sigue que, si es A < B, los puntos (niimeros) entre
A y B son aquellos que satisfacen simultdneamente las condiciones de
ser > Ay < B. Todo par de puntos distintos, junto con los puntos
comprendidos entre ellos, forman el segmento o intervalo [A, B].

La distancia de un punto A al origen, considerada como positiva,
se llama valor absoluto de A y se indica con el simbolo

| 4]
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Es decir; si es A > 0, se tiene | A| = A; y si es A € 0, se tiene
| A] = —A. Es facil ver que si A y B tienen el mismo signo, vale la
igualdad | A + B| = | A | + | B|; mientras que si A y B tienen sig-
nos distintos, es |A + B| < |A| + | B|. Por tanto, combinando
estos dos resultados, se tendra en todo caso

lA+B|<|A|+]|B],

cualesquiera que sean los signos de A y B.

Para la representacion que consideramos se tiene la siguiente pro-
posicién de fundamental importancia: Los puntos racionales forman un
conjunto denso en la recta. Con esto se quiere decir que interiores a
todo intervalo, por pequeiio que sea, hay siempre puntos racionales.
Basta tomar el denominador n suficientemente grande, de modo que
el intervalo [0,1/n] sea mas pequefio que el intervalo [A, B] en cues-
tion, para que al menos una de las fracciones m/n sea interior a él. No
existen, por tanto, intervalos, por pequefios que sean, vacfos de¢ pun-
tos racionales. Reésulta también que en todo intervalo debe haber infi-
nitos puntos racionales; puesto que si hubiera solamente un namero
finito de ellos, el intervalo determinado por'dos consecutivos no podria
contener puntos racionales, en oposicién a lo que acabamos de probar.

II. SEGMENTOS INCONMENSURABLES, NUMEROS IRRACIONALES
Y CONCEPTO DE LIMITE

1. Introduccién.—Cuando se comparan las longitudes de dos seg-
mentos rectilineos a y b, puede ocurrir que a esté contenido un nimero
r exacto de veces en b. En este caso podemos expresar la medida del
segmento b tomando como unidad a y diciendo que la longitud de b
es r veces la de a. Pero puede ocurrir que, mientras que ningin mul-
tiplo entero de a sea igual a b, se pueda dividir a en un cierto numero
de partes iguales, p. ej., n, cada una de longitud a/n y tales que un
miltiplo entero m del segmento a/n sea igual a b:

b=ia. [1]

Cuando se tiene una igualdad de la forma [1] diremos que los dos
segmentos a y b son conmensurables, dado que tienen una medida
comiin: el segmento a/n estd contenido n veces en a y m veces en b.
El conjunto de todos los segmentos conmensurables con a estari cons-
tituido por aquellos segmentos cuya longitud puede ser expresada en
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la forma [1], para enteros m y n convenientes (n  0). Si tomamos a
como segmento unidad [0,1], en la figura 9, los segmentos conmensu-

-2-§5 ,8% 1 42 3

F1G6. 9.—Los puntos racionales.

rables con el segmento unidad corresponderan a todos los puntos ra-
cionales m/n sobre la recta numeérica. Para todas las cuestiones prac-
ticas relacionadas con la medida, los nimeros racionales son suficientes.
Incluso desde un punto de vista teérico, como los puntos racionales
cubren la recta densamente, podria pensarse que todos los puntos de
la recta fueran racionales. Si esta sospecha fuese cierta, todos los seg-
mentos serian conmensurables con la unidad. Uno de los descubrimien-
tos mas sorprendentes de los primeros matematicos griegos (la escuela
pitagérica) fué el de que las cosas no sucedian de modo tan simple.
Existen segmenlos inconmensurables 'y, si suponemos que a todo seg-
mento corresponde un nimero, como medida de su longitud con un
segmento unidad, existen también nimeros irracionales. Este descu-
brimiento fué un acontecimiento cientifico de la maxima importancia.
Posiblemente sefiala el origen de lo que puede considerarse como
contribucion especifica de los griegos a los procesos rigurosos de las
matemadticas. Es evidente que este hecho afecté profundamente la
matematica y la filosofia desde la época griega hasta nuestros dias.

La teoria de los inconmensurables de Eudoxio, presentada en for-
ma geométrica en los Elementos de Euclides, es una obra maestra de
la matematica griega, frecuentemente omitida en las desfiguradas ver-
siones didacticas de los Elementos. Dicha teoria no fué apreciada en
su justo valor hasta el siglo pasado, después que Dedekind, Cantor y
Weierstrass construyeron una teorfa rigurosa de los mameros irracio-
nales. Expondremos aqui la teorfa dé los mconmensurables en la
forma aritmética moderna.

Antes de nada probaremos que la diagonal del cuadrado es.incon-
mensurable con.su lado. Supongamos que se ha tomado come unidad
de longitud el lado del cuadrado y que la diagonal tiene una longitud z.
Entonces, por el teorema de Pitdgoras, se tendra

22 =12 4 12 = 2,

(Desig’nambs x con el simbolo 4/2.) Si x fuese conmensurable con 1,
existirian dos enteros p y ¢ tales que x =.p/q, v

p?=2q2 (2|



68 SISTEMAS DE NUMEROS [cap. 2

Supongamos p/q irreducible, ya que puede suprimirse todo factor co-
mun al numerador y denominador. Puesto que 2 aparece como factor
en el segundo miembro, p2 tiene que ser un nimero par, de donde
resulta que p debe ser par, pues el cuadrado de todo niimero impar es
impar. Podemos, por tanto, esoribir p = 2r, Al sustituir este valor
en [2] se tiene

4r% = 292, oloqueeslo mismo, 2r3 — g2,

Por ser 2 un factor del primer miembro de la ultima igualdad, ¢2 es
par y, en consecuencia, también lo es ¢q. Resultan asi p y ¢ divisibles
por 2, lo que contradice la hipétesis de que p y ¢ no tenfan factores
comunes; en consecuencia, no se puede tener la igualdad [2]; es decir,
z no puede ser un npimero racional.

Nuestro resultado puede ser expresado por la proposicién: no
existe ningin numero racional igual a /2.

Del argumento precedente resulta qué, mediante una construccién
geométrica muy sencilla, se puede obtener un segmento inconmensu-
rable con el segmento unidad. Si con un compés llevamos dicho segmen-
to sobre la recta numérica, en la forma indicada en la figura 10, el
punto obtenido no puede coincidir con ninguno de los puntos raciona-
les: El sistema de los niimeros raciona-
les, aunque denso en toda ella, no cu-
bre toda la recta numérica. A una men-
te ingenua debe resultarle ciertamente

0 1 9 extrafio y paradé6jico que el conjunto

Fia. 10.—Construccién de Vv 2. denso de los puntos racionales no lle-

na la recta completa. Nada en nues-

tra «intuicién» puede ayudarnos a «vers los puntos irracionales como

distintos de los racionales. No es de extraiiar que el descubrimiento

de los inconmensurables produjera gran impresiéon en los filésofos y

matemdticos griegos, y que atin hoy le ofrezca, a quien medite sobre
la cuesti6n, cierta perplejidad.

Es facil construir tantos segmentos inconmensurables con la uni-
dad como se desee. Los extremos de tales segmentos llevados a partir
del 0 de la recta numérica son los llamados puntos irracionales. Ahora
bien: el principio que sirvi6 para introducir las fracciones fué el de
medir las longitudes con niimeros, y deseamos en lo que sigue conser-
var este principio y tratar de acuerdo con él los segmentos inconmen-
surables con la unidad. Si queremos que exista una correspondencia
mutua enire numeros, de una parte, y puntos de la recta, de otra, es
preciso introducir los niimeros irracionales.
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Resumiendo en lo posible la situacion, se puede decir que un nu-
mero irracional representa la longitud de un segmento inconmensurable
con la unidad. En las secciones que siguen precisaremos esta definicién
un poco vaga y completamente geométrica, hasta llegar a otra m4s
satisfactoria desde el punto de vista del rigor logico. Nuestras prime-
ras consideraciones a este propésito partirdn de las propiedades de
las fracciones decimales.

Ejerciclos:

1. Demuéstrese que ¥ 2, v/3, v/5, ¥/3 no son racionales. (Indicacién: Utilicese
el lema de la pagina 54.)

2. Pruébese que v'2 + v/3 ¥y v/2 + 32 no son racionales. (Indicacién: Si,
p. €j., el primero de estos niimeros fuera 1gual a un numero racional r, poniendo
V3 =r — +/2 y elevando al cuadrado, x/ 2 resultaria racional.)

3. Demuéstrese que /2 + 4/3 + /5 es irracional. Inténtese construir ejem-
plos analogos y mads generales.

2. Fracciones decimales. Decimales de infinitas cifras.—Para cu-
brir la recta numérica con un conjunto de puntos denso en toda ella
no son necesarios fodos los numeros racionales; bastan, por ejemplo,
los niimeros obtenidos por subdivisiéon de cada intervalo unidad en 10,
luego en 100, 1000, etc., segmentos iguales. Los puntos asi obtenidos
corresponden a las «fracciones decimalesy; p. ej., el punto 0,12=1/10+
+2/100 corresponde al punto situado en el primer intervalo unidad,
en el segundo subintervalo de longitud 10-1, y en el origen del tercer
«sub-sub-» intervalo de longitud 10-2. (a-2 significa 1/an.) Si una frac-
cion decimal contiene n cifras después de la coma, tiene la forma

f =2+ ai10-1 4 a10-2 + ag10-2 + ... + agl0-n,

donde z es un entero y las a son cifras—0, 1, 2, ..., 9—que indican las
décimas, centésimas, y asi sucesivamente. El nimero f se representa
en el sistema decimal en la forma abreviada z,a;azas...an. Se ve inme-
diatamente que estas fracciones pueden escribirse en forma de frac-
cién p/q, siendo q = 10%; p. ej, f= 1,314 = 1 + 3/10 + 1/100 +
+ 4/1000 = 1314/1000. Si p y ¢ tienen un divisor comin, la fraccién
podra reducirse a otra cuyo denominador serd divisor de 10», Por
otra parte, ninguna fraccién irreducible cuyo denominador no sea di-
visor de alguna petencia de 10 puede venir representada por una frac-
cién decimal; p. ej., 1/5 = 2/10 = 0,2 y 1/250 = 4/1000 = 0,004; en
cambio, 1/3 no puede ser escrita como nimero decimal de n cifras,
por grande que sea n, ya que una igualdad de la forma

13 = /100














































































































































































