CAPITULO 1II

CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS
ALGEBRA DE LOS CUERPOS NUMERICOS

Introduccién.—Los problemas de construccion han sido siempre un
tema favorito en geometria. Sélo con el auxilio de la regla y el compas
puede realizarse una gran variedad de construcciones, como el lector
debe recordar; puede construirse el punto medio de un segmento o la
bisectriz de un éngulo; puede trazarse una recta perpendicular a otra
desde un punto dado; puede ser inscrito un hexdgono regular en una
circunferencia, etc. En todos estos problemas, la regla se usa mera-
mente como borde rectilineo para dibujar rectas, pero no para medir
o transportar distancias. La restriccion tradicional de utilizar como
unicos instrumentos la regla y el compas se remonta a la antigiiedad,
aunque los griegos no vacilaban en usar otros instrumentos.

Uno de los més famosos entre los problemas cldsicos de construc-
cién es el llamado problema gde Apolonio (hacia el afio 200 a. de J.C.),
en el cual se dan tres circunferencias arbitrarias del plano y se pide
trazar una cuarta, tangente a las tres. En particular, una o mds de
las circunferencias dadas puede degenerar en un punto o en una recta
(«circunferencia» de radio «cero» o «infinito», respectivamente); p. ej.,
se puede construir una circunferencia tangente a dos rectas dadas y
que pase por un punto dado. Mientras resulta facil resolver:dichos
casos especiales, el problema general es considerablemente mas dificil.

Entre todos los problemas de construccion, el de trazar con regla
y compas el poligono regular de n lados tiene quiza el maximo inte-
rés. Para ciertos valores de n, p. ej., n = 3, 4, 5, 6, la solucion se
conoce desde la antigiiedad, y forma parte importante de la geome-
tria elemental. Pero para el heptdgono regular (n = 7) se ha demos-
trado que la construcciéon es imposible. Hay otros tres problemas
griegos clasicos para los cuales se ha buscado en vano una solucion:
la triseccién de un éngulo arbitrario, la duplicacion del cubo (es decir,
la construccién de la arista de un cubo cuyo volumen sea doble del
de un cubo de arista dada) y la cuadratura del circulo (esto es, la
construccién de un cuadrado que tenga igual drea que un circulo
dado). En todos estos problemas los unicos instrumentos permitidos
son la regla y el compas. Problemas de este tipo, que seguian sin re-
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solverse, dieron nacimiento a uno de los mas notables desarrollos de
la matemética, cuando, después de siglos de investigacion inutil, sur-
gi6 la sospecha de que dichos problemas debian de ser definitivamente
irresolubles. Los matematicos se propusieron 1nvest1gar la cuestién de:
¢Como es posible probar que ciertos problemas no pueden resolverse?

En dlgebra, fué el problema de resolver ecuaciones de quinto a
superior grado el que llevé a esta nueva manera de pensar. Durante
el siglo xv1 los matematicos habian aprendido que las ecuaciones alge-
braicas de tercero o cuarto grados podian resolverse por un proceso
anélogo al método elemental utilizado para resolver-las ecuaciones
cuadraticas. Todos estos métodos tiemen la siguiente caracteristica
comiin: las soluciones o «raices» de la ecuaciéon pueden escribirse como
expresiones algebraicas, a- partir de los coeficientes de aquélla, me-
diante una sucesién de operaciones, cada una de las cuales es una
operacién racional —adicién, resta, multiplicacién o divisibn— o la
extraccién de una raiz cuadrada, cibica o cuarta. Se dice que las
ecuaciones algebraicas hasta las de cuarto grado pueden ser resueltas
«por radicales» (radiz es la palabra latina de rafz). Nada parece més
natural que extender este procedimiento a las ecuaciones de grados
quinto o superior, utilizando raices de indice mayor, pero tales inten-
tos fracasaron; incluso algunos distinguidos mateméticos del siglo xviit
se engafdaron creyendo que habian dado con la solucién. Ya en los
primeros afios del siglo x1x el italiano Ruffini (1765-1822) y el genio
noruego N. H. Abel (1802-1829) concibieron la entonces revoluciona-
ria idea de probar la imposibilidad de resolver la ecuacion .algebraica
general de-grado n por miedio de radicales.

Debe quedar completamente claro que la cuestiéon no reside en si
cualquier ecuacién algebraica de grado n posee soluciones; este hecho
fué demostrado por vez primera por Gauss en su tesis doctoral en 1799.
Asi, pues, no hay duda acerca de la existencia de soluciones de una ecua-
cion, especialmente desde que estas raices pueden hallarse por proce-
dimientos adecuados, con cualquier grado ‘de aproximacién. El arte
de la resolucién numérica de las ecuaciones es, naturalmente, muy
importante y estd muy desarrollado; pero el problema de Abel y
Ruffini es completamente distinto: puede encontrarse la solucién uti-
lizando' iinicamente operaciones racionales y radicales? Fué el deseo de
alcanzar claridad completa sobre esta cuestién lo que inspir6 el mag-
nifico desarrolio del algebra moderna y de la teoria de grupos, ini-
ciado por Ruffini, Abel y Galois (1811-1832).

El problema de probar la imposibilidad de ciertas construcciones
geométricas nos procura uno de los ejemplos mas sencillos de esta
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tendencia del algebra. Mediante el uso de conceptos algebraicos po-
dremos demostrar en este capitulo la imposibilidad de trisecar el an-
gulo, de construir el heptdgono regular, o de duplicar el cubo, con la
sola ayuda de la regla y el comp4s. (El problema de la cuadratura del
circulo es mucho més dificil de tratar; véase pag. 152). Nuestro punto
de partida no sera la cuestion negativa de la imposibilidad de ciertas
construcciones, sino, por el contrario, la cuestién positiva de cémo
pueden caracterizarse completamente todos los problemas’ construtbles.
Después de haber contestado a esta cuestion, sera tarea ficil pro-
bar que los problemas mencionados caen fuera de‘esta categoria.

A los diecisiete afios, Gauss investigé la constructibilidad de los
«p-agonos» regulares (poligonos de p lados), siendo p un nimero pri-
mo. So6lo se conocia entonces la construccién para p=3 y p=25;
Gauss descubrié que el «p-dgono» regular era construtble si, y sélo si,
p es un «nimero primo de Fermat»; es decir,

p= g2" + 1.

Los primeros nimeros de Fermat son 3, 5, 17, 257, 65 537 (véase
pagina 33). Tan entusiasmado se sinti6 el joven Gauss por su descu-
brimiento, que renuncié a su intencién de hacerse filélogo y resolvio
dedicar su vida a la matemadtica y sus aplicaciones. Siempre recordd
la primera de sus grandes proezas con particular orgulle. Después de
su muerte le fué erigida en Gotinga una estatua de bronce, y no pudo
encontrarse honor mas adecuado que el de dar a su pedestal la forma
de un poligono regular de 17 lados.

Cuando se trata de construcciones geométricas no hay que olvidar
nunca que el problema no es el de dibujar figuras en la practica con
cierto grado de exactitud, sino el de demostrar que sin otra ayuda
que la regla y el compas la solucion puede hallarse tedricamente,
. suponiendo que nuestros instrumentos tienen precisién ideal. Lo que
Gauss demostré es que sus construcciones pueden realizarse en prin-
cipio. Su teoria nada tiene que ver con el método m4s sencillo de rea-
lizarlas efectivamente o con los artificios que permitan simplificar y
acortar el nimero de pasos necesarios; ésta es una cuestiéon de impor-
tancia tebrica mucho menor. Desde un punto de vista practico, nin-
guna construccion puede resultar tan satisfactoria como la que se
obtiene mediante el uso de un buen trasportador de 4angulos. El no
entender adecuadamente el caricter teérico de la cuestion de las
construcciones geométricas y la obstinacién en querer desconocer los
hechos cientificos bien establecidos son responsables de la persis-
tencia de los innumerables trisectores de dngulos y cuadradores de
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circulos. Aquellos de entre éstos que sean capaces de entender las
mateméticas elementales, pueden sacar provecho del estudio de. este
capitulo.

Una vez mds recalcaremos que en algunas ocasiones nuestro con-
cepto de construccién geométrica parece artificial. La regla y el com-
pas son, ciertamente, los instrumentos mas simples para dibujar; pero
la restriccién de utilizar exclusivamente estos instrumentos no es de
forma alguna esencial en geometria, Como los matematicos griegos
sabian, tiempo ha, ciertos problemas —tales como el de duplicar el
cubo— pueden resolverse si se permite, p. ej., utilizar una regla en
forma de dngulo recto; es bastante facil idear instrumentos distintos
del compds, por medio de los cuales es posible dibujar elipses, hipér-
bolas y curvas mucho més complicadas, y cuyo uso amplia considera-
- blemente el dominio de las figuras construibles. En los préximos pé-
rrafos, sin embaigo, seguiremos adheridos al concepto usual de cons-
trucciones geométricas mediante el uso exclusivo de la regla y el
compas. '



PARTE PRIMERA

DEMOSTRACIONES DE IMPOSIBILIDAD Y ALGEBRA

I. CONSTRUCCIONES GEOMETRICAS FUNDAMENTALES

1. Construcciéon de cuerpos de niimeros y extraccién de raices cua~
dradas.—Para dar forma a nuestras ideas generales comenzaremos
examinando algunas de las construcciones clasicas. La clave de una
comprension mas profunda reside en trasladar los problemas geomé-
tricos al lenguaje del dlgebra.

‘Todo problema de construcciéon geométrica es del siguiente tipo:
se da cierto conjunto de segmentos rectilineos, q, b, c, ... y se pide
construir uno o mas segmentos, z, y, ... Es siempre posible formular
los problemas de este modo, aunque a primera vista tengan un aspecto
muy diferente. Los segmentos requeridos pueden aparecer como lados
de un triangulo a construir, como radios de circulos, 0 como coorde-
nadas rectangulares de ciertos puntos (véase, p. ej., pag. 138). Por
sencillez, supondremos que sélo se pide un segmento z. La construc-
cién geométrica equivale entonces a resolver un problema algebraico;
primero debemos hallar una relacién (ecuacion) entre la cantidad pe-
dida x y las dadas a, b, c, ...; después hay que hallar la cantidad bus-
cada x resolviendo esta ecuaci6n, y, finalmente, debemos determinar
si esta solucién puede obtenerse mediante un proceso algebraico que
corresponda a las construcciones con regla y compas. Este es el prin-
cipio de la geometria analitica: la caracterizaci6n cuantitativa de los
objetos geométricos mediante niimeros reales, basada en la introduccién
del continuo numérico real, que es el fundamento de toda la teoria.

Observemos en primer lugar que algunas de las operaciones alge-
braicas m4s sencillas corresponden a construcciones geométricas ele-
mentales. Dados dos segmentos de longitudes a y b (medidos con un
segmento «unidad» dado), es inmediato construir a + b, a — b, ra
(donde r es cualquier nimero racional), a/b y ab.

Para construir a + b (Fig. 27) trazamos una recta y llevamos con
el compés las distancias OA = a y AB = b; entonces OB = a + b.
Andlogamente, para a — b, llevamos OA =a y AB = b; pero esta
vez AB en sentido opuesto a 0A; entonées OB = a — b. Para cons-
truir 3@ sumamos simplemente a 4 a + a; de forma analoga, pode-
mos construir pa, siendo p cualquier entero. Construiremos a/3 me-
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diante el sigujente artificio (Fig. 28): llevamos OA = a.sobre una
recta, y dibujamos una segunda recta por O. Sobre ésta llevamos un
segmento arbitrario OC = ¢, y construimos OD = 3¢. Unimos A con
D, y trazamos desde C una recta paralela a AD, que corta a OA
en B. Los tridngulos OBC y OAD son semejantes; por tanto, OBja=
=0BJ/0A = OC/OD = 1/3, y OB = af3. Del mismo modo podemos
construir a/q, donde ¢ es cualquier entero. Aplicando esta operaci6n
al segmento pa podemos construir ra, siendo r = p/q un nimero ra-
cional cualquiera.

Para construir a/b (Fig. 29) llevamos OB = b y QA = a sobre los
lados de un 4ngulo O, y sobre OB llevamos OD = 1. Desde D traza-

— vae ¥
P~ S—r—
Y
—a—a’ A § A
Ceb—b — ==, |
Fi16. 27,—Construccién de a+ b y de a—b. Fie, 28.—Construccién de a/3.
a —f
F—l—'J_L 'A
01— LA
F16. 29, — Construccién de a/b. F16. 30, —Construccién de ab.

mos una paralela a AB, que corta a OA en C. Entonces OC tendra
la longitud a/b. La construccion de ab se muestra en la figura 30,
donde AD es una paralela a BC desde A. De estas consideraciones
resulta que los procesos algebraicos «racionales»—adici6n, sustraccion,
multiplicacién y divisign de cantidades conocidas—pueden efectuarse
por medio de construcciones geomélricas. A partir de segmentos dados,
medidos por némeros reales a, b, ¢, ... podemos, por sucesivas apli-
caciones de estas sencillas construcciones, construir cualquier cantidad
que sea expresable mediante a, b, c, ... en forma racional; es decir,
por medio de la aplicacién reiterada’ de adiciones, restas, multiplica-
ciones y divisiones. La totalidad de las cantidades que pueden obte-
nerse en esta forma a partir de a, b, c, ... constituye lo que se llama
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un cuerpo de niimeros, un conjunto de numeros tal que toda opera-
cion racional aplicada a dos o mas miembros del conjunto da a su
vez lugar a un numero del conjunto. Recordemos que los nimeros
racionales, los nimeros reales y los niimeros complejos son ejemplos
de cuerpos de numeros. En el caso presente, el cuerpo se dice engen-
drado por los nimeros dados a, b, ¢, ... _

La nueva construccién decisiva, que nos lleva fuera del cuerpo
asi obtenido, es la extraccién de una raiz cuadrada; dado un seg-
mento a, v/a puede también construirse utilizando sélo la regla y el
compds. Sobre una recta llevamos OA = a y
AB =1 (Fig. 31). Trazamos una circunferen-
cia con el segmento OB como didmetro y des- Pl
pués la perpendicular a. OB desde A, la cual e \
corta a la circunferencia en C. EI tridngulo of< 3
OBC tiene un angulo recto en C, ya que es
sabido por geometria elemental que el 4ngulo  Fre. 31-‘03'2"““‘6"
inscrito en una semicircunferencia es recto. de V.

Luego OCA = ABC por ser semejantes los tridngulos recténgulos
OAC y CAB, y tenemos, para x = AC,

a x —

z =71 r? = aq, T =+/a.

2. Poligonos regulares.—Vamos a considerar ahora algunos pro-
blemas de construccién algo mds complicados. Comencemos por el
decdgono regular. Supongamos que un decdgono regular esti inscrito
en un circulo de radio 1 (Fig. 32) y llamemos z a su lado. Dado que z
subtiende un dngulo central de 36°, los otros dos 4ngulos del trian-
gulo deben valer cada uno 72°, y, por tanto, la recta de puntos que
biseca al 4ngulo A divide al tridangulo OA B en dos tridngulos isésceles,
cada uno con dos lados iguales de longitud z. El radio del circulo se
ha dividido asf en dos segmentos, r y 1 — z. Por ser OA B semejante
al triangulo isésceles menor se tiene 1/x = z/(1 — x). De esta pro-
porcion deducimos la ecuacién cuadratica 22 +x — 1 = 0, una de
cuyas soluciones es £ = (1/5 — 1)/2. (La otra solucién debe desecharse
por ser negativa.) De esto resulta evidente que se puede construir z
geométricamente. Teniendo la longitud = podemos ahora construir
el decagono regular, llevando su longitud como cuerda del circulo. El
pentigono regular puede obtenerse sin mas que unir de dos en dos
los vértices del decidgono regular.

Ademas de la construccién de +/ 5 por el método de la figura 31, podemos
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también obtenerlo como hipotenusa del triangulo rectdngulo de catetos 1 y 2.
Resulta z al restar la unidad de /5 y dividir el resultado por 2.

Los matematicos griegos llamaban a la razén OB: AB del pro-
blema precedente razén 4urea, pues consideraban que un rectiangulo
cuyos lados estuviesen en esta relacién era el mas agradable estética-
mente. Su valor, dicho sea de paso, es 1,62, aproximadamente.

A

A,

kD

F1a. 32, — Decdgono regular. F1a. 33. — HexAgono regular.

De todos los poligonos regulares, el hexdgono es el més sencillo de
construir, Tracemos un circulo de radio r; la longitud del lado del
hex4gono regular inscrito en este circulo sera entonces igual a r. El
hexégono puede construirse llevando a partir de un punto de la cir-
cunferencia cuerdas de longitud r hasta obtener los seis vértices.

Del n-d4gono régular podemos obtener el 2n-dgono regular bise-
cando el arco subtendido en la circunferencia circunscrita por cada
lado del n-agono, utilizando también los puntos adicionales asf obte-
nidos como vértices originales del 2n-4gono pedido. Partiendo del di4-
metro de la circunferencia (6 ¢2-4gonos), podemos, por tanto, cons-
truir los poligonos de 4, 8, 16, ..., 20 lados. Analogamente, es posible
obtener los de 12, 24, 48 lados, etc., a partir del hexdgono, y los de
20 y 40 lados, etc., partiendo del decdgono.

Si s, designa la longitud del lado del n-édgono regular inscrito en el circulo uni-
dad (circulo de radio 1), entonces el lado del 2n-4gono regular tiene la longitud

Sgn =42 -V 4—_85__.‘

Esto puede demostrarse como sigue: en la figura 34, sq es igual a DE = 2DC;
ten = DB, y AB = 2. El érea del tridngulo rectidngulo ABD es 1/sBD - AD =
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=1/3AB - CD. Como AD = +/AB — DB?%, sustituyendo AB = 2, BD = sy,
CD = 1/g3,, e igualando las dos expresiones del érea, resulta

Sp = S3an \/ 4 — s:n [\] s; = s:n “4 - s;n).

Resolviendo esta ecuacién cuadratica en z = s:n y observando que x debe ser
menor que 2, se llega fdcilmente a la férmula anterior.

D

Fic. 34.

De esta férmula y del hecho de que s4 (lado del cuadrado) sea igual a /2
se deduce:

ss=\/2_:ﬁ su=\/2—\/2+.\/?,
=V 2-V2irv 24 V3 ete.

Como férmula general obtenemos para n > 2:

w-V2-Voivar tve

que incluye n — 1 raices cuadradas sucesivas. El perimetro del 28-dgono regular
inscrito sera 2nsq?. Al tender n a infinito, el 22-a4gono tiende a confundirse con la
circunferencia, y, en consecuencia, 2ns3? tiende a la longitud de la circunferencia
del circulo unidad, que por definicién es 2x. Obtenemos asf, sustituyendo m por
n — 1 y suprimiendo el factor 2, la fé6rmula asintética para r:

2m '\/2—'\/2+\/2+"'+\/—2——>ncuandom—>oo.

m rafces cuadradas

Ejerciclo: Puesto que -2™M > co demuéstrese que

\/2+‘\/2+~~-+\/7—>2cuandon—§ oo,
fanpe DRSSl S
n rafces cuadradas )



136 DEMOSTRACIONES DE IMPOSIBILIDAD Y ALGEBRA  [cAP. 3

Los resultados obtenidos poseen el siguiente rasgo caracteristico:
Los lados del 2v-dgono, del 5 - 2v-dgono, y del 3 - 28-dgono, pueden
construirse mediante procesos de sumas, restas, productos, divisiones y
extracciones de raices cuadradas.

*3. Problema de Apolonio.—Otro problema de construccién, muy
sencillo desde el punto de vista algebraico, es el famoso problema ya
mencionado de los circulos tangentes de Apolonio. En lo que sigue
no nos es necesario encontrar una construccién particularmente ele-
gante; lo que importa es que, en principio, el problema pueda resol-
verse con regla y compés solamente. Daremos una breve indicacién
de la demostracién y m4s adelante (véase pag. 173) veremos un mé-
todo constructivo mds elegante.

Supongamos que los centros de las circunferencias dadas tengan
coordenadas (z1, 1), (x2, ¥2) ¥ (s, ys), y radios ry, rz y rg, respectiva-
mente. Designemos el centro y el radio del circulo pedido por (z, y)
y r. Entonces, la condicién para que dicho circulo sea tangente a los
tres dados se obtiene observando que la distancia entre los centros de
dos cfrculos tangentes es igual a la suma o diferencia de los radios,
segliin que éstos sean tangentes exterior o interiormente. Esto nos da
las ecuationes:

@—-—z)2+ Y-yt —(rtry?=0, (1]
@ —23)2 4+ (y —ya)2 — (r £ re)2 =0, [2]
T—23)2+ (Y —ys)2 —(r L re)2 =0, (3]
o bien,
234yt — 1% — 221y — 2y £ 2r11 4 T + 4 — 1y = 0, [1a]

etcétera. El signo 4+ debe elegirse en cada una de estas ecuaciones
segiin que las circunferencias sean tangentes exterior o interiormente
(véase Fig. 35). Las ecuaciones [1], [2], [3], son cuadraticas con tres
incognitas, z, y, r, y en las tres los términos de segundo grado son
los mismos, como se ve en la forma desarrollada [1 a}. Por tanto, res-
tando [2] de [1], obtendremos una ecuacién lineal en z, y, r

ax + by + er = d, [4]

donde a = 2(zz — x1), etc. Andlogamente, restando [3] de [1] tene-
mos otra ecuacién lineal,

adz 4+ by +cr=d. 5}

Resolviendo [4] y [5] respecto a x e y en funcién de r, y sustitu-
yendo en [1], tendremos una ecuacién cuadratica en r, que puede
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resolverse por operaciones racionales y extracciéon de una raiz cuadrada
(véase pag. 101). Habr4, en general, dos soluciones de esta ecuacién,
de las cuales s6lo una es positiva. Después de determinar r mediante
esta ecuacién, obtendremos x e y de las dos ecuaciones lineales [4]
y [5]. El circulo con centro (z, y) y radio r serd tangente a los tres
circulos dados. En todo el proceso hemos usado sélo operaciones ra-

sYe’
ar

Fia, 35.—Circulos de Apolonio.

cionales y extracciones de raices cuadradas. Siguese de ello que r,
e y pueden ser construidos con regla y compés.

Habr4, en general, ocho soluciones del problema de Apolonio, co-
rrespondientes a las 2 - 2 - 2.= 8 combinaciones posibles de los signos
mds y menos en las ecuaciones [1], [2] y [3]. Estas elecciones corres-
ponden a las condiciones de que las circunferencias pedidas sean tan-
gentes exterior o interiormente a cada uno de los tres circulos dados.
Puede ocurrir que nuestro proceso algebraico no nos dé valores reales
para z, y y r. Esto suceder4, p. ej., si los tres circulos dados son con-
céntricos, no existiendo entonces solucién geométrica del problema.
También cabe esperar posibles degeneraciones de la solucién, como en
el caso en que los tres circulos dados degeneren en tres puntos de una
recta. Entonces, el circulo de Apolonio degenera en esta recta. No
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discutiremos estas posibilidades con detalle; el lector con alguna expe-
riencia de dlgebra podra completar el andlisis.

*II. NUMEROS CONSTRUIBLES Y CUERPOS DE NUMEROS

1. Teoria general.—En nuestra discusiéon previa queda indicado
cl fondo algebraico general de las construcciones geométricas. Cada
construccién con regla y compas consiste en una sucesién de operacio-
nes de las enumeradas a continuacién: 1) unir dos puntos por una
recta; 2) hallar el punto de interseccién de dos rectas; 3) trazar una
circunferencia de radio y centro dados; 4) hallar los puntos de inter-
seccion de una circunferencia con otra circunferencia o con una recta.
Un elemento (punto, recta, circunferencia) se considera conocido si se
da desde el principio o si ha sido construido en algin paso previo.
Para un analisis tedrico, podemos referir la construcciéon en conjunto
a un sistema de coordenadas z, y (véase pag. 82). Los elementos dados
pueden representarse por puntos o segmentos en el plano x, y. Si s6lo
se da un segmento inicial, podemos tomarlo como unidad de longitud,
lo que determina el punto x = 1, y = 0. A veces, aparecen elementos
«arbitrarios»: se trazan lineas arbitrarias, se eligen puntos o radios
arbitrarios. (Un ejemplo de elemento arbitrario aparece al construir
el punto medio de un segmento: dibujamos dos circunferencias de ra-
dios iguales, pero arbitrarios, con sus centros en los extremos del
segmento, y unimos sus intersecciones.) En tales casos, elegimos el
elemento de manera que sea racional; es decir, los puntos arbitrarios,
con coordenadas z, y racionales; las rectas arbitrarias ar+by+c=0,
con coeficientes a, b, ¢ racionales; los cifrculos arbitrarios, con centros
de coordenadas racionales y radios racionales. Haremos siempre la
eleccién de los elementos arbitrarios de manera que sean racionales;
si los elementos son verdaderamente arbitrarios, esta restriceién no
puede afectar al resultado de la construccion.

Por sencillez, supondremos en la siguiente discusién que sélo se
da un elemento inicial,-el segmento de longitud 1. Segin § I podemos
construir con regla y compés todos los nimeros que puedan deducirse
de la unidad mediante procesos racionales de suma, resta, multipli-
caci6n y divisién; es decir, todos los numeros racionales r/s, siendo
Ty s enteros. El sistema de los niimeros racionales es «cerrados res-
pecto a las operaciones racionales; esto es, la suma, diferencia, pro-
ducto o cociente de dos nimeros racionales—excluyendo, como siem-
pre, la divisi6bn por cero—es también un niimero racional. Todo con-





















































































































