CAPITULO IV

GEOMETRIA PROYECTIVA. AXIOMATICA.
GEOMETRIAS NO EUCLIDEAS

I. INTRODUCCION

1. Clasificacién de las propiedades geométricas. Invariancia respec-
to a las transformaciones.—La geometria se ocupa de las propiedades
de las figuras del plano o del espacio. Estas propiedades son tan nu-
merosas y variadas, que es necesario algin principio de clasificacién
para poner orden en esta riqueza de conocimientos. Se puede, p. ej.,
introducir una clasificacion basada en el método utilizado para dedu-
cir los teoremas. Desde este punto de vista, se hace usualmente una
distincion entre procedimientos «sintéticos» y «analiticos». El primero
de éstos es el método axiomatico cldsico de Euclides, en el cual el
edificio se construye sobre fundamentos puramente geométricos, inde-
pendientes del algebra y del concepto de continuo numérico, y los
teoremas se deduceén por razonamiento l6gico de un conjunto inicial
de proposiciones llamadas axiomas o postulados. El segundo método
se basa en la introduccion de coordenadas numéricas, y utiliza la
técnica del dlgebra. Este método ha originado un cambio profundo -
en la ciencia matematica, del que ha resultado la unificacién de la
geometria, el andlisis y el dlgebra en un sistema organico.

En este capitulo, la clasificacion segin el método serd menos im-
portante que la hecha de acuerdo con el confenido, basada en el carac-
ter de los propios teoremas, e independiente de los métodos usados
para demostrarlos. En geometria plana elemental se distingue entre
teoremas que tratan de la congruencia de figuras y utilizan los concep-
tos de longitud y 4ngulo, y teoremas que se refieren a la semejanza
de figuras, y que so6lo utilizan el concepto de angulo. Esta distincién
particular no es muy importante, ya que longitud y 4ngulo estén rela-
cionados tan intimamente que mas bien resuita artificial separarlos.
(Es el estudio de esta relaciéon lo que constituye la mayor parte del
contenido de la trigonometria.) En lugar de ello, podemos decir que
los teoremas de la geometria elemental se ocupan de magnitudes: lon-
gitudes, medidas de angulos, y 4reas. Dos figuras son equivalentes,
desde este punto de vista, si son congruentes, es decir, si una puede
obtenerse de la otra mediante un movimiento rigido, en el cual sélo
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cambia la posicion, pero no la magnitud. Surge ahora la cuestion de
si el concepto de magnitud y los de congruencia y semejanza, rela-
cionados con é€l, son esenciales en geametria, o si las figuras geométri-
cas pueden tener aun otras propiedades mas profundas, que subsistan
después de transformaciones mas drasticas que los movimientos rigi-
dos. Vamos a ver que asf acontece,

Supongamnos que se dibuja una circunferencia y un par de dia-
metros perpendiculares en un trozo rectangular de madera blanda,
como indica la figura 69. Si colocamos el trozo entre las mordazas de
un potente tornillo de banco y lo comprimimos hasta que tenga la
mitad de su ancho original, el circulo se habrd transformado en una

F16. 69.—Compresién de un circulo.

elipse y el dngulo entre los didmetros de la elipse ya no sera recto.
L.a circunferencia tiene la propiedad de que sus puntos equidistan del
centro, mientras que esto no es verdad para la elipse. Pudiera parecer
que todas las propiedades geométricas de la figura original han sido
destruidas por la compresion. Pero ni mucho menos es asi; p. €j., la
propiedad de que el centro divide a cada diametro en dos partes igua-
les es valida, tanto para la circunferencia como para la elipse. He aqui
una propiedad que subsiste después del cambio drastico en las magni-
tudes de la figura original. Esta observacion sugiere la posibilidad de
clasificar los teoremas sobre las figuras geométricas segun que sigan
verificindose o dejen de ser ciertos cuando la figura se somete a una
compresion uniforme. Mas en general: dado un tipo definido de trans-
formaciones de una figura (como Ia clase de los movimientos rigidos,
compresiones, inversiones respecto a circunferencias, etc.) podemos
investigar qué propiedades de la figura permanecen invariables cuan-
do se somete a esta clase de transformaciones. El conjunto de teore-
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mas referentes a estas propiedades sera la geometria asociada a dicha
clase de transformaciones. La idea de clasificar las diferentes ramas de la
geometria de acuerdo con los tipos de transformaciones consideradas
fué propuesta por Félix Klein (1849-1925) en su famosa comunicacion
(el «Programa de Erlangen») presentada en 1872. Desde entonces ha
dominado enormemente el pensamiento matematico.

En el capitulo V nos encontraremos con el hecho verdaderamente
sorprendente de que ciertas propiedades geométricas son tan intima-
mente intrinsecas, que persisten después que las figuras han sido so-
metidas a deformaciones muy arbitrarias; figuras dibujadas en una
lamina de caucho que se estira o comprime de cualquier manera, to-
davia conservan algunas de sus caracteristicas originales. En este ca-
pitulo, sin embargo, vamos a ocuparnos solamente de aquellas pro-
piedades que permanecen invariables o «invariantes» bajo un tipo espe-
cial de transformaciones, situado entre la clase muy restringida de
los movimientos rigidos, por un lado, y la clase mds general de las
deformaciones arbitrarias, por otro. Esta es la clase de las «transfor-
maciones proyectivas.

2. Transformaciones proyectivas.—l.os matematicos se vieron im-
pulsados desde hace mucho tiempo al estudio de estas propiedades
geométricas, debido a los problemas de perspectiva, que fueron estu-
diados por artistas como Leonardo de Vinci y Alberto Durero. La
imagen irazada por un pintor puede considerarse como la proyeccion
del original sobre la tela, con el centro de proyeccion en el ojo del pin-
tor. En este proceso, las longitudes y los angulos se alteran necesaria-
mente en forma que depende de las posiciones relativas de los diversos
objetos pintados. Sin embargo, puede reconocerse sobre la tela, gene-
ralmente, la estructura geométrica del original. ;Como es esto posi-
ble? Lo es, porque existen propiedades geométricas «invariantes en la
proyeccién», propiedades que aparecen sin alterar en la imagen y que
hacen posible la identificacion. Deducir y analizar estas propiedades
constituye el objeto de la geometria proyectiva.

Es obvio que los teoremas de esta rama de la geometria no pueden
ser proposiciones sobre longitudes y 4ngulos o sobre congruencia. Algu-
nos hechos aislados, de naturaleza proyectiva, son bien conocidos desde
el siglo xvi1, y aun, como en el caso del «teorema de Menelao», desde
la antigiiedad clasica. Pero el estudio sistematico de la geormetria pro-
yectiva no comenzé hasta fines del siglo xvii1, cuando 1’Ecole Poly-
technique de Parfs inici6 una nueva etapa de progreso matemaitico,
particularmente en geometria. Esta Escuela, surgida de la Revolucion
francesa, produjo muchos oficiales para los servicios militares de la
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Repablica. Uno de sus graduados fué J. V. Poncelet (1788-1867); que
escribi6 su famoso Traité des propriétés projectives des figures en 1813,
mientras era prisionero de guerra en Rusia. En el siglo xi1x, bajo la
influencia de Steiner, von Staudt, Chasles y otros, la geometria pro-
yectiva se convirti6 en uno de los principales temas de investigacién
matematica. Su popularidad fué debida en parte a su gran encanto
estético y en parté también a su efecto aclaratorio sobre la geometria
en conjunto, y a su intima conexiéon con la geometria no euclidea y
el algebra.

1I. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

1. Grupo de las transformaciones proyectivas.—Definiremos pri-
mero la clase o grupo 1 de las transformaciones proyectivas. Suponga-
mos dos planos © y =’ en el espacio, no necesariamente paralelos, y

F16. 70.—Proyeccién desde un punto.

hagamos una proyeccion central de w sobre =’ desde un centro dado O
no situado sobre w ni sobre =, definiendo la imagen de cada punto P
de = como aquel punto P’ de =’ tal que P y P’ estdn sobre la misma

1 La palabra grupo, cuando se aplica a una clase de¢ translormaciones, implica «ue la
aplicacién sucesiva de dos transformaciones de la clase equivale a una transformacién de
la misma clase, y que la inversa de una transformacion de la clase pertenece también a
ella. Las propiediades de grupo de las operaciones matemiticas han desempenado v segui-
rin desempenando un gran papel ¢n muchos campos, aunque c¢n geonetria, quiza, Ia
importancia del concepto de grupo ha sido algo exagerada,
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recta que pasa por 0. Podemos también efectuar una proyeccion para-
lela si hacemos que todos los rayos proyectantes sean paralelos. Del
mismo modo se puede definir la proyeccién de una recta I de un pla-
no 7 sobre otra recta I’ de =’ desde un punto O de x, o hacerlo me-
diante proyeccién paralela.

Una representacién de una figura sobre otra mediante una proyec-
cién central o paralela, o por una sucesi6n finita de tales proyecciones,
se llama fransformacion proyectival. La geomelria proyectiva del plano

1'16. 71.—Proyeccién paralela,

o de la recta consiste en el conjunto de aquellas proposiciones geomé-
tricas que permanecen invariables en una transformacién proyectiva
arbitraria de las figuras a las que se refieren. Por el contrario, llama-
remos geomelria métrica al conjunto de aquellas proposiciones que tra-
tan de las magnitudes de las figuras, invariantes s6lo respecto a la
clase de los movimientos rigidos. ‘

Algunas propiedades proyectivas pueden reconocerse inmediata-
mente. Un punto, por supuesto, se proyectard en un punto. Ademas,
una recta se proyectard en una recta; pues si la recta [ de = se proyecta
sobre el plano =', la interseccién de =’ con ¢l plano determinado por O
y 1 serd una recta 2, Si un punto A y una recta [ son incidentes 3, el

1 Dos figuras relacionadas por una sola proyeccién se dicen coominmente perspectivas.
Asf, pues, una figura F esta ligada mediante una transformacién proyectiva a otra F” si
F y F’ son perspectivas, o si podemos hallar una sucesién de tiguras F, Fi, Fs, Fs, ... Fa,
F’, tales que cada una sea perspectiva con la sigujente,

* Hay excepciones si la recta OP es paralela al plano = (o si 1o es el planode O y I).
Estas excepclones seran tratadas en IV,

3 Un punto y una recta se dicen incidentes si Ja recta pasa por el punto o si el punto
estd en la recta,
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punto correspondiente A’y la recta I’ lo son también en la proyeccion.
Luego la incidencia de punto y recta es invarianie respecto al qrupo
proyectivo. De este hecho surgen muchas consecuencias simples, pero
importantes. Si tres o mas puntos son colineales, es decir, pertenecen
a una misma recta, entonces sus imagenes son también colineales.
Asimismo, si en el plano & tres o mas rectas son concurrentes, es decir,
inciden en un mismo punto, entonces su$ imdgenes seran también rec-
tas concurrentes, Mientras estas propiedades simples, incidencia, coli-
- nealidad y concurrencia son propiedades proyectivas (es decir, propie-

Q R P

Frc. 72.—Conliguracién de Desargues en el plano,

dades invariantes en las proyecciones), en cambio, las medidas de lon-
gitudes y angulos, y las razones de tales magnitudes, se alteran en
general en la proyeccién. Los triangulos equildteros e isésceles pueden
proyectarse en triangulos cuyos lados tengan longitudes diferentes.
Por tanto, aunque «triangulo» es un concepto de geometria proyectiva,
«tridngulo equilatero» no lo es, y pertenece s6lo a la geometria métrica.

2. Teorema de Desargues.—Uno de los primeros descubrimientos
de la geometria proyectiva fué el famoso teorema sobre tridangulos de
Desargues (1593-1662). Si, en un plano, dos lridngulos ABC y A'B'C’
son tales que las rectas que unen vértices correspondientes concurren en
un punto O, los lados correspondientes se cortan en tres punfos colineales.
La figura 72 ilustra el teorema y el lector puede dibujar otras figuras
para comprobarlo experimentalmente. La demostracion no es trivial,
no obstante la sencillez de la figura, constituida sélo por rectas. El
teorema pertenece sin duda a la geometria proyectiva, pues si pro-
yectamos la figura entera sobre otro plano, conservar4 todas las pro-
piedades enunciadas en el teorema. Daremos una demostracién de
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este teorema en V. Por el momento, observemos el hecho notable de
que el teorema de Desargues es también cierto si los tridngulos estdn
en diferenles planos (no paralelos), y que este teorema de Desargues
de la geometrfa tridimensional es muy fécil de probar.

Supongamos que las rectas AA’, BB’ y CC’ se cortan en O (figu-
ra 73), de acuerdo con la hipotesis. Entonces AB estd en el mismo
plano de A’'B’, de modo que estas dos rectas se cortan en un punto Q;
analogamente AC y A'C’ se cortan en R,y BC y B'C’ se cortan en P.
Como P, Q y R estan en las prolongaciones de los lados de ABC y
A’B’'C’, deben estar en el mismo plano de cada uno de los dos tridn-
gulos, y, en consecuencia, estdn sobre la recta de interseccién de estos

0

F16. 73.—Configuracién de Desargues en el espacio.

dos planos. Por tanto, P, Q y R son colineales, como queriamos probar.

Esta sencilla demostracién sugiere que podemos probar el teorema
para dos dimensiones mediante, por decirlo asi, un paso al limite,
aplastando la figura total de manera que los dos planos coincidan en
el limite y el punto O, junto con los otros, caiga sobre este plano. Sin
embargo, hay cierta dificultad en llevar a cabo tal proceso de limite,
pues la recta de interseccibn PQR no esta unfvocamente determinada
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cuando los planos coinciden. No obstante, la figura 72 puede conside-
rarse como una perspectiva de la figura del espacio representada en
la 73, y este hecho puede utilizarse para demostrar el teorema en el
caso plano,

En efecto, existe una diferencia fundamental entre el teorema de Desargues
en el plano y en el espacio. Nuestra demostracién en tres dimensiones utiliza razo-
namientos geométricos basados solamente en los conceptos de incidencia e inter-
seccién de puntos, rectas y planos. Puede probarse que la demostracion del teo-
rema bidimensional, si se procede por completo en el plano, requiere necesariamente
el uso del concepto de semejanza de figuras, que es equivalente al concepto mé-
trico de longitud y no es ya una nocién proyectiva.

El teorema rec{proco del de Desargues establece que si ABC y A’B’C’ son dos
tridngulos situados de modo que los puntos de interseccién de los pares de lados
correspondientes sean colineales, las rectas que unen vértices correspondientes
son concurrentes. Su demostracién para el caso en que los tridngulos estén en dos
planos no paralelos, se deja como ejercicio al lector.

. RAZON DOBLE

1. Definicién y prueba de su invarianeia.—Asi como la longitud

de un segmento rectilineo es la clave de la geometria métrica, hay tam-
bién un concepto fun-
damental de la geome-
tria proyectiva, median-
“te el cual pueden expre-
sarse todas las propie-
dades netamente pro-
yectivas de las figuras.
Si tres puntos A, B,

C estan sobre una recta,
la proyeccién cambia,
en general, no s6lo las
distancias AB y BC,
sino también la razén
Fio. 74. AB/BC. En efecto, tres

puntos cualesquiera 4,

B, C de una recta ! pueden ser siempre coordinados con otros tres
puntos arbitrarios A’, B’, C’ de otra recta I’ por medio de dos proyec-
ciones sucesivas. Para esto, hagamos girar la recta !’ alrededor del
punto C’, hasta que tome la posiciéon I’ paralela a I (véase Fig. 74).
A continuaci6n, proyectamos ! sobre I/, mediante una proyeccion pa-
ralela a la recta que une C con C’, definiendo tres puntos A”, B”
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y C” (C” = C’). Las rectas A’A” y B’B"’ deben cortarse en un pun-
to O que elegimos como centro de la segunda proyeccién. Estas dos
proyecciones nos dan el resultado deseadol.

Segun acabamos de ver, ninguna magnitud relativa sélo a tres pun-
tos de una recta queda invariante en una proyecciéon. Pero —y esto
constituye el descubrimiento decisivo de la geometria proyectiva— si
tenemos cuatro puntos A, B, C, D de una recta, y los proyectamos
sobre otra recta en A’, B’, C', D', existe entonces una cierta magnitud,
llamada razén doble de los cuatro puntos, que conserva su valor en la
proyecci6bn. He aqui una propiedad matemdtica de un conjunto de
cuatro puntos de una recta que no desaparece mediante proyeccion y
que puede reconocerse en cualquier imagen de la recta. La razén doble
no es ni una longitud ni un cociente de dos longitudes, sino la razén
de dos cocientes; si consideramos los cocientes CA/CB y DA/DB, por
definicién, la razén doble de los cuatro puntos A, B, C, D, tomados
en este orden, es:

CA DA

T ==

CB ‘DB

[ ! ! i
A B c D

Vamos a demostrar que la rqzén doble de cuatre puntos es invarianfe
en la proyeccion; es decir, que si A, B, C, Dy A’, B’, C’, D' son puntos
correspondientes de dos rectas relacionadas por proyeccion, se verifica

CA DA C’'A’ D'A’

La demostracién se logra con medios elementales. Recordemos que
el édrea de un tridngulo es igual a 1/3 (base X altura) y est4 también
dada por la mitad del producto de dos cualesquiera de sus lados por
el seno del angulo comprendido. Tenemos, en la figura 75:

frea OCA = Y/sh - CA = 3/30A - OC sen COA
drea OCB = Ysh - CB = 1/30B + OC sen COB
drea ODA = 1/3h - DA = 1/30A - OD sen DOA
drea ODB = Y/gh - DB = 1/30B - OD sen DOB,

1 1Qué sucede sl las rectas A’A” y B’B” son paralelas?
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de donde se deduce:
CA DA CA DB OA-0C-senCOA OB OD - sen DOB
*“DR - R DA — —
CB DB CB DA ;p.0oc.senCOB OA - OD - sen DOA
- ——
sen COA sen DOB

-—— ——
sen COB sen DOA

A B

Fi16, 75,—Conservacién de la razén doble en la proyeccién central.

Luego la razén doble de A, B, C, D depende unicamente de los
angulos subtendidos desde O por los segmentos que unen A, B, C, D.

C

D

Fi1, 76.—Conservacién de la rnzén doble
en la proyeccién peralela

Como estos dngulos son los mis-

mos para otros cuatro puntos

cualesquiera A’, B, C', D’ en
los que A, B, C, D puedan ser
proyectados desde O, resulta
que la razén doble permanece
invariable en la proyeccion.

Que la razén doble de cuatro pun-
tos no varia en una proyeccién pa-
ralela se obtiene de propiedades ele-
mentales de los tridngulos semejantes,
y la demostracién se deja como ejer-
cicio al lector.

Hasta aqui, hemos entendi-
do que la razén doble de cuatro

puntos A, B, C, D de una recta ! s6lo incluye longitudes positivas.
Resulta conveniente modificar esta definicién como sigue: elegimos
un sentido sobre [ como positivo, y convenimos en que las longitudes
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medidas en este sentido seran positivas, mientras que las medidas en
sentido opuesto seran negativas. Definiremos entonces la razén doble
de A, B, C, D, considerados en este orden, por

apcDy .~ SA D4
( )=CE DB’

f1
donde los numeros CA, CB, DA, DB han de ser tomados con su pro-
pio signo. Como la inversion del sentido positivo de I sélo cambia el
signo de cada término de este cociente, el valor de (A BCD) no depen-
der4 del sentido elegido como posi-

tivo, Es facil ver que (A BCD) sera (ABCD)>0
negativa o positiva segin que el A B C D
par de puntos A, B esté o no se- - o o3
parado (es decir, entrelazado) por
el par C, D. Como esta propiedad (ABCD)<0
de separacién es invariante en la o e v
proyeccién, el signo de la razén A C B D
doble (ABCD) es también inva- F1a. 77.—Signo de la razén doble.
riante. Si elegimos un punto fijo O

de ! como origen, y tomamos como abscisa xr de cada punto de [ su
distancia orientada a partir de O; es decir, si las abscisas de 4, B,
C, D son i, xp, T3, 24, respectivamente, tenemos que

2’

CA DA g — X1 Tq— T3 X3 — T3 X4— X3
—_—— e = M = .
CB DB Ty — Ty Tq — X3 Tg— X2 X4— N1

(ABCD) =

Si (ABCD) = —1, es decir, CA/CB = —DA|DB, C y D dividen
entonces al segmento AB, interior y exteriormente, en la misma
razén. En este caso se dice que C y D dividen al segmento AB armé-

_Q' A B C D —
.—x‘—dl
A
z
Zs

Fi1G, 78.—Razén doble expresada por medio de ahscisas.

nicamente, y cada uno de los puntos C y D se llama conjugado arménico
del otro, respecto del par A, B. Si (ABCD) =1, los puntos C y D
(0 A y B) coinciden.

Se debe tener presente que el orden en que se toman A, B, C, D
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es parte esencial de la definicién de la raz6n doble (ACBD); p. ej., si
(ABCD) = A, la razén doble (BACD) es 1/A, mientras que (ACBD)=
=1 — 3, como el lector puede verificar facilmente. Cuatro puntos
A, B, C, D pueden ordenarse de 4 - 3 - 2 - 1 = 24 maneras distintas,
cada una de las cuales da un cierto valor a la razén doble. Algunas de
estas permutaciones dan, no obstante, el mismo valor que el orden ori-
ginal A, B, C, D; por ejemplo, (A BCD) = (BADC). Dejamos como ejer-
cicio al lector el demostrar que hay sélo seis valores diferentes de la ra-
z6n doble para las 24 permutaciones diferentes de los puntos, que son:

VR DR VY W ! A
’ —M A AT 1 a1

Estas seis cantidades son, en general, distintas, pero dos de ellas
pueden coincidir, como en el caso de la division arménica, cuando
A= —1 ,

Podemos definir también la razén doble de cuairo rectas 1, 2, 3, 4
coplanarias (es decir, situadas en un mismo plano) y concurrentes, como
la razén doble de los cuatro puntos de interseccion de estas rectas con
otra del mismo plano. La posicién de esta quinta recta es indiferente,
debido a la invariancia de la razén doble en la proyeccién. Equiva-
lente a ésta es la definicion:
sen(1,3) sen(1,4)
sen (2,3) " sen(2,4)’

(1234) =

que debe tomarse.con signo mas o menos segiin que un par de rectas
separe o no al otro par. [En esta férmula (1, 3), p. ej., representa el
éngulo formado por las rectas 1 y- 3.] Finalmente, podemos definir la
razén doble de cuatro planos coariales (cuatro planos del espacio que se
" cortan en una recta [, su eje). Si una recta corta a los planos en cua-
tro puntos, estos puntos tendran siempre la misma razén doble, cual-
quiera que sea la posicién de dicha recta. (La demostracién de esta
propiedad se deja al lector como ejercicio.) Podemos, pues, adoptar
este valor como el de la razén doble de los cuatro planos. En forma
equivalente, se puede definir la razén doble de cuatro planas coaxiales
por medio de la de las cuatro rectas determinadas al cortarlos por un
quinto plano (véase Fig. 79).

El concepto de razén doble de cuatro planos nos lleva natural-
mente a la pregunta de si puede definirse una transformacién proyec-
tiva del espacio fridimensional en sf mismo. No es posible generalizar
de modo inmediato la definicién mediante una proyeccién central, de
dos a tres dimensiones; pero puede demostrarse que toda transfor-
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macién continua de un plano en si mismo que establezeca una corres-
pondencia biunivoca entre puntos y puntos, por una parte, y rectas
y rectas, por otra, es una transformacién proyectiva. Este teorema
sugiere la siguiente definicién para el caso de tres dimensiones. Una

T

F16. 79.—Razén doble de planos coaxiales.

transformaciéon proyectiva del espacio es toda transformacién biuni-
voca y continua que conserva las rectas. Puede demostrarse que en
estas transformaciones la razén doble permanece invariante.

Las proposiciones precedentes se pueden completar mediante algu-
nas observaciones. Supongamos dados tres puntos distintos 4, B, C
de una recta, con abscisas x1, Zs, xs; se desea encontrar un cuarto
punto D, tal que (ABCD) = ), siendo A prefijado. (El caso especial
A = —1, para el cual el problema equivale a la construccién del cuarto
armoénico, serd explicado con mds detalle en la seccién préxima.) En
general, el problema tiene solucién tnica, pues si es x la abscisa del
punto pedido D, la ecuaéién

Ty — 23 x — X3

=2 12]
Trg — Ty xr-—-x

tiene exactamente una solucién z. Si se dan xy, xa, 23, y simplificamos
la ecuacién [2] haciendo (z3 — z1)/(xs — z2) = k, encontraremos, al

COURANT.—8














































































































































































