CAPfTULO V
TOPOLOGIA

Introduccion.—A mediados del siglo xix comenz6 un desarrollo
enteramente nuevo de la geometrfa, que pronto se convirtié en una
de las fuerzas mis potentes de la matematica moderna. La nueva
disciplina, llamada andlisis situs o topologia, estudia las propiedades
de las figuras geométricas que subsisten aun si esas figuras se some-
ten a deformaciones tan radicales que las hagan perder todas sus
propiedades métricas y.proyectivas.

Uno de los grandes ge6metras de esa época fue A. F. Moebius
(1790-1868), un hombre cuya falta de seguridad en sf mismo le llevé
al puesto de insignificante astrénomo en un observatorio de impor-
tancia secundaria de Alemania. A la edad de sesenta y ocho aiios
sometié a la Academia de Paris una memoria sobre superficies de
«una sola cara», que contenia algunos de los hechos més sorprendentes
de este nuevo tipo de geometria. Al igual que otras importantes con-
tribuciones anteriores, su trabajo permanecié sepultado varios aiios
en los archivos de la Academia, hasta que por fin lo public6é su autor.
Independientemente de Moebius, el astrénomo J. B. Listing (1808-
1882), de Gotinga, hizo descubrimientos andlogos, y a sugerencia de
Gauss publicé en 1847 un pequefio libro, Vorstudien zur Topologie.
Cuando Bernhard Riemann (1826-1866) llegé a Gotinga como estu-
diante, encontré la atmoésfera matemdtica de esa ciudad universita-
ria llena de ansioso interés por estas nuevas y extraias ideas geomé-
tricas. Pronto se di6 cuenta de que allf estaba la clave para compren-
der las propiedades més profundas de las funciones analiticas de una
variable compleja. Nada, quiz4, ha dado méas impetu al posterior des-
arrollo de la topologia que la formidable estructura de la teoria de
funciones de Riemann, en la cual los conceptos topolégicos son abso-
lutamente fundamentales.

Al principio, la novedad de los métodos en el reciente campo no
dejé tiempo a los mateméticos para presentar sus resultados en la
tradicional forma axiomatica de la geometria elemental. En lugar de
ello, los primeros investigadores, como Poincaré, se vieron forzados a
confiar ampliamente en la intuicién geométrica. Atn hoy, un estu-
diante de topologia encontrard que si exagera la insistencia en el
rigor de la presentaciéon puede perder de vista el contenido geomé-
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trico esencial entre la masa de detalles formales. Sin embargo, es un
gran mérito de los trabajos recientes el haber incluido la topologia
dentro del marco de la mateméatica rigurosa, donde la intuicion sigue
siendo la fuente, pero no la ultima razén de validez de la verdad.
Durante este proceso, comenzado por L. E, J. Brouwer, la importan-
cia de la topologia para casi toda la matemadtica se ha ido incremen-
tando, Matematicos americanos, en particular O. Veblen, J. W. Alexan-
der y S. Lefschetz, han aportado importantes contribuciones al tema.

Aunque la topologia es, en definitiva, una creacion de los ultimos
cien afios, huho unos pocos descubrimientos aislados anteriores, que
después. encontraron su lugar en el moderno desarrollo sistemético.
Sin duda, el m4s importante de cllos es una féormula que relaciona e}
nimero de vértices, aristas y caras de un poliedro- simple, observada
ya en 1640 por Descartes, y redescubierta y utilizada por Euler
en 1752. El tipico cardcter de esta relaciéon como teorema topolégico
se hizo evidente mucho més tarde, después de que Poincaré reconocié
<la férmula de Euler» y sus generalizaciones como uno de los teoremas
centrales de la topologia. Asf, por razones tanto histéricas como in-
trinsecas, iniciaremos nuestro estudio de la topologia con la formula
de Euler. Puesto que el ideal del rigor perfecto no es ni necesario ni
deseable durante los primeros pasos en un campo no familiar, no
dudaremos en apelar de cuando en cuando a la intuicién geométrica
del lector.

I. FORMULA DE EULER PARA LOS POLIEDROS

- Aunque el estudio de los poliedros ocupé un. lugar privilegiado en
la geometria griega, cupo a Descartes y a Euler el descubrimiento. del
siguiente hecho: en un poliédro simple, si se designa por V el numero de
vértices, por A el de aristas y por € el nimero de caras, se verifica

V—A+C=2 {1l

Por poliedro se .entiende un solido cuya superficie consta de un
cierto numero de caras poligonales. En el caso de los poliedros regu-
lares todos los poligones son congruentes y todos los dngulos en los
vértices son iguales. Un poliedro es simple si no hay en él «agujeross;
o sea, si su superficie puede ser deformada con continuidad hasta
transformarse en la -superficie de una esfera. La figura 120 muestra
un poliedro simple no regular, mientras la figura 121 representa un
poliedro que no es simple.

El ‘lector puede comprobar el hecho de que la férmula de Euler
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se cumple para los poliedros simples de las figuras 119 y 120, pero
no para el poliedro de la figura 121.

Para demostrar la formula de Euler, imaginemos que el poliedro
simple dado es hueco y su superficie de caucho. Si separamos una
de las caras, podremos deformar la superficie restante hasta exten-
derla sobre un plano. Por supuesto que las areas de las caras y sus an-

F16. 119.—Los poliedros regulares.
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F1g. 120.—Poliedro simple, VV— 4 4+ C = 9 ~ 18 + 11 = 2,

Fic 121.—Poliedro no simple, V — A 4 C = 16 — 32 + 16 = 0,
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gulos se alteraran en este proceso, pero la red plana de vértices y
aristas contendra el mismo nimero de unos y otros que el poliedro
original, en tanto que el niumero de poligonos es inferior en uno al
del primitivo poliedro del cual hemos suprimido una cara. Vamos a
probar que para la red plana obtenida V— A + C = 1, de forma
que si se tiene en cuenta la cara suprimida resulta V — A 4- C = 2,
para el poliedro dado.

Comencemos por friangular la red plana del siguiente modo: En
cualquier poligono de la red que no sea tridngulo trazamos una dia-
gonal, la cual incrementa ambos nimeros A y C en 1, de forma que
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Fi1a. 122, —Demostracion de la férmula de Euler.

el valor de V — A 4 C se conserva. Continuamos el trazado de dia-
gonales que unen pares de puntos (Fig. 122) hasta que la figura
consta sélo de tridngulos, lo que puede ocurrir ya desde un principio.
En la red triangulada, V — A 4 C conserva el mismo valor que tenia
antes de la triangulacién, puesto que el trazado de diagonales no lo
ha alterado. Algunos de los tridngulos tienen sus lados en la frontera
de la red plana, y de éstos, algunos—tal como el A BC—tienen sé6lo
un lado formande parte de dicha frontera, mientras que otros pueden
tener dos. Elegimos uno de estos tridngulos frontera y suprimimos
los lados que no sean comunes con algiin otro tridngulo; asi, del ABC
quitamos el lado AC y descontamos la cara correspondiente, pero
conservamos los vértices A, B, C y los otros dos lados AB y BC, en
tanto que del tridngulo DEF suprimimos la cara, los dos lados DF
y FE y el vértice F. La supresién de un triangulo del tipo ABC dis-
minuye los nimeros A y C en 1, mientras V queda invariable, de
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forma que V — A + C permanece inalterada. La supresién de un
tridngulo del tipo DEF hace disminuir Ven 1, Aen 2y Cen 1, de
manera que V — A + C continua invariable. Mediante una adecuada
eleccion de la sucesién de estas operaciones podemos ir separando
tridngulos que tengan algin lado en la frontera (la cual varia, por
supuesto, con cada supresién), hasta dejar finalmente un solo tridngu-
lo, con tres vértices, tres lados y una cara. Para esta red simplificada
V—-—A+C=3-3+1=1,y como hemos visto que el proceso
no alteraba el valor de V — A + C, también en la red plana inicial
serd V—A+C=1, y lo mismo para el poliedro del que habfamos
suprimido una cara. En conclusién, en el poliedro inicial completo
V — A 4 C =2, con lo cual queda demostrada la férmula de Euler
(véanse los problemas 56 y 57 del Apéndice).

Baséndonos en la férmula de Euler es facil demostrar que no existen mas que
cinco poliedros regulares. Supongamos, en efecto, que un poliedro regular tiene C
caras, sfendo cada una un poligono regular de n lados, y que en’cada vértice con-
curren r aristas. Si contamos las aristas por el nimero de caras o el de vértices,
se tiene :

nC = 24, [2]

pues cada arista es comin a dos caras y est4 por ello contada dos veces en el pro-
ducto nC; ademds,

rv =24, 3]

ya que cada arista tiene dos vértices. De [1], obtenemos la ecuacién

24 2A
—+— —A=2,
n r
o bien
1 1 1 1 4
n'+r_2+A 4

Debemos comenzar con n > 3 y r > 3, ya que un poligono tiene al menos tres
lados, y ‘por lo menos tres aristas concurren en cada vértice del poliedro. Pero
n 'y r no pueden ser mayores que 3, pues el primer miembro de la ecuacién [4] no
excederfa a 1/3, 1o que es imposible, ya que A es entero positivo. Por tanto, vea-
mos qué valores puede tener r para n = 3 y caéles son los de n psra r = 3. La
totalidad de los poliedros obtenidos en estos dos casos nos da el numero de polie-
dros regulares posibles.
Para n = 3, la ecuacién [4] se transforma en

1 1 1
r_ 6 A°
de donde r puede ser igual a 3, 4 6 5 (6 6 un niimero mayor queda excluido, pues
1/A es siempre positive). Para estos valores de n y r hallamos 4 = 6, 12.6 30,
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que corresponden, respectivamente, al tetraedro, octaedro e icosaedro. Analoga-
mente, para r = 3 se obtiene la ecuacién

1

1 1
n_ 6 A’

de l1a cual resulta que n = 3,4 6 5, y A = 6, 12 6 30, respeclivamente. Estos va-
lores corresponden al tetraedro, cubo y dodecaedro. Si sustitufmos estos valores
de n, r y A en las ecuaciones [2] y [3], obtenemos los niimeros de vértices y caras
de los respectivos poliedros.

II. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DE LAS FIGURAS

1. Propiedades topolégicas.—Hemos visto que la formula de Euler
se verifica para todo poliedro simple, pero la validez de esta férmula
no queda restringida, ni mucho menos, a los poliedros de Ja geome-
tria elemental, de caras planas y aristas rectas; la demostracién que
acabamos de dar se aplicarfa igualmente a poliedros simples de caras
y aristas curvas, o a cualquier subdivision de la. superficie de una
esfera en regiones limitadas por arcos de curvas. Por otra parte, si
imaginamos la superficie del poliedro o de la esfera constituida por
una delgada ldmina de-caucho, la féormula de Euler todavia conserva
su validez si la superficie se deforma doblando y estirando el caucho
hasta darle otra cualquier forma, en tanto este proceso de deforma-
cion no produzca desgarramiento. Esto se debe a que la foérmula se
refiere s6lo a los niimeros de vértices, aristas y caras y no a longitudes,
dreas, razones dobles o cualquier otro concepto ordinario de la geo-
metria elemental o proyectiva.

Recordemos que la geometria elemental tiene que ver con las mag-
nitudes (longitud, 4ngulo y 4rea) que quedan invariables en los movi-
mientos rigidos, en tanto que la geometria proyectiva trata con con-
ceptos (punto, recta, incidencia y razén doble) que quedan invaria-
bles en el grupo mas amplio de las transformaciones proyectivas. Pero
los movimientos rigidos y las proyecciones son casos muy especiales
de las llamadas fransformaciones topolégicas. Una transformacién to-
polégica de una figura geométrica A en otra A’ estd dada por cual-
quier correspondencia

p—p

entre los puntos p de A y los p’ de A’, caracterizada por las dos pro-
piedades siguientes:

1) La correspondencia es biunivoca. Esto significa que a cada pun-
to p de A corresponde un solo punto p’ de A’, y reciprocamente.

COURANT, —10
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2) La correspondencia es continua en ambos sentidos. Esto quiere
decir que si tomamos dos puntos cualesquiera p, ¢ de A y movemos
p de forma que su distancia al punto ¢ tienda a cero, la distancia entre
los puntos correspondientes p’. ¢’ de A’ también tiende a cero, y
reciprocamente.

Toda propiedad de una figura geométrica A que también se cum-
pla para cualquier figura en que A pueda transformarse por una
transformacion topolégica, se llama una propiedad topolégica de A, y

F16. 124.—Superficies no equivalentes topolégicamente.

topologia es la rama de la geometria que se ocupa solo de las propie-
dades topologicas de las figuras. Imaginemos una figura copiada «libre-
mente» por un consciente pero inexperto dibujante, que deforme las
rectas en curvas y altere los angulos, distancias y 4reas; pues bien,
aunque las propiedades métricas y proyectivas de la figura original se
hayan perdido, sus propiedades topolégicas permanecerdn idénticas.

Los ejemplos m4s intuitivos de transformaciones topolégicas gene-
rales son las deformaciones. Tmaginemos una figura, como una super-
ficie esférica o un triangulo, fabricada con una delgada lamina de
caucho o dibujada sobre ella, la cual es luego estirada o retorcida de
cualquier forma, sin rasgarla y sin hacer coincidir puntos distintos.
(Hacer coincidir dos puntos distintos violarfa la condjcién 1. Rasgar
la lamina de caucho violaria la condicién 2, puesto que dos puntos de
la figura original que tienden a coincidir provenientes de lados opues-
tos de la linea a lo largo de la cual se ha rasgado la lamina, no tende-
rén a coincidir en la figura rasgada.) La posicién final de la figura
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debe ser, pues, una imagen topolégica de la original. Un tridngulo
puede ser deformado hasta obtener otro tridngulo, un circulo (figu-
ras 123 y 124) o una elipse, y, por tanto, estas figuras tienen exacta-
mente las mismas propiedades topolégicas; pero no se puede defor-
mar un circulo de manera que resulte un segmento rectilineo, ni la
superficie de una esfera puede dar lugar a la superficie interior de
un tubo.

El concepto general de transformacién topolégica es mas amplio
que el concepto de deformacién. Por ejemplo, si una figura se rasga
durante una deformacién y seguidamente se unen los bordes del corte
después de deformada, de igual manera que antes, el proceso define
aun una transformacién topolégica de la figura original, aunque ya
no es una deformacién. Asi las dos curvas de la figura 134 son topo-
légicamente equivalentes entre si y lo son también a una circunfe-
rencia, puesto que pueden cortarse, enderezarse, y luego unir ambos
extremos. Pero es imposible deformar una curva en la otra o en una
circunferencia, sin antes efectuar el corte de la curva.

Las propiedades topolégicas de las figuras (tales como la dada por
el teorema de Euler y otras que serdn discutidas en esta seccion)

a b
F16. 125, — Conexién simple y doble.

tienen gran interés e importancia en muchas investigaciones mate-
madticas. Son, en cierto sentido, las més profundas y fundamentales
de todas las propiedades geométricas, puesto que persisten después
de realizados los cambios de forma mas radicales.

2. Conexién.—Como nuevo ejemplo de dos figuras que no son
topolégicamente equivalentes, podemos. considerar los dominios pla-
nos de la figura 125. El primero de ellos consta de todos los puntos
interiores a un circulo, mientras que el segundo lo constituyen todos
los puntos situados entre dos.circunferencias concéntricas. Cualquier
curva cerrada contenida en el dominio a puede deformarse o «con-
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F16. 126.—Corte de un dominio doblemente
conexo para lograr uno simplemente conexo.

traerse» continuamente alrededor
de un unico punto dentro del do-
minio. Un dominio con esta pro-
piedad se dice simplemente conexo.
El dominio b no es simplemente
conexo; p. €j., una circunferencia
concéntrica con las dos circunfe-
rencias que sirven de frontera no
puede deformarse hasta reducirse
a un unico punto interior al do-
minio, puesto que durante este
proceso la curva deberia pasar
necesariamente por el centro de
las circunferencias, que no es un
punto del dominio. Un dominio

que no es simplemente conexo se llama multiplemente conexo. Si el
dominio multiplemente conexo b se corta a lo largo de un radio,
como en la figura 126, el dominio resultante es simplemente conexo.

Con mayor generalidad, podemos construir dominios con dos, tres,

F16. 127.—Reduccién de un dominio triplemente conexo.
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0 mas «agujeros», como el de la figura 127, Para convertir este domi-
nio en otro simplemente conexo, son necesarios dos cortes. Si para
convertir un dominio dado D multiplemente conexo en otro simple-
mente conexo se necesitan n — 1 cortes que no se atraviesen y que
unan un borde con otro, entonces el dominio D se dice que tiene
orden de conexion n. El orden de conexién de un dominio en el plano
es un importante invariante topolégico del dominio.

. OTROS EJEMPLOS DE TEOREMAS TOPOLOGICOS

1. El teorema de Ia curva de Jordan.-—Una curva cerrada y sim-
ple (o sea, que no se corta a sf misma) esta dibujada en el plano. ;Qué
propiedad de esta figura sub-
siste cuando el plano se con-
sidera como una lamina de
caucho que puede deformar-
se de cualquier modo? La
longitud de la curva y el
drea que encierra pueden al-
terarse con una deformacion;
pero hay una propiedad to-
polégica de la configuracién
que es tan simple que puede
parecer trivial: una curva sim-
ple y cerrada C de un plano
divide a éste en dos dominios,
uno interior y otro exterior.
Esto significa que los puntos
del plano se dividen en dos e 128-—¢Qué puntos del plano son Interiores
clases—A, el exterior de la
curva, y B, el interior—, tales que cualquier par de puntos de la
misma clase pueden unirse por medio de una curva que no corta a C,
mientras que cualquier curva que una dos puntos pertenecientes a
clases distintas debe cortar a C. Esta asercién es evidentemente cierta
para una circunferencia o una elipse; pero esta evidencia disminuye
notablemente si se considera una curva complicada tal como el in-
trincado poligonq de la figura 128.

Este teorema fué establecido por primera vez por Camille Jordan
(1838-1922), en su famoso Cours d’Analyse, en el cual toda una gene-
racion de matemaéticos aprendi6 el concepto moderno de rigor en an4-
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lisis. Aunque parezca extrafio, la demostracion dada por Jordan no
era ni corta ni sencilla, y la sorpresa resulta aun mayor si se advierte
que dicha demostracién era falsa y que se necesité un considerable
esfuerzo para llenar las lagunas de su razonamiento. La primera de-
mostracién riguresa del teorema resulté muy complicada y dificil de
entender, aun para muchos matematicos bien entrenados. So6lo recien-
temente se han dado demostraciones relativamente sencillas. Una ra-
z6n de la dificultad estriba en la generalidad del concepto de «curva
simple cerrada», que no sélo incluye al conjunto de poligonos y cur-
vas «uniformes», sino también a todas aquellas curvas, imagenes topo-
légicas de una circunferencia. Por otra parte, muchos conceptos como
«interiors, «exteriors, etc., que son tan claros para la intuicion, deben
precisarse antes de poder dar una demostracién rigurosa. Es de gran
importancia teérica analizar tales conceptos en su mas amplia gene-
ralidad, y gran parte de la topologia moderna se consagra a este fin.
Pero no debe olvidarse nunca que en la gran mayoria de los casos que
se presentan en el estudio de los fenomenos geométricos concretos
resulta innecesario manejar conceptos cuya excesiva generalidad cree
dificultades adicionales. Asi, p. €j., el teorema de la curva de Jordan
puede demostrarse con relativa facilidad para curvas de «comporta-
miento» razonable, como poligonos o curvas con tangente que varia
con continuidad, que son las que aparecen en la mayoria de los pro-
blemas importantes. Demostraremos el teorema para los poligonos en
el apéndice de este capitulo.
2. El problema de los cuatro colores.—A partir del ejemplo del
teorema de la curva de Jordan, po-
dria suponerse que la topologia se
ocupa de dar demostraciones riguro-
sas de ciertas aserciones obvias, de las
cuales ninguna persona en su sano
juicio dudaria. Por el contrario, hay
muchas cuestiones topolégicas, algu-
nas de ellas de forma muy simple,
para las cuales la intuicion no da res-
puesta satisfactoria. Un ejemplo de
este tipo es el famoso «problema de los
cuatro coloress.
Fic. 129.— lluminacién de un mapa. Al iluminar un mapa geografico,

se acostumbra asignar diferentes colo-
res a dos paises cualesquiera que tienen una porciéon de frontera co-
min. Se ha encontrado empiricamente que cualquier mapa, indepen-














































































