CAPITULO VI
FUNCIONES Y LIMITES

Introduccién.—La parte principal de la matemdtica moderna se
centra en torno a los conceptos de funcién y limite. En este capitulo
los analizaremos de forma sistematica.

Una expresién tal como

' x4+ 2r — 3

no tiene valor definido mientras no se le asigne un valor a z; decimos
que el valor de esta expresion es una funcién del valor de z, y escribimos:

x2 + 2r — 3 = f(x).

Por ejemplo, para x = 2, resulta 22 + 2 -2 — 3 = 5, por lo que
f(2) = 5. De la misma manera, por sustitucién directa, podemos ha-
llar el valor de f(x) para cualquier valor entero, fraccionario, irracio-
nal o incluso complejo de x.

El niimero de primos menores que n es una funcién n(n) del en-
tero n. Dado un valor de n, w(n) estd determinado, aunque no se
conoce ninguna expresion algebraica que permita calcularlo. El area
de un tridngulo es funciéon de las longitudes de sus tres lados; varia
al variar éstas y estd determinada cuando estas longitudes toman
valores definidos. Si se somete un plano a una transformacién pro-
yectiva o topoldgica, las coordenadas de un punto, después de efec-
tuada la transformacién, dependen, es decir, son funciones de las
coordenadas primitivas. El concepto de funcién aparece en cuanto se
relacionan cantidades mediante una relacion fisica determinada. El
volumen de un gas encerrado en un cilindro es funcién de la tempera-
tura y de la presion que ejerce el pistén, La presion atmosférica, ob-
servada en un globo, es funcién de su altitud sobre el nivel del mar.
Todo el campo de los fenémenos periédicos—las mareas, las vibracio-
nes de una cuerda, la emision de ondas luminosas por un filamento
incandescente—esta regido por las funciones trigonométricas elemen-
tales sen x y cos .

Para Leibniz (1646-1716), el primero que utiliz6 la palabra «fun-
cion», y para los matematicos del siglo xviir, el concepto de relacién
funcional estaba mas o menos identificado con la existencia de una
féormula matematica sencilla que expresara la naturaleza exacta de
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esa relacion. Este concepto resulté ser demasiado restrictivo para las
necesidades de la fisica matematica, por lo que la idea de funcién,
junto con el concepto anejo de limite, hubo de pasar por un largo
proceso de generalizacion y clarificacion, del cual daremos una su-
cinta exposicién en este capitulo.

I. VARIABLE Y FUNCION

1. Definiciones y ejemplos.—Se nos ofrecen a menudo entes mate-
maticos que estamos en libertad de elegir arbitrariamente entre todo
un conjunto S de objetos., Llamaremos variable a un objeto de esa
clase, perteneciente al campo o dominio S. Es costumbre utilizar las
tltimas letras del abecedario para designar las variables; p. ej., si S
designa el conjunto de todos los niimeros enteros, la variable X, defi-
nida en el dominio S, representa un entero arbitrario. Decimos que
«la variable X varia en el conjunto S» significando que podemos
identificarla con cualquier lemento del conjunto S. Conviene uti-
lizar variables cuando deseamos hacer afirmaciones acerca de obje-
tos elegidos arbitrariamente dentro de un conjunto; p. ej., si S sigue
representando el conjunto de los nimeros enteros, y X e Y son dos
variables en el dominio S, la afirmacién

X+Y=Y4+ X

es una expresion simbdlica conveniente del hecho de que la suma de
dos enteros es independiente del orden en que se tomen. Un caso
particular estd expresado por la igualdad

24+3=3+2,

en la cual aparecen sélo constantes. Para expresar la ley general, valida
para cualquier par de nimeros, se necesitan simbolos con e} signifi-
cado de variables,

No es necesario que el dominio S de la variable X sea un con-
junto de nimeros; p. ej., S puede ser el conjunto de todos los circulos
del plano; X representard entonces un circulo determinado. O bien,
S puede representar el conjunto de todos los poligonos cerrados del
plano, siendo entonces X uno cualquiera de ellos. Tampoco es nece-
sario que el dominio de una variable contenga un numero infinito
de elementos; p. ej., X puede denotar uno cualquiera de los miembros
de la poblacién S de una ciudad determinada en un momento prefi-
jado. O bien, X puede significar uno cualquiera de los restos posibles
cuando se divide un entero por 5; en este caso, el dominio § se com-
pone de los cinco numeros 0, 1, 2, 3, 4.

COURANT,—11
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El caso mas importante de una variable numérica—para desig-
narla se suele utilizar la letra z—es aquel en que el dominio de varia-
bilidad S es un intervalo a < x < b del eje numérico real. En este
caso, diremos que x es una variable continua en dicho intervalo. El
dominio de variabilidad de una variable continua puede extenderse
hasta el infinito. Asf, S puede ser el conjunto de todos los numeros
reales y positivos, z > 0, o el conjunto de todos los ntimeros reales
sin excepcién. De manera similar, podemos considerar una variable X
cuyos valores sean los puntos de un plano, o de un dominio dado del
mismo, tal como el interior de un rectdngulo o de un circulo. Puesto
que cada punto del plano estd definido por sus dos coordenadas x e y
respecto a un par fijo de ejes, en este caso diremos usualmente que
tenemos un par de variables continuas, x e y.

Puede ocurrir que a cada valor de la variable X esté asociado otro
valor determinado de otra variable U. Se dice entonces que U es
una funcién de X. El modo como ambas estdn enlazadas se expresa
mediante un simbolo, tal como

U= F(X) (léase: + F de X+).

Si X varia en el conjunto S, la variable U variaréd en otro con-
junte, que llamaremos, p. ej., T. Si S representa el conjunto de todos
los tridngulos X del plano, se puede definir una funcién F(X) asig-
nando a cada tridngulo la longitud U = F(X) de su perimetro; T seré
entonces el conjunto de todos los nimeros positivos. Observemos que
dos tridngulos distintos, X; y X, pueden tener el mismo perimetro,
por lo que es posible la igualdad F(X;) = F(X3), aunque sea Xj % Xo.
Una transformacién proyectiva de un plano S en otro T asigna a
cada punto X de S un solo punto U de T, de acuerdo con una regla
perfectamente establecida, que podemos expresar mediante el simbolo
funcional U = F(X). En este caso, F(X)) # F(Xz) si X; # Xj, por
lo que diremos que la representaciéon de S en T es biunfvoca (véase
pagina 86).

A menudo, se definen las funciones de una variable continua me-
diante expresiones algebraicas; he aqui algunos ejemplos: -

1
= g? = — =
u x2, u pr u 15 a2

En la primera y en la dltima de estas expresiones, x varfa en el
conjunto completo de los numeros reales, mientras que en la segun-
da, x puede tomar cualquier valor real, excepto el 0, excluyéndose
este valor, ya que 1/0 no es un nimero.
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El nimero B(n) de los divisores primos de n es una funcién de n,
en la cual n varia en el dominio de todos los nimeros naturales. Con
mayor generalidad, cualquier sucesién de numeros a;, as, as, ..., pue-
de considerarse como el conjunto de valores de una funcién u = F(n),
donde el dominio de variabilidad de la variable independiente n es el
conjunto de los numeros naturales. Solo por brevedad, designamos
mediante a, el n-ésimo término de la sucesion, en lugar de usar la
notacion funcional mas explicita F(n). Las expresiones consideradas
en el capitulo primero:

n(n + 1)
Sn) =142+ -+ +n=- > .

nn 1) (2n 1
S’(n)=12+22+...+n2='u_)6_( + )’

n + 1)2
Ss(n)=18+23+..._+._n3= 2(!14 _.)_,

son funciones de la variable entera n.

Si U = F(X), se reserva de ordinario el nombre de variable inde-
pendiente para X, mientras que U se llama variable dependiente, ya
que su valor depende del valor elegido para X.

Puede ocurrir que se asigne el mismo valor U a todos los valores
de X, estando formado ahora el conjunto T exclusivamente por un
solo elemento. Tenemos entonces un caso especial, en el cual el valor U
de la funcién no varia; es decir, U es constante. Incluiremos este caso
dentro del concepto general de funcién, aunque pueda parecer ex-
traiio al principiante, a quien, naturalmente, le parece que la impor-
tancia del concepto radica en que U varia al variar X. Pero no nos
causard ninguna dificultad y, de hecho, serd 1til el considerar una
constante como caso especial de una variable cuyo ¢dominio de varia-
bilidad» se compone de un solo elemento.

El concepto de funcién es de capital importancia, no sélo en la
matematica pura, sino también en las aplicaciones practicas. Las
leyes de la fisica no son sino proposiciones respecto a la forma en que
dependen ciertas cantidades de otras, cuando algunas de éstas varian.
Asi, el tono de la nota emitida por una cuerda vibrante depende de
su longitud, de su peso y de la tensién a que estd sometida; la pre-
sibn atmosférica depende de la altitud; la energia de una bala, de su
masa y de su velocidad. La tarea del fisico consiste en determinar la
naturaleza exacta o aproximada de esa dependencia funcional.

El concepto de funcion permite una caracterizacion exacta del
movimiento. Si una particula en movimiento se considera reducida a
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un punto en un espécio de tres dimensiones, siendo z, y, z sus coor-
denadas rectangulares y designando por { el tiempo, su movimiento
queda completamente determinado si se dan sus coordenadas z, y, z
como funciones de

z = f(0), y = g(1), z = h(f).

Asi, si una particula cae libremente a lo largo del eje vertical ¢,
bajo la sola influencia de la gravedad,

=0, y=20, z = — {gt%

donde g es la aceleracién de la gravedad. Si una particula gira unifor-
memente en una circunferencia de radio unidad, en el plano z, y, su
~movimiento estd caracterizado por las funciones

z = cos wi, y = sen wl,

donde « es una constante, llamada velocidad angular del movimiento.

Una funci6n matemética no es mds que una ley que regula‘la
interdependencia de cantidades variables. -No presupone la existencia
de una relacion de «causa y efectos entre ellas. Aunque en el lenguaje
corriente se utiliza a menudo la palabra «funcidn» con este altimo
sentido, evitaremos todas esas interpretaciones filoséficas; p. ej., la
ley de Boyle afirma que para un gas contenido en un recipiente, a
temperatura constante, el producto de la presion p y el volumen v
es una constante ¢ (cuyo valor depende a su vez de la temperatura);
es decir:

po =c.

Esta relacién permite despejar p en funcién de v, o v en funcién de p;
P = ¢/v, o bien, v = ¢/p, lo que no significa necesariamente que un
cambio de presion sea la «causa» de la variacién del volumen, ni tam-
poco lo contrario. Para el matematico, lo unico que importa es la
forma de la relacion entre ambas variables.

Los matematicos y los fisicos difieren, a veces, en cuanto al aspecto del con-
cepto de funcién, al que conceden gran importancia. Generalmente, los primeros
insisten en la ley de correspondencia, o sea, la operacién matemética que ha de
aplicarse a la variable independiente x para obtener el valor de la variable depen-
diente u. En este sentido, f( ) es un simbolo que representa una operacién mate-
madtica; el valor u = f(x) es el resultado de aplicar la operacién f( ) al nimero x.
Por otra parte, el fisico se interesa generalmente por la cantidad u en sf, mds que
por el procedimiento matematico mediante el cual se obtiene a partir de z. La
resistencia u que opone el aire a un cuerpo en movimiento depende de su veloci-
dad o y puede determinarse experimentalmente, sea 0 no conocida una férmuia
matemdtica explicita para calcular u = f(v). Lo que le interesa primordialmente
al fisico es la verdadera resistencia y no una f6rmula matemética particular f(v),
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excepto en cuanto el estudio de dicha férmula contribuya a analizar el compor-
tamiento de la cantidad u. Es ésta la actitud que se adopta generalmente cuando
se aplica la matematica a la fisica o a la ingenlerfa. En cdlculos mas avanzados
con funciones pueden evitarse muchas veces las confusiones estableciendo exacta-
mente si se considera la operacién f( ), mediante la cual sé asigna a z otra canti-
dad u = f(z), o si interesa primordialmente u, que puede depender de manera
enteramente distinta de otra variable z; p. ej., el area de un circulo viene dada
por la funcién u = f(xr) = nx3, siendo x el radio, y también por la funcién u =
= g(z) = z%/4n, donde z es la longitud de la circunferencia.

Tal vez, el tipo mds sencillo de funcién matemética de una varia-
ble son los polinomios, de la forma:

u = f(x) = ap + oz + asx® + -+ 4 an2®,

con «coeficientes» constantes, ao, ai, @2, ..., dq. Después vienen las
funciones racionales, tales como

1 2r + 1

1
Y= YTy YT AYseis

que son cocientes de polinomios; y las funciones {rigonométricas, sen x,
cos  y tg * = sen x/cos z, para las cuales el método méas cémodo de
definicion consiste en referirlas al circulo unidad £2 4 %2 =1, en el
plano &, . Si el punto P(, ) se mueve sobre la circunferencia de este
circulo y es z el 4ngulo que debe girar el semi-eje positivo § para que
coincida con OP, entonces sen x y cos x son las coordenadas de
P:cosc=2E senz=m.

2. Medida de los Angulos en radianes.—En la practica, los dngulos
se miden en unidades que se obtienen dividiendo un 4ngulo recto en
un cierto nimero de partes iguales. Si son 90, la unidad es el «grado»
sexagesimal. Para nuestro sistema decimal serfa mejor dividir el an-
gulo recto en 100 partes iguales, aunque equivaldria al mismo prin-
cipio de medida. Sin embargo, para ciertos fines teéricos, es ventajoso
utilizar un método esencialmente distinto para caracterizar la magni-
tud de un angulo y que se llama su «medida en radianess. Numerosas
e importantes férmulas, en las cuales aparecen las funciones trigono-
métricas de un angulo, adquieren una forma mas sencilla con este
sistema que si los dngulos se miden en grados.

Para hallar la medida en radianes de un dngulo, describiremnos una
circunferencia de radio igual a 1 y centro en el vértice del 4ngulo.
Este determinara un arco s en la circunferencia, y definimos la lon-
gitud de ese arco como la medida en radianes del dngulo. Puesto que
la circunferencia completa de radio 1 tiene la longitud 2, el dngulo
de 360° tiene como medida 2 radianes. De aqui se deduce que si z
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representa la medida en radianes de un 4ngulo, g y su medida en
grados, existe entre ambas la relaciéon y/360 = z/2x; o sea,

ny = 180x.

Asi, un angulo de 90° (y=90) tiene una medida en radianes
x = 90m/180 = =/2, ete. Por otra parte, el dngulo de un radidn (4n-
gulo cuya medida en radianes es £ = 1) es el angulo que subtiende
un arco igual al radio del circulo. Expresado en grados, sera igual a
y = 180/r = 57,2957 ... °©. Deberemos multiplicar siempre la medida
en radianes x de un angulo por el factor 180/ para obtener su me-
.dida y en grados. -

La medida x de un dngulo en radianes es, por consiguiente, igual
al doble del area A del sector del circulo unidad que determina ese
angulo, ya que la razén de dicha superficie a la total del circulo es
igual a la del arco correspondiente a la longitud de la circunferencia:
z[2rn = Afw, T = 2A.

En lo que sigue, el 4ngulo z significard siempre aquel cuya medida
en radianes es z. Un dngulo de x grados se escribird siempre z°, para
evitar ambigtiedad.

Es evidente que la medida en radianes es muy util para las opera-
ciones analiticas. Sin embargo, para los usos practicos resulta incé-
moda, Puesto que = es irracional, nunca podriamos volver al mismo
punto de la circunferencia, si llevamos repetidas veces el dngulo uni-
dad, es decir, aquel cuya medida en radianes es 1. La unidad usual
es tal que, después de llevar 360 veces 10, o cuatro veces 90°, se vuelve
al punto de partida.

8. Grafica de una funcién. Funciones inversas.—Muchas veces,
una simple representacién geométrica muestra claramente el carac-
ter de una funcién. Si x, u, son coordenadas de un plano respecto a un

" par de ejes perpendiculares, las funciones lineales, tales como u=az+-b,
estdn representadas por lineas rectas; las funciones cuadréticas, tales
como u = ax? 4 bx - ¢, por parabolas; la funcién u = 1/z, por una
hipérbola, etc. Por definicion, la grdfica de una funcién cualquiera
u = f(z) se compone de todos los puntos del plano cuyas coordena-
das z, u cumplen la condicion u = f(xr). Las funciones sen z, cos z,
tg x, estan representadas por las curvas de las figuras 151 y 152. Esas
graficas muestran claramente cémo aumentan o disminuyen los valo-
res de la funcié6n al variar z. :

" Un método importante para introducir nuevas funciones es el si-
guiente: Comenzando por una funcién conocida F(X), intentemos
resolver la ecuacion U = F(X), respecto a X, de tal modo que X
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F16. 151. -- Gréficas de sen x y cos x.

aparezca como funcion de U: "
X = GU)

La funcion G(U) se llamara en-
tonces una funcion inversa de
F(X). Este procedimiento con- 3
duce a un resultado unico sélo
cuando Jla funcién U = F(X)
define una representacion bi-
univoca del dominio X en el
U; es decir, si la desigualdad Fi6. 152.—u = tg .

X1 # X, entraifia siempre esta

otra: F(X)) # F(Xz); pues sélo entonces quedara definida univoca-
mente una X para cada U. '

El caso antes visto, en el cual X significaba un tridngulo cual-
quiera del plano, y U = F(X) su perimetro, es un ejemplo oportuno.
Es evidente que esta representacion del conjunto de los tridngulos S
en el conjunto T de los numeros reales positivos no es biunivoca, ya
que existen infinitos tridngulos que tienen el mismo perimetro. Asi,
pues, en este caso la relaciéon U = F(X) no sirve para definir una
funcién inversa tunica. Por otra parte, la funcion m = 2n, donde n
varia en todo el conjuntp S de los niimeros enteros y m en el con-
junto T de los enteros pares, proporciona una correspondencia biuni-
voca entre ambos conjuntos, y la funcién inversa n = m/2 esta defi-
nida univocamente. Otro ejemplo de una representacion biunivoca lo
proporciona la funcién

u = a3,

Al variar x en el conjunto de todos los numeros reales, u reco-
rrerd el mismo dominio, tomando cada valor una vez y sélo una. La
funcién inversa, definida univocamente, es

3/-—
X = u,
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En el caso de la funcion
u = x2,

la funcién inversa no est4 determinada univocamente. Puesto que
u = z2 = (—x)?, a cada valor positivo de u corresponderan dos de z.
Pero si, como es costumbre, se conviene que el simbolo +/u repre-
sente el numero posilivo cuyo cuadrado es u, la funcién inversa

t=Vu

existe, siempre que limitemos la variacién de x y de u a valores positivos.

Observando la grafica de una funcién u = f(r) de una variable,

puede deducirse de una ojeada la existencia de una funcién inversa

uinica. Esta estar4 univocamente definida, si a cada valor de u corres-

s ponde otro de x y uno solo. En la gréfica,

esto significa que ninguna paralela al eje x

corta a la curva en mas de un punto, lo

que ocurrird ciertamente si la funcién

u = f(x) es mondlona; es decir, si aumenta

o disminuye constantemente al aumentar r;

. 0 p- €., si u = f(x) es monétona creciente,

para 11 < xz se tendra siempre uy = f(11) <

< ug = f(xz). De aqui se deduce que para

un cierto valor de u puede existir a lo mas

un z, tal que u = f(z), con lo que la fun-

cibn inversa quedara definida unfvoca-

Fic. 153, —u = 23, mente. La grafica de la funcién inversa

x = g(u) se obtiene simplemente haciendo

girar el dibujo primitivo un dngulo de 180° alrededor de la bisectriz

del primer cuadrante (Fig. 154), con lo cual se cambian entre si las

posiciones de los ejés x y u. La nueva posicién de la curva muestra

como funcién de u. En la posiciéon original de la grafica, u aparece

como la altura por encima del eje horizontal x, mientras que, después

de la rotacién, la misma curva muestra x como altura sobre el eje

horizontal u.

Las observaciones del parrafo anterior pueden aclararse conside-

rando el caso de la funcién

u=x

u=1tgzx.

Esta funcion es monotona para —=/2 < r < w/2 (Fig. 152). Los
valores de u, que crecen monétonamente con z, varian desde — oo
a +oo, por lo que la funcién inversa

x = g(u).
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o
e

/ /

F16. 154, — Funciones inversas,

estd definida para todo valor de u. Se designa por tg—lu, o bien
por arc tg u. Asi, arc tg 1 = =/4, ya que tg n/4 = 1. La figura 155
muestra esta funcién,

F16. 133.—x = arc tg u,

4. Funciones compuestas.—Otro método para crear nuevas fun-
ciones, partiendo de dos o mas previamente dadas, consiste en for-
mar funciones compuestas; p. ej., la funcién

n=tx) =vV1+a
se «compone» de estas dos mas sencillas:
c=g@) =1+ 2, u=hzo)=Vz,
y puede escribirse de la manera siguiente:

u = f(x) = hg[z]) (1éase ¢h de g de xe).
Anilogamente, la funci6n

u=fx)=1/vV1t-—2z
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estd compuesta por las tres funciones:

— 1
z=g(x) =1 — a2, w= h(z) =z u=k(w)=7,

por lo que resulta:
u = f(x) = k(h[g(x)]).
La funcién

1
u = f(x) = sen?
se compone de las dos funciones siguientes:
1
Z=g@)=— y u=ha=senz

La funcién f(x) no estd definida para r = 0, puesto que para este valor la
expresnén 1[1: no tiene signif:cado. La grafica ‘e esta funcién notable se obtiene
de la del seno. Sabemos que sen z = 0 para z = km, donde k es cualquier entero
positivo o negativo. Ademés,

i
1 para = = (4k + 1)—2—,
senz =
b
—1 para z = (4k — 1)7,

siendo k un entero cualquiera. De donde se deduce:

0 para ¥ = -—,

kr
sen—l— =4(¢1 para x=——2——,
z (4k + )m
—1 para = ——2———
4k —
Si damos sucesivamente a k los valores k = 1, 2, 3, 4, * -, como los denomi-

nadores de estas fracciones aumentan indefinidamente, los valores de x para los
que la funcién sen (1/z) es igual a 1, —1, 0, se acumularan cada vez mas en torno
al punto x = 0. Entre uno de esos puntos y el origen existira ademds un nimero
infinito de oscilaciones de la funcién, cuya gréafica aparece en la figura 156.

5. Continuidad.—Las graficas de las funciones que hemos conside-
rado hasta ahora proporcionan una idea intuitiva del concepto de
continuidad. En una seccién posterior analizaremos con toda preci-
sion este concepto, después de haber establecido de forma rigurosa
el de limite. Hablando en términos generales, diremos que una fun-
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I'16. 156.—~u = sen 1
z

cion es continua cuando la grafica es una curva sin interrupcion
(véase pag. 321). Puede estudiarse la continuidad de una funcién dada,
u = f(z), haciendo que la variable independiente & se aproxime inde-

finidamente, por la derecha y
por la izquierda, hacia un valor
prefijado ;. A menos que la
funcion u = f(r) sea constante
en el entorno de x,, su valor
cambiar4a. Si el valor de f(x)
tiende al de f(x;), es decir, al
valor de la funcién en el punto
prefijado x = x,, cualquiera que
sea la forma como tienda x a X,
por un lado o por el ofro, se
dice que la funcién es continua
en el punto. ;. Si esto es cierto
para todo punto x de un cierto
intervalo, se dice que la funcién
es continua en el infervalo.
Aunque toda funcién que
esté representada por una curva

sin interrupciones es continua, es facil definir funciones que no son
continuas en todo punto; p. €j., la funciéon de la figura 157, definida

u

F1G. 157. — Discontinuidad finita.

para todo valor de r, mediante el convenio

@) =1+=

para >0

f@)= —14 2z para 20
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es discontinua en el punto x; = 0, donde toma el valor —1. Si inten-
tamos dibujar una grafica de la funcion, tendremos que levantar el
14piz del papel en este punto. Si nos acercamos al valor r; = 0 desde
la derecha, f(x) tiende a +1, que difiere del verdadero valor en ese
punto. No basta, para establecer la continuidad, el hecho de que al
tender x a 0, por la izquierda, f(z) tienda a —1.

La funcién f(r) definida para todo x por el convenio

fx)=0 para x#0, f0)=1,

presenta una discontinuidad de distinto tipo en el punto 1, = 0. Aqui,
al tender r a 0, existen ambos limites, tanto por la izquierda como por
la derecha, y son iguales; pero este limite comiin no coincide con f(0).

Otro tipo de discontinuidad es el que ofrece la funcién de la figu-
ra 158

1
u=f(x) = =

en el punto z = 0. Si se hace tender x a cero, sea por la derecha o
por la izquierda, u tiende a infinito; la grafica de la funcién se inte-
rrumpe en este punto, y peque-
fas variaciones de x en el en-
torno de £ = 0 pueden produ-
cir cambios muy grandes en u.
En sentido estricto, el valor de
la funcién no esta definido para
z = 0, ya que infinito no es un
nimero y, en consecuencia, no
podemos decir que f(r) sea infi-
nita para z = 0. Por tanto, nos

o limitamos a decir que f(z) «tien-
de a infinito» al tender x a cero.
Fi6. 158. —Discontinuidad infinita. “Un tipO distinto de discon-

tinuidad aparece en la funcién

u = sen (1/x), en el punto z = 0, como resulta evidente de la grafica
de la funci6én (Fig. 156).

Los ejemplos precedentes ponen de manifiesto las diversas formas

en que puede dejar de ser continua una funcién en un punto x = z;:

1) Es posible a veces conseguir que la funcién sea continua en

T = 1, mediante una definicion adecuada de su valor para r = r;;

p. €j., la funcién u = z/x es constantemente igual a 1 si x % 0; no

est4, en cambio, definida para x = 0, porque 0/0 es un simbolo ca-




































































































































