CAPITULO VII
MAXIMOS Y MINIMOS

Introduceién.—Un segmento rectilineo es la linea mas corta entre
dos puntos. Un arco de circulo maximo es la curva mas corta que une
dos puntos de una superficie esférica. Entre todas las curvas planas
cerradas de la misma longitud, la circunferencia encierra el drea mayor;
entre todas las superficies cerradas de igual area, la esfera encierra
el mayor volumen.

Estas propiedades de mdximo y minimo eran conocidas de los
griegos, aunque a menudo se enunciaban los resultados sin serio in-
tento de dar la demostracion. Se atribuye a Heron de Alejandria
(siglo 1 a. de J.C.), uno de los més significativos descubrimientos de
la ciencia griega. Se sabia, desde mucho tiempo antes, que un rayo de
luz procedente de un punto P y que incide sobre un espejo plano L,
en un punto R, se refleja en direccion a un punto @, tal que PR y
QR forman #angulos iguales con el espejo. Herén encontré que si R’
es otro punto del espejo, la distancia total PR’ + R'Q es mayor que
la distancia PR + QR. Este teorema, que demostraremos a continua-
cion, caracteriza la trayectoria real PQR, de la luz, como el camino
mds corto posible entre Py Q, que toca al espejo, descubrimiento que
puede considerarse como el germen de la 6ptica geométrica.

Es muy natural que los matematicos se interesen por cuestiones
de este tipo. En la vida diaria se presentan constantemente proble-
mas de maximos y minimos, de lo «6ptimo» y lo «peor». Muchas cues-
tiones de importancia practica se plantean de este modo; p. ej., ;qué
forma ha de tener una nave para presentar una resistencia minima al
agua? yCudl es el recipiente cilindrico, construido con una cantidad
dada de chapa, que tiene un volumen méximo?

Habiéndose iniciado en el siglo xvi1, la teoria general de los valores
extremos—maximos y minimos—se ha convertido en uno de los
principios sistematicos integrantes de la ciencia. Los primeros pasos
de Fermat en su calculo diferencial estuvieron animados por el deseo
de estudiar las cuestiones de maximos y minimos por medio de méto-
dos generales. En el siglo siguiente, se amplio el campo de aplicacién
de estos métodos mediante la invencidn del cdlculo de variaciones. Era
cada vez mas evidente que las leyes fisicas de la Naturaleza encon-
traban su expresion mas adecuada en el principio de minimo, el cual
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proporciona un acceso natural a una solucién més o menos completa
de problemas particulares. Una de las realizaciones mas notables de
la matematica contempordnea es la teoria de los valores estaciona-
rios, generalizacion del ¢oncepto de valores extremos, que combina el
anglisis con la topologia. La exposicion que haremos de toda esta
cuestién serd completamente elemental.

I. PROBLEMAS DE GEOMETRIA ELEMENTAL

1. Tridngulo de irea maxima, dados dos lados.—Se dan dos seg-
mentos a y b, y se pide hallar el tridngulo de drea maxima que
tenga esos segmentos por lados. La solu-
cién es sencillamente el tridngulo rectingu-
lo de catetos a y b. Pues si consideramos
cualquier tridngulo (Fig. 176), dos de cuyos
lados sean a y b, y h la altura respecto a a
como base, el area del triangulo sera Fre. 176.

A =1/sah. Ahora bien: 1/pah serd maximo
cuando sea maximo h, lo que ocurrira si k coincide con b; es decir,
para un tridngulo rectangulo. Por tanto, el area maxima es 1/sab.

2. Teorema de Herén. Propiedad extremal de los rayos luminosos.
Sea una recta L y dos puntos P y Q al mismo lado de L; ¢para qué
punto R de L es PR + R(Q la trayectoria minima de P a Q tocando
a L? Este es el problema de Herén del rayo luminoso. (Si L fuera la
ribera de un rio y alguien tuviera que ir de P a ( tan ripidamente
como fuera posible, teniendo que sacar durante el camino un cubo
de agua de L, tendria que resolver precisamente este problema.)

Para hallar la solucion, reflejemos P sobre L como si fuera un
espejo, obteniendo el punto P’, de tal manera que L es la mediatriz
de PP'. La recta P’Q corta a la L en el punto buscado R. Es inme-
diata la demostracion de que PR 4 RQ es menor que PR + R'Q,
para cualquier otro punto R’ de L. Puesto que PR = P'Ry PR'=
= P'R’, se deduce que PR+ RQ=PR+ RQ=PQ, y que
PR 4+ R'Q = P'R’' + R'Q. Pero como P'R' 4 R'Q es mayor que
P’Q (puesto que la suma de dos lados cualesquiera de un tridngulo
es mayor que el tercero), resulta que PR’ 4+ R'Q es mayor que
PR + R(Q, como se queria probar. En lo que sigue, supondremos que
ni P ni Q se encuentran sobre L.

De la figura 177 se deduce que son iguales los angulos 2 y 3, asi
como los 2 y 1, luego también son iguales 1 y 3. En otras palabras,
R es un punto tal que PR y QR forman dngulos iguales con L. De esto
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se deduce que un rayo luminoso que se refleje en L (del cual se sabe
por experiencia que forma angulos iguales de incidencia y de refle-
xi6n) sigue en realidad la trayectoria mas corta que conduce de P a ()
pasando por L, como antes se
afirmé en la introduccion.

Puede generalizarse el proble-
ma para incluir el caso de varias
rectas, L, M, ... Sean, p. €j., dos
rectas L y M, y dos puntos Py
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L= 2\ - __-TF Q, situados como en la figura 178;
| S el problema consiste en encontrar
i la trayectoria minima de P a L,
L P de aqui a M y después a Q. Sea
P Q' el simétrico de Q, respecto a la
F16. 177.—Teorema de Herén. recta M,y Q" el de Q" respecto a L.

Trécense las rectas PQ", que corta
a Len R,y RQ', que corta a M en S; los puntos R y S son los bus-
cados, siendo PR + RS + SQ el camino minimo de P a Q, que pasa
por L y M. La demostracién es muy parecida a la del problema an-
terior y queda al cuidado del lector. Si L y M fueran espejos, un rayo

S \\‘I‘l'

Q

F1e. 178, —Reflexién sobre dos espejos.

luminoso procedente de P, que se reflejara en L y después en M,
para seguir hacia , incidiria sobre L en R y sobre M en S, de donde
resulta otra vez que el rayo luminoso sigue la trayectoria de longitud
minima.

Cabe preguntarse cudl es la trayectoria minima de P a M, des-
pués a L y desde alli hasta Q. Esto daria una trayectoria PRSQ
(Fig. 179), determinada de manera analoga a la anterior PRSQ. La
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longitud de la primera trayectoria puede ser mayor, igual o menor
que la de la segunda.
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N
Fiag. 179.

*Ejercicio: Demuéstrese que la primera trayectoria es menor que la segunda

si Oy R estan a un mismo lado de la recta PQ. ;En qué caso tendran ambas tra-
yectorias igual longitud?

3. Aplicaciones a problemas sobre tridéngulos.—Con ayuda del teo-
rema de Heron puede obtenerse facilmente la solucién de los dos
problemas siguientes: a) Dados el drea A y un lado ¢ = PQ de un
tridngulo, determinese éste
de forma que la suma de
los otros dos lados a y b sea
minima. Conocer el lado ¢
y el drea A de un tridngu-
lo equivale a conocer el lado
¢ y la altura correspondien-
te h, ya que A =1/ghc. Con
referencia a la figura 180 el
prOblema com:uste, por tan- Fic, 180.—Tridngulo del perimetro minimo, dadas
to, en determinar un punto su firea y su base.

R tal que la distancia del

mismo a la recta PQ sea igual a la altura dada h, y de manera que
la suma a + b sea minima. De la primera condicion se deduce que R
debe ser un punto de la paralela a PQ a la distancia h. La solucién
nos la procura el teorema de Herén para el caso especial en que Py Q
equidistan de L; el tridngulo pedido, PRQ, es isosceles.

b) De un triangulo se conocen el lado ¢ y la suma a -+ b de los
otros dos lados; de todos los tridngulos posibles, héllese el de area
maxima. Este no es otro que el problema inverso del a), y la solu-
ci6n es nuevamente el tridngulo isésceles para el cual a = b. Segin
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acabamos de demostrar, en este tridngulo es minimo el valor de
a + b; es decir, en cualquier otro triangulo de base ¢ y de igual 4rea,
es mayor el valor de a + b. Ademas, resulta evidente de a) que cual-
quier tridngulo de base ¢ y 4rea mayor que la del tridngulo isésceles
tiene también mayor la suma de a y b. En consecuencia, cualquier
otro tridngulo que tenga los mismos valores para a + by ¢ debe tener
un 4rea menor, de forma que el tridngulo isosceles es el de area ma-
xima, dados ¢ y a + b.

4. Propiedades de las tangentes a la elipse y a la hipérbola. Pro-
piedades extremales de las mismas.—El problema de Her6n est4 rela-
cionado con algunos teoremas geométricos importantes. Hemos de-
mostrado que si R es un punto de L, tal que PR 4 RQ es minima,
PR y QR forman angulos iguales con L. Llamaremos 2a a esa dis-
tancia total minima. Designemos por p y ¢ las distancias de un punto
cualquiera del plano a P y Q, res-
pectivamente, y consideremos el
lugar geométrico de fodos los pun-
tos del plano, para los cuales,
P + q = 2a. Este lugar es una
elipse, de focos P y Q, y que pasa
por el punto R de la recta L.
Ademas, L debe ser tangente a la

Fic. 181.—Propiedad de la tangente ell‘pse en R. Si L ?Ol:tase a la
a la elipse, elipse en un punto distinto de R,
deberia existir un segmento de L
interior a la elipse, y para cada punto del mismo, p 4 ¢ seria menor
que 2a, ya que es facil ver que p 4 ¢ es menor que 2q para los puntos
interiores a la elipse, y mayor para todo punto exterior. Puesto que
sabemos que la desigualdad p 4+ ¢ > 2a no se cumple para ningin
otro punto de L, esta ultima hipétesis es imposible. De ahi que L deba
ser tangente a la elipse en R. Pero como sabemos que PR y R(Q for-
man angulos iguales con L, hemos demostrado incidentalmente el
siguiente teorema importante: Cnalquier tangente a una elipse forma
dngulos iguales con los radios vectores que unen el punto de tan-
gencia a los focos.

El siguiente problema esta intimamente relacionado con la con-
clusion anterior;: Dada una recta L y dos puntos P y Q, situados en
lados opuestos de L (Fig. 182), héllese un punto R de L, tal que
| p — g, es decir, el valor absoluto de la diferencia de las distancias
de Py Q a R sea mdximo. (Supondremos que L no es la mediatriz
de PQ, pues entonces, p — ¢ seria igual a cero para cualquier punto
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R de L y el problema careceria de interés.) Para resolverlo, hallemos
primero el simétrico de P respecto a L, obteniendo el punto P’, del
mismo lado de L que Q. Para cualquier punto R’ de L, se tiene:
p=R'P = RP, ¢ = R'Q. Puesto que R, Q y P’ pueden conside-
rarse como los vértices de un tridngulo, |p — ¢| = |R'P' — R'Q|
nunca serd mayor que P'Q,
pues la diferencia entre dos
lados de un tridngulo nunca
excede al tercer lado. Si R’, P’

P
)
]

y . ' ~ \

y Q estdn sobre la misma recta, ! SN

|p—gq| serd igual a P'Q, ! N

como se deduce de la figura. R ' R

. e
En consecuencia, el punto R i i
. . 7’

buscado es la interseccién de L ‘e

con la recta que une P con Q. P

Como en el caso anterior, es Fic. 182.—| PR — QR | — misximo.

facil ver que los 4ngulos que
forman RP y RQ con L son iguales, ya que los tridngulos RPR' y
y-RP’'R’ son congruentes.

Este problema estd relacionado con una propiedad de la tan-
gente a la hipérbola, en igual forma que el anterior lo estaba con la
tangente a la elipse. Si la diferencia méxima | PR — QR | tiene el
valor ‘2a, cabe considerar el lu-
gar geométrico de  todos los
puntos del plano para los cuales

R p — ¢ tiene el valor absoluto 2a;

es decir, la hipérbola de focos

P y Q que pasa por el punto R.

Es facil ver que el valor abso-

Q L  luto de p — q es menor que 2a

en la regién situada entre las

dos ramas de la hipérbola y

Fro. 183, — Propledad e la tangente mayor que 2a en el lado de
cada rama donde estd situado

el foco correspondiente. Por un razonamiento esencialmente idén-
tico ‘al utilizado para la elipse, se deduce que L debe ser tangen-
te a la hipérbola en R. De la situacién de P o Q, esto es, de su mayor
o menor distancia a L, depende que esta recta sea tangente a
una u otra rama de la hipérbola; si P estd mds cerca, la rama que
rodea P tocard a L, y lo mismo para Q (Fig. 183). Si P y Q equidistan
de L, entonces ésta no tocara a ninguna de las dos ramas de la hi-
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pérbola, sino que serd una de las asintotas de la curva. Este resultado
es evidente si se observa que en tal caso la construccién precedente
no proporcionard ningin punto R (a distancia finita), ya que la recta
P'Q es paralela a L.

Como en los casos anteriores, este razonamiento prueba el teore-
ma bien conocido: la tangente a una hipérbola en cualquier punto
de ella es bisectriz del angulo subtendido en dicho punto por los focos.

Podra parecer extrafio que tengamos que resolver un problema
de minimo cuando P y Q se encuentran del mismo lado de L, mien-
tras que, si estan a distinto lado, se transforma en un problema de
maximo. Esto es natural, por la siguiente causa: en el primer pro-
blema, cada una de las distancias p y ¢, y, por tanto, su suma, llega
a exceder a cualquier limite prefijado, a medida que nos movemos
a lo largo de L, en cada una de las dos direcciones posibles. De ahi
que sea imposible encontrar un valor méximo para p + ¢, siendo un
problema de minimo la tnica posibilidad. Es enteramente distinto lo
que ocurre en el segundo caso, cuando P y ( se encuentran a distinto
lado de L. Aqui, para evitar confusiones, debemos distinguir entre
el valor de la diferencia p — ¢, su opuesto ¢ — p, y el valor absoluto
| p — q |, siendo este altimo el que puede ser mdximo. Se entendera
mejor esto si hacemos que el punto R se mueva'a lo largo de L, adop-
tando distintas posiciones R;, Ra, Rg, ... Existe un punto para el cual
la diferencia p — q es cero: la interseccion de la mediatriz de PQ
con L. Por consiguiente, este punto corresponde a un minimo del
valor absoluto | p — ¢ |. Pero, a un lado de este punto p es mayor
que ¢, y en el otro, menor, de donde resulta que p — ¢ es positiva
a un lado de ese punto y negativa al otro. En consecuencia, la propia
diferencia p — ¢ no es ni maxima ni minima en el punto para el cual
| p — q| = 0. Sin embargo, el punto que hace maximo a [p — ¢q| es
realmente un valor extremo de p — ¢. Si p > ¢, se tendrd un maximo
para p — q; si ¢ > p resultard un méximo para ¢ — p; o sea, un
minimo para p — ¢. El que exista maximo o minimo para p —g¢q
queda determinado por la posicién de los dos puntos dados, Py Q,
respecto a la recta L.

Hemos visto que no existe soluciéon para el problema de maximo
si los puntos P y Q equidistan de L, pues entonces, como se observa
en la figura 182, P'Q es paralela a L. Esto corresponde al hecho de
que la cantidad | p — ¢ | tiende a un limite, cuando R tiende a infi-
nito a lo largo de L, en cualquiera de las dos direcciones posibles.
Este valor limite es la longitud de la proyeccién ortogonal s de PQ
sobre L (el lector puede demostrarlo como ejercicio). Si P y @ equi-
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distan de L, entonces | p — q| serd siempre menor que ese limite,
no pudiendo existir maximo, puesto que, para todo punto R, se puede
encontrar otro mas alejado y tal que el valor correspondiente de
| p — q | sea mayor, pero todavia inferior a s.

*5. Distancias extremales a una curva dada.—Determinaremos, en
primer lugar, las distancias minima y mdrima de un punto P a una
curva dada C. Para mayor sencillez, supongamos que C es una cur-
va simple cerrada (Fig. 184) con tangente en cada punto. (Acepta-
mos aqui el concepto intuitivo de tangente a una curva, el cual serd
analizado en el préximo capitulo.) La respuesta es muy sencilla: un
punto R, situado en la curva C, para el cual la distancia PR sea
maxima o minima, debe ser tal que la recta PR sea perpendicular
a la tangente a C en R; en otras palabras, PR debe ser perpendicular
a C. La demostracién es la siguiente: la circunferencia de centro P,
que pasa por R, debe ser tangente a la curva. Pues si R es el punto
de distancia minima, ¢ ha de /
encontrarse por completo fuera
del circulo y, en consecuencia,
no puede cortar a su circunfe-
rencia en R; por otra parte, si R
es el punto de distancia maxima,
C debe ser interior a la circun-
ferencia, por lo que tampoco en
este caso puede cortarla en R.
(Esto se deduce de un hecho
evidente: la distancia de cual-
guier punto a P es menor que
RP si el punto es interior al circulo, y mayor que RP si es exterior.)
De todo ello resulta que la circunferencia y la curva C se tocardn y
tendrdn una tangente comiun en R. Ahora bien: por ser la recta PR
un radio de la circunferencia, sera perpendicular a su tangente en
R y, en consecuencia, perpendicular a C en R.

Resulta, ademas, que el didmetro de una curva cerrada C, es decir,
su cuerda maxima, debe ser perpendicular a C en ambos extremos.
La demostracién queda a cargo del lector, como ejercicio. Una afirma-
ci6on similar puede formularse y demostrarse para tres dimensiones.

Ry

Fi16. 184, — Distancias extremales a una curva.

Ejercicio: Demuéstrese que los segmentos maximo y minimo, que unen dos
curvas cerradas que no se cortan, son perpendiculares a las mismas en sus puntos
extremos.

Pueden generalizarse ahora los problemas del numero anterior,
referentes a la suma o diferencia de distancias. En lugar de una recta L
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consideremos una curva simple cerrada C, con tangente en cada
punto, y dos puntos, P y (, no situados sobre ella, Deseamos carac-
terizar los puntos de C, para los cuales la suma p -+ ¢ y la diferencia
p — q toman valores extremos, designando por py ¢ las distancias
de un punto cualquiera de C a P y (, respectivamente. No es posi-
ble utilizar aqui las sencillas construcciones de simetria de que nos
servimos cuando C era una recta, pero podemos utilizar las propie-
dades de la elipse y de la hipérbola para resolver estos problemas.
Puesto que C es una curva cerrada y no una recta indefinida, ahora
tiene sentido plantearse ambos problemas, el de maximo y el de mi-
nime, pues puede suponerse que p 4+ ¢ y p — q toman dos valores,
maximo y minimo, sobre cualquier arco finito de curva, en particu-
lar sobre una curva cerrada (véanse pags. 376 y siguientes).

En el caso de la suma, p + ¢, supongamos ‘que R es el punto de C
para el cual p + g es maximo y sea 2a el valor de p + ¢q en R. Consi-
deremos la elipse de focos P y @, lugar geométrico de todos los pun-
tos tales que p + ¢ = 2a. Esta elipse ha de ser tangente a C en R
(la demostracion queda a cargo del lector, como ejercicio). Pero hemos
visto ya que las rectas PR y QR forman 4ngulos iguales con la elipse
en R, y como ésta es tangente a C en R, las rectas PR y QR deben
formar también 4dngulos iguales con C en R. Si p + ¢ es minimo
para R, se ve, de forma analoga, que PR y QR forman angulos igua-
les con C en R. Tenemos asi este teorema: Se da una curva cerrada C
y dos puntos Py Q situados del mismo lado de C; en un punto R
de C, en el cual la suma p 4+ ¢ toma su valor maximo o minimo, las
rectas PR y QR forman angulos ignales con Ia curva C (es decir, con
su tangente) en R.

F16. 185.— Valores maximo y minimo Fi1c. 186.—Minimo de PR — QR.
de PR + QR.
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Si P es interior a C, y Q exterior, el teorema sigue subsistiendo
para el valor maximo de p + ¢, pero ya no se cumple para el mini-
mo, puesto que la elipse degenera en un segmento de recta.

Por un proceso andlogo, utilizando las propiedades de la hipér-
bola en lugar de las de la elipse, el lector podra demostrar el siguiente
teorema: Dada una curva cerrada C y dos puntos Py (J, separados
por C, existe un punto R de C en el cual p — ¢ toma un valor méaxi-
mo o minimo, y las rectas correspondientes PR y QR forman éngu-
los iguales con C. Debemos insistir una vez mas en que el problema
es distinto para una curva cerrada que para una linea indefinida,
puesto que en este Gltimo caso se buscaba el maximo del valor abso-
luto | p — ¢ |, mientras que ahora existe un maximo (y también un
minimo) de p — ¢q.

*II. UN PRINCIPIO GENERAL ACERCA
DE LOS PROBLEMAS DE VALORES EXTREMOS

1. El principio.—Los problemas precedentes son ejemplos de una
cuesti6n. general, para cuya mejor formulacién conviene utilizar el
lenguaje analitico. En el problema de hallar los valores extremos de
p + ¢, representemos por x e y las coordenadas del punto R; me-
diante 23, y1, las del punto fijo P, y por zz, Y, las de Q, con lo que

p=V@—-zP+@—y)? q=V @&—x)2+@¥y—ye

y el problema queda reducido al de determinar los valores extremos

de la funcién
f&,y)=p+4q

Esta funcion es continua en todo el plano, pero el punto cuyas coorde-
nadas son z, y ha de estar situado sobre la curva C, que vendra defi-
nida por una ecuacién ¢(r, y) =0; p. ej., 224+ y2 ~1 =0, si se
trata de la circunferencia unidad. El problema consiste ahora en
encontrar los valores extremos de f(r, y), cuando x e y estdn sujetos
ademds a la condiciéon g(z, y) = 0. En lo que sigue, estudiaremos
este tipo general de problema.

Para caracterizar las soluciones, consideremos la familia de cur-
vas definidas por la ecuacién f(z, y) = ¢, donde ¢ puede tomar cual-
quier valor, el mismo para todos los puntos de cada curva de la fami-
lia. Supongamos que por cada punto del plano pasa una, y sélo una,
de las curvas de la familia f(z, y) = ¢; al menos, si nos limitamos a
los puntos situados en la proximidad de la curva C. Entonces, al

COURANT,—13
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variar ¢, la curva f(z, y) = ¢ barrera una parte del plano, sin pasar

dos veces por un mismo punto de esta region. (Las curvas 22 — y2=c,

x + y = ¢ y £ = c son familias de ese tipo.) En particular, una curva

de la familia pasara por

R, donde f(x, y) toma su

valor maximo en C, y

otra pasard por el punto

Ry, donde f(z, y) toma su

R, valor minimo. Llamemos

a al maximo y b al mini-

mo. A un lado de la

curva f(x, y) = a, el valor

de f(z, y) serd menor que

a, y del otro lado, mayor

Fic. 187.—Valores e:]tlgeglll(;i a(?e una funciéon sobre gzaéfuce?tzsg:e dff(;)’eyz’,lf

contrarse enteramente a

un lado de la curva f(z, y) = a, por lo que debe ser tangente a ella

en R;. Anilogamente, C debe ser tangente a la curva f(z, y) =b

en Ry. Tenemos asf el teorema general: si en un punto R de una curva

C, una funcién f(x, y) tiene un valor exiremo a, la curva f(x, y) = a es
tangente a C en R.

2. Ejemplos.—Es facil ver que los resultados anteriores son casos
especiales de este teorema general. Si p + ¢ ha de tomar un valor
extremo, la funcion f(z, y) es p + ¢, y las curvas f(zx, y) = c son elipses
homofocales, de focos P y Q. Como prevé el teorema general, las elip-
ses que pasan por los puntos de C, donde f(z, y) toma sus valores

o

Fic. 188.—Elipses homofocales. F16. 189.—Hipérbolas homofocales.

S(zy)=¢
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extremos, serdn tangentes a C en dichos puntos. Cuando se buscan
los valores extremos de p — ¢, la funcién f(z, y) es p — ¢, y las cur-
vas f(x, y) = ¢ son hipérbolas homofocales, de focos P y Q, y las
hipérbolas que pasan por los puntos que dan valores extremos a
f(z, y) son tangentes a C.

Otro ejemplo es el siguiente: dado un segmento PQ y una recta L,
que no lo corta, jdesde qué punto de L subtenderda PQ un angulo
maximo?

La funcién cuyo maximo se busca es el angulo 6 que forman los

F16. 180. — Punto de L, desde el que se ve bajo angulo maximo el segmente PQ.

extremos de PQ con diferentes puntos de L. El 4dngulo formado por
PQ con cualquier punto R del plano es una funcién 0 = f(z, y) de
las coordenadas de R. Por geometria elemental, sabemos que la fa-
milia de curvas 6 = f(z, y) = c es el haz de circunferencias que pasan
por Py Q, puesto que una cuerda de un circulo subtiende el mismo
dngulo para todos los puntos de la circunferencia del mismo lado de
la cuerda. Como puede verse en la figura 190, dos de esas circunfe-
rencias seran en general tangentes a L, estando sus centros a dis-
tinto lado de PQ. Uno de esos puntos de tangencia proporciona el
maximo absoluto de 6, mientras que el otro corresponde a un méximo
srelativos (es decir, el valor de 0 serd, en un cierfo entorno de este
punto, menor que en el propio punto). El mayor de ambos méximos,
el maximo absoluto, estd dado por el punto de tangencia que se en-
cuentra en el dngulo agudo formado por la prolongaciéon de PQ y
L; y el menor, por el punto situado en el angulo obtuso formado
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por estas dos rectas. (El punto donde la prolongacion de PQ corta
a L proporciona el valor minimo de 0, o sea, cero.)

Para generalizar este problema, podemos reemplazar L por una
curva C y tratar de determinar el punto.R de C, tal que un segmento
dado PQ (que no corta a C) subtienda un angulo maximo o minimo.
También en este caso la circunferencia que pasa por P, § y R debe
ser tangente a C en R.

IIl. LOS PUNTOS ESTACIONARIOS Y EL CALCULO DIFERENCIAL

1. Extremos y puntos estacionarios.—Hasta aqui no hemos hecho
uso de la técnica del calculo diferencial. En realidad, nuestros métodos
elementales son mucho mas sencillos y directos que los del calculo.
Por regla general, en el pensamiento cientifico, es mejor considerar
los rasgos peculiares de un problema que fiarse exclusivamente de los
métodos generales, aunque los esfuerzos individuales deban guiarse
siempre por un principio que aclare el significado de los procedi-
mientos especiales utilizados. Este es precisamente el papel que des-
empefia el calculo diferencial en los problemas de maximos y mini-
mos. El ansia moderna por la generalizacién representa sélo un as-
pecto de los hechos, pues la vitalidad de la matematica depende pri-
mordialmente del matiz individual de los problemas y métodos.

En su desarrollo histoérico, el calculo diferencial fué intensamente
influido por los problemas particulares de maximos y minimos. La
conexi6n entre éstos y el calculo diferencial se produce de la siguiente
manera. En el capitulo VIII haremos un estudio detallado de la deri-
vada f'(x) de una funcién f(z), y de su significado geométrico. En
pocas palabras, la derivada f'(r) es la pendiente de la tangente a la
curva y = f(x) en el punto (z, y). Geométricamente, es evidente que
en un maximo o minimo de una curva continua y = f(z), la tangente
a la misma debe ser horizontal; es decir, su pendiente igual a cero.
Asi se obtiene la condicion f'(x) = 0, que han de cumplir los valores
extremos de f(x).

Para comprender lo que significa la anulacién de f'(z), examine-
mos la curva de la figura 191. Existen cinco puntos A, B, C, Dy E
en los cuales la tangente a la curva es horizontal; designemos por q,
b, ¢, d y e los valores de f(x) en dichos puntos. El maximo de f(x) en
el intervalo representado se encuentra en D, y el minimo, en A. El
punto B representa también un méximo en el sentido de que para
todos los puntos en la proximidad inmediata de B, f(x) es menor que b,
aunque f(z) es mayor que b para los puntos que se encuentran cerca



SEC. I1II] PUNTOS ESTACIONARIOS Y CALCULO DIFERENCIAL 353

de D. Por esta razén, se dice que B es un mdrimo relativo de f(z*)
mientras que D es el mdrimo absolulo. Andlogamente, C representa
un minimo relativo, y A, el minimo absoluto. Finalmente, en E no
tiene f(x) ni maximo ni minimo, aunque f'(z) = 0. De ahi se deduce
que la anulacién de f'(x) es una condicién necesaria, pero no sufi-
cienle, para que exista un valor extremo de una funcién derivable

y

—

F1G. 191, — Puntos estacionarios de una funcién.

f(x); en otras palabras, para cualquier valor extremo, relativo o abso-
luto, debe ser f'(x) = 0; pero no en todo punto donde se anula la
derivada existe necesariamente un valor extremo de la funcién. Un
punto donde se anula la derivada se llama punto estacionario, sea
valor extremo o no. Mediante un analisis mas profundo, se pueden
establecer condiciones m4s o menos complicadas, en las que se tienen
en cuenta las derivadas de orden superior de f(r), que caracterizan
por completo los maximos, minimos y otros puntos estacionarios.

2. Maximos y mfnimos de las funciones de varias variables. Pun-
tos de ensilladura.—Existen problemas de méaximos y minimos que
no pueden expresarse por medio de una funcién f(x) de una sola va-
riable. Entre ellos, el mas sencillo es el de hallar los extremos de una
funciéon z = f(z, y) de dos variables.

Podemos representar f(z, y) por la cota z de una superficie sobre
el plano z, y, lo que permite una interpretacién, por decirlo asi, de
geografia de montafia. Un méximo de f(z, y) corresponde a un pico;
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un minimo, al fondo de una depresion o de un lago. En ambos casos,
si Ja superficie no es accidentada, su plano tangente sera horizonta).
Pero existen otros puntos, ademas de los picos y de las depresiones,
en los cuales el plano tangente es horizontal: son los puntos que repre-
sentan los pasos de vertiente o puertos, que vamos a examinar con
més detalle. Consideremos, como en la figura 192, dos montafas, A
y B, que forman parte de una cordillera y dos puntos, C y D, a dife-
rentes lados de la misma; supongamos que se desea ir de C a D. Vea-
mos primero los caminos que conducen de C a D, obtenidos cortando
la superficie por un plano que pasa por ambos puntos; cada uno de
estos caminos tendrd un punto mas alto. Variando la posicion del
plano cambia el camino, y existird uno, CD, para el cual la altitud

F1c. 192. —Puerto o paso F16. 193.—Su correspondiente
de montaiia. mapa de curvas de nivel,

de su punio mds elevado es minima. El punto E de maxima altitud
de ese camino es un paso de montafia o puerto, que en lenguaje ma-
tematico llamaremos punfo de ensilladura. Es evidente que. E no es
ni maximo ni minimo, puesto que tan proximos a él como queramos,
podemos encontrar puntos que son mds altos o mas bajos que E. En
lugar de limitarnos a considerar los caminos planos, podemos tener
en cuenta otros cualesquiera, prescindiendo de esa restriccién. Sin
embargo, la caracterizaciéon del punto E sigue siendo la misma.
Anidlogamente, si queremos pasar del pico A al B, cualquier ca-
mino que se considere tendra un punto de minima altitud; si conside-
ramos otra vez exclusivamente secciones planas, existird un recorrido
AB tal que su punto mas bajo sea el mas elevado de todos, por lo
que, para esta trayectoria, el minimo se encuentra de nuevo en el pun-
to E anterior. Este punto de ensilladura E tiene la propiedad de ser el
minimo superior o el maximo inferior, es decir, es un maxi-minimo
o un mini-mdzximo El plano tangente en E es horizontal; como E es
el minimo de AB, la tangenle AB en E debe ser horizontal, y, ana-
logamente, puesto que E es el mdximo de CD, la tangente a CD en
E ha de serlo también. En consecuencia, el plano tangente, que esta
determinado por esas rectas, es horizontal. Encontramos asf tres tipos
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diferentes de puntos, cuyos planos tangentes son horizontales; maxi-
mos, minimos y puntos de ensilladura, a los cuales corresponden los
diferentes tipos de valores estacionarios de f(z, y).

Otro método de representar una funcién f(z, y) consiste en dlb\l—
jar curvas de nivel, tales como las que se utilizan en los mapas alti-
métricos (véase pag. 298). Una curva de nivel es una curva del plano.
z, Y, a lo largo de la cual la funcién f(z, y) tiene un valor constante;
es decir, las curvas de nivel coinciden con las curvas de la familia
f(x, y) = ¢. Por un punto ordinario del plano pasa una curva de nivel
y s6lo una, mientras que un maximo o minimo estd rodeado por cur-
vas de nivel cada vez mds cerradas, y en un punto de ensilladura se
cruzan varias de ellas. En la figura 193 se han dibujado las curvas
de nivel correspondientes al esquema de la figura 192, siendo evi-
dente la propiedad del punto E de ser maxi-minimo: cualquier camino
que una A con By que no pase por E ha de atravesar una region en la
cual f(z, y) < f(E), mientras que el camino AEB de la figura 192 tie-
ne un minimo en E. De la misma manera, se ve que el valor de f(z, y)
en E es el menor maximo para todos los caminos que unen C con D.

3. Puntos minimos y topologia.—Existe una intima relacién entre
la teoria general de los puntos estacionarios y los conceptos topologi-
cos. Sélo podemos dar aqui una
indicacion muy breve de esas
ideas, refiriéndonos a un ejem-
plo muy sencillo.

Consideremos un paisaje
montafioso en una isla (figu-
ra 194) en forma de anillo, con
sus dos contornos C y C’. Si
representamos la altura sobre el
nivel del mar por u = f(z, y),
con f(x, 5y =0en Cy C', ¥y )
fx, y) > 0 en el interior de Ja " g datiemonte coneva. ™
isla, debe existir al menos un
paso o puerto en ésta, segin aparece en la figura 194, representado por
el punto donde se cruzan las lineas de nivel. Intuitivamente es posi-
ble ver esto si se intenta ir de C a C' de modo que el camino no pase
por ningin punto de altitud mayor que la necesaria. Cada camino
de C a C’ debe tener un punto de altura méxima, y si elegimos el
camino cuyo punto de maxima altitud sea lo mas bajo posible, el pun-
to mas alto de este recorrido es un punto de énsilladura de u=f(z, ¥).
(Existe una excepcion trivial, cuando un plano horizontal es tan-
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gente a la cresta montafiosa alrededor de todo el anillo.) Para un
dominio limitado por p curvas, deben existir, en general, p — 1 pun-
tos estacionarios del tipo estudiado. Marston Morse ha descubierto
que esas mismas relaciones son validas para mayor numero de di-
mensiones, donde existe mas variedad de posibilidades topologicas
y de tipos de puntos estacionarios. Esas relaciones constituyen la
base de la moderna teoria de los puntos estacionarios.

4. Distancia de un punto a una superficie.—Para la distancia entre
un punto P y una curva cerrada existen (al menos) dos valores esta-
cionarios: un maximo y un minimo. No surge ningin hecho nuevo
si intentamos generalizar este resultado a tres dimensiones, en tanto
que consideremos una superficie C topolégicamente idéntica a una

P

Fic. 195. Fi1G. 196,

esfera; p. ej., un elipsoide. Pero se presenta una situacién distinta si
la superficie es de género superior; p. ej., un toro. Existe siempre una
distancia maxima y otra minima, de P al toro C, siendo ambos seg-
mentos perpendiculares a C; pero, adema4s, encontramos valores extre-
mos de diferentes tipos, que son minimos de maximos o maximos de
minimos. Para ello tracemos en el toro una «meridiana» cerrada, la
circunferencia L (Fig. 195), tratando de encontrar el punto ¢ de L
que se encuentre mas proximo a P. Después, trasladamos L de modo
que la distancia PQ sea: ¢) un minimo (este Q es simplemente el punto
de C que se encuentra mas cerca de P); b) un maximo (¢éste nos pro-
porciona otro punto estacionario). También podemos determinar el
punto de L que se encuentra mas alejado de P, determinando des-
pués L de modo que esta gdistancia maxima sea: ¢) un maximo (que
se alcanzara en el punto C mds alejado de P); d) un minimo. Obte-
nemos asi cuatro valores estacionarios diferentes de la distancia.

Ejercicio: Repitase el razonamiento anterior para otro tipe L’ de curva ce-
rrada sobre C que no pueda reducirse a un punte, como en la figura 196.
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IV. EL PROBLEMA DEL TRIANGULO DE SCHWARZ

1. La demostracién de Schwarz.—Hermann Amandus Schwarz
(1843-1921) fué un notable matematico de la Universidad de Berlin
y uno de los que mas han contribuido a la moderna teoria de funcio-
nes y al andlisis, No desdefniaba ocuparse de asuntos elementales y
una de sus memorias trata del siguiente problema: dado un triangulo
acutangulo, inscribirle otro de perimetro minimo. (Entendemos por
triangulo inscrito cualquiera cuyos vértices se encuentran respectiva-
mente en cada uno de los lados del primer tridngulo.) Veremos que
existe exactamente un tridngulo que cumple dicho requisito y que
sus vértices coinciden con los pies de las alturas del dado. Le llama-
remos tridngulo drtico.

Schwarz demostré esta propiedad del tridngulo 6rtlco de tener el
perimetro minimo mediante el método de reflexién, sirviéndose ade-
mas del siguiente teorema de geometria elemental (Fig. 197): en cada
uno de los vértices P, ¢, R los
dos lados correspondientes del
tridangulo ortico forman angulos
iguales con los del primitivo;
estos dngulos son iguales al del
vértice opuesto del tridngulo
original; p. ej., los angulos A RQ
y BRP son ambos iguales al
C, etc.

Para demostrar este teore- 4 R 8
ma_preliminar, observemos que  F¢, 187, Trisngulo rtico del 4FG: se
OPBR es un cuadrilatero ins-
crlptlble, puesto que OPB y ORB son angulos rectos. En consecuen-

cia, PBO = PRO ya que subtxenden el mismo arco PO en la cir-
cunferencia circunscrita; pero PBO es complementario de C, por ser
CBQ un trigangulo rectdngulo, y P/I?O es complementario de P?B.
En consecuencia, este ultimo es igual a 6 De la misma manera, utili-

zando el cuadrilatero QORA, veriamos que Q?{\A = 6, etc.
Este resultado nos permite enunciar la siguiente propiedad del

tridngulo ortico: dado que, p. ej., Ab-}? = CZ)\P, la simétrica de RQ
respecto a AC es la prolongacion de PQ, y viceversa; lo mismo sucede
para los otros lados.
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Demostraremos ahora la propiedad de minimo del tridngulo 6rtico.
En el tridngulo A BC consideremos, ademas del 6rtico, cualquier otro
tridngulo inscrito, UVW. Reflejemos toda la figura primero sobre el
lado AC de ABC; después repitamos la operacion con el tridngulo
resultante sobre su lado A B, después sobre BC, de nuevo, sobre ACy,

C

F16. 198. — Demostracién de Schwarz de que el triangulo értico es el
de perimetro minimo.

finalmente, sobre AB. De esta manera obtenemos en total seis tridn-
gulos congruentes. El lado BC del ultimo tridngulo es paralelo al
primitivo lado BC, pues, en la primera simetria, BC gira en el sen-
tido de las agujas de un reloj un angulo 2C; después, en el mismo sen-
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tido, un angulo 2B; en la tercera simetria no experimenta ningin
cambio; en la cuarta, gira un angulo 2C en sentido contrario al de
las agujas de un reloj, y en la quinta, un dngulo 2B en igual sentido,
de donde resulta que el angulo total girado es cero.

Debido a esta propiedad del triangulo ortico, el segmento PP’ es
igual a dos veces el perimetro de dicho tridngulo; pues PP’ se com-
pone de seis trozos que son, respectivamente, iguales al primero,
segundo y tercer lados del triangulo, apareciendo cada uno dos veces.
Andlogamente, la linea quebrada de U a U’ es igual al doble del
perimetro del otro triangulo inscrito y no es mas corta que el seg-
mento UU’. Puesto que éste es paralelo a PP’, la quebrada de U

Fic. 199, Fig. 200.

a U’ no es mas corta que PP’; luego el perimetro del triangulo értico
es el menor posible de todos los tridngulos inscritos, segiin se preten-
dia demostrar. Asi hemos deducido al mismo tiempo que existe un
minimo y que estd dado por el triangulo 6rtico. Después demostra-
remos que no existe ningun otro triangulo de perimetro igual al értico.

2. Otra demostracién.—Tal vez la solucién mas sencilla del teo-
rema de Schwarz sea ]a que se da a continuacién, basada en el teore-
ma antes demostrado de que la suma de las distancias de dos puntos
dados, P y Q, a una recta L, es minima para un punto R de L tal
que PR y QR forman angulos iguales con L, siempre que Py Q se
hallen al mismo lado de L y ninguno de ellos esté sobre la recta.
Supongamos que el tridngulo PQR, inscrito en el ABC, es la solucién
del problema de minimo enunciado. Entonces R debe ser un punto-
del lado AB tal que p + ¢ sea minimo y, por tanto, los éngulos ARQ

y B BRP deben ser iguales. Anidlogamente, se tendra: AQR CQP

BPR CPQ Asi, pues, si existe el tridngulo de perimetro mfnimo,
ha de verificarse adem4s la igualdad de 4ngulos utilizada en la de-
mostracion de Schwarz. Queda por probar que el unico tridngulo que
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posee tal propiedad es el ortico. Ademas, puesto que en el teorema
en que se basa esta demostracién se supone que P y Q no est4dn sobre
la recta AB, el razonamiento deja de ser valido cuando uno de los
puntos P, Q o R es un vértice del triangulo primitivo (en cuyo easo,
el tridngulo de perimetro minimo degeneraria en el doble de la altura
correspondiente). Para completar la demostracion debemos probar
que el perimetro del tridngulo é6rtico es menor que el doble de cual-
quiera de las alturas.

Para resolver el primer punto observemos que si un tridangulo
inscrito tiene la propiedad antes mencionada, los angulos en los vér-
tices P, 0 y R deben ser 1guales a ;1\ B C respectivamente., Pues si
suponemos, p. €j., ARQ o + 3, como la suma de los dngulos de
un tridngulo es 1800, el angulo en Q debe ser igual a B — 3 y el 4n-
gulo en P, igual a A — 3,
para que los angulos de los
triangulos ARQ v BRP den
sumas iguales a 180°. Pero
la suma de los angulos del
tridngulo CPQ es igual a
A—3+B—3+C=1800—23,
y como esta suma ha de ser
igual a 1800, necesariamente
debe ser 3 = 0. Hemos visto
ya que el tridngulo értico
tiene esta propiedad de la
igualdad de 4ngulos. Cual-
quier otro triangulo que po-

Fic. 201. sea la misma propiedad ha-

bra de tener sus lados pa-

ralelos a los correspondientes del triangulo o6rtico; en otras palabras,

serfa semejante a él y estaria orientado de la misma manera. El lec-

tor demostrard que en un triangulo dado no puede inscribirse otro
tridngulo cumpliendo tal requisito (Fig. 200).

Finalmente, demostraremos que el perimetro del tridngulo értico
es menor que el doble de cualquiera de las alturas, siempre que los
angulos del triangulo primitivo sean todos agudos. Prolonguemos los
lados QP y QR y tracemos las perpendiculares desde B a QP, QR
y PR, obteniendo asi los puntos L, M y N. Entonces, QL y QM
seran, respectivamente, las proyecciones de la altura QB sobre QP y
QR. En consecuencia, QL + QM < 2QB. Pero QL + QM es igual a p,
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perimetro del tridngulo 6értico, pues los tridngulos MRB ¥ NRB son
congruentes, por tener iguales los dngulos MRB y NRB y ser rectos
los 4ngulos M y N. De aquf se deduce que RM = RN; en consecuen-
cia, QM = QR + RN. De la misma manera vemos que PN = PL,
por lo que QL = QP + PN. Tenemos, por tanto, QL + QM = QP+
+QR + PN + NR =(QP + QR + PR = p. Pero como hemos de-
mostrado ya que 20B > QL + QM, resulta que p es menor que el
doble de la altura QB. Con el mismo razonamiento puede demostrarse
que p es menor que el doble de cualquier otra altura, con lo cual
queda completamente establecida la propiedad de minimo del tridn-
gulo ortico.

Ademds, la construccién precedente permite calcular directamente p. Sabe-
~

-~ ——
mos gue los dAngulos PQC y RQA son iguales a B, por lo que PQB=RQB=90°— B,

o sea: cos (PQB) = sen § En consecuencia, por trigonometria elemental, se de-
duce que QM = QL = QB sen By p = 2QB sen B, De igual forma se demuestra
que p = 2PA sen A = 2RC sen C. También por trigonometria sabemos que
RC = asen B = bsen A, etc., de donde resulta: p = 2a sen Bsen C = 2b sen C
sen A = 2c sen A sen B, Finalmente, puesto que a = 2rsen A, b = 2rsen B,
¢ = 2r sen C, siendo r el radio del circulo circunscrito, obtenemos la expresi6n
simétrica p = 4r sen A4 sen B sen C.

3. Tridngulos obtusangulos.—En las dos demostraciones anteriores,
se ha supuesto que los 4ngulos A, B y C eran agudos. Si, p. €j., C es
obtuso (Fjg. 202), los puntos P y  se encontraran fuera del tridngulo.
En consecuencia, no pue-
de ya decirse estrictamen-
te que el tridngulo 6rtico
esté inscrito en el tridngu-
lo, a menos que entenda-
mos por triangulo inscrito
aquel cuyos vértices se en-
cuentren sobre los lados o
sus prolongaciones. En to-
do caso, el perimetro del FiG. 202.— Tri o értit;,o de un tridngulo
tridngulo é6rtico ya no " obtusangulo.
es minimo, puesto que
PR > CR y QR > CR, de donde se deduce que p = PR + QR +
4 PQ > 2CR. Puesto que del razonamiento de la primera parte de
la demostracién anterior se desprendia que el perimetro minimo, si
no estaba dado por el tridngulo 6rtico, debfa ser igual al doble de
una de las alturas, concluimos que en los tridngulos obtuséngulos, el
«tridngulo inscrito» de perfmetro minimo es la altura menor contada
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dos veces, aunque no sea un tridngulo propiamente dicho. Ademds,
es posible encontrar un verdadero tridngulo cuyo perimetro difiera
tan poco como queramos del doble de la altura. Para el caso. limite,
el triangulo rectangulo, coinciden las dos soluciones: el doble de la
altura menor y el triangulo 6rtico.

No podemos entrar a discutir aqui la interesante cuesti6n de saber
si el tridangulo értico posee propiedades extremales para los triangulos
obtusangulos. Nos limitaremos solo a decir que el tridngulo értico nos
proporciona, no un -minimo para la suma de los lados p- ¢ -+ r, sino un
valor estacionario de tipo mini-maximo para la expresion p + ¢ —r,
donde r es el lado del triangulo inscrito opuesto al dngulo obtuso.

4. Triadngulos formados por rayos luminosos.—Si el tridngulo A BC
representa una cdmara cuyas paredes pueden reflejar la luz, el tri-
angulo ortico es la unica trayectoria luminosa triangular posible. No
se excluyen otras trayectorias po-
ligonales, segin muestra la figu-
ra 203, pero el tridngulo értico es
la unica poligonal de tres lados.

Podemos generalizar este pro-
blema preguntdndonos cudles son
los «tridngulos luminosos» posibles
en un dominio arbitrario limitado
por una o varias curvas continuas;
p. ej., deseamos encontrar los tri-
angulos con vértices situados sobre

) ) las curvas del contorno y tales qu.

Fe. 21%?{(;rﬁ‘éaﬁcggﬁjlu{?i‘gﬁzmﬁﬁel ™ cada dos lados adyacentes formen
el mismo 4ngulo con la curva.

Segin hemos visto en la pagina 342, la igualdad de los 4ngulos e
condicién necesaria para que exista tanto un méaximo como un mini-
mo de la longitud total de los dos lados, por lo que, de acuerdo cou
las circunstancias, podremos encontrar diferentes tipos de trianguios
luminosos. Asi, p. €j., si consideramos el interior de una curva continua
tinica C, el tridngulo inscrito de longitud maxima debe ser un tridn-
gulo luminoso. O podemos considerar (como nos lo sugiere Marston
Morse) el exterior de tres curvas continuas cerradas. Un triangulo
luminoso ABC puede caracterizarse por el hecho de que su longitud
tenga un valor estacionario; éste puede ser un minimo respecto a los
tres puntos A, B, C, o respecto a cualquiera de las combinaciones,
como A y B, y un maximo respecto al tercer punto C, o puede ser
un minimo respecto a un punto y méaximo respecto a los otros dos,
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o, finalmente, ser un méaximo respecto a los tres puntos. En cual-
quier caso, estd asegurada la existencia de, por lo menos, 23 =8

Lo &y
Ly &%

F1gs. 204-7.— 108 cuatro tipos de tridngulos luminosos entre tres circulos.

triangulos luminosos, puesto que para cada uno de los tres puntos,
independientemente, es posible un maximo o un mfnimo.

*5. Obgervaciones relativas a los problemas de reflexién y al movi-
miento ergédico.—Es un problema de especial interés en dindmica y
en O6ptica describir el recorrido o frayecforia de una particula en el
espacio, o de un rayo luminoso durante un intervalo ilimitado de
tiempo. Si mediante algun artificio fisico la particula o el rayo estan
restringidos a una porcién limitada del espacio, es del mayor interés
saber si la trayectoria acabar4, en el limite, por llenar todos los pun-
tos del espacio con una distribuciéon aproximadamente uniforme. Una
trayectoria de ese tipo se llama ergédica. La hipétesis de su existencia
es fundamental en los métodos estadisticos de la dindémica moderna
y en la teorfa atémica. Pero se conocen muy pocos ejemplos pertinen-
tes en los que pueda darse una demostracién matemdtica rigurosa de
la hipdtesis ergddica.

Los ejemplos mas sencillos se refieren al movimiento dentro de
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una curva plana C, suponiendo que la frontera C se comporta como
un espejo perfecto que refleje la particula (la cual se moveria en otro
caso sin ninguna restriccién) segun el mismo 4ngulo bajo el cual
choco contra la curva; p. ej., una caja rectangular (una mesa de
billar ideal de reflexién perfecta y un punto provisto de masa, como
una bola) conduce en general a una trayectoria ergodica. La bola
ideal, moviéndose indefinidamente, pasara por todo punto, salvo para
algunas posiciones iniciales y direcciones singulares. Omitimos la
demostracion, aunque en principio no es dificil.

De particular interés es el caso de una mesa eliptica, de focos Fy
y Fa. Puesto que la tangente a una elipse forma dngulos iguales con
los radios vectores del punto de tangencia, toda trayectoria que pase
por un foco se reflejard en el otro, y asi indefinidamente. No es dificil
ver que, cualquiera que sea la direccion inicial, después de n refle-
xiones, la trayectoria tiende, al aumentar n, al eje mayor F;Fs. Si el
rayo inicial no pasa por un foco, existen dos posibilidades: si pasa
entre ambos focos, todos los rayos reflejados pasaran ertre éstos y
seran tangentes a una cierta hipérbola, de focos F; y Fg; si el rayo
inicial no pasa entre F; y Fy, tampoco lo hard ninguno de los rayos
reflejados y éstos serdn tangentes a una elipse de focos Fy y Fa. Asi,
pues, el movimiento no sera ergodico para la elipse en su totalidad.

*E]jerciclos:

1. Demuséstrese que si el rayo inicial pasa por un foco de la elipse, la n-ésima
reflexion del rayo inicial tender4 al eje mayor, al aumentar n.

2. Demuéstrese que si el rayo inicial pasa entre los dos focos, todos los rayos
reflejados haran otro tanto y serin tangentes a una hipérbola de focos Fy y Fg;
analogamente, si el rayo inicial no pasa por entre los focos, tampoco lo hard nin-
guno de los reflejados y todos éstos serdn tangentes a una elipse, de focos F; y
F3. (Demuéstrese que el rayo, antes y después de reflejarse en R, forma angulos
iguales con las rectas RF; y RFj3, respectivamente, y pruébese a continuacién
que es posible de esta manera caracterizar las tangentes a un sistema de cénicas
homofocales.)

V. EL PROBLEMA DE STEINER

1. El problema y su solucién.—A principios del siglo x1x, Jacob
Steiner, el famoso profesor de Geometria de la Universidad de Berlin,
estudio un problema muy sencillo, pero sumamente instructivo. Tres
aldeas, A, B, C, han de ser unidas por un sistema de carreteras de
longitud total minima. En términos matematicos, el problema equi-
vale a que se dan tres puntos A, B, C en el plano y se pide un cuarto
punto P tal que la suma a 4+ b + ¢ sea un minimo, representando esas
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letras las distancias de P a A, By C, respectivamente. La solucién del
problema es la siguiente: si en el tridngulo ABC todos los 4dngulos
son menores. de 120°, P es el punto desde el cual cada uno de los tres
lados AB, BC, CA subtiende un B
4ngulo de 120°. Sin embargo, si
un angulo de ABC, p. ej., el C,
es igual o mayor que 1200, el
punto P coincide con el vér-
tice C.

Es ficil obtener esta solu-
cion, utilizando los resultados
anteriores relativos a valores
extremos. Supongamos que P
es el punto buscado. Existen las c
siguientes posibilidades: o P Fie. 208-—5;“‘;:}“1“;"‘1;"3&“ distancias
coincide con uno de los vértices
A, B, C, o es distinto de ellos. En el primer caso, es evidente que P
debe ser el vértice del mayor dngulo C de ABC, puesto que la suma
CA + CB es menor que cualquier otra suma de otros dos lados del
tridngulo ABC. Asi, para completar la demostraciéon, debemos consi-
derar el segundo caso. Sea K una cir-
cunferencia de radio ¢ y centro C.
Entonces P debe ser un punto de K,
tal que PA + PB sea minimo. Si A4
y B son exteriores a K (Fig. 209), de
acuerdo con lo dicho en la pagina 342,
PA y PB deben formar angulos igua-
les con la circunferencia K, o sea, con
el radio PC, que es perpendicular a
K. Puesto que el mismo razonamiento

Fic. 209. se aplica a la posicion de P y al

circulo de radio a y centro A, resulta

que los tres dngulos formados por PA, PB, PC son iguales, o sea,

que cada uno vale 120° como habiamos dicho. En el razonamiento

se ha supuesto que A y B son exteriores a K, lo que queda ain por

demostrar. Si al menos uno de los puntos A y B, p. €j., 4, se encon-

trara en K o fuera interior, puesto que P, como s¢ ha supuesto, no

coincide con A o B, tendriamos a + b > AB. Pero AC < ¢, ya que
A no es exterior a K. De donde resulta:

Y

a+b+4+¢c>»AB+ AC,
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lo que significa que obtendriamos la minima suma de distancias si P
coincidiera con A, contra nuestra hipétesis. Esto demuestra que tanto
A como B son exteriores al circulo K. El hecho correspondiente se
demuestra en forma similar para las otras combinaciones: B, C res-
pecto al circulo de radio a y centro 4, y A, C, respecto al circulo de
radio b y centro B. :

2. Analisis de los casos posibles.—Para verificar cual de los dos
casos posibles respecto a la posicion de P sucede realmente debemos
examinar la construccion de diche punto P, Para determinar éste,
trazamos las circunferencias K; y Ks, sobre las cuales dos lados, p. ej.,
AC y BC, subtienden arcos de 120°. Entonces, AC subtendera tam-
bién un angulo de 120° desde cualquier punto del menor de los arcos
en que AC divide a Kj; pero subtendera 60° desde cualquier punto

/

F1G. 210,

del arco mayor. La interseccion de los dos arcos menores, siempre
que exista, proporciona el punto buscado P, pues no solo AC 'y BC
subtenderan un arco de 120° en P, sino que lo mismo sucederd con
AB, por ser 360° la suma de los tres angulos.

De la figura 210 resulta evidente que si ninguno de los angulos
del tridngulo ABC es mayor que 120°, los dos arcos mas cortos se
cortaran dentro del triangulo. Por otra parte, si un angulo C del
triangulo ABC es mayor que 120°, los dos arcos més cortos de K
y K, no se cortan, como se ve en la figura 211. En este caso, no existe
un punto P desde el cual los tres lados subtiendan 4dngulos de 120°.
Sin embargo, K; y Kz determinan, por su interseccién, un punto P’,
desde el cual AC y BC subtienden 4ngulos de 60° cada uno, mientras el
lado AB, opuesto al angulo obtuso, subtiende un 4ngulo de 120°.

Para un tridngulo ABC que tenga un angulo mayor de 120° no
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existe, pues, ningun punto desde el cual los tres lados subtiendan
angulos de 120°. De ahi que el punto minimo P deba coincidir con
un vértice, puesto que, como ya se ha demostrado, es la unica posi-

Fic. 211.

bilidad restante, debiendo ser ademas el vértice del angulo obtuso.
Si, por otra parte, todos los angulos del triangulo son menores de 1209,
hemos visto que se puede determinar un punto desde el cual -cada
lado subtienda un 4ngulo
de 120°, Pero para com-
pletar la demostracién de-
bemos probar todavia que
a + b + c serd realmente
menor, en este caso, que
si P coincidiera con cual-
quiera de los vértices, ya
que solo hemos demostra-~
do que P proporciona un
minimo si la menor lon-
gitud total no correspon-
de a uno de los vértices. \ B
. Fic. 212,

En consecuencia, debe-

mos demostrar que a + b + ¢ es menor que la suma de dos lados
cualesquiera, p. ej., AB + AC. Para conseguirlo, prolonguemos
BP y proyectemos A sobre esta recta, con lo que se obtiene un

punto D (Fig. 212). Puesto que APD = 600, la longitud de la pro-
yeccion PD es l/aa, y como BD es la proyeccién de AB sobre BP,
se tendrd que BD < AB. Ahora bien: BD = b + 1za; o sea,
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b 4+ 1/sa < AB. De igual forma, proyectando A sobre la prolonga-
cién de PC, veriamos que ¢ + 1/sa << AC. Sumando, obtenemos la
desigualdad a + b + ¢ << AB + AC. Puesto que ya sabemos que el
punto minimo, si no es uno de los vértices, debe ser P, se deduce
finalmente que éste es realmente el punto para el cual a + b 4 ¢ es
minima.

3. Un problema complementario.—Los métodos formales de la
matematica nos llevan algunas veces mas allad del objetivo original;
p- €j., si el angulo C es mayor de 1209, la construccién geométrica
determina, no el punto solucién P (que en este caso es el propio
punto C), sino otro punto P’ desde el cual aparece el lado mayor AB
del triangulo ABC bajo un angulo de 1209, y los dos mds pequefios
se ven bajo dngulos de 60° cada uno. Ciertamente, P’ no resuelve
nuestro problema de minimo,
pero cabe sospechar que tiene
alguna relacién con él. La res-
puesta es que P’ resuelve el
problema siguiente: hallar el
minimo de la expresiéon a+b—c.

Fic. 213.—a + b — ¢ = minimo. La demostracién es por com-

pleto andloga a la dada para

a + b + ¢, basada en los resultados obtenidos en la pagina 347, por

lo que se deja como ejercicio al lector. Si se combina con el resultado
precedente, tenemos el teorema:

Si los 4ngulos de un tridngulo A BC son todos menores que 1200,
la suma de las distancias a, b, ¢ de un punto cualquiera a A, B, C,
respectivamente, es minima para aquel punto desde el cual se ve
cada lado del tridngulo bajo un dngulo de 120°, y a + b — ¢ es mi-
nima para el vértice C; si un angulo, p. ej., C, es mayor que 1200,
a-+ b+ ¢ es minima para C, y a + b — ¢ lo es para un punto tal
que los dos lados menores del tridngulo subtiendan éngulos de 60°,
mientras que el mayor subtienda otro de 1200..

Asi, pues, de los dos problemas de minimo, uno puede resolverse
siempre por la construccién conocida, y la solucién del otro es un

vértice. Para C = 1200, las dos soluciones de cada problema, e in-
cluso las soluciones de ambos, coinciden, puesto que el punto que se
obtiene por construccion es precisamente el vértice C.

4. Observaciones y ejercicios.—Si desde un punto P, situado en el
interior de un tridngulo equildtero UVW, se trazan tres rectas per-
pendiculares PA, PB, PC, seglin muestra la figura 214, los puntos
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A, B, Cy P forman la figura estudiada anteriormente. Esta obser-
vacién puede servir para resolver el problema de Steiner, comenzando
por los puntos A, B, C y

determinando a continuaci6n W

U, v, w.

Ejerecicios:

1. Efectlese esta construc-
cién, utilizando la propiedad de
que para todo punto de un trian-
gulo equildtero, la suma de los
tres segmentos normales a sus
lados es constante e igual a la
altura. _ '

2. Haciendo uso de la pro-
piedad correspondiente cuando P
es exterior al triangulo, disciitase
el problema complementario. En
tres dimensiones puede estudiarse v C v
el problema andlogo siguiente:
dados cuatro puntos A, B, C, D, Fi6. 214,—Otra demostracién de la solucién
héllese un quinto punto P tal que de Steiner.
a+ b 4+ ¢ 4 d sea minima,

*Ejercicio: Estiidiese este problema y su complementario mediante los méto-
dos dados en las paginas 341 y siguientes, o utilizando un tetraedro regular.

5. Generalizacién al problema de la red de carreteras.—En el pro-
blema de Steiner, se dan tres puntos A, B, C. Es natural generali-
zarlo al caso de ser n los puntos dados

4, 4 en el plano, A;, Ag, As, ..., Ap, ¥ pi-
£ diéndose entonces el punto P, para
4 4 el cual la suma de las distancias
ai + az + az + ... + ap sea minima,

F16. 215, —Suma minima de distan- . . .
cias a cuatro puntos. siendo a; la distancia PA;. (Para cua-

tro puntos, dispuestos como en la figu-
ra 215, el punto P es el de interseccién de las diagonales del cuadri-
latero A1A3A3As4, lo que el lector puede demostrar como ejercicio.)
Este problema, del que también se ocupé Steiner, nos conduce a
resultados interesantes. Es una de tantas generalizaciones superficia-
les que aparecen con frecuencia en la literatura matematica. Para
encontrar la generalizacién verdaderamente significativa del proble-
ma de Steiner debemos abandonar la busqueda de un punto Gnico P,
y en su lugar trataremos de hallar la «red de carreteras» de longitud
total minima, lo que en lenguaje matemaético se expresa asi: Dados n
puntos A,, ..., Ap determinese un sistema conexo de segmentos rectilineos
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de longitud total minima, de tal modo que dos punios cualesquiera que-
den unidos por una poligonal formada por segmentos del sistema.
La solucién depende, por supuesto, de la ordenacién de los puntos

. A,
A,
: A, 4 A
A
A,
Ay A,
Ao

Ay

A
Ay

Fi1Gs. 216-18. — Redes minimas uniendo méas de tres puntos.

dados. El lector podra estudiar fructiferamente el tema, basandose
en la solucion del problema de Steiner. Aquf nos limitaremos a esbo-
zar la respuesta en los casos tipicos representados en las figuras 216
a 218. En el primero, la soluciéon consta de cinco segmentos con dos

AP

F16s. 219-20. — Dos redes minimas uniendo cuatro puntos.

intersecciones multiples, donde tres de los segmentos se cortan for-
mando angulos de 120°. En el segundo caso, la solucién contiene tres
intersecciones multiples. Si los puntos se disponen de otra manera,
dichas figuras pueden ser imposibles. Una o varias de las intersec-
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ciones miltiples pueden degenerar, apareciendo en su lugar uno o
mas de los puntos dados, como en el tercer caso.

En el caso de ser n los puntos dados, existirAn por lo menos n—2
intersecciones miiltiples, en cada una de las cuales tres segmentos
formaran angulos de 120o.

La soluci6én del problema no esta siempre univocamente determina-
da. Para cuatro puntos A, B, C, D, que formen un cuadrado, tenemos
dos soluciones equivalentes que aparecen en las figuras 219 y 220. Silos
puntos A4;, As, ..., Ay son los vértices de una poligonal simple con dn-
gulos suficientemente obtusos, esta misma serd la de longitud minima.

VI. VALORES EXTREMOS Y DESIGUALDADES

Uno de los rasgos caracteristicos de la matematica superior es el
importante papel que las desigualdades desempefian en ella. En prin-
cipio, la solucion de un problema de maximo conduce siempre a una
desigualdad, la cual expresa el hecho de que la variable que se con-
sidera es menor o a lo sumo igual al valor maximo que proporciona
la solucién. En muchos casos, tales desigualdades tienen -un interés
independiente por si mismas. Como ejemplo, consideraremos la im-
portante desigualdad entre las medias aritmética y geométrica.

1. Medias aritmética y geométrica de dos' cantidades positivas.
Comencemos por un sencillo problema de maximo que aparece a
menudo en la matematica pura y en la aplicada. En lenguaje geomé-
trico equivale a lo siguiente: entre todos los rectdngulos de perime-
tro dado, hallese el de mayor drea. Como era de esperar, la solucién
es un cuadrado. Para demostrarlo se razona de la manera siguiente:
sea 2a el perimetro dado del rectdangulo. La suma de dos lados adya-
centes, x + y, queda fijada al dar el perimetro, mientras que el area
variable xy debera hacerse tan grande como sea posible. La «media
aritmética» de z e y es sencillamente
x4y
—

Introduzcamos ahora la cantidad

r—y
o s

&

d =

de donde se deduce:
r=m+d, y=m—d,
Yy, en consecuencia,

2
zy=(m+d)(m—d)=m2~d2=(j—-:—£)~ — d2
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Puesto que d2 es mayor que cero, excepto para d = 0, se obtiene
inmediatamente la desigualdad

x
Vg < 2L, i

donde el signo de igualdad solo es valido cuando d=0 y x=y:m.‘
Puesto que x + y es fija, se deduce que 4/ zy, y, en consecuencia,
el drea xy serd maxima, cuando x = y. La expresion

9= Vay,

en la que debera tomarse la raiz con signo positivo, se llama «media
geométricar» de las cantidades positivas x e y. La desigualdad [1] ex-
presa la relaciéon fundamental entre las medias aritmética y geométrica.

Se obtiene también directamente la desigualdad [1] del hecho de
ser necesariamente no negativa la expresion

Vz-Vyt=z+y—2Vay,
pues es un cuadrado que sbélo puede ser igual a cero para r = y.

|y

x+y=2m
Fic, 221.—Maximo de xy, dada x -+ y.
Puede deducirse una consecuencia geométrica de dicha desigual-

dad, considerando en el plano la recta fija x + y = 2m, junto con
la familia de curvas xy = ¢, donde c¢ es constante para cada una de
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las curvas (hipérbolas), y varia de una a otra. Como resulta evidente
de la figura 221, la curva para la que es méximo el valor de ¢ y tiene
un punto comun con la recta dada es la hipérbola tangente a la recta
en el punto x = y = m; para ella, evidentemente, ¢ = m2. En con-

secuencia,
2
T +y
xy<( t )

Debe hacerse constar que cualquier desigualdad del tipo f(z, §) <
< g(x, y) puede leerse en ambas direcciones, por lo que proporciona
no sblo una propiedad de méaximo, sino también otra de minimo;
p. €., [1] expresa también la propiedad de que entre todos los rec-
tdngulos de 4area dada, el cuadrado es el de perimetro minimo.

2. Generalizaci6n para «n» variables.—Puede generalizarse la des-
igualdad {1] entre las medias aritmética y geométrica para cualquier
numero n de cantidades positivas, que denotaremos por x;y, 3, 23, ..., Tn-
Decimos que

Btz ot
n

es la media aritmética, y
o
9= Vaws - a,

la media geométrica, entendiendo en-este ultimo caso que se trata de
la raiz positiva. El teorema general dice que

g<m, [2]

siendo g = m sélo si todos los x; son iguales.

Se han dado muchas y muy ingeniosas demostraciones de este
resultado general. La mas gencilla consiste en reducirla al mismo ra-
zonamiento utilizado en la pagina 371, planteando el siguiente pro-
blema de méximo: dividir una cantidad positiva C en n partes posi-
tivas, C = ; 4+ o2 + ... + Zn, de tal modo que el producto P =
= T)%3 ... Tn sea Maximo. Comencemos por suponer—hipétesis en
apariencia obvia, pero que se analizard mas adelante—que existe un
méximo de P y que éste tiene lugar para el siguiente conjunto de
valores:

X =ag,***, Ty = dp.

Todo se reduce a probar que a; = a3 = ... = ayn, pues en tal caso
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se tiene: ¢ = m. Supongamos que eso no fuera cierto; p. ej., que
ay # as. Consideremos las n cantidades

X = 8, T2 =8, I3 = das, "', ¥n = dn,
siendo

ar + az
2

En otras palabras, reemplacemos las cantidades a; por otro con-
junto, en el cual han cambiado sélo las dos primeras, que se han
hecho iguales, mientras que la suma total C permanece invariable,
Podemos escribir

a=s + d, ag = 8§ — d,

donde

El nuevo producto es

mientras que el primitivo era
P=(@G+d-(s—dy-ag-"-ap= (52 —d2 - ag--- ap,
por lo que, evidentemente, a menos que sea d = 0, se tendra
P < P,

contra la hipdtesis segun la cual P era médximo. En consecuencia,
d = 0y @1 = @2. De la misma manera podemos demostrar que a;=aj,
donde a; representa cualquiera de las cantidades a. Finalmente, se
deduce que todas las a; deberdn ser iguales. Puesto que ¢ = m cuando
todas las x; son iguales, y como hemos demostrado que sélo en este
caso se obtiene el maximo de ¢, resulta que, en cualquier otro, sera
g < m, como querfamos demostrar.

3. El método de los cuadrados minimos.—La media aritmética de
n numeros I, Tz, ..., £n, que en lo que sigue no precisan ser necesa-
riamente positivos, tiene una importante propiedad de minimo. Sea
u una cantidad desconocida, que queremos determinar con tanta pre-
cisién como sea posible, mediante un instrumento de medida. Con
este fin, efectuamos cierto numero n de lecturas, que pueden dar
lugar a resultados ligeramente distintos, xy, ..., Zn, debido a diversas
causas de error experimental. Surge entonces la cuestion de saber
qué valor de u deberd aceptarse como mds plausible; es costumbre
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elegir como valor «plausible» u «6ptimo» la media aritmética m =
= xl—ﬁ% Para justificar debidamente esta hipotesis, serfa
necesario entrar en una detallada discusién de la teoria de las proba-
bilidades. Pero, al menos, podemos sefialar una propiedad de minimo
de m que hace razonable nuestra eleccion. Sea u un valor cualquiera
posible de la cantidad medida. Las diferencias u — xy, ..., 4 — xn, me-
diran las desviaciones existentes entre las diferentes lecturas r; y este
valor. Algunas de esas desviaciones seran positivas, mientras otras
seran negativas, y parece natural suponer que el valor 6ptimo de u es
tal que la desviacion total, en cierto sentido, resulte lo mas pe-
quena posible, Siguiendo a Gauss, se acostumbra tomar, no las desvia-
ciones, sino sus cuadrados (u — z;)?, como una medida apropiada del
error, y elegir como valor 6ptimo entre todas los posibles valores de u
el que hace minima la suma de los cuadradoes de las desviaciones:

(=T L (u— 22+ o+ (U — TP

Este valor optimo de u es precisamente la media aritmélica m, hecho
que constituye el punto de partida del importante «método de los
cuadrados minimos» de Gauss. Podemos demostrar de una manera
muy elegante la afirmacién en cursiva. Si escribimos

(U —x) =(m — x¢) + (u —m),
se obtiene:

u—x)=(m—x)% + (u— m? + 2(m — x;) (u — m).

Sumemos ahora todas estas ecuaciones para i = 1, 2, ...; n. Los 1lti-
mos términos dan 2(u — m) (nm — x; — ... — Tn), que es cero, cOmMo
se deduce de la definicion de m. En consecuencia, queda

U—2) 4 +@—z)t=(m—x1)2 + -+ + (M — xa)® + n(m — uw)?,
lo que demuestra que
@—opE+ U=z > (m—x)? - + (M — 2

y que el signo de igualdad sélo se verifica para u = m, segin que-
riamos probar.

El método general de los cuadrados minimos parte de este resul-
tado, utilizdndolo como norma orientadora en los casos mas compli-
cados, cnando se trata de decidir cudl es el valor més plausible que
puede deducirse de medidas entre las cuales existen ligeras contradic-
ciones. Supongamos, p. ej., que hemos medido las coordenadas de n
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puntos, x;, y;, de una linea que teéricamente debia ser recta, y supon-
gamos ademas que los puntos medidos no se encuentran exactamente
sobre una recta. 3Cémo deberemos trazar la recta que mejor se ajuste
a los n puntos observados? Los resultados anteriores sugieren el pro-
cedimiento siguiente, que, ciertamente, podria reemplazarse por otras -
variantes igualmente razonables: sea y = ax + b la ecuacion de la
recta, por lo que el problema consiste en determinar los coeficientes
a 'y b. La distancia en la direccién de las y, desde la recta al punto
xy, Y1, estd dada por y; — (ax; + b) = y; — ax; — b, siendo el signo
positivo o negativo, segin que el punto se encuentre por encima o
por debajo de la recta. El cuadrado de esa distancia sera, pues,
(y1 — ary — b)2 'y el método consiste sencillamente en determinar a y b
de tal manera que la expresion

(U —ary — b2+ -+ + (yn — aza — b)?

tenga el menor valor posible. Asi, pues, en este caso tenemos un pro-
blema de minimo que incluye dos cantidades desconocidas: a y b.
Aunque muy sencilla, omitimos la discusién detallada de la solucién.

VII. EXISTENCIA DE EXTREMOS. PRINCIPIO DE DIRICHLET

1. Observaciones generales.—En algunos de los problemas ante-
riores de maximos y minimos se prueba directamente que la solucion
proporciona el mejor resultado posible. Un ejemplo notable es la so-
lucién de Schwarz del problema del triangulo, en cuyo caso pudimos
ver sin dificultad que ningun tridngulo inscrito tiene un perimetro
menor que el tridngulo drtico. Otros ejemplos son los problemas de
maximos y minimos, cuyas soluciones dependen de una desigualdad
explicita, tal como la existente entre las medias geométrica y arit-
mética. Pero en algunos de los problemas tratados hemos seguido un
camino distinto. Se comienza por suponer que se ha encontrado una
solucién; analizando esta hipdétesis extraemos conclusiones que pue-
den eventualmente caracterizar y comstruir la solucién. Asi ocurrié,
por ejemplo, con la solucion del problema de Steiner y con el segundo
método de resolucion del problema de Schwarz. Ambos métodos son
logicamente diferentes. En cierto sentido, el primero es mds perfecto,
puesto que proporciona una demostracion, mas o menos constructiva,
de 1a soluciéon. Como tuvimos ocasiéon de ver en el caso del problema
del triangulo, es probable que el segundo método sea mas sencillo;
pero no es tan directo y, sobre todo, tiene un vicio de origen en su
estructura, pues empieza suponiendo que existe una solucién del pro-
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blema. Proporciona tal solucién solo si se admite o se demuestra que
ésta existe. Sin esa hipétesis previa, se limita a probar que si existe
una solucién, debe poseer cierto cardcter!.

Debido a la aparente evidencia de la premisa de que existe una
solucién, los matematicos, hasta finales del siglo x1x, no prestaron
atencion a la cuestion légica inmanente, aceptando como cosa natural
la existencia de solucién en los problemas de méaximos y minimos.
Algunos de los més grandes mateméticos del siglo x1x—Gauss, Dirich-
let y Riemann—utilizaron sin discriminacién tal hipétesis, tomandola
como base para la investigacion de dificiles teoremas de fisica mate-
matica y teoria de funciones, que de otro modo hubieran resultado
casi inasequibles. El punto culminante se produjo en 1849, cuando
Riemann public6 su tesis doctoral sobre los fundamentos de la teorfa
de funciones de variable compleja. Aquella memoria, tan concisa-
mente escrita y uno de los trabajos mas importantes de la matemadtica
moderna, era tan heterodoxa en su forma de atacar el problema, que
mucha gente hubiera preferido ignorarla. Weierstrass era entonces el
matematico m4s notable de la Universidad de Berlin, y el maestro
reconocido por todos de la construcciéon de una teoria de funciones
rigurosa. Impresionado por su lectura, pero un tanto escéptico, pronto
descubrié una laguna légica en aquella memoria, que el autor no se
habfa preocupado de llenar. La rigurosa critica de Weierstrass, si
bien no influyé en el 4nimo de Riemann, hizo que se ignorara casi por
completo su teoria. La carrera meteérica de Riemann terminé sabita-
mente, pues muri6 tuberculoso pocos afios después. Pero sus ideas
encontraron siempre algunos entusiastas discipulos, y cincuenta afios
después de la publicacién de su tesis, Hilbert consiguié abrir el ca-
mino para dar una respuesta completa a todas las cuestiones que
habia dejado sin esclarecer. Todo este desarrollo de la matematica y
de la fisica matematica se convirti6 en uno de los mas grandes triun-
fos en la historia del anilisis matematico moderno.

En la memoria de Riemann, el punto expuesto al ataque de la cri-
tica es la cuestion de la existencia de minimo. Riemann bas6 gran
parte de su teoria en lo que él llamaba principio de Dirichlet. (Dirichlet
habia sido profesor de Riemann en Gotinga, y habia expuesto esta
cuestion en sus clases, pero nunca publicé nada sobre dicho principio.)
Supongamos, p. €j., que una parte de un plano o de cualquier super-
ficie se recubre con una ldmina de estaio muy fina, y que se esta-
blece una corriente eléctrica estacionaria en la lamina metdlica, co-

1 La necesidad légica de probar la existencia de un extremo se aclara con el siguiente

sofisma: 1 es el mayor de los enteros, Representemos por x el maximo entero; si fuera z>1,
entonces 22> x, y, por tanto, no seria x el méximo. consecuencia, x debe ser igual a 1.
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nectandola en dos puntos con los dos polos deuna pila eléctrica. No
cabe duda de que esta experiencia fisica conduce a un resultado defi-
nido. Pero jqué ocurre con el problema matematico correspondiente,
que es de la maxima importancia en teoria de funciones y en otros
campos? De acuerdo con la teoria de la electricidad, el fenémeno
fisico se describe como un «problema de valores de contorno de una
ecuacion en derivadas parciales». Es el problema matematico el
que nos interesa; su resolubilidad parece posible, puesto que equivale
a un fenémeno fisico; pero esta argumentacién no prueba nada ma-
tematicamente. Riemann traté la cuestion matematica en dos eta-
pas. Primero, demostré que el problema equivale a un problema de
minimo: cierta cantidad que expresa la energia del flujo eléctrico
es minima en el caso del flujo real en comparaciéon con los otros flu-
jos posibles, dentro de las condiciones prescritas. Enuncio, después,
como principio de Dirichlet, que tal problema de minimo tiene solu-
cion. Riemann no di6 el menor paso en busca de una demostracién
matematica de la segunda afirmacion, y éste fué el punto objeto de
los ataques de Weierstrass. No s6lo no era evidente la existencia de
un minimo, sino que adema4s resulté ser una cuestién sumamente deli-
cada, para cuyo estudio no estaba preparada la matemética de aquella
época, y que, finalmente, sélo se resolvié después de muchas décadas
de investigacion intensa.

2. Ejemplos.—Explicaremos. la indole de la dificultad a que se
hace mencion, mediante dos ejemplos: 1) Sobre una recta L tomemos
dos puntos A y B a una distancia d y busquemos la poligonal de

0]

O'

A B L
Fic. 222,

longitud minima que partiendo de A en direcciéon perpendicular a L,
termina en B. Puesto que el segmento rectilineo AB es la distancia
mas corta de A a B entre todos los caminos posibles, podemos estar
seguros que cualquier otro camino admisible tiene una longitud mayor
que d, pues el unico que tiene esa misma longitud d es el segmento
rectilineo AB, el cual no cumple la restriccion impuesta en cuanto
a la direccion en A, y, por consiguiente, no es admisible dentro de las
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condiciones del problema. Por otra parte, si se considera el camino
admisible AOB (Fig. 222) se encuentra que, al reemplazar O por otro
punto -0’ suficientemente proximo al A, podemos obtener un eamino
admisible, cuya longitud diferird tan poco como se quiera de d; en
consecuencia, si existe un camino admisible de longitud minima, ésta
no puede ser mayor que d, por lo que debe ser exactamente igual a d.
Pero el tinico camino que tiene tal longitud no es admisible; por tanto,
no puede existir un camino de longitud minima cumpliendo dicha
condicién, y el problema propuesto no tiene solucién.

2) Sea C una circunferencia (Fig. 223) y S un punto a distancia [
per encima de su centro; consideremos el conjunto de todas las su-
perficies limitadas por C, que pasan por el punto S y que se encuen-
tran por encima de C, de tal forma que dos pun- o
tos distintos no tengan la misma proyeccién ver- I
tical ‘sobre el plano de C. ;Cudl es, entre todas
estas superficies, la de drea minima? Por muy
natural que parezca este problema, carece de
solucion: no existe una superficie que cumpla los
requisitos del problema y tenga area minima. Si
no se-exige que la superficie pase por S, la solu- 9
cién. serd evidentemente el disco circular plano
limitade por C, y cuya area llamaremos A. Cual-
quier otra superficie limitada por C, debe tener
dréa mayor -que A. Pero podemos enconirar una
superficie que cumpla las condiciones del problema y cuya drea exceda
de A tan poco como-queramos. Para esto consideremos una superficie
conica de altura I y de radio tan pequefio en la base que su drea sea
menor que cualquier valor asignado. Coloquemos este cono sobre el
disco de tal modo que su vértice coincida con S y consideremos la
superficie total formada por la lateral del cono y la parte del disco que
no estd cubierta por él. Es evidente que esta superficie, la cual sélo
se desvia del disco en las proximidades de su centro, tiene un érea
que excede de A en menos del valor asignado, y como éste puede ele-
girse arbitrariamente pequefio, resulta que el minimo, si existe, no
puede ser sino el drea A del disco. Pero, entre todas las superficies
limitadas por C, sélo el disco tiene esta drea, y como no pasa por S,
no cumple una de las condiciones del problema. En consecuencia, éste
carece de solucién.

Podemos prescindir de otros ejemplos mds complicados que dié
Weierstrass; los dos considerados bastan para probar que la exis-
tencia de un minimo no es una parte trivial de una demostracién

_ Fre. 223,
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matematica. Expongamos la cuestiéon de una manera més general y
abstracta. Consideremos una clase definida de entes, p. ej., curvas o
superficies, a cada una de las cuales se le asigna como funci6on una
longitud o un 4rea. Si la clase se compone s6lo de un numero finito
de objetos, entre los niimeros correspondientes debe existir evidente-
mente un maximo y un minimo. Pero si la clase se compone de infi-
nitos objetos, no existe necesariamente ni lo uno ni lo otro, ni siquiera
en el caso en que estos nimeros estén comprendidos entre limites
fijos. En general, dichos numeros formardan un conjunto infinito de
puntos sobre la recta numérica. Supongamos, para mayor sencillez,
que todos son positivos. Entonces, el conjunto tendra un «extremo
inferior»; es decir, un punto « a cuya izquierda no se encuentra nin-
gun elemento del conjunto y que es o un elemento del mismo o tal
que los elementos del conjunto se aproximan a él tanto como se desee.
Si « pertenece al conjunto es su elemento minimo; en otro caso, el
conjunto carece de minimo. Asi, p. ej., el conjunto de los nime-
ros 1, 1/2, 1/3, ..., no contiene elemento minimo, pues el extremo
inferior, 0, no pertenece al conjunto. Estos ejemplos aclaran de
una manera abstracta las dificultades logicas relacionadas con el pro-
blema de existencia. La solucién matematica de un problema de mi-
nimo no queda completa hasta haber demostrado, explicita o implici-
tamente, que el conjunto de valores asociado al problema contiene
un elemento menor que todos los restantes.

3. Problemas elementales de extremos.—En los problemas ele-
mentales, sélo se requiere un andlisis atento de los conceptos funda-
mentales en que se basan para decidir la cuestion de la existencia de
una solucién. En el capitulo VI se discutio el concepto general de
conjunto compacto, y vimos alli que una funciéon continua, definida
para los elementos de un conjunto compacto, siempre alcanza un
maximo y un minimo en algin punto del conjunto. En cada uno de
los problemas elementales que hemos estudiado, los valores que se
discuten pueden considerarse como los de una funcién de una o varias
variables definida en un dominio, que es un conjunto compacto o
puede reducirse a él sin modificacion esencial del problema. En tal
caso, estd asegurada la existencia de maximo o de minimo; en el
problema de Steiner, p. ej., la cantidad considerada era la suma de
tres distancias, que depende de forma continua de la posicién del
punto moévil. Puesto que el dominio de este punto abarca todo el
plano, nada se pierde si encerramos la figura en un circulo de gran
radio y nos restringimos a que el punto varie en su interior y sobre
la circunferencia. Pues tan pronto como el punto movil se encuentra
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suficientemente alejado de los tres puntos dados, la suma de sus
distancias a éstos serda mayor que AB + BC, que es uno de los valo-
res posibles de la funcién. En consecuencia, si existe un minimo para
un punto dentro del circulo, éste serd también el minimo para el
problema sin aquella restriccion. Pero es facil probar que el domi-
nio compuesto por una circunferencia y su interior es compacto; por
tanto, existe un minimo para el problema de Steiner.

La importancia de suponer que el dominio de variaciéon de la va-
riable independiente es compacto se pone de manifiesto mediante el
siguiente ejemplo: dadas dos curvas cerradas, C1 y Cg, existen siempre
dos puntos, P, y Pj, situados, respectivamente, sobre C; y C; tales
que su distancia es minima; asi como otros dos puntos, Q1 y @z, cuya

_/\
\/

F16. 224, —Curvas entre las que no hay distancia méxima ni minima,

distancia es maxima, pues la distancia entre un punto A; de G, y
otro Az de C; es una funcién continua en el conjunto compacto for-
mado por las parejas de puntos 4; y Az que se consideran. Sin em-
bargo, si las dos curvas no estdn limitadas, sino que se extienden
hasta el infinito, el problema puede carecer de solucién. En el caso
expuesto en la figura 224, no existe ni minimo ni maximo de la. dis-
tancia entre las dos curvas; el extremo inferior de aquélla es 0, y el
superior, infinito, no alcanzdndose ninguno de los dos. En algunos
casos, existe minimo pero no méximo. Para el caso.de las dos ramas
de la hipérbola (Fig. 17) sblo se alcanza la distancia minima, en A
y A’, puesto que evidentemente no exlsten dos puntos separados. por
una distancia maxima.

Podemos explicar este diferente comportamiento, restringiendo ar-
tificialmente el dominio de las variables. Elijamos un nimeéro positivo
arbitrario R y restrinjamos la z por la condicién | x | < R. Entonces
existe tanto un maximo como un minimo para los dos ultimos pro-
blemas. En el primero la limitacion del contorno en esta forma ase-
gura la existencia de una distancia maxima y otra minima, que se
alcanzan ambas en la frontera. Si R aumenta, los puntos en que se
alcanzan los extremos se encuentran también sobre el contorno. En

COURANT.—14
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consecuencia, al aumentar R, esos puntos se alejan infinitamente. En
el segundo caso, la distancia minima se alcanza en el interior, y por
mucho que se aumente R, los dos puntos cuya distancia es minima
siguen siendo los mismos.

4. Dificultades en casos mas complicados.—Mientras que la cues-
tion de existencia no es muy grave en los problemas elementales-de
una, dos o a lo sumo un nimero finito de variables independientes,
cambia el aspecto por completo cuando se trata del principio de
Dirichlet e incluso en casos mds simples de tipo andlogo. La razén de
ello es que o bien el dominio de la variable independiente no es com-

/\ /\ \%X\//\\/

A apanmn,

F16. 225. — Aproximacion a la longitud del segmento por poligonos
de longitud doble.

pacto, o la propia funcién no es continua. En el ejemplo tratado en
la pdgina 378,-teniamos una sucesion de caminos AQ'B tal que 0’
tendia al punto A. Cada camino de la sucesion satisface las condicio-
nes impuestas, pero los caminos AQ’B tienden al segmento rectilineo
AB, el cual no pertenece al conjunto de las trayectorias permitidas.
El conjunto de los caminos admisibles es, en este aspecto, analogo al
intervalo 0 < x < 1, para el cual no es valido el teorema de Weier-
strass sobre valores extremos (pag. 324). En el segundo ejemplo nos
encontramos en una situaciéon analoga: si disminuye cada vez mas el
radio de la base de los conos, la sucesion de las correspondientes super-
ficies admisibles tendera al disco circular, mas un segmento rectilineo
vertical que alcanza hasta S. Este ente geométrico, sin embargo, no
figura entre las superficies admisibles, y ocurre nuevamente que el
conjunto de dichas superficies no es compacto.

Como ejemplo de una dependencia no continua tenemos la longi-
tud de una curva. Dicha longitud no es una funciéon de un ndmero
finito de variables, puesto que una curva no puede caracterizarse por
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un namero finito de «coordenadas», y no es una funcién continua de
la curva. Para ¢comprender bien esto, unamos dos puntos A y B, si-
tuados a una distaricia d, mediante una poligonal Py, que junto con
el segmento A B forma n tridngulos equildteros. Se deduce claramente
de la figura 225 que la longitud total de P, serd exactamente 2d,
cualquiera que sea el valor de n. Consideremos ahora la sucesién de
poligonales Py, Py, ... La altura de cada una de las ondas disminuye
a medida que crece su nimero, y es evidente que la poligonal- Py
tiende al segmento AB. La longitud de P, es siempre 2d, cualquiera
que sea el subindice n, mientras que la longitud de la curva limite,
el segmento rectilineo, sélo es d. De ahi que la longitud no dependa
de la curva de manera continua.

Todos estos ejemplos confirman que las precauciones respecto de
la existencia de soluciéon son realmente necesarias en los problemas
de minimo de una estructura mas compleja.

VII, EL PROBLEMA DE LOS ISOPERIMETROS

Uno de los hechos evidentes de la matematica, para el cual sélo
los métodos modernos han dade una demostracion rigurosa, es el re-
ferente a que, de todas las curvas cerradas de igual longitud; la cir-
cunferencia es la que encierra un 4rea ,
mayor. Steiner encontré diversas demos- PnatS
traciones ingeniosas de este teorema, de 0.’/
las cuales sélo consideraremos una. 1

Comencemos por suponer que existe
solucién. Concedido esto, supongamos
que la curva C es la requerida; o sea,
tiene ld longitud prescrita y encierra el
drea maxima, Es facil ver que C debe R
ser convexa; es decir, todo segmento Fic. 226.
rectilineo que una dos puntos cuales-
quiera de ella, debe estar situado enteramente dentro de C o sobre C.
En efecto, si C no fuera convexa, como en la figura 226, seria posible
trazar un segmento, tal como OP, entre dos puntos O y P de C, si-
tuado fuera de C; el arco OQ'P, simétrico de OQP respecto a la recta
OP, forma junto con el arco ORP una curva de longitud L, que
encierra una superficie mayor que C, puesto que incluye ademas las
areas adicionales I y I1. Esto contradice la hipétesis segiin la cual C
contiene el 4rea maxima entre todas las curvas cerradas de longi-
tud L. Por tanto, C debe ser convexa.
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Elijamos ahora dos puntos, A, B, que dividan la curva soluciéon C
en dos arcos de igual longitud. Entonces, la recta AB debe dividir el
4rea de C en dos partes iguales, pues en otro caso, hallando la simé-
trica respecto a AB de la mayor de las dos (Fig. 227) se obtendria
otra curva de longitud L, que encerraria un area mayor que la de C.
Se deduce de ahi que la mitad de
la solucién C debe resolver el si-
guiente problema: encontrar un
arco de longitud L/2, cuyos extre-
mos A y B estén sobre una recta
dada y tal que se encierre un area
maxima entre dicho arco y la recta.
Probaremos ahora que la solucién
de este nuevo problema es una
semicircunferencia, por lo que la

Fic. 227. curva C que resuelve el primer

problema es una circunferencia.

Sea el arco AOB la solucion del nuevo problema. Basta demostrar que
todo angulo inscrito AOB (Fig. 228) es recto, con lo que quedara
establecido que AOB es una semicircunferencia. Supongamos, por el
contrario, que el angulo AOB no fuera recto. Entonces, sustituimos
la figura 228 por la 229, en la cual las dreas rayadas y la longitud del
arco AOB no han variado, pero el area triangular ha aumentado al
tomar el 4ngulo AOB igual o muy préximo a 90°. Asi, la figura 229

0
0

Fig. 228, FiG. 229,

proporciona un area mayor que la original (véase pag. 341). Pero
habiamos hecho la hipétesis de que la figura 228 resolvia el pro-
blema, de forma que la segunda figura no puede dar un area mayor.
Esta contradiccién prueba que para todo punto O el dngulo AOB
debe ser recto, con lo que se completa la demostracion.

Esta propiedad isoperimétrica del circulo puede expresarse me-
diante una desigualdad. Si L es la circunferencia del circulo, su area



SEC. VvIII| EL PROBLEMA DE LOS ISOPERIMETROS 385

serd L2/4n, por lo que debe existir la desigualdad isoperimétrica
A < L2%/4xw entre el 4rea A y la longitud L de cualquier curva cerrada,
verificandose el signo de igualdad sélo para el circulo.

*Como se deduce de la discusion hecha en las paginas 376-82, la
demostracion de Steiner tiene sélo un valor condicional: «Si existe
una curva de longitud L, de drea maxima, ha de ser una circunfe-
rencia.» Para demostrar esta premisa hipotética se necesita una nueva
argumentacién. Probemos primero un teorema elemental, que se re-
fiere a los poligonos cerrados Py, con un nimero par de lados, 2n, el
cual dice que entre todos los poligonos de 2n lados y del mismo perime-
tro, el 2n-agono regular encierra la superficie maxima. La demostracion
coincide en lo fundamental con el razonamiento de Steiner, si bien
contiene algunas modificaciones. Aqui no se
plantea ninguna dificultad respecto al proble-
ma de existencia, puesto que el poligono de 2n
lados, asi como su perimetro y su 4rea, depen-
den de manera continua de las 4n coordenadas
de sus vértices, que sin pérdida de generalidad
pueden quedar restringidas a un conjunto com-
pacto de puntos en un espacio de 4n dimen-
siones. De acuerdo con ello, en este problema
de poligonos podemos empezar suponiendo que
cierto poligono P es la solucién y, partiendo
de esta base, analizar las propiedades de P. Exactamente como en la
demostracién de Steiner, se deduce que P debe ser convexo. Demos-
traremos ahora que los 2n lados de P tienen la misma longitud. Su-
pongamos que dos lados adyacentes, AB y BC, tuvieran longitud
diferente. Entonces podriamos separar el triangulo ABC de Py
reemplazarlo por otro tridngulo isésceles AB'C, en el cual AB'+B'C=
= AB + BC y que tiene mayeor area (véase pag. 344). Asi obtendria-
mos un poligono P’ con el mismo perimetro y 4rea mayor, lo que
contradice la hipotesis segin la cual P era el poligono de area maxima
de 2n lados. En consecuencia, todos los lados de P son de igual lon-
gitud, quedando por demostrar que es regular, para lo que basta pro-
bar que todos los vértices de P estan sobre una circunferencia. El
razonamiento sigue también paralelo al de Steiner. Previamente, de-
mostraremos que toda diagonal que une dos vértices opuestos (p. ej., el
primero con el n+1) divide la superficie en dos partes iguales, y a con-
tinuacién probaremos que todos los vértices de cada una de esas partes
estan sobre una semicircunferencia. Los detalles, que siguen exacta-
mente la marcha anterior, quedan como ejercicio a cargo del lector.

Fie, 230.
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Puede probarse ahora la existencia, asi como la solucién del pro-
blema, mediante un proceso de limite, en el cual tiende a infinito el
namero de vértices y el poligono regular éptimo tiende a un circulo.

El razonamiento de Steiner no es completamente adecuado para
probar la correspondiente propiedad isoperimétrica de la esfera en tres
dimensiones. El mismo Steiner di6é una argumentacion m4s complicada
y algo distinta, que resulta adecuada lo mismo para tres dimensiones
que para dos; pero, dado que no puede adaptarse facilmente de manera
que proporcione la demostracion de la existencia, preferimos omitirla.
En efecto, la demostracion de la propiedad isoperimétrica de la esfera
es tarea mucho mas dificil que la del circulo. S6lo ‘mucho mas tarde
H. A. Schwarz dié por primera vez una demostracion completa y rigu-
rosa en una memoria bastante abstrusa. La propiedad isoperimétrica
tridimensional puede expresarse mediante la designaldad 36xV2<A3
entre el area A y el volumen V de cualquier cuerpo cerrado tridimen-
sional, verificindose el signo de igualdad sélo para la esfera.

*IX. PROBLEMAS DE EXTREMOS CON CONDICIONES DE CONTORNO.
RELACION ENTRE EL PROBLEMA DE STEINER Y
EL DE LOS ISOPERIMETROS

Se obtienen resultados interesantes en los problemas de maximos
y minimos, cuando el dominio de la variable esta restringido por con-
diciones de contorno. El teorema de Weierstrass, relativo a que una
funcién continua en un dominio compacto alcanza un valor maximo
y otro minimo, no excluye la posibilidad de que alcance los valores
extremos en el contorno del dominio. La funcién u = x proporciona
un ejemplo sencillo, casi trivial. Si z no estd acotada y puede tomar
cualquier valor entre —ocoy +oo, el dominio B de la variable inde-
pendiente es toda la recta numérica, por lo que la funciéon u = x no
alcanza en ningun punto un maximo o un minimo. Pero si el dominio
B esta limitado y se reduce, p. ej., a 0 <z < 1, existe un maximo, 1,
que la funcion alcanza en su extremo derecho, y un minimo, 0, que la
funcion alcanza en el extremo izquierdo. Sin embargo, ninguno de
estos valores extremos esta representado por una cumbre o una de-
presion en la grafica de la funcion; no son extremos relativos respecto
a un entorno completo. Cambian en cuanto se extiende el intervalo,
puesto que siempre permanecen en los puntos extremos. En cambio,
una verdadera «cumbre» o «depresién» de una funcion tiene siempre
un cardcter de maximo o minimo respecto a un entorno completo del
punto donde la alcanza y no queda afectada por ligeros cambios en
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los limites. Un extremo de este tipo persiste, aun cuando varie libre-
mente la variable independiente en el dominio B, por lo menos en un
entorno suficientemente pequeiio. La distinciéon entre esos extremos
relativos y los que alcanza en el contorno queda aclarada por nume-
rosos contextos, aparentemente inconexos. Para las funciones de una
variable, naturalmente, la distincién es la que existe entre las funcio-
nes monétonas y las que no lo son, lo que no conduce a ninguna ob-
servacion particularmente interesante; pero existen numerosos ejem-
plos muy significativos de valores extremos alcanzados en el contorno
del dominio de variabilidad, en el caso de las funciones de varias
variables.

Esto puede ocurrir, p. ej., en el problema del tridngulo de Schwarz;
en este caso, el dominio de variabilidad de las tres variables indepen-
dientes consta de todas las ternas de puntos, una en cada lado del
tridngulo ABC. La solucién del problema entraiia dos posibilidades:
o se llega al minimo, cuando cada uno de los tres puntos, P, Q, R, que
varian independientemente, se encuentra dentro de los respectivos
lados del tridngulo, en cuyo caso el minimo estd dado por el tridngulo
ortico, o el minimo se obtiene en la posicién de contorno, cuando dos
de los puntos P, @, R coinciden con el extremo comin de sus respec-
tivos intervalos, en cuyo caso el «tridngulo» minimo inscrito es la
altura correspondiente a este vértice contada dos veces. Asf, el carac-
ter de la solucién es completamente distinto en uno y otro caso.

En el problema de Steiner de las tres ciudades, el dominio de
variabilidad del punto P es todo el plano, del cual pueden conside-
rarse como formando parte del contorno los puntos A, By C. También
aqui aparecen dos casos posibles, que proporcionan tipos enteramente
distintos de solucién. O se alcanza el minimo en el interior del trian-
gulo ABC, caso de los tres angulos iguales, o se obtiene en un punto
C del contorno. Existe un par de casos analogos para el problema
complementario. :

Como ejemplo.final podemos considerar el problema de los isope-
rimetros, modificado mediante condiciones restrictivas de contorno.
Obtendremos asi una sorprendente relacién entre este problema y el
de Steiner, y al mismo tiempo el ejemplo quizd méas sencillo de un
nuevo tipo de problema de extremos. En el problema original, la
variable independiente, o sea, la curva cerrada de longitud dada,
podia desviarse arbitrariamente de la forma circular, y cualquier curva
asi deformada es admisible, por lo que obtenemos un auténtico mini-
mo libre o relativo. Examinemeos ahora el siguiente problema modi-
ficado: las curvas C en consideracién deberdn contener en su inte-
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rior o pasar por tres puntos dados, P, Q, R, estando dada el area A
y debiendo hacerse minima la longitud L. Esto representa una ver-
dadera condicion de contorno.

Es evidente que si el drea dada A es suficientemente grande, los
tres puntos P, (, R no afectardn en nada al problema. Siempre que
el circulo circunscrito al triangulo PQR tenga area menor o igual
que A, la solucién serd simplemente un circulo de area A que incluya
a los tres puntos. Pero, jqué ocurre si A es menor? Nos contentare-
mos con enunciar la soluciéon omitiendo la demostracién detallada,

P

Fia. 231. Fie. 232, Fic. 233.

Fi6. 234, -‘Fi1a, 235.

Fias. 231-35.—Figuras isoperimétricas que tienden a la solucién del problema
de Steiner.

aunque no estd fuera de nuestras posibilidades. Caractericemos las
soluciones mediante una sucesion de valores de A que tienden a cero.
Apenas el valor de A es menor que el drea del circulo circunscrito,
el circulo isoperimétrico primitivo se descompone en tres arcos, todos
del mismo radio, que forman un tridngulo curvilineo convexo de vér-
tices P, Q, R (Fig. 232). Este tridngulo es la solucion y sus dimen-
siones pueden determinarse por el valor dado de A. Si A continua
disminuyendo, aumentara el radio de esos arcos, tendiendo a ser seg-
mentos rectilineos, hasta que A es exactamente igual al drea del
triangulo PQR, en cuyo caso la solucién es este mismo triangulo. Si
A sigue disminuyendo, la solucién constara otra vez de tres arcos
circulares, todos del mismo radio y que forman un tridngulo de vérti-
ces P, @, R (Fig. 233). Si A continaa disminuyendo, llegard un mo-
mento en el que, para un cierto valor de A, dos de los arcos concavos




























































