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Temas relacionados

A continuacién se presentan algunos temas relacionados con teoremas

limite

Calculo de Matrices aleatorias
Malliavin Tiempos locales
L / -~ - .
eEstadisticos de alta frecuencia

sAproximaciones de integrales
estocdsticas

°Teorema de Erdds-Kac

°Teorema de Selberg
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Objetivo de ésta platica

Denotemos por P al conjunto de niimeros primos. Sea w : N — N la

funcién
w(n) := |{p € P; p divide n}|.

Por ejemplo, w(54) = w(2 x 3%) = 2. Sea J, una variable aleatoria con

distribucién uniforme en {1,..., n}.

Objetivo

e Estudiar w(J).
Describir con la mayor precisiéon posible el comportamiento
asintético de # para [, Y 0, apropiados.

e ;Qué se puede decir en el caso en que w es reemplazada por una
funciéon general ¥ : N — N que nicamente satisfaga

(ab) = v(a) + ¢(b) para a, b € N coprimos?
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Teorema de Erdds-Kac clasico (1940)

Punto de inicio: Paul Erdos y Mark Kac probaron que

z - w(Jn) — loglog(n) (1)
log log(n)

converge en distribucién hacia una variable gaussiana estandard N.
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Teorema de Erdds-Kac clasico (1940)

Punto de inicio: Paul Erdos y Mark Kac probaron que

_ w(dn) — loglog(n)
" log log(n) M)

converge en distribucién hacia una variable gaussiana estandard N.

Intuicién: Definamos P, := P N [1, n]. La convergencia en (1) se intuye
de la descomposicién

W(Jn) = Z ]l{p divide J,}» (2)

PEPn
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Podemos conjecturar que 1y, givide J,} son débilmente dependientes para
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L 1o 1n 1
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Intuicion en el teorema de Erdos-Kac

Podemos conjecturar que 1y, givide J,} son débilmente dependientes para

d €N, ya que
IP’[dd"deJ]—li]l —W”Jrvl (3)
VI nl = et {d divide k} — nld ~ d’
Por ende, si p1,...,p, € P, son primos distintos,
P[1 1.1 g~
{p1 divide J,} y -+ -y L{p, divide J,} P py

= IP)[]l{pl divide J,} = 1]-- 'P[]l{p, divide Jy} = 1]

Nota: actualmente se conoce que las variables 1, givide 4,3, CON
pePNIL, n%n] son aproximadamente independientes si «, — 00 es
escogido adecuadamente (por ejemplo: a, := 3loglog(n)?). ;Sin
embargo «, no puede ser igual a uno!
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iPodemos estimar el error de la aproximacién gaussiana con respecto a
una métrica adecuada? como la distancia definida por

dg(X,Y) =sup|P[X < z] - P[Y < Zz]|
zeR

d (X, Y) = sup [E[A(X)] —E[h(Y)]l,

heLip,

donde Lip; es la familia de funciones Lipschitz con constante de
Lipschitz menor o igual a uno. Definimos adicionalmente

drv(X,Y) = sup [P[X € Al—P[Y € Al
AeB(R)
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Conjetura de LeVeque (1949)

LeVeque mostré que
log log |
(Z,, ) < c'oglogloe(n)
log log(n)?

para una constante C > 0 independiente de n. También conjeturé que

di(Zs, N') < Cloglog(n)~2.

Esto fue demostrado posteriormente por Rényi y Turan (1958). La idea

central consiste en aproximar E[e« ()],

Ingredientes principales: férmula de Perron, series de Dirichlet y algunas
estimaciones de la funcién zeta de Riemann ( alrededor de la banda

{zeCT; R(z) =1}
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Convergencia mod-¢ (2014)

Actualmente, se conoce mucho sobre E[e**(")]. Ello motivé el estudio
de las propiedades asintéticas de w(J,) mediante un anélisis basado en
una aproximacion del tipo

E[ei/\w(Jn)]
E[eiAMn] ~ F()‘)7

donde M, es una variable aleatoria Poisson con pardmetro loglog(n) y
F()\) es una funcién posiblemente no-trivial (ver el trabajo de Barbour,
Kowalski y Nikeghbali in 2014). Concluimos asf,

Theorem
Existe una constante C > 0 tal que

drv(w(Jdn), M,) < Cloglog(n)*%. (4)
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Perspectiva de método de Stein
Variables con dependencias débiles son el objeto central de la teoria de
método de Stein.

Adam Harper (2009) usé dichas herramientas para mostrar que

1 5.2
dTV( 1 ivide J, 7Mn) < +
Z . g e il 2 |Og Iog(n) |og |og(n)
pEPN[1,nen]

3
2

donde v, := 3loglog(n)?. Consecuentemente,

Cloglog log(n)
di (w(Jn), M) < ~Jloglog(n) |



Otras perspectivas (aproximacion con variables independientes)

1
Otra idea consiste en comparar la ley de (1, givide 4,3 ; P € PN [L,n?r)
con variables aleatorias independientes.
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Otras perspectivas (aproximacion con variables independientes)

1
Otra idea consiste en comparar la ley de (1, givide 4,3 ; P € PN [L,n?r)
con variables aleatorias independientes.

Kubilius (1964) mostré que si 3, — oo, entonces
drv ((]l{p divide J,3; P € P N1, nﬁin])’ (B, ¢ PNIL, ,,31"])> < e=bn.

donde B, son variables Bernoulli independientes, con P[B,] = 1/p. Por
lo tanto,

Z ]l{p divide J,} ~ Z Bp-

1 1
pPEPN[1,nhn] pPEPN[1,nhn]

Como consecuencia, obtenemos un resultado similar al de Harper.

10



Perspectiva de permutaciones sesgadas

Arratia (2013) sugiere comparar J,, con el producto de un primo aleatorio
@, y un producto parcial T, de permutaciones sesgadas de los factores
de J,. Probé que

log Iog(n).

dTV(Jm TnQn) S C Iog(n)
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Perspectiva de permutaciones sesgadas

Arratia (2013) sugiere comparar J,, con el producto de un primo aleatorio
@, y un producto parcial T, de permutaciones sesgadas de los factores
de J,. Probé que

log Iog(n).

dTV(Jm TnQn) S C Iog(n)

Ello se utilizé para mostrar que si dg : N> — N denota la distancia de

. ., L o L
insercién-supresion do([[,cp P, [ [,cp p) = > per lap = Bpl, ¥ dia
entonces la distancia de Wasserstein asociada satisface

i &) =
lim dia(dn [T p%) =2,
pEP,

donde
Pl¢, = k] = p (1 - 1/p),
para k € Ny := NU {0}.

11



Resultados principales




Teorema del limite central para funciones aditivas

Sea ¢ : N — N tal que 1)(ab) = 1(a) + 1»(b) para a, b co-primos.

(H1) Tenemos que

1]l := sup [(p)| < oo.
peP

(H2) Existe una funcién (posiblemente no acotada) W : P — R, que
satisface

1/2

2
wilp = [ SSXE ) <o,

2
pEP p

y tal que para todo p € P,

[9(p*2) |12y < W(p).

12



Resultado principal para la distancia de Kolmogorov

Sean p, y 0, > 0 dados por

po= > E[(p*)] y  o2=> Varp(p®).  (5)

pPEP, pPEP,
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Resultado principal para la distancia de Kolmogorov

Sean p, y 0, > 0 dados por

pa= Y E[(p™)] 2= Var[y(p®)].  (5)
pPEP, pPEP,
Theorem (Chen, Jaramillo, Yang)
Supongamos que 1) satisface (H1) y (H2). Entonces, si

Xy 1= o7 (p%) y 02 > 3([0]1% + [IV]I15).

)

di (w(Jn) — Mn7N> < % + Z E[|Xp|3] i k3 loglog(n)

o 2 jog(n)
donde

k1= 29.2(|¢Y|lp + 34.8||V||p K2 :=97.2 kK3 :=61. (6)

13



Main result for Wasserstein distance

Theorem (Chen, Jaramillo, Yang)

3
2

<1/)(J) Fon N) < ——&—/@5 Z E[1X, 7] + ro log log(n) . ()

On In pEP, Iog( n) %
donde

Ka 1= 16.6]9|p + 1L3||V||p ks =24 e = 21[¢)||p + 45.

14



Ideas de las pruebas
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Para p € P dado, definimos o, : N — N por
k = H pee(k), (8)
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Para p € P dado, definimos o, : N — N por
k = H pee(k), (8)
pEP

Paratodo i € N, ki, ..., ki € Ngy p1,...,pi € P primos distintos,

ﬂ{ozp ) > kit = ﬂ{pjf divide J,} = {H p;’ divide J, }

Jj=1 j=1
de manera que lim,_,o Pla, (J,) > k; forall 1 <j<i]= pfkl e pfk".

Por ende,

(@ () () X (s 1)

Pregunta: ;Podemos utilizar las variables £, para reconstruir por
completo la variable J,?
Respuesta: no facilmente... pero...

15



Modelo simplificado: la distribucién harmoénica H,

Sea H, una v.a. con P[H, = k] = ﬁ para k < n, donde L, := >}, ;.
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Modelo simplificado: la distribucién harmoénica H,

Sea H, una v.a. con P[H, = k] = ﬁ para k < n, donde L, := >, _, %
Entonces,

Proposition

Supongamos que n > 21. Definamos el evento

= { II »* <n}, (9)

pPEP,

y el vector aleatorio C(n) := (ap(H,); p € P,). Entonces las variables
Y, := 1(p%), indexadas por p € P,, satisfacen

L(y LY p(p ) = LD Yol Ad). (10)

pEP, pEP,

16



Relacion con la distribucion harmonica

Sea {Q(k)}k>1 una sucesién de variables aleatorias independientes, e
independientes de (J,, H,,), donde Q(k) se distribuye uniforme sobre

Pr = {1} U P
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Relacion con la distribucion harmonica

Sea {Q(k)}k>1 una sucesién de variables aleatorias independientes, e
independientes de (J,, H,,), donde Q(k) se distribuye uniforme sobre

Pi = {1} U Px.
Sea w(n) := [P N[1, n]|. Usando el hecho de que para n > 229,

"1 181
(n) — / dt‘ = (11)
o log(t) log(n)
Lemma (Chen, Jaramillo y Yang)
La siguiente cota se cumple para n > 21
loglog n

dTV(Jna HnQ(n/Hn)) < 61 |0g n

17



Relacion entre (J,) y ©(H,)

Usando el hecho de que |[¢(H,Q(n/H,)) — w(H,)| < || »,
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Relacion entre

Usando el hecho de que |[¢(H,Q(n/H,)) — ¥(H,)| < ||]|», podemos
probar facilmente que

d (WN) < drv (Jo HaQ(n/Hy))
L e (¢(HnQ(n/Hn)) i $(Hn) = ﬂn>

On On

+ d (dJ(H)“N)

n

On

Nuevo objetivo: acotar di (M,J\Q
Metodologia utilizada
Ya que 9(H,) es condicionalmente igual en ley a >~ p P(p%e),

utilizaremos método de Stein.

18



Método de Stein

Lemma (Lema de Stein
Para toda funcién suave f : R — R,

E[f'(N)] = EIVF(N)]
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Método de Stein

Lemma (Lema de Stein
Para toda funcién suave f : R — R,

E[f'(N)] = EIVF(N)]

Heuristica de Stein: si X es una variable R-valuada, tal que
E[f'(X)] = E[Xf(X)],

para una clase suficientemente extensa de funciones f, entonces Z se
aproxima a V.

19



Método de Stein

Lemma
Sea h, : R — R la funcién dada por h,(x) := 1(_s,(x), para r € R.

Entonces, la ecuacion
f'(x) — xf(x) = h.(x) — E[h(N)]
tiene una solucién tnica f = f,, que satisface

sup [f/(w)| <2y f(w) < /m/2 (12)
weR
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Método de Stein

Lemma
Sea h, : R — R la funcién dada por h,(x) := 1(_s,(x), para r € R.

Entonces, la ecuacion
f'(x) — xf(x) = h.(x) — E[h(N)]
tiene una solucién tnica f = f,, que satisface

sup [f/(w)| <2y f(w) < /m/2 (12)
weR

Por lo tanto, si X es una variable aleatoria,

dk (X, N) < SL;PI]E[f’(X) — Xf(X)]]

donde f pertenece a la familia de funciones que satisfacen (12)

20



Como antes, h, = L{(—o0,r}s f, es la solucién a la ecuacién de Stein
asociada y Y, := ¥(p*).
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Método de Stein para ¢/(H,)

Como antes, h, = L{(—o0,r}s f, es la solucién a la ecuacién de Stein
asociada y Y, := 1(p%). Gracias a la identidad

LEHm) =LY Yol [T p* < n),

PEPn PEPn
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Método de Stein para ¢/(H,)

Como antes, h, = L{(—o0,r}s f, es la solucién a la ecuacién de Stein
asociada y Y, := 1(p%). Gracias a la identidad
Lp(H(n) = LD Yol T] p* < n),
pEP, pEPh
se tiene que,

G(H) = ) _E[(£/(W) — WE(W))]
E{h, (Un ) E[hrw)}} M o<

donde
W=W,:=a,% Z $(p%) — pn)

pPEP

| = /n = ]].{HPEP" pépfn}'
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Método de Stein para ¢/(H,)

Como antes, h, = L{(—o0,r}s f, es la solucién a la ecuacién de Stein
asociada y Y, := 1(p%). Gracias a la identidad
Lp(H(n) = LD Yol T] p* < n),
pEP, pEPh
se tiene que,

G(H) = ) _E[(£/(W) — WE(W))]
E{h, (Un ) E[hrw)}} M o<

donde
W=W,:=a,% Z $(p%) — pn)

PEPn
=1, := IL{HPEP" pEp<n}*
Nuevo objetivo: estimar
E[(£/(W) — WE(W))I].

21



Acotando E[(f/(W) — WFf.(W))I]

Sea {{},}pep una copia independiente de {{,},cp, y © una variable
aleatoria con distribucién uniforme sobre P, e independiente de

(€5, €p)} e
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Acotando E[(f/(W) — WFf.(W))I]

Sea {{},}pep una copia independiente de {{,},cp, y © una variable
aleatoria con distribucién uniforme sobre P, e independiente de
{(€p:€p)}per- Para cada n € N, definimos

W =0 ((0%) Y ¥(p®) — )

pEP,\{O}

r=1, . o
{0 Hpem\{e} pre=n}

Liy

Entonces (W, 1), (W', I")) = (W', I"),(W,])).
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Acotando E[(f/(W) — WFf.(W))I]

Sea {{},}pep una copia independiente de {{,},cp, y © una variable
aleatoria con distribucién uniforme sobre P, e independiente de
{(€p:€p)}per- Para cada n € N, definimos

W =0 ((0%) Y ¥(p®) — )
peP,\{0}

=1 . .

{o% Hpem\{e} )

Liy

Entonces (W, 1),(W', 1)) = (W', I"),(W,1)). Por intercambiabilidad,

—2E[(W' = W) (W)I] = E[(W' — W)(£-(W)I" = f(W)])].
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Estimando —2E[(W' — W)f,(W)]]

Se tiene que LHS := —2E[(W' — W)f,(W)I] satisface

2 E (29673,, Yg — ) — (Eeepn Yo — tn)
7(n) On

- %E[Wﬂ(w)/] — %E[W]E[ﬂ(W)/L

LHS = — f(W)I
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Estimando —2E[(W' — W)f,(W)]]

Se tiene que LHS := —2E[(W' — W)f,(W)I] satisface

2 E (Zeepn Yg — ) — (Eeepn Yo — itn)

LHS =~ - £(W)I
= —SEIWE(W)1) — —EIWIE[f(W)I]
de manera que
LHS = —2 E[WE(W)I],

m(n)
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Estimando E[(W' — W)(f,(W')I' — f,(W)I)]

Definamos X, := 0, 1Y,y

RHS := E[(W' — W)(f(W)I' — f.(W)I)],
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Estimando E[(W' — W)(f,(W')I' — f,(W)I)]

Definamos X, := 0, 1Y,y
RHS := E[(W' — W)(£(W))I' - £(W)1)],

Para estimar RHS formalizamos la aproximacién

RHS ~ — > E[(X; — Xp)* £/ (W)]

7(n) o r

~ ST EI(X, - X)2IE[F (W]
m(n) =

= 2 e wn,
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Estimando E[(W' — W)(f,(W')I' — f,(W)I)]

Definamos X, := 0, 1Y,y
RHS := E[(W' — W)(£(W))I' - £(W)1)],

Para estimar RHS formalizamos la aproximacién

RHS ~ — > E[(X; — Xp)* £/ (W)]

7(n) o r

~ ST EI(X, - X)2IE[F (W]
m(n) =

= 2 e wn,

para obtener
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Conclusion

Concluimos que

0 = [RHS — LHS| ~ |7T(2,7)(1E[Wﬂ(W)/] —E[f(W))].

Por lo tanto, el resultado se sigue de un analisis adecuado de las
aproximaciones.
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Caso Poisson

Theorem (Chen, Jaramillo y Yang)

Sea M, una variable aleatoria Poisson con pardmetro loglog(n) y
definamos Q2 : N — N por Q(m) := sup,ep, ap(m).
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Caso Poisson

Theorem (Chen, Jaramillo y Yang)

Sea M, una variable aleatoria Poisson con pardmetro loglog(n) y
definamos Q2 : N — N por Q(m) := sup,cp, ap(m). Entonces se tiene

que
7.2 log log(n)
drv(w(Jn), My) < Vioglog(n) - log(n)
14

dTV(Q(Jn)v Mn) <

~ /loglog(n)
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