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Motivación

Sea X = {Xt}t≥0 un proceso y Gt su filtración.

Temática principal
Estimar variables GT -medible con observaciones finitas de X .

Sean 0 ≤ t1, . . . , tn ≤ T tiempos dados y F una variable GT -medible.

- Definimos Fn = σ(Xtj ; 1 ≤ j ≤ n).
- Buen estimador: F̂n := E[F | Fn].

Queremos encontrar bn > 0 y una variable sencilla Y t.q.

(F − F̂n)/bn ≈ Y ó F ≈ F̂n + bnY
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Caso de estudio

Aplicaremos las ideas al tiempo de ocupación en [a, b],definido por

O[a,b](x) :=
∫

[a,b]
1[x ,∞)(Xs)ds

Bajo ciertos supuestos, O[a,b](x) se describe en términos del tiempo local

Lt(λ) :=
∫ t

0
δ0(Xs − λ)ds.

Lemma (Fórmula de tiempo de ocupación)

O[a,b](x) =
∫ ∞

x
L[a,b](λ)dλ.

2



Caso de estudio

Aplicaremos las ideas al tiempo de ocupación en [a, b],definido por

O[a,b](x) :=
∫

[a,b]
1[x ,∞)(Xs)ds

Bajo ciertos supuestos, O[a,b](x) se describe en términos del tiempo local
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Relevancia estad́ıstica del tiempo local I

Supongamos que X resuelve

dXt := b(Xt)dt + σ(Xt)W (dt).

Definimos

σ̂2
n(x) :=

∑nt−1
i=1 1{|Xi/n−x |}n(X(i+1)/n − Xi/n)2∑nt−1

i=1 1{|Xi/n−x |}

con hn un ancho de banda adecuado.

Theorem (Danielle Florens-Zmirou (1993))
Sea N ∼ N (0, 1). Entonces√

nhn(σ̂2
n(x)(x)/σ(x)2 − 1) Law→ Lt(x)−1/2N.
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Relevancia estad́ıstica del tiempo local II

Supongamos que X es un Browniano fraccionario con parámetro H.

Sn(t) :=
nt∑

k=1
g(Xk),

con g integrable.

Theorem (Jaramillo, Nourdin, Peccati (2021))

nH−1Sn(t) Ley→
∫
R

g(x)dxLt(0).

Si
∫
R g(x)dx = 0 y H < 1/3, entonces

n2H−1Sn(t) Ley→
∫
R

xg(x)dxL′t(0).
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Sn(t) :=
nt∑

k=1
g(Xk),

con g integrable.

Theorem (Jaramillo, Nourdin, Peccati (2021))

nH−1Sn(t) Ley→
∫
R

g(x)dxLt(0).

Si
∫
R g(x)dx = 0 y H < 1/3, entonces

n2H−1Sn(t) Ley→
∫
R

xg(x)dxL′t(0).

4



Relevancia estad́ıstica del tiempo local II

Supongamos que X es un Browniano fraccionario con parámetro H.
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Especificación del problema

Supondremos que X es un Lévy α-estable, con α ∈ [0, 2].

Es decir, X
tiene incrementos independientes, estacionarios y

E[exp(iξXt)] = exp(−iξtη−σt|ξ|α(1− iβ tan(πα2 )sgn(ξ))) (1)

Lemma

- Sumas de variables i.i.d. convergen a α-estables.
- X es autosimilar.
- Si α > 1, Lt(x) está bien definido como el ĺımite en L2 de∫ t

0
φε(Xs − x)ds.
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Tiempo local condicionado

Lemma
Definimos f (x , y) := E[L[0,1](−x)|X1 = y ].

E[L[0,t](x) | Fn] = n 1
α−1

bntc∑
i=1

f
(

n 1
α (X i−1

n
− x), n 1

α∆n
i X
)

En general, para una gran variedad de funciones g ,

L[0,t](x) ≈ Cg n 1
α−1

bntc∑
i=1

g
(

n 1
α (X i−1

n
− x), n 1

α∆n
i X
)
,
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Tiempo de ocupación condicionado

Lemma
Definimos F (x , y) :=

∫∞
x f (r , y)dr .

E[O[0,t](x) | Fn] = n 1
α+1

bntc∑
i=1

F
(

n 1
α (X i−1

n
− x), n 1

α∆n
i X
)

7



Resultado principal (tiempo local)

Theorem (Amorino, Jaramillo, Podolskij (2023))
Si α > 1,

{n 1
2 (1− 1

α )(L[0,t](x)− E[L[0,t](x) | Fn])}t≥0
Ley→ {aBL[0,t](x)}t≥0,

donde B es un Browniano independiente de X y

a2 :=
∫
R
E[(E[L1(y)|X1]− L1(y))2]dy .
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Punto de inicio de la prueba

Mostramos que

L[0,t](x)− E[L[0,t](x) | Fn] ≈
bntc∑
i=1

Z L
i,n,

donde

Z L
i,n := n 1

2 (1− 1
α )L[ i−1

n , i
n ](x)− n 1

2 ( 1
α−1)f

(
n 1
α (x − X i−1

n
), n 1

α∆n
i X
)
.
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Puntos clave de la prueba

- Se cumple E[|Z L
i,n|2 | G i−1

n
] (la suma es martingala).

- La variación cuadrática es
bntc∑
i=1

E[|Z L
i,n|2 | G i−1

n
].

- La suma se ve como

n 1
α−1

bntc∑
i=1

ψ
(

n 1
α (x − X i−1

n
)
)
,

para cierta función ψ.
- Esta suma ya la sabemos manejar!
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Preguntas abiertas

- Si α ∈ [0, 1], el tiempo local no existe, pero el tiempo de ocupación
si. Cual es su fluctuación?.

- Cambiar la ley de X (procesos de Levy, procesos de Markov o
movimiento Browniano fraccionario)

.

- Cuál es la velocidad de convergencia?

.

- Si cambiamos f por otra función suficientemente regular, obtenemos
la misma fenomenoloǵıa?

- Versiones funcionales sobre la variable x .
- Para qué otras variables F se puede estudiar F − E[F | Fn]?

12
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- Para qué otras variables F se puede estudiar F − E[F | Fn]?

12



Preguntas abiertas

- Si α ∈ [0, 1], el tiempo local no existe, pero el tiempo de ocupación
si. Cual es su fluctuación?.

- Cambiar la ley de X (procesos de Levy, procesos de Markov o
movimiento Browniano fraccionario).

- Cuál es la velocidad de convergencia?.

- Si cambiamos f por otra función suficientemente regular, obtenemos
la misma fenomenoloǵıa?

- Versiones funcionales sobre la variable x .
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Gracias!
Contacto

Arturo Jaramillo
jagil@cimat.mx
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