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Motivacion

Sea X = {X:}+>0 un proceso y G; su filtracién.

Tematica principal
Estimar variables Gr-medible con observaciones finitas de X.

Sean 0 < ty,...,t, < T tiempos dados y F una variable Gr-medible.

- Definimos F,, = o(Xy; 1 <j < n).

- Buen estimador: F, :=E[F | F,].
Queremos encontrar b, > 0 y una variable sencilla Y t.q.

(F-F)/bo=Y 6  FrFE,+bY
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Aplicaremos las ideas al tiempo de ocupacién en [a, b],definido por
O[a,b](X) = / 1[><,oc)(Xs)d5
b [a,b]

Bajo ciertos supuestos, Of, )(x) se describe en términos del tiempo local

L(N) = /Ot Jo(Xs — A)ds.

Lemma (Férmula de tiempo de ocupacion)

Oun() = [ Lon(N)ax
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Supongamos que X resuelve
dX; = b(X;)dt + o(Xy) W(dt).

Definimos

nt—1
- S L3 (X1 /0 — Xin)?
t—1
>t L%,y

con h, un ancho de banda adecuado.

Theorem (Danielle Florens-Zmirou (1993))
Sea N ~ N(0,1). Entonces

Vnha(62(x)(x)/o(x)? — 1) Law L(x)"Y/2N.
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Relevancia estadistica del tiempo local Il

Supongamos que X es un Browniano fraccionario con pardmetro H.

= &(X),

con g integrable.

Theorem (Jaramillo, Nourdin, Peccati (2021))
nH1S,(t) / x)dxLy(
Si [ &(x)dx =0y H < 1/3, entonces

n?H=15,(t) /R xg(x)dxL,(0).
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Supondremos que X es un Lévy a-estable, con v € [0,2]. Es decir, X
tiene incrementos independientes, estacionarios y

Elexp(i6X,)] = exp(—i€tn—ot|¢|*(1 - iBtan(-)sen(S))) (1)

Lemma
- Sumas de variables i.i.d. convergen a a-estables.
- X es autosimilar.

- Sia > 1, Li(x) ests bien definido como el limite en L de

/O " 5e(X — x)de.
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Tiempo local condicionado

Lemma
Definimos f(x,y) := E[Ljo11(—=x)| X1 = y].

Lnt]
ElLpo,q(x) | Fol = n# 723 F (0% (Xt = x), n% A7X)
i=1

En general, para una gran variedad de funciones g,
[nt]

Lpa(x) = Gen= ™D g ("é(X$ - ), néA,’-’X) ,

i=1



Tiempo de ocupacion condicionado

Lemma
Definimos F(x,y) := [° f(r,y)d

Lnt]
E[Op.q(x) | Fa] = natt Z F (n% Xi — x),n%A,."x)



Resultado principal (tiempo local)

Theorem (Amorino, Jaramillo, Podolskij (2023))
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Resultado principal (tiempo de ocupacion)

Theorem (Amorino, Jaramillo, Podolskij (2023))
Sia>1,

i JL Le
{nz ) (Op,g(x) —E[Op.q(x) | Fa)}ezo =5 {bBLy, (0 }e0,

donde B es un Browniano independiente de X y

b o= / E[(E[01(y)|X1] — Ox(y))?]dy.



Punto de inicio de la prueba

Mostramos que

Lnt]
Lio,g(x) — E[Ljo,q(x) | Fa] = ZZL

Zhy = D y(x) = G (0 (x = Xima), n¥ ATX)
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Puntos clave de la prueba

- Se cumple E[|Z},? | Gi=1] (la suma es martingala).
- La variacién cuadrética es

Lnt]
SOENZEP | Gl
=

- La suma se ve como

1 Lot} 1
a1 a(x — Xi_
n ;w (n (x XTI )) ,

para cierta funcién .

- Esta suma ya la sabemos manejar!
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- Si a € [0,1], el tiempo local no existe, pero el tiempo de ocupacién
si. Cual es su fluctuacién?.

- Cambiar la ley de X (procesos de Levy, procesos de Markov o
movimiento Browniano fraccionario).

- Cudl es la velocidad de convergencia?.

- Si cambiamos f por otra funcién suficientemente regular, obtenemos
la misma fenomenologia?

- Versiones funcionales sobre la variable x.

- Para qué otras variables F se puede estudiar F — E[F | F,]?
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Graciasl!

Contacto
Arturo Jaramillo
jagil@cimat.mx
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