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Motivacion

Sean p y v dos medidas reales que queremos comparar con una métrica.

= v ~ proceso de Galton Watson y u su ley asintética.
= v ~ suma de Bernoulli independientes y 1 ~ Poisson.
= v ~ medida de volumen intrinseco y i ~ Poisson.

= v ~ medida matroidal y p ~ Poisson.

Objetivo:
Comparar i1 y v con alguna métrica con una perspectiva comun:
convexidad.
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Dos medidas 11 y v en R satisfacen p <ic v si para V € K integrable,

/H%V(x),u(dx)g / V(x)v(dx).

JR

-SiK={f:R—=R; f esconvexa}, decimos v domina
convexamente a p (pu <c V).

-SiK={f:R—=R; f escreciente y convexa}, decimos v domina
en orden convexo creciente a u (p <jc V).
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Usaremos la notacién (f,~ fR Y(dx) y mi[y] = (x5, 7).

Definition
Definimos la 2-métrica de Zolotarev, con m € N, como

Glpr) = [ MO = 1) = ((x = Ol

Theorem (Boutsikas and Vaggelatou, 2002)
Si i =¢ v, entonces,

(ma[r] — ma[V]). (1)

N —

C2(/j'7 V) <
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Instancias simples de dominacién convexa

Familias muy generales que exhiben dominacién convexa

Martingalas, submartingalas y supermartingalas
- Medidas con dos cruces en su densidad

- Funciones de vectores positivamente asociados

Variables compuestas

Preguntas naturales

- Qué consecuencias podemos obtener de estos ejemplos?

- Podemos utilizar una métrica diferente?

Que tipo de extensiones naturales surgen?
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Un calculo clave

Sea C una clase de funciones. Definimos

dC(,uay) = SUp|<f,/A> - <f7l/>|
fecC

Luego, si a € R es arbitrario,

f(x)="f(a)+ (x —a)f'(a / / f"'(t)dtds
podemos llegar a

) = £(a) + (= a)f () + | Sau00F (1)
donde

S,¢(x) =[x =t Lgesayy + [t — X]4 Ligeca)y
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Un calculo clave

Observacién: si p < v, entonces (P, ¢, v) — (P, ) > 0. Para f € C,
<f71/> - <f7M> = (ml[y] - ml[ﬂ])f/(a)
4 [ (®ar) =~ (@ucem)r(2)e.
R

Concuimos que
(F1) = (o) S 1 [ (Bacot) = (@acoi))e

= 21 o(mals] — mal]).
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Definimos

do(p,v) = sup ((f,p) = (f,v))
!

Theorem (Jaramillo Melbourne (2023))
Para i, v con 2 momentos t.q. 1 2. v,

a1, v) = 3 (Varly] — Variy]).

Si p, v son medidas en Z, entonces

dT\/ S 6(12(,[1,7 I/).
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Distancias y convexidad

Definimos

dip(p,v) = sup  ({f,p) —(f,v)).
1L ]I <t

Entonces

Theorem (Jaramillo Melbourne (2023))
Para p, v con 2 momentos t.q. p <. v,

dh2(p,v) < (mu[v] — m[p]) + %(mz[V] — ma[u]).
Si ademas my[u] = my[v],

(Var[v] — Var[y]).

N =

d2(,LL, V) <
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Aplicaciones: Martingalas

Theorem
Sea J C Ry no acotado y X = {X;}+cs una martingala cuadrado

integrable con ley u;. Paras <'t,
1
da(ps, pit) = E(Var[ut] — Var[us]).
Si sup,ey mofpe] < o0,

(s, p1oe) = 5(Varlpoo] — Varls]).

Version submartingala y versién supermartingala estan disponibles con
d1 2 y desigualdad.
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Proceso de Galton Watson en ambiente variable

Un proceso de Galton-Watson en ambiente variable (GWVE)
Z ={Z,: n> 0} se construye como sigue. Sean Q = {q,: n > 1}
medidas de proba en Z.

anl
Zo=1 y Z,=> ", n>1,
i=1
(n)

donde {x,(-") :i,n > 1} son variables independientes con x;"’ ~ gp.

Conexion con convexidad:
El proceso Z,/E[Z,] es una martingala.
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Proceso de Galton Watson en ambiente variable

Corollary
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Proceso de Galton Watson en ambiente variable

Corollary
Sea u, la ley de Z,/E[Z,]. Entonces, bajo hipétesis adecuadas,

drv(fin; o) < 6d2(fin, fioo)
., (i (malgn] — mlan))/m[an® 1 ) |

—n mi[q] -+ m[q] mi[qi] - - - mqy]

Si g, es constante sobre n, igual a v,

3Var[y]
mi[y](m[y] -1

dTV(MmMoo) < 6dl€(,uln7/~L00) = )ml[’y]_n'

11
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Log-concavidad relativa

Definition
Decimos que v es log-concava con respecto a u si (i) v es absolutamente
continua respecto a p y Iog(j—:) es céncava.

Ejemplos
= v ~ Binomial y x ~ Poisson.
= v ~ Suma de Bernoulli's independients y y ~ Poisson.

= v ~ Volumen intrinseco aleatorio y 1 ~ Poisson.

= v ~ Matroide aleatorio y j1 ~ Poisson.

Lemma
Si v es log-céncava respecto a p y ma[u] = my[v], entonces v <. pu.
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Ley de eventos raros cuantitativa

Corollary

Si S, es suma de Bernoulli’s independientes, B, es Binomial con tamafio
ny éxito p = my[Sy]/n y M, es Poisson con media myi[S,],

n n 2
dT\/(Sn, Bn) < 3d2(5n, Bn) = 3n Z'Di — (Z Pk)
k=1

k=1

dTV(Sna Mn) < 3d2(5n7 Mn) - 32 P;%~
k=1

13
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Definition
Un matroide M es un par M = (X,Z), con Z C 2X t.q.

-SiSCTyTETI, entonces S € 7,
-SiS, TeZy|S|<|T|, entonces existe x € T\S t.q. SU{x} € Z.

Definimos I, := [{S €T ;

S| = k}|. Sea paq la medida
umlk] = cl,

para 1 < k < ny c adecuada.

14



Resultados limite para medidas matroidales

Corollary (Jaramillo-Melbourne (2023))
Si X ~ up y M es Poisson con la misma media,

dT\/(X -1, M) < 6d2(X -1, M) < 6(Var[uM] = ml[uM] + 1)
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Corollary (Jaramillo-Melbourne (2023))
Si X ~ up y M es Poisson con la misma media,

dT\/(X -1, M) < 6d2(X -1, M) < 6(Var[uM] = ml[uM] + 1)

Corollary
Si {My}k>1, podemos formar el matroide 'suma directa’

Sn:Ml@"'@Mn-

Si Xp ~ us, y M, es Poisson con la misma media,

d(Xo = n,pp,) < CY / 123X i, (dx),
h—1 R

donde C > 0 es una constante universal.

15
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Ejemplos de volimenes intrinsecos

Para los siguientes K C R”, los volimenes intrinsecos son explicitos
Bola euclideana
Si K es la bola euclideana,

Paralelepipedo
Sean s;,...,s, > 0 fijos. Si
K = {X eR": x; € [O,S,']}7
entonces V;(K) es la j-ésima funcién simétrica evaluada en (sy,...,s,).
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Teoremas limite para volimenes intrinsecos

Corollary (Jaramillo Melbourne (2023))
Sea K C R" un convexo acotado y supongamos que X tiene la ley del

volumen intrinseco de X. Sea D, una variable con la ley del volimen
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Teoremas limite para volimenes intrinsecos

Corollary (Jaramillo Melbourne (2023))
Sea K C R" un convexo acotado y supongamos que X tiene la ley del

volumen intrinseco de X. Sea D, una variable con la ley del volimen
inrtinseco de una bola de radio r y My una ley Poisson con tasa \.
Supongamos que E[X] = E[D,] = E[M,]. Entonces

drv(D,, X) < 3d(D,, X) = 3(Var[D,] — Var[X])
dry(My, X) < 3d(My, X) = 3(\ — Var[X]).

Dichos resultados pueden ser aplicados para obtener ley de eventos raros
para voltimenes intrinsecos de paralelepipedos.

17
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Miscelanea de generalizaciones

Qué fue lo que pasé?

- Ingrediente 1:
K={V:R—=R; >0}, que induce u =<, .

- Ingrediente 2:
C={f:R—R; |f’| <1}, que induce dr(p, ).

- Resultado:
cota de la forma (g, v — u) — (g, u), donde g”" = 1.

18
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Miscelanea de generalizaciones

Sea ¥ : R — R una medida de referencia adecuada. Definimos

Ky = {f € C3(R;R) ; |f"(t)| <" forall tcR}

dy(p,v) == sup ((f, ) — (f, 1)),
FEKy

Theorem
Sean 11 y v medidas de proba t.q. 1 es integrable y yu <. v in |. Entonces

d}Cw (/’L? V) = <¢’ l/> - <¢7 ,LL>

- Aplicacién fundamental para el proceso de Galton Watson

- Generalizacién donde se cambia 'tomar derivada de orden 2’ por
"tomar derivada fraccionaria’.

19
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Algunos temas que alin quedaran abiertos:
- Ordenes inducidos por V(") >0 en lugar de V" > 0y ejemplos
Gtiles.
- Aplicaciones estadisticas?
- Ajustes para incluir el TLC.
- Instancias particulares de matroides.
- Teoremas limite universales para volimenes intrinsecos.

- Teoremas de Yaglom para procesos de Galton Watson criticos.
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Graciasl!

Contacto
Arturo Jaramillo
jagil@cimat.mx
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