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Resumen
En el contexto de epidemiología, resulta sumamente importante el uso de mo-

delos matemáticos para describir la dispersión de un agente infeccioso en una
población con fines de aprender sobre las características infecciosas del agente, o
bien, de predecir escenarios futuros para un brote.

Una forma de modelar matemáticamente el proceso de dispersión de un agen-
te infeccioso, es mediante modelos epidemiológicos compartimentales, los cuales
consisten en clasificar a los individuos de una población en distintas categorías de
acuerdo a su estado respecto a la enfermedad. Estos modelos dependen de pará-
metros que regulan el contagio y la recuperación de los individuos, por ejemplo,
y que son determinantes en el desarrollo y magnitud de un brote.

Este trabajo tiene como objetivo revisar y proponer, en algunos casos, me-
todologías para realizar inferencia estadística, desde el enfoque bayesiano, de los
parámetros que rigen este tipo de modelos. Los modelos compartimentales se con-
sideran, a su vez, bajo dos diferentes tipos de regímenes. El primero se denomina
“ley de acción de masas” y corresponde al escenario en donde el número de contac-
tos de cada individuo en la población es muy similar. El segundo tipo incorpora
una red de contactos y puede considerar poblaciones con contactos individuales
que son muy diferentes entre sí.
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Introducción

Un paso importante en el método científico es la experimentación, sin embar-
go, en el contexto de epidemiología no es concebible (ni sería ético) experimentar
sobre una población para ver cómo se dispersa un agente infeccioso. Esto hace que
en esta área sea sumamente importante el planteamiento de modelos matemáti-
cos que intenten describir la evolución de una enfermedad y que al mismo tiempo
puedan incorporar resultados de laboratorio o estimaciones originadas de brotes
anteriores. Al tener un modelo bien determinado, es posible plantearse distintos
escenarios bajo los cuales se desarrolle la dipersión de la enfermedad, y establecer
así políticas públicas que intenten erradicar o disminuir la magnitud de un brote.

Una gran parte de los modelos epidemiológicos considera que un individuo
puede transitar por diversos estatus al ser infectado durante un brote. Esta clasi-
ficación individual lleva naturalmente a dividir a la población de estudio en grupos
o categorías disjuntas de acuerdo a su estado respecto a la enfermedad. Este tipo
de modelos epidemiológicos se denominan modelos compartimentales.

Por otro lado, los modelos epidemiológicos pueden dividirse en dos grandes
categorías: deterministas o estocásticos. En un modelo determinista se considera
que se tiene control o conocimiento absoluto de los factores que intervienen en
el estudio del proceso o fenómeno y por tanto se pueden predecir con exactitud
sus efectos. En un modelo estocástico no es posible controlar todos los factores
que intervienen y en consecuencia no se tienen resultados únicos. Debido a esta
variabilidad en los modelos estocásticos, los resultados están acompañados con
distribuciones o afirmaciones probabilísticas. Por ejemplo, si modelamos la pro-
pagación de una enfermedad usando un modelo compartimental en una población
compuesta de N individuos, un modelo determinista nos permite obtener para un
tiempo fijo t el número (o proporción) de individuos en cada uno de los comparti-
mentos, mientras que usando un modelo estocástico se obtendría la probabilidad
de que se tengan (i0, i1) individuos infectados (con i0 < i1).

Supóngase que se tiene un modelo compartimental con K categorías mutua-
mente excluyentes y que la salida de un grupo implica la entrada inmediata a uno
de los otros. Siguiendo la notación de Haran (2009), para un tiempo fijo t, se puede
definir un sistema vector-valuado X(t) = (X1(t), . . . , XK(t)), donde Xi(t) es un
conteo que corresponde al número de individuos en el i-ésimo compartimento, o
un número real en el intervalo [0, 1], cuando lo que se describe es la proporción de
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individuos en cada uno de los grupos. Asociado a estos estados, se puede definir un
proceso de flujo para cada par de compartimentos i, j. Denotemos Nij(t2)−Nij(t1)

el número de transiciones del compartimento i al j entre los tiempos t1 y t2, con
t1 < t2. Este flujo está asociado con las tasas de transferencia entre compartimen-
tos νij ≥ 0, i, j ∈ {1, . . . , K}.

En los modelos epidemiológicos compartimentales existe un parámetro umbral
que determina si el número de infectados decrece rápidamente hasta desaparecer,
o si la enfermedad se propaga en una gran parte de la población y se presenta un
brote. Este parámetro umbral se conoce como R0 y es una función de las tasas de
transferencia entre los compartimentos.

Dado un conjunto de observaciones, por ejemplo pensemos en reportes de nue-
vos infectados cada cierto intervalo de tiempo, y un modelo epidemiológico que
describa adecuadamente los datos observados (puede consultarse Herrera Reyes,
2010 para mayor detalle sobre el tema de selección de modelos), es relevante po-
der realizar inferencia sobre los parámetros que rigen el modelo para los datos, ya
que esto permitiría un mejor entendimiento del comportamiento de la epidemia,
y además el establecimiento de medidas que ayuden a controlar el brote, evitando
un impacto mayor en la salud de la población y en la economía.

El objetivo principal de este trabajo es presentar un proceso de inferencia en
modelos epidemiológicos compartimentales planteados bajo escenarios distintos.
Se supondrá que los datos observados son el número de nuevos infectados repor-
tados en un intervalo de tiempo y se trabajará con modelos de tipo bayesiano.

El trabajo se divide en cuatro capítulos. En el Capítulo 1 se presentan las bases
teóricas necesarias para el desarrollo de la inferencia de los modelos epidemioló-
gicos que se presentan. Estos fundamentos se enfocan principalmente en métodos
de simulación e inferencia bayesiana.

En el Capítulo 2 se revisa el planteamiento de los modelos compartimentales
desde el enfoque determinista, el cual supone una población grande donde las in-
teracciones entre los individuos son homogéneas y se rigen bajo la ley de acción
de masas, por lo que el número de contactos de los individuos de la población es
muy similar, y el sistema de ecuaciones diferenciales asociado al modelo tiene una
solución única para un tiempo fijo. También se presenta una forma de realizar
inferencia en este tipo de modelos y algunos ejemplos de su implementación.
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Posteriormente, en el Capítulo 3 se añade un componente aleatorio relacio-
nado con los tiempos en que los individuos permanecen en cada compartimento.
De esta forma, los modelos compartimentales que aquí se consideran son cadenas
de Markov de saltos puros. En este caso también se plantea la metodología de
inferencia y se presenta un ejemplo.

Por último, en el Capítulo 4 se plantea el modelo estocástico en una red que
representa las interacciones entre los individuos de una población. Este escena-
rio es más realista que los anteriores cuando la población es pequeña o el agente
infeccioso se dispersa siguiendo contactos que varían considerablemente entre los
individuos de la población. Se presenta una adaptación del método de inferencia
en el modelo estocástico y un ejemplo en el modelo SIR.

La implementación de los métodos de inferencia se programó usando el software
estadístico R (R Development Core Team, 2008) y el código de programación que se
utiliza a lo largo de este trabajo puede consultarse en http://leticiaramirez2.
net/supplementary_material.html.

http://leticiaramirez2.net/supplementary_material.html
http://leticiaramirez2.net/supplementary_material.html


Capítulo 1

Fundamentos teóricos

En este capítulo se abordan las bases de los elementos estadísticos utilizados
para el desarrollo de los procesos de inferencia que se abordarán en los capítulos
siguientes.

En la Sección 1.1 se explica brevemente el paradigma bayesiano, y cómo es-
te esquema de modelación incorpora, además de la información proporcionada
por los datos (reflejada en la verosimilitud), información adicional obtenida de
expertos sobre el tema que puede ser valiosa y aportar ventajas al considerarla
en el modelo. Es importante dar un breve resumen sobre este tópico, ya que la
inferencia en los modelos compartimentales desarrollada más adelante se basa en
modelos bayesianos.

Posteriormente, en la Seccion 1.2 se describen algunos algoritmos MCMC que
permiten simular de una densidad posterior en ocasiones que se dificulta su ob-
tención de manera explícita. En particular, se hace especial énfasis en el algoritmo
Metrópolis-Hastings, puesto que el t-walk y el algoritmo ABC-MCMC son casos
particulares de éste que se usarán para la simulación de la densidad posterior
de los parámetros de los modelos compartimentales abordados en los capítulos
posteriores.

1.1. Inferencia Bayesiana

El primer paso a realizar en la modelación estadística paramétrica, es elegir
una familia paramétrica P = {f(y | θ) : θ ∈ Θ} que logre describir el com-
portamiento probabilístico del fenómeno aleatorio de estudio, pero aún queda la
incertidumbre acerca de cuál θ elegir para que el modelo esté definido de forma
explícita. En contraste con el enfoque clásico o frecuentista, en estadística baye-
siana se modela a θ, el parámetro del modelo probabilístico general π(y | θ), como
una variable (o vector) aleatoria cuya distribución de probabilidad a priori
o inicial π(θ) está basada en información previa. Elegir tal distribución es todo
un tema, existen varios métodos para capturar la información subjetiva en una
distribución de probabilidad para θ y también hay formas de expresar en dicha



Capítulo 1. Fundamentos teóricos 5

distribución la incertidumbre acerca del parámetro mediante una distribución a
priori poco informativa1.

Ya que se cuenta con la distribución a priori, se procede a obtener la muestra, y
la distribución inicial se actualiza con las observaciones x = (x1, . . . , xn) conforme
a la Regla de Bayes para obtener una distribución posterior o final :

π(θ |y) =
f(y | θ)π(θ)∫

Θ
f(y |ϑ)π(ϑ) dϑ

(1.1)

Obsérvese que la distribución π(θ |y) contempla tanto la información muestral
como la información incorporada por π(θ). El denominador de (1.1) es una cons-
tante que típicamente en dimensiones paramétricas mayores es difícil de calcular
de manera explícita, sin embargo existen métodos para aproximarlo numérica-
mente.

La característica primordial que hace interesante al enfoque bayesiano es que
éste, además de usar información muestral, hace posible incorporar de manera
consistente al modelo información subjetiva (a priori) derivada de las creencias
previas a la realización del experimento (experiencia de expertos, información his-
tórica, etc.) y aún con muestras pequeñas proporciona inferencias aceptables (Box
y Tiao, 2011; Bernardo y Smith, 2001).

En la metodología bayesiana, una vez hallada la distribución posterior ya es
posible plantear cualquier problema de inferencia: estimación puntual, estimación
por intervalos, contrastes de hipótesis, etc. (Bernardo y Smith, 2001; Blasco, 2005).

1.2. Algoritmos MCMC

Los algoritmos MCMC son métodos de simulación basados en una Cadena de
Markov; es decir, las variables generadas serán dependientes. De esta forma se
deberán sacrificar observaciones intermedias para obtener una muestra pseudoin-
dependiente. La ventaja de este tipo de algoritmos radica en que una cadena de
Markov puede tener propiedades de convergencia que facilitan la simulación de
una función objetivo π arbitraria a partir de una distribución adicional q de la
cual es sencillo simular.

El objetivo es simular variables aleatorias X1, . . . , Xn que se distribuyan apro-
ximadamente como π sin simular directamente de esta distribución. Los métodos

1Para mayor detalle acerca de distribuciones a priori, véase Robert (2007).
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MCMC logran esto usando una cadena de Markov ergódica que tenga como dis-
tribución estacionaria π.

Existen diversos esquemas que producen kerneles de transición válidos aso-
ciados con distribuciones estacionarias arbitrarias, pero se conserva el esquema
general que consiste en proponer un punto inicial x(0) dentro del soporte de π
y generar una cadena

{
X(t)

}
usando una densidad propuesta con distribución

estacionaria π.

1.2.1. Algoritmo Metrópolis-Hastings

Este algoritmo debe su nombre a Nicholas Metrópolis, que publicó un artículo
en conjunto con otros autores, donde se proponía por primera vez el algoritmo en
el caso de propuestas simétricas (Metropolis et al., 1953). Posteriormente, Has-
tings (1970) extendió el algoritmo al caso más general.

El algoritmo Metrópolis-Hastings hace uso de una densidad condicional q(y |x)

definida respecto a la medida dominante del modelo (Robert y Casella, 2013), y
puede ser implementado en la práctica cuando es sencillo simular de q(· |x), ya
sea que se pueda simular explícitamente de ella o de algo proporcional (salvo una
constante multiplicativa que no dependa de x); o bien, si es simétrica, es decir,
que q(x | y) = q(y |x).

El algoritmo M-H asociado con la densidad objetivo π y la densidad condicional
q (a la cual se le llama densidad instrumental, propuesta o kernel de transición),
produce una cadena de Markov

{
X(t)

}
mediante las transiciones mostradas en el

Algoritmo 1.

A α(x | y) se le llama probabilidad de aceptación de Metrópolis-Hastings y a
{π(y)q(x | y)} / {π(x)q(y |x)} se le llama razón de Metrópolis-Hastings. Para re-
visar las condiciones que se requieren para la convergencia del método y mayor
detalle sobre las propiedades asintóticas ver la Sección 7.3.2 de Robert y Casella
(2013).

El Algoritmo 1 siempre acepta valores de yt para los cuales el cociente π(yt)/q(yt |x(t))

se incrementa comparado con el valor anterior π(x(t))/q(x(t) | yt). En el caso en que
la propuesta q es simétrica, este término se cancela en la razón de M-H y se acep-
ta un punto de acuerdo al valor del cociente π(yt)/π(x(t)). Este método también
es capaz de aceptar puntos para los cuales la razón descrita anteriormente no se
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Algoritmo 1: Metrópolis-Hastings.

Dado un punto x(t),

1. Generar Yt ∼ q(y |x(t))

2. Hacer

X(t+1) =

{
Yt con probabilidad α

(
x(t), Yt

)
,

x(t) con probabilidad 1− α
(
x(t), Yt

)
.

donde

α (x, y) = mı́n

{
π(y)

π(x)

q(x | y)

q(y |x)
, 1

}

incrementa, pero con probabilidad menor a uno.

La elección de la densidad propuesta q es crucial para la rápida convergencia
de este algoritmo. Naturalmente, la densidad propuesta que haría que el método
convergiera más rápidamente sería q(y |x) = π(y), en cuyo caso la probabilidad
de aceptación de M-H sería 1 y la convergencia se daría de manera inmediata, sin
embargo, en el contexto de métodos MCMC suponemos que no se puede muestrear
de π directamente. En el caso más general, es común proponer una caminata alea-
toria para mover a los puntos (Random Walk Metrópolis-Hastings), en la cual la
propuesta está dada por Yt = x(t−1) +Zt, donde los incrementos {Zt} son v.a.i.i.d.
provenientes de una distribución simétrica determinada, por ejemplo, N(0, σ2I).
En este caso, el problema se enfoca en cómo escalar la propuesta, que en el caso
de la Normal, equivale a elegir σ2 (a la cual se le llama tamaño de paso). Si σ2 se
elige muy pequeña, la cadena se moverá muy lentamente y producirá puntos muy
correlaccionados, pero si es demasiado grande, las propuestas se rechazarán con
facilidad.

Típicamente, la búsqueda de los parámetros de escalamiento para la propuesta
se hace manualmente, a prueba y error; sin embargo, esto puede resultar tedioso
y complicado, sobre todo en altas dimensiones. Un enfoque alternativo son los
métodos MCMC adaptativos, los cuales hacen a la computadora aprender sobre
mejores valores sobre los parámetros mientras el algoritmo corre. Esto se logra
actualizando los parámetros de escalamiento de la densidad propuesta en cada
iteración, a fin de encontrar un valor más adecuado. Se requieren ciertas condicio-
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nes para garantizar la convergencia, las cuales pueden consultarse en Haario et al.
(2001) y Andrieu y Thoms (2008).

1.2.2. El t-walk

El t-walk es un algoritmo propuesto por Christen et al. (2010) que permite
simular de una función objetivo continua arbitraria. Es un método MCMC que
se basa en dos puntos seleccionados de manera independiente dentro del espacio
muestral y propone nuevos puntos que se aceptan o rechazan con probabilidad
dada por el cociente de Metrópolis-Hastings, por lo que se puede probar su con-
vergencia bajo las condiciones habituales. A diferencia de los métodos adaptativos,
en este caso la propuesta es fija, y produce un algoritmo invariante a la escala que
se considere, y aproximadamente invariante a transformaciones afines del espacio
paramétrico.

La ventaja del t-walk es que no requiere parámetros de escalamiento ni adap-
taciones de la propuesta, haciéndolo muy versátil para poder simular de una dis-
tribución objetivo continua. Se basa en un kernel híbrido, es decir, en una mezcla
de kerneles estándar de Metrópolis-Hastings y únicamente requiere la evaluación
de la distribución objetivo en el punto actual y el anterior, así como la evaluación
de la propuesta.

Supóngase que se desea simular de la distribución objetivo π(x), con x ∈ X

y X ⊂ Rd. Se define una nueva función objetivo f sobre X × X como f(x, x′) =

π(x)π(x′). El algoritmo parte de un par de puntos dentro del soporte de la dis-
tribución objetivo y en cada paso mueve uno de ellos con igual probabilidad,
mediante la propuesta que genera las siguientes transiciones:

(y, y′) =

{
(x, h (x′, x)) con probabilidad 0.5,

(h (x, x′) , x′) con probabilidad 0.5
(1.2)

donde h(x, x′) es una variable aleatoria utilizada para formar la propuesta. Ob-
sérvese que no se están considerando dos cadenas paralelas en X, sólamente se
construye una cadena en X × X. Se seleccionará al azar una de cuatro distintas
propuestas (movimiento de caminata, transversal, de vuelo y de salto, ver Christen
et al., 2010), cada una de ellas caracterizada por una función h. En primer lugar se
elegirá una de las opciones en (1.2), y posteriormente se simulará la propuesta de h.

Sea g (· |x, x′) la función de densidad de h(x, x′). Bajo un esquema de Metrópolis-
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Hastings, el cociente de aceptación puede calcularse como

π (y′)

π (y′)

g (x′ | y′, x)

g (y′ |x′, x)

para el primer caso de (1.2) y

π (y)

π (y)

g (x | y, x′)
g (y |x, x′)

para el segundo caso.

Un método MCMC bien calibrado (es decir, donde los parámetros de la pro-
puesta son elegidos de manera óptima) puede converger más rápidamente que
el t-walk, sin embargo, a pesar de que un MCMC de Metrópolis-Hastings es un
método muy flexible y general, calibrarlo puede resultar muy complicado, sobre
todo en altas dimensiones. El t-walk brinda un método alternativo y muy general,
al requerir solamente dos puntos dentro del soporte y el logaritmo de la función
objetivo como entrada. Este método está implementado en Python y en R (R
Development Core Team, 2008) en una paquetería llamada t-walk, la cual es
utilizada en este trabajo.

1.2.3. Inferencia sin verosimilitud (ABC)

Considérese un modelo bayesiano donde π(θ) denota la densidad a priori
del vector de parámetros θ ∈ Θ. Supongamos que se tienen observaciones y =

y1, . . . yn ∈ D del modelo f (y | θ). Desde el enfoque bayesiano, la inferencia se
basea en la distribución posterior

π (θ |y) ∝ f (y | θ) π (θ) .

Sin embargo, en ocasiones la verosimilitud de los datos es muy complicada, su
evaluación puede resultar muy costosa computacionalmente o simplemente impo-
sible de calcular; esto dificulta el uso de los algoritmos estándar para simular de
π (θ |y). Los métodos ABC (Marin et al., 2012; Del Moral et al., 2012), son una
alternativa que únicamente requiere que sea posible simular pseudo-observaciones
x del modelo f (· | θ), es decir, basta con conocer el modelo estocástico a partir
del cual se generan los datos para poder simular de una aproximación de la dis-
tribución posterior.

En Rubin et al. (1984) se afirma que la estadística bayesiana y los métodos
Monte Carlo son muy útiles para probar el ajuste de una gran variedad de mode-
los posibles a un conjunto de datos. Más aún, en este paper se plantea el primer
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algoritmo ABC, el cual se basa en un muestreo exacto de aceptación y rechazo
(ver Robert y Casella, 2013).

De acuerdo con Del Moral et al. (2012), el esquema general del ABC consiste
en muestrear de una aproximación πh de la posterior, definida sobre Θ×D como:

πε (θ,x |y) =
π (θ) f (x | θ)1 (x)

Aε,y∫
Aε,y×Θ

π (θ) f (z | θ) dz dθ
,

donde ε > 0 es un nivel de tolerancia, 1 (·)
B

es la función indicadora de un con-
junto dado B y x ∈ D corresponde a un conjunto de pseudo-observaciones del
modelo, las cuales son cercanas en algún sentido a las observaciones reales y.
Dicho conjunto se define formalmente por

Aε,y = {z ∈ D : ρ (η(z), η(y)) < ε} . (1.3)

La función η es un estadístico que resume la información de la muestra y la
función ρ es una medida de distancia.

Se han propuesto diversas variaciones a la aproximación por ABC de la pos-
terior presentada anteriormente. En Marin et al. (2012) se describen algunas de
estas modificaciones a detalle. La que se utilizará en el desarrollo de este trabajo,
es una generalización propuesta por Wilkinson (2013) y consiste en sustituir la
función indicadora de (1.3) por una función suavizadora de tipo kernel (la indi-
cadora corresponde a un kernel uniforme). Mediante este algoritmo se propone
realizar inferencia sobre una aproximación controlada de la distribución objetivo,
haciendo uso de la convolución de esta última con una función kernel arbitraria:

π∗h (θ,x |y) =
π(θ) f(x | θ)Kh(y − x)∫

π(θ) f(z | θ)Kh(y − z) dz dθ
, (1.4)

donde Kh es un estimador de densidad kernel parametrizado por el ancho de ban-
da h. Wilkinson (2013) estipula que si el modelo planteado tiene un término de
error, y se estima la distribución de dicho error mediante Kh, esto produce un
algoritmo ABC que permite simular exactamente de la posterior que depende del
error de las variables.

En la práctica, el algoritmo de Wilkinson se puede modificar calculando el
estimador de densidad tipo kernel sobre un estadístico que mida la discrepancia



Capítulo 1. Fundamentos teóricos 11

entre las observaciones reales (y) y las simulaciones (x) obtenidas dado un valor
fijo θ0 para el parámetro. En primer lugar debe plantearse un estadístico η : D→ S

que resuma la información de los datos, y posteriormente la función ρ : S×S→ R
que proporciona una medida de distancia o disimilaridad. Una posible alternativa
es usar un estadístico t : D×D→ R que no dependa de cantidades desconocidas,
tal que t(x,y) = ρ (η(x), η(y)) (Braunack-Mayer, 2013; Durán Aguilar, 2014). De
esta forma, se modifica la expresión (1.4) como sigue:

π∗h (θ,x |y) =
π(θ) f(x | θ)Kh(t(x,y))∫

π(θ) f(z | θ)Kh(t(z,y)) dz dθ
, (1.5)

El estadístico t debe resumir de alguna forma la discrepancia entre los datos ob-
servados y los simulados. Una vez propuesto el estadístico, se debe cuantificar
entre las distintas propuestas, es decir, servirá para comparar entre simulaciones
x1 y x2 provenientes de los parámetros θ1 ∈ Θ y θ2 ∈ Θ, respectivamente. Esta
cuantificación se logrará mediante la estimación de densidad tipo Kernel, la cual
es una técnica no paramétrica cuyos fundamentos se resumen en la siguiente sec-
ción.

Si se propone un estadístico y un modelo para el kernel con su ancho de
banda, y además se es capaz de simular pseudo-observaciones x del modelo, ya es
posible simular de la densidad πh haciendo uso de métodos MCMC para que no
sea necesario el cálculo del denominador de (1.5).

Estimación de densidades por Kernel

Sean X1, . . . , Xn variables aleatorias independientes e idénticamente distribui-
das como f , todas definidas sobre R. Se usará el caso unidimensional, ya que el
estadístico que se utilizará es univariado. El estimador por kernel de la densidad
f en el punto x ∈ R se denota y define

f̂h (x ; X1, . . . , Xn) :=
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
=

1

n

n∑
i=1

Kh(x−Xi) (1.6)

donde K : R → R es una función integrable tal que
∫
K(u)du = 1 y se de-

nomina función kernel. La densidad normal estándar, por ejemplo, cumple con
las condiciones y en este contexto se le llama kernel normal. También se define
Kh(u) = (1/h)K(u/h). Al parámetro h se le conoce como ancho de banda del
estimador (1.6).
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En Tsybakov (2009) se demuestran algunas propiedades asintóticas de este
estimador. Por ejemplo:

Cuando el ancho de banda h es tal que nh→∞ cuando n→∞, la varianza
del estimador (1.6) tiende a cero cuando n→∞.

Bajo ciertas condiciones puede encontrarse una cota para el sesgo de (1.6)
para cualquier n fijo y puede demostrarse que se trata de un estimador
asintóticamente insesgado.

Al usar este tipo de estimadores se debe fijar una función kernel, pero ello no
es tan determinante en la rapidez de la convergencia como lo es la selección del
ancho de banda h. Este hecho ha sido estudiado ampliamente y se han propuesto
distintas soluciones para encontrar el ancho de banda óptimo en algún sentido
(Turlach et al., 1993).

Estimación por ABC

Recordemos que el problema original consiste en muestrear de la densidad
posterior π(θ |y), y a partir de pseudo-observaciones x del modelo y (1.5) se
puede simular de π∗h(θ,x |y). De esta forma puede plantearse una aproximación
de la posterior que depende de la función kernel K a elegir y su ancho de banda
h, como sigue:

πh(θ |y) =

∫
D

π∗h (θ,x |y) dx

=

∫
D

π(θ) f(x | θ)Kh(t(x,y))∫
π(θ) f(z | θ)Kh(t(z,y)) dz dθ

dx

= c

∫
D

π(θ) f(x | θ)Kh(t(x,y)) dx. (1.7)

Cuando el ancho de banda h tiende a cero y bajo ciertas condiciones mínimas
Tsybakov (2009), se sigue que∫

D

f(x | θ)Kh(t(x,y)) dx→ f(y | θ).

Por lo tanto, cuando h→ 0,
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πh(θ |y)→ cf(y | θ) π(θ) = cπ(θ |y),

donde c ∈ R es la constante de proporcionalidad que resulta de (1.7). Lo anterior
implica que para anchos de banda muy pequeños, la aproximación πh será muy
cercana a la distribución posterior de la que se pretende simular.

MCMC sin verosimilitud

En Marjoram et al. (2003) se propone un método de simulación MCMC de
una distribución posterior considerando que se desconoce el modelo a partir del
cual fueron generados los datos, pero puede simularse de éste. Este algoritmo se
conoce como ABC-MCMC, ya que, a pesar de la ausencia de la verosimilitud, se
genera una cadena de Markov que converge a la aproximación de la distribución
objetivo, como se explica en la Sección 1.2.

Para el desarrollo de este algoritmo se utilizará la aproximación por kernel
de la distribución que considera pseudo-observaciones simuladas dada por (1.5).
Nótese que la aproximación πh de la posterior puede escribirse como:

πh(θ |y) =
π∗h(θ,x |y)

f(x | θ)
. (1.8)

Se utilizará esta expresión en el cálculo de la probabilidad de aceptación de las
propuestas. El algoritmo de simulación de una distribución posterior sin verosi-
militud por MCMC se muestra a continuación:
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Algoritmo 2: ABC-MCMC.

Dado un parámetro θ(t) y una simulación xθ(t) del modelo f
(
· | θ(t)

)
,

1. Generar νt de la densidad propuesta q(· | θ(t))

2. Simular pseudo-observaciones xνt provenientes del modelo f (· | νt).

3. Hacer

θ(t+1) =

{
νt con probabilidad α

(
θ(t), νt

)
,

θ(t) con probabilidad 1− α
(
θ(t), νt

)
.

donde

α (a, b) = mı́n

{
πh(b |y)

πh(a |y)

q(a | b)
q(b | a)

, 1

}
4. Si se acepta νt, guardar xθ(t+1) = xνt ; en caso contrario, xθ(t+1) = xθ(t) .

Se calculará la probabilidad de aceptación del punto b estando en a. Sean xa
y xb pseudo-observaciones del modelo con parámetros a y b, respectivamente.

Sustituyendo (1.8) en la razón de Metrópolis-Hastings,

πh(b |y)

πh(a |y)

q(a | b)
q(b | a)

=

π∗h(b,xb |y)

f(xb | b)
π∗h(a,xa |y)

f(xa | a)

q(a | b)
q(b | a)

,

y de (1.5) se sigue que

=

π(b)f (xb | b)Kh (t(xb,y))

f(xb | b)
π(a)f (xa | a)Kh (t(xa,y))

f(xa | a)

q(a | b)
q(b | a)

.

Así, la probabilidad de aceptar el punto b estando en a resulta

α(a, b) = mı́n

{
π(b)Kh (t(xb,y)) q(a | b)
π(a)Kh (t(xa,y)) q(b | a)

, 1

}
, (1.9)
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y no depende de la distribución desconocida de los datos. Si se tiene una propuesta
q simétrica (que será nuestro caso en las simulaciones a desarrollar), la expresión
(1.9) se simplifica aún más, ya que se elimina este término en la razón de M-H.



Capítulo 2

Modelos compartimentales
deterministas

En este capítulo se explica el planteamiento de un modelo compartimental de-
terminista, así como los principales supuestos que se consideran en este caso. En
la Sección 2.1 se describe la metodología para realizar inferencia paramétrica en
un modelo de esta clase. Se trabaja sobre dos casos particulares, el modelo SIR
y el SEIR deterministas, en las Secciones 2.2 y 2.3, respectivamente. En ambos
modelos se presenta un ejemplo de la implementación del proceso de inferencia.

En un modelo determinista, las tasas νij se expresan matemáticamente como
la velocidad de cambio del volumen del compartimento i en favor o en dirección al
j. Así, el modelo se formula como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Existen condiciones adicionales, como efectos demográficos, efectos de vacuna-
ción, etc. que pueden ser sumamente relevantes en el proceso infeccioso. Aunque
varios de estos cambios pueden introducirse a su vez como nuevas categorías de los
individuos en el modelo compartimental, en este trabajo suponemos que la evolu-
ción del brote epidémico es rápida (semanas) y que cambios demográficos pueden
ser omitidos. En este sentido asumimos que la población es cerrada. Esto es, libre
de nacimientos, muerte natural de los individuos de la población y migración, de
manera que los parámetros del modelo serán únicamente aquellos que determinan
el tiempo que los individuos pasan en cada compartimento.

2.1. Metodología de inferencia en modelos deter-
ministas

Como se mencionó anteriormente, en un modelo compartimental determinis-
ta, la dinámica de la dispersión del agente infeccioso está dada por un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias. Una forma natural de abordar el problema de
inferencia en este modelo epidemiológico si se tiene información a priori además
de los datos observados, es concibiéndolo como un problema inverso (Stuart, 2010).
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Se denomina problema inverso al proceso de calcular, a partir de un conjunto
de observaciones, los factores causales que las originaron (Aster et al., 2011). La
relevancia del estudio de problemas inversos radica en que permite obtener infor-
mación acerca de parámetros que no se pueden observar directamente. Tienen un
gran rango de aplicaciones en óptica, acústica, teoría de la comunicación, proce-
samiento de señales, etc.

El problema inverso se puede conceptualizar como:

Datos −→ Parámetros del modelo;

se considera inverso al problema directo, el cual relaciona los parámetros del
modelo con los datos que se observan, a partir del modelo subyacente.

Parámetros del modelo −→ Datos.

En el contexto de un modelo epidemiológico compartimental, supongamos que
se tiene:

a) el modelo de ecuaciones diferenciales que explica la dinámica del sistema epi-
demiológico,

b) un vector fijo θ de parámetros del modelo, y

c) un conjunto de condiciones iniciales Xθ(t0) = X0;

y que se desea obtener Xθ(t) para t > t0. A esto se le llama problema directo o
forward map, y como se mencionó anteriormente no tiene una solución analítica
cerrada pero ésta puede aproximarse usando los métodos numéricos empleados en
la función lsoda del paquete deSolve de R (Soetaert et al., 2010).

Por otro lado, si se tiene:

a) un modelo de ecuaciones diferenciales que describe la dinámica del sistema
epidemiológico, y

b) un vector y = (y1, . . . , yn) de observaciones del proceso Xθ (o una función del
mismo) en los tiempos t1, . . . , tn, respectivamente,

y se desea inferir acerca del vector de parámetros θ a partir del cual fueron gene-
rados los datos observados; entonces se trata del problema inverso.
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El tipo de datos que se tienen generalmente en el monitoreo de dispersión de
enfermedades, corresponden a los reportes con el número de nuevos infectados en
intervalos de tiempo definidos, por ejemplo diarios o semanales. Supongamos que
se tienen los datos y = (y1, . . . , yn), donde y` es el reporte de nuevos infectados
en el intervalo (t`−1, t`], para ` = 1, . . . , n, con la convención de que t0 = 0. De
acuerdo al modelo determinista, el número de nuevos infectados en el `-ésimo
periodo (al cual se denotará y∗` (θ)), está relacionado con las tasas de transferencia
entre los compartimentos, por lo que existe h : [0, 1]K → R, donde K es el número
total de compartimentos, tal que

y∗` (θ) =

∫ t`

t`−1

h(Xθ(t))dt, ∀` = 1, . . . , n. (2.1)

La función h se identifica con la fuerza de infección, la cual corresponde a la tasa
con la que entran nuevos individuos infectados al compartimento I, y se usa la
notación y∗` (θ) para denotar al número exacto de nuevos infectados en el intervalo
(t`−1, t`] de acuerdo al sistema de ecuaciones diferenciales asociado.

Idealmente, y de acuerdo al modelo compartimental determinista en el cual se
esté trabajando, se podría obtener el número de nuevos infectados en cada inter-
valo, y∗` (θ), mediante la ecuación (2.1), sin embargo, los reportes que se reciben,
y`, no son datos perfectos, y en este sentido puede asociarse un error de medición
a dichos reportes con un comportamiento aleatorio. De esta forma tendría sentido
suponer que el número de reportes es una variable aleatoria Y` tal que tiene una
distribución F cuya media es el número de nuevos infectados en el mismo intervalo
de tiempo, y∗` (θ). Sea f` (· |θ) la función de densidad de probabilidades asociada
a cada Y` para ` = 1, . . . , n. Si se tiene un vector y = (y1, . . . , yn) de observa-
ciones de los reportes en cada intervalo de tiempo correspondiente, la función de
verosimilitud del vector de parámetros satisface

L (θ | y) ∝
n∏
i=1

f` (y` |θ) .

Generalmente, gracias a estudios de laboratorio u observaciones de otros bro-
tes, se tiene algún tipo de información acerca de la biología y desarrollo del agente
infeccioso. Esta información se liga a los parámetros del modelo. Es deseable que
el modelo epidémico considere esta información además de las observaciones del
número de casos del brote. Dicha información puede incorporarse mediante una
densidad a priori π (θ). De acuerdo con la Regla de Bayes, la densidad posterior
del vector de parámetros se obtendría como
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π (θ |y) =
L (θ |y) π (θ)

π(y)
=

L (θ |y) π (θ)∫
L (ϑ |y) π (ϑ) dϑ

. (2.2)

La densidad posterior es la herramienta fundamental en inferencia bayesiana
(Bernardo y Smith, 2001; Bolstad, 2013), ya que a partir de ella podemos obtener
estimadores puntuales para los parámetros, las densidades marginales e incluso
intervalos de probabilidad.

En ocasiones no es posible obtener la densidad posterior de forma explícita
porque la constante π (y) involucrada en el denominador de (2.2) puede requerir
el cálculo de integrales múltiples complicadas o la integral no tiene una solución
analítica cerrada.

Como se vio en la Sección 1.2 , los algoritmos Markov Chain MonteCarlo
(MCMC) permiten simular de la densidad posterior a pesar de que no se tenga
dicha constante. La inferencia de los modelos SIR y SEIR deterministas se propone
implementando el método t-walk descrito en la Sección 1.2.2. En ambos casos se
presentan ejemplos cuyo código puede consultarse en http://leticiaramirez2.
net/supplementary_material.html.

2.2. Modelo SIR determinista

Uno de los modelos epidemiológicos más sencillos es el SIR. Éste describe la
dinámica de enfermedades en que los individuos susceptibles son infectados, pe-
ro posteriormente desarrollan una inmunidad a la enfermedad o mueren. En la
práctica ha sido utilizado para modelar enfermedades comunes en la niñez como
sarampión, varicela y paperas, que son originadas por virus y de los cuales se suele
desarrollar inmunidad.

El modelo SIR consta entonces de tres compartimentos: susceptibles (S), in-
fectados (I) y removidos (R), y considera que el agente infeccioso se transmite
por contacto entre susceptibles e infectados. La dinámica de la enfermedad sigue
el esquema mostrado en la Figura 2.1. Los individuos nacen dentro de la clase
susceptible, por lo que si el virus es nuevo, el total de personas pertenecen a esta
clase. Un individuo susceptible nunca ha tenido contacto con la enfermedad y se
contagia por interacción con un infectado, después de lo cual pasa a la clase I,
donde permanece durante el periodo de infección. Luego de este periodo pasa a

http://leticiaramirez2.net/supplementary_material.html
http://leticiaramirez2.net/supplementary_material.html
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la clase R, donde adquiere inmunidad de por vida, o al menos hasta después de
terminada la evolución completa del brote infeccioso en la población.

 𝑆  𝐼  𝑅 
𝛽 𝛾 

Figura 2.1: Dinámica del modelo SIR.

Para evitar soluciones triviales es necesario establecer un conjunto de condi-
ciones iniciales para el sistema dinámico al tiempo t0. Denotemos S(t), I(t) y R(t)

al número de individuos susceptibles, infectados y removidos al tiempo t, respec-
tivamente. Típicamente se toman como condiciones iniciales t0 = 0 y S(t0) > 0,
I(t0) > 0 para que pueda haber contagio. Además, como se supone que el brote
inicia en t0, suele tomarse R(t0) = 0.

Adicionalmente a los supuestos anteriores, el modelo SIR determinista propues-
to por Kermack y McKendrick (1927) asume una población grande, homogénea y
distribuida uniformemente, de manera que cualesquiera dos individuos tengan la
misma probabilidad de contacto.

Como se mencionó anteriormente, en el SIR determinista se supondrá una po-
blación de tamaño N = N(t) constante para cualquier t ≥ t0. De tal forma que
S(t) + I(t) +R(t) = N , ∀t ≥ t0.

Al ser una población cerrada, los parámetros involucrados en el modelo son la
tasa de contagio β > 0 y la tasa de recuperación o remoción γ > 0.

El modelo de Kermack y McKendrick supone que los individuos infecciosos
dejan esta clase a una tasa γI por unidad de tiempo, lo cual realmente signi-
fica que el periodo de infección tiene una densidad exponencial con media 1/γ

(Brauer, 2008). Es fácil corroborar el resultado anterior. Considérese el conjunto
de individuos infectados a un tiempo fijo, y sea u(s) el número de estos individuos
que siguen infectados s unidades de tiempo después de haber sido contagiados. Si
una fracción α deja la clase de infectados en una unidad de tiempo, se tiene

u′ = −αu,
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y la solución a esta ecuación diferencial está dada por

u(s) = u(0)e−αs.

Así, la fracción de individuos infecciosos que lo siguen siendo s unidades de tiem-
po después de haber sido infectados es e−αs, por lo que la longitud del periodo
infeccioso se distribuye exponencial con media∫ ∞

0

e−αsds =
1

α
.

Bajo los supuestos anteriores, el sistema de ecuaciones diferenciales que des-
cribe la dinámica del modelo SIR determinista es de la forma:

dS

dt
= −βSI

N

dI

dt
=
βSI

N
− γI (2.3)

dR

dt
= γI.

Las relaciones (2.3) corresponden a un sistema de ecuaciones diferenciales or-
dinarias no lineales, que no admite una solución analítica explícita. Sin embargo,
existen métodos numéricos muy precisos para aproximarse a dicha solución. En
este caso se usará la función lsoda dentro del paquete deSolve de R (Soetaert
et al., 2010), la cual está diseñada para incluir métodos rígidos y no rígidos para
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. La función lsoda brinda una
interfaz al solver de ecuaciones diferenciales ordinarias de FORTRAN que lleva el
mismo nombre, diseñado por Hindmarsh (1983) y Petzold (1983).

La dinámica del sistema (2.3) está determinada por el número reproductivo
básico R0 = β/γ, que de acuerdo con Allen (2008) puede ser interepretado como
el número promedio de casos nuevos que producirá una persona infectada, en una
población completamente susceptible.

El parámetro R0 induce un efecto umbral determinante en el comportamiento
a largo plazo de la dinámica de la enfermedad (Anderson et al., 1992; Hethcote,
2000). Su incidencia en esto se observa en el siguiente resultado, extraido de
Hethcote (1976), y que se deriva del análisis del sistema de ecuaciones diferenciales
(2.3).

Supóngase una población cerrada y sea S(t), I(t), R(t) una solu-
ción al sistema (2.3).
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i) Si (R0 S(0))/N > 1, entonces hay un incremento inicial en el
número de individuos infectados i(t) (epidemia).

ii) Si (R0 S(0))/N ≤ 1, entonces I(t) decrece monótonamente a cero
(equilibrio libre de enfermedad).

A la cantidad (R0 S(0))/N se le llama número de reemplazo inicial y puede
interpretarse como el número promedio de infecciones secundarias producidas por
un individuo infectado al comienzo de la epidemia, y a lo largo de su periodo
infeccioso. Cuando el número de susceptibles es cercano al total de personas en
la población (S(0) ≈ N) , entonces el número de reemplazo inicial y el número
reproductivo básico coinciden. Obsérvese que en el caso ii) del resultado anterior,
la enfermedad comienza a desaparecer de la población desde su inicio, mientras
que en el caso i), cuando el número de reemplazo inicial es mayor que 1, se inicia
con un incremento en el número de infectados hasta que el número de suscepti-
bles decrece al punto que S(t) < N/R0. Después de este periodo, el número de
infecciosos decrece.

De lo anterior se deduce que en una población cerrada, un patógeno puede
evolucionar en una epidemia si hay una proporción de susceptibles mayor que
1/R0; hecho que permitiría establecer políticas de vacunación adecuadas para re-
ducir la proporción de susceptibles hasta ser menor a 1/R0 y así evitar el desarrollo
del brote. A esta fracción se le conoce como inmunidad del grupo (herd immunity).

En resumen, para poder analizar el comportamiento de la dinámica de la
dispersión de un agente infeccioso en una población, es de suma importancia el
estudio de los parámetros del modelo. A continuación se describe un método para
hacer inferencia estadística de los parámetros en un modelo SIR determinista,
suponiendo una población cerrada.

2.2.1. Inferencia en el SIR determinista

Supongamos que y1, . . . , yn son reportes de nuevos individuos infectados en
los intervalos de tiempo (t0, t1], . . . , (tn−1, tn], respectivamente, provenientes de un
modelo SIR con vector de parámetros θ0 = (β0, γ0) desconocido. Sea N el tamaño
de la población. Estamos interesados en el número de individuos que pasaron del
compartimento S al I entre los tiempos t`−1 y t` para cada ` = 1, . . . , n. Usando
la notación introducida anteriormente, esto es NSI(t`) − NSI(t`−1). De acuerdo
con el sistema (2.3), los individuos dejan la clase susceptible a tasa βSI/N , por
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lo que el número de reportes en el intervalo (t`−1, t`] puede obtenerse como

y∗` (θ) = NSI(t`)−NSI(t`−1) =

∫ t`

t`−1

βS(t)I(t)dt

N
dt, para ` = 1, . . . , n, (2.4)

donde y∗` (θ) es el número de nuevos infectados de acuerdo al sistema (2.3).

Podemos ver al número de reportes de nuevos infectados en cada intervalo de
tiempo como una variable aleatoria de conteo, donde la media es y∗` (θ). Se propone
un modelo Poisson, ya que no sólo modela una v.a. entera, sino que es consistente
con los tiempos de infección exponenciales asociados Sistema (2.3). Supondremos
entonces, para ` = 1, . . . , n, que la relación entre el número de nuevos casos
reportados en el l-ésimo periodo (Y`) y el número de de nuevos infectados para el
mismo periodo es

Y` ∼ Pois (y∗` (θ)) . (2.5)

Es importante notar que dada la solución del sistema (2.3), las Y` son inde-
pendientes, mas no idénticamente distribuidas. La función de verosimilitud de θ
basada en las n observaciones y1, ...yn, es

L (θ |y) ∝
n∏
`=1

e−y
∗
` (θ) (y∗` (θ))

y` . (2.6)

Ejemplo

Para ilustrar el procedimiento de inferencia, supongamos como densidad a
priori para θ un producto de densidades Gamma correspondientes a cada uno de
los parámetros, es decir,

π (θ) = π (β | a1, b1) π (γ | a2, b2)

=
ba11

Γ(a1)
βa1−1e−b1β

ba22

Γ(a2)
γa2−1e−b2γ,

donde ai > 0 y bi > 0 para i = 1, 2, son parámetros que describen el conocimiento
previo de los parámetros del modelo mediante una densidad Gamma. Por ejemplo,
si se toma una Gam(2, 2) para β y una Gam(1.5, 1.5) para γ como densidades
marginales, éstas se ven como en la Figura 2.2.
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Figura 2.2: Ejemplo de densidades a priori para β y γ

Tomando una muestra simulada de 30 reportes semanales de nuevos infectados
con distribución (2.5), y las densidades a priori de la Figura 2.2, puede obtenerse
la densidad posterior como en (2.2). Las observaciones se simularon tomando una
población de tamaño N = 500 y parámetros reales β = 0.55 y γ = 0.25. Los
contornos de la densidad posterior se muestran en la Figura 2.3. El vector corres-
pondiente a los parámetros con los que fueron simulados los datos se señala con
un punto blanco y se observa que es cercano a los contornos centrales.
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Figura 2.3: Contornos de la densidad posterior para (β, γ)

Considerando como función objetivo la densidad posterior mencionada ante-
riormente, se simuló una cadena de Markov de tamaño 10,000 usando el algoritmo
MCMC t-walk (Christen et al., 2010). Dicha cadena, por construcción, tiene como
distribución estacionaria la posterior de la cual se deseaba simular.
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Se simuló el punto inicial a partir de la densidad a priori y para monitorear
la convergencia de la cadena se observa la evolución de la logdensidad posterior,
la cual comienza a estabilizarse cuando llega al soporte de la densidad deseada.
Al periodo en que tarda la cadena en converger a su soporte se le llama burn-
in. Visualmente podemos evaluar la convergencia de la cadena al soporte de la
densidad posterior, monitoreando la evaluación de la logposterior en cada punto
de la cadena, lo cual se observa en la Figura 2.4. A partir de lo anterior, parece
razonable considerar un periodo de burn-in de 30 iteraciones.
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Figura 2.4: Evolución de la logdensidad posterior evaluada en los primeros 100 puntos
de la cadena generada.

Se desean simulaciones pseudo-independientes de la densidad posterior, pero
al haber simulado de una cadena de Markov, es natural que ésta presente de-
pendencias entre las observaciones. Para lograr independencia entre los puntos
de la muestra se toman puntos de la cadena cada cierto intervalo de tiempo. Al
número que indica cada cuántas observaciones se considerará un punto dentro de
la muestra le llamaremos rezago, y una aproximación de éste se puede obtener
mediante un índice llamado Integrated Autocorrelation Time o IAT (Ver Roberts
et al., 2001). El IAT compara la autocorrelación de una muestra independiente
contra la autocorrelación de la cadena (Geyer, 1992). En este trabajo se tomará
como indicador del rezago al promedio de los IAT’s obtenidos para cada uno de los
parámetros individualmente. En el ejemplo explorado se obtuvo un IAT cercano
a 24, por lo que se consideró un rezago de 24 puntos.

Al eliminar el periodo de burn-in y considerar el rezago correspondiente, ob-
tenemos una muestra efectiva de 415 puntos a partir de la cadena de longitud
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10, 000. En la Figura 2.5 se grafican los puntos de la muestra simulada sobre los
contornos de la posterior.
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Figura 2.5: Simulaciones de la densidad posterior usando t-walk.

En la Figura 2.6 se muestran los histogramas de las simulaciones de la den-
sidad posterior de los parámetros, individualmente. Se observa que la moda de
las densidades marginales estimadas es cercana a los verdaderos valores de los
parámetros, y que su dispersión es pequeña.
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Figura 2.6: Histogramas muestrales de la densidad posterior.

Por último, a partir de la muestra de la densidad posterior simulada, se ob-
tienen intervalos de 95% de probabilidad y la mediana muestral como estimador
puntual del vector de parámetros. Dichos resultados se muestran en la Tabla 2.1 y
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se observan intervalos estrechos que contienen al verdadero valor de los parámetros
a partir de los cuales fueron simulados los datos.

Cuantil β γ

2.5% 0.5116 0.2070
50% 0.5572 0.2617

97.5% 0.6084 0.3211
Real 0.55 0.25

Tabla 2.1: Estimadores puntuales de los parámetros e intervalos de probabilidad 95%
de los parámetros del modelo SIR determinista (a prioris Gamma).

También se simuló la densidad posterior utilizando como densidad a priori
para θ un producto de densidades Unif(0, 4) independientes, y los estimadores
puntuales e intervalos de probabilidad resultan similares al caso anterior, como se
muestra en la Tabla 2.2.

Cuantil β γ

2.5% 0.5101 0.2087
50% 0.5554 0.2601

97.5% 0.6082 0.3161
Real 0.55 0.25

Tabla 2.2: Estimadores puntuales de los parámetros e intervalos de probabilidad 95%
de los parámetros del modelo SIR determinista (a prioris Uniformes).
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Figura 2.7: Histogramas de simulaciones de la densidad posterior de R0 con densidades
a priori Gamma (izquierda) y Uniformes (derecha).
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A partir de las simulaciones de la densidad posterior de los parámetros, es
inmediato obtener simulaciones de la posterior de R0 calculando el cociente β/γ.
En la Figura 2.7 se muestran los histogramas obtenidos usando previas Gamma
y Uniformes.

La densidad de R0 parece no ser simétrica, ya que ambos histogramas se en-
cuentran ligeramente sesgados hacia la izquierda. Esto también se comprueba
observando los intervalos de probabilidad 95% obtenidos a partir de los cuantiles
de la posterior (Tabla 2.3).

En ambos casos se obtienen conclusiones similares. El valor real de R0 cae
dentro del intervalo y es muy cercano a la mediana. Además el soporte de la
densidad posterior de R0 no incluye al 1, lo cual significa que existe potencial de
que se presente un brote (epidemia).

Cuantil p. Gamma p. Uniformes
2.5% 1.8511 1.8543
50% 2.1295 2.1407

97.5% 2.5351 2.5296
Real 2.2 2.2

Tabla 2.3: Estimadores puntuales e intervalos de probabilidad 95% de R0.

2.3. Modelo SEIR determinista

El modelo SEIR se utiliza para algunas enfermedades donde hay un periodo
en que el individuo ya ha sido infectado pero aún no es capaz de ser infeccioso. A
esta condición le llamaremos estado de exposición (del inglés exposed) y al tiempo
en que el individuo permanece en este compartimento se le denomina periodo de
latencia. Si el periodo de latencia es corto, es común que se omita en el modelo
(Roberts y Heesterbeek, 2003).

A diferencia del modelo SIR, los individuos susceptibles que son infectados
pasan a la clase de expuestos E, y después del periodo de latencia pasan a la clase
I y adquieren la capacidad de infectar a otros individuos. La dinámica del flujo
de individuos entre los compartimentos de este modelo se muestra en la Figura
2.8. Los supuestos del modelo SIR se mantienen para este caso, con la precisión
de que ahora la enfermedad es transmitida solamente por contacto de susceptibles
(S) con infecciosos (I).
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 𝑆 E   𝑅 I 
𝛽 𝜎 𝛾 

Figura 2.8: Dinámica del modelo SEIR.

Sean S(t), E(t), I(t), R(t) el número de individuos susceptibles, expuestos,
infecciosos y removidos, respectivamente, en una población cerrada de tamaño
N ; de tal forma que S(t) + E(t) + I(t) + R(t) = N ∀t > t0. Consideremos una
tasa de contagio β > 0 y una tasa de recuperación γ > 0, y ahora incorporemos
al modelo un periodo de latencia (o de exposición) distribuido exponencialmente
con media 1/σ, con σ > 0 (Brauer, 2008). De esta forma, la dinámica del modelo
SEIR determinista puede ser representada por el sistema de ecuaciones ordinarias
(2.7).

dS

dt
= −βSI

N

dE

dt
=
βSI

N
− σE

dI

dt
= σE − γI (2.7)

dR

dt
= γI.

El número reproductivo básico asociado a este modelo sigue siendo R0 = β/γ.
De manera similar al SIR, este parámetro determina el comportamiento del tama-
ño del brote infeccioso en la población. Según Hethcote (2000), cuando R0 < 1 a
largo plazo se tiene el equilibrio libre de enfermedad, y en caso contrario se tiene
una epidemia, es decir, el sistema converge al equilibrio endémico.

Modelar una enfermedad con un SEIR en ocasiones puede resultar complicado,
sobre todo en la parte de obtención de los datos, ya que generalmente los periodos
de exposición de los individuos no son observables y no coinciden con los periodos
en que se presentan los síntomas de la enfermedad (periodo de incubación). Sin
embargo, pueden incorporar en el modelo datos de otras fuentes como estudios
de laboratorio o información de virus que biologos, patólogos o epidemiólogos
consideren similares. Esta información, desde el enfoque Bayesiano, se incorpora
como información a priori expresada como una función de densidad.
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2.3.1. Inferencia en el SEIR determinista

En el caso del modelo SEIR, la inferencia se complica un poco si no se tienen
los tiempos de exposición de los individuos, lo cual sucede generalmente. Sin em-
bargo, si se tiene información sobre σ (que es usualmente el caso si se cuentan
con estudios previos sobre el agente infeccioso) y se adopta el enfoque bayesiano
utilizado para el SIR, se pueden obtener resultados muy competitivos.

Tomando como referencia el Sistema de Ecuaciones (2.7), en este caso la tasa
que representa el flujo de nuevos individuos infectados es σE, y únicamente de-
pende del número de personas que se encuentran en el periodo de latencia de la
enfermedad. Así, el número de nuevos infectados y∗` (θ) en el intervalo de tiempo
(t`−1, t`], para t`−1 < t`, se puede obtener como

y∗` (θ) = NEI (t`−1)−NEI (t`) =

∫ t`

t`−1

σE(t)dt. (2.8)

Sean y1, . . . , yn datos observados correspondientes a reportes de nuevos infec-
tados en los intervalos de tiempo (t0, t1], . . . , (tn−1, tn]. Al igual que en el modelo
SIR, modelamos la incertidumbre acerca de los reportes con respecto al número
real de nuevos infectados con una distribución de probabilidad Poisson, con el
argumento de que los tiempos que tardan los individuos en pasar de la clase E a
la clase I son exponenciales (Brauer, 2008). De esta forma consideraremos

y` ∼ Pois (y∗` (θ)) , para ` = 1, . . . , n. (2.9)

En la Figura 2.9 se muestran simulaciones de reportes en 30 intervalos de
tiempo unitarios, bajo el modelo SEIR determinista con vector de parámetros
(0.55, 0.25, 0.4), y se señala con puntos continuos la media de cada densidad Pois-
son asociada.

Figura 2.9: Simulaciones de reportes de nuevos infectados para el modelo SEIR con
β0 = 0.55, γ0 = 0.25 y σ0 = 0.4
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La función de verosimilitud del vector de parámetros θ = (β, γ, σ), dados los
reportes correspondientes está dada por:

L (θ |y) ∝
n∏
`=1

e−y
∗
` (θ) (y∗` (θ))

y` ,

donde

y∗` (θ) =

∫ t`

t`−1

σE(t)dt.

Ahora supongamos como densidad a priori para θ, un producto de densidades
Gamma independientes para los tres parámetros, de la siguiente forma,

π (θ) = π (β | a1, b1) π (γ | a2, b2) π (σ | a3, b3)

=
ba11

Γ(a1)
βa1−1e−b1β

ba22

Γ(a2)
γa2−1e−b2γ

ba33

Γ(a3)
σa3−1e−b3γ,

donde deben elegirse ai, bi para i = 1, 2, 3 tal que reflejen el conocimiento previo
que se tiene del vector de parámetros. Si se considera una densidad Gam(2, 2)

para β, una Gam(1.5, 1.5) para γ y una Gam(1.5, 1) para σ, las densidades mar-
ginales se pueden observar en la Figura 2.10.

Ejemplo

Considerando esta última densidad a priori para los parámetros y los datos
simulados que se muestran en la Figura 2.9, puede obtenerse la densidad poste-
rior mediante (2.2), donde la constante que aparece en el denominador puede ser
aproximada por integración numérica, pero no será necesaria ya que los métodos
MCMC nos permiten simular de la posterior sin hacer uso de esa constante.
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Figura 2.10: Ejemplo de densidades a priori para β, γ y σ.

Se simuló mediante el t-walk (Christen et al., 2010) una cadena de 10,000
puntos. Para monitorear la convergencia de la cadena al soporte de la posterior,
en la Figura 2.11 se muestra la logdensidad posterior evaluada en los primeros 100
puntos de la cadena generada. Se tomó un periodo de burn-in de 60 iteraciones,
que parece ser adecuado para que la logdensidad posterior se estabilice en un nivel
alto.
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Figura 2.11: Logdensidad posterior para el modelo SEIR determinista evaluada en las
primeras 100 iteraciones del t-walk.

En este caso, el IAT resultó de 11.68, por lo que se consideró un rezago de
tamaño 12, lo cual resultó en una muestra efectiva de 2485 puntos muestreados
de la posterior. En la Figura 2.12 se presentan los histogramas marginales de la
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muestra generada. Se observa que la densidad de σ parece tener dos modas, aunque
una de ellas muy pequeña, y que el verdadero valor de los parámetros (señalado con
una recta punteada vertical) es cercano a las modas de cada histograma marginal.
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Figura 2.12: Histogramas marginales de la posterior para el SEIR determinista.

En la Tabla 2.4 se muestran intervalos de probabilidad 95% obtenidos em-
píricamente con las simulaciones de la posterior. Se muestra también la mediana
muestral, la cual podría considerarse como un estimador puntual de cada paráme-
tro. Todos los intervalos contienen al verdadero valor de los parámetros a partir
del cual fueron simulados los datos. Se observa también que el intervalo para σ
resultó más amplio que los anteriores, debido a la otra pequeña moda que se apre-
cia en el histograma muestral.

Cuantil β γ σ

2.5% 0.3834 0.1591 0.1903
50% 0.5939 0.2647 0.3948

97.5% 1.1318 0.4843 0.7799
Real 0.55 0.25 0.4

Tabla 2.4: Estimaciones puntuales y por intervalos de 95% de probabilidad para los
parámetros del modelo SEIR determinista.

En este caso la densidad posterior marginal de R0 tiene la forma que se observa
en la Figura 2.13. La densidad es asimétrica con cola pesada a la derecha y se
observa que el soporte no incluye al valor de 1, por lo que es evidente que en este
modelo hay un brote.
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Figura 2.13: Histograma de simulaciones de la densidad posterior de R0.

El intervalo de probabilidad 95% para R0 obtenido a partir de los cuantiles
muestrales es (1.8759, 3.1155], el cual incluye el valor real R0 = 2.2 calculado
a partir de los parámetros con que se simularon las observaciones. La mediana
muestral, que puede verse como un estimador puntual, es de 2.3033, cercana al
valor real.



Capítulo 3

Modelos compartimentales
estocásticos

En este capítulo se introducen modelos que incorporan al modelo epidemio-
lógico aleatoriedad a nivel poblacional, llamada estocasticidad demográfica. Esta
consideración se refiere a que los tiempos de entrada y salida de los compartimen-
tos tienen una distribución probabilística, lo cual se refleja en la aleatoriedad de la
solución del sistema a un tiempo fijo t. Considerar la estocasticidad demográfica
resulta sumamente relevante al trabajar con poblaciones pequeñas. En la Sección
3.1 se describe brevemente el proceso de inferencia en modelos compartimentales
estocásticos. En la Sección 3.2 se describe el caso particular del modelo SIR, y en
la Sección 3.3 se generaliza al SEIR, presentando un ejemplo de la metodología
propuesta para este tipo de modelos.

Allen (2008) presenta brevemente tres métodos distintos de formular un mode-
lo epidemiológico estocástico, los cuales se distinguen de acuerdo a los supuestos
acerca del tiempo y el espacio de estados. En primer lugar se describe la mode-
lación con una cadena de Markov a tiempo discreto (CMTD), donde el tiempo y
el espacio de estados son discretos. Se muestra también un modelo usando una
cadena de Markov a tiempo continuo (CTMC), donde el tiempo es continuo pero
el espacio de estados es discreto. Por último, se aborda el problema mediante un
sistema de ecuaciones diferenciales estocásticas (EDE) basado en un proceso de
difusión, donde tanto el tiempo como el espacio de estados son continuos. En este
trabajo se presenta el modelo de CMTC y la inferencia el modelos epidemiológicos
compartimentales de este tipo.

La formulación de un modelo epidémico mediante una CMTC consiste en con-
siderar un modelo compartimental cualquiera X(t) = (X1(t), . . . , Xu(t)), definido
sobre una escala de tiempo continua t ∈ [0,∞), donde los estados son variables
aleatorias discretas, es decir, Xi(t) ∈ {0, 1, . . . , N}, para todo i = 1, . . . , u. Por
la forma de las transiciones entre los posibles compartimentos, este modelo puede
verse como un proceso de nacimiento y muerte (u−1)-variado, donde las tasas de
nacimiento y muerte dependen directamente de las tasas de flujo entre comparti-
mentos.
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3.1. Inferencia en modelos epidemiológicos esto-
cásticos

Se trabajará bajo el escenario de información parcial, ya que se supondrá que
se tienen reportes de nuevos infectados agrupados cada cierto intervalo de tiempo.
Es decir, no se tienen los tiempos exactos de ocurrencia de cada evento y se hace
imposible el planteamiento explícito de la verosimilitud. Se utilizarán los métodos
ABC vistos en la Sección 1.2.3 que nos permitan realizar inferencia bayesiana en
ausencia de la función de verosimilitud. Este tipo de técnicas únicamente requieren
la capacidad de simular del modelo del cual provienen los datos, lo cual se logrará
con el algoritmo Gillespie que se detalla a continuación.

3.1.1. Ecuación Maestra y Algoritmo Gillespie

La ecuación forward de Kolmogorov asociada al modelo de CMTC se conoce
como ecuación maestra o CME (Chemical Master Equation) por sus siglas en in-
glés, y representa la contraparte estocástica al sistema de ecuaciones diferenciales
planteado en el Capítulo 2.

La CME es muy utilizada en los campos de física, química y genética para
describir cómo evoluciona en el tiempo un sistema que puede tomar exactamente
un estado entre una cantidad finita de ellos, en un tiempo determinado, y donde
el cambio de un estado a otro se rige por una ley probabilística.

Usando la notación de reacciones químicas planteada en Boys et al. (2008),
puede representase a un modelo que describe la evolución de un sistema con u

especies X = (X1, . . . , Xu) y v reacciones posibles R1, . . . , Rv, como

Rk : pk1X1 + . . .+ pkuXu
hk−→ qk1X1 + . . .+ qkuXu,

con k = 1, . . . , v; pkj es la proporción que representa la cantidad de la especie j
que entra en la reacción k y qkj es aquella asociada con la cantidad de esta misma
especie que se obtiene como producto en la reacción k.

Para un intervalo de tiempo ∆t suficientemente pequeño, sólamente una de
las v reacciones posibles ocurre. De esta forma, si sucede la reacción k, el j-
ésimo reactante Xj cambia en qkj − pkj. Cada reacción Rk tiene asociada una
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tasa hk(X, θk), la cual describe el efecto instantáneo de dicha reacción bajo la
cinética de acción de masas. Los tiempos en que suceden las reacciones (a los
cuales denotaremos Tk para k = 1, . . . , v) se distribuyen exponencialmente, en
consecuencia, el tiempo de la primera reacción (el mínimo entre los tiempos de
cada una de las reacciones) es exponencial con parámetro

h0(X,θ) =
v∑
k=0

hk (X, θk) ,

y la k-ésima reacción ocurre con probabilidad hk(X, θk)/h0(X,θ). Esto constituye
una cadena de Markov de saltos puros y hace que el proceso sea fácil de simular
utilizando técnicas de simulación discreta. Este método se conoce como algoritmo
Gillespie (Gillespie, 1977) y se muestra de manera abreviada a continuación.

Algoritmo 3: Gillespie.

1. Establecer valores iniciales θ0 para el vector de parámetros, y el estado
inicial del sistema X0.

2. Calcular el tiempo mínimo para el siguiente cambio de estado, donde

mı́n {T1, . . . , Tv} ∼ exp (h0(X,θ))

3. Determinar el tipo de reacción que ocurre, donde la reacción k-ésima ocurre
con probabilidad hk(X, θk)/h0(X,θ).

4. Actualizar los valores del sistema a los correspondientes después de la reac-
ción que ocurrió, e iterar hasta una condición de paro.

Este algoritmo permitirá simular las transiciones de los individuos entre los
posibles estados de un modelo epidemiológico compartimental.

3.2. Modelo SIR estocástico

En el caso del modelo SIR estocástico, el sistema se puede monitorear con los
estados S(t) e I(t), ya que R(t) puede obtenerse directamente a partir de estos últi-
mos al suponer la población constante a lo largo del estudio, R(t) = N−S(t)−I(t).
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Así, el proceso bivariado a monitorear es {S(t), I(t)}, el cual tiene asociado
una función de probabilidad conjunta dada por p(s,i)(t) = P [{S(t), I(t)} = (s, i)],
donde (s, i) es un vector en el espacio de estados posibles del proceso {S(t), I(t)}.

Del proceso bivariado anterior se deduce el sistema de ecuaciones diferenciales
forward de Kolmogorov o CME:

dp(s,i)

dt
=

β

N
(s+ 1)(i− 1)p(s+1,i−1) + γ(i+ 1)p(s,i+1) (3.1)

−
[
β

N
si+ γi

]
p(s,i).

En este caso se tienen u = 3 compartimentos (especies), y los posibles cambios
de estado (reacciones) se dan cuando hay una infección o una remoción (v = 2),
las cuales ocurren a tasas h1 y h2, respectivamente:

Infección (R1): S + I
h1−→ 2I

Remoción (R2): I
h2−→ R.

Estos cambios pueden representarse matricialmente de la siguiente forma:

R1 R2

S -1 0
I 1 -1
R 0 1

Puede demostrarse (Capistrán et al., 2012) que el límite macroscópico de la
CME coincide con el modelo SIR determinista, por lo que las tasas asociadas a
las reacciones anteriores están dadas por:

h1 =
βSI

N
,

h2 = γI.

3.2.1. Inferencia en el SIR estocástico

Como se mencionó anteriormente, se considera una población cerrada, libre
de inmigración y además se trabaja bajo el supuesto de información parcial, ya
que tener el tiempo exacto de ocurrencia de cada uno de los eventos resulta poco
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realista.

Al no ser capaces de plantear de manera explícita la función de verosimilitud,
se utilizarán los métodos ABC (Sección 1.2.3). Durán Aguilar (2014) realiza un
comparativo del proceso de inferencia usando ABC, considerando un estadístico
univariado y uno multivariado, y distintas funciones para la función Kernel involu-
crada en (1.5). Concluye que la mejor combinación resulta al utilizar un estadístico
univariado y un Kernel normal. En la sección 3.3.1 se retoma la descripción de la
inferencia bajo el modelo estocástico más general SEIR.

3.3. Modelo SEIR estocástico

En el modelo SEIR estocástico aplican los mismos supuestos que para el SEIR
determinista revisado en la Sección 2.3, simplemente se formula en términos de
una cadena de Markov a tiempo continuo, donde es suficiente el monitoreo de las
categorías S(t), E(t) e I(t), ya que puede obtenerse R(t) = N − S(t) − E(t) −
I(t). Las posibles transiciones entre los v = 4 estados corresponden a nuevas
exposiciones, infecciones y remociones del sistema, y se muestran a continuación.

Exposición (R1): S + I −→ E + I a tasa
βSI

N

Infección (R2): E −→ I a tasa σE

Remoción (R3): I −→ R a tasa γI.

La matriz que representa las reacciones de interés en este modelo es:

R1 R2 R3

S -1 0 0
E 1 -1 0
I 0 1 -1
R 0 0 1

3.3.1. Inferencia en el SEIR estocástico

Se planteará el método de inferencia propuesto, que consiste en una generali-
zación del presentado en Durán Aguilar (2014) en dos sentidos. El primero es que
el modelo SEIR consta de un compartimento más que el SIR estocástico, mode-
lando una epidemia donde existe un periodo de latencia; y el segundo en cuanto
a los datos para realizar la inferencia, ya que en vez de tomar la cantidad exacta
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de infectados en ciertos tiempos t1, . . . , tn, se consideran los reportes de nuevos
infectados agregados en ciertos intervalos de tiempo.

Supongamos que es sensato describir una epidemia mediante un modelo SEIR
estocástico con parámetros β, γ y σ desconocidos, y que se tienen datos y =

y1, . . . , yn, que corresponden a reportes diarios de nuevos infectados, cuando las
tasas de propagación son por hora. Es decir, cada reporte corresponde a los nuevos
infectados acumulados en los intervalos de 24 horas I1, . . . , In.

A partir de los datos y, se desea hacer inferencia sobre los parámetros del
modelo SEIR que generaron la epidemia. Esto se logrará mediante el algoritmo
ABC-MCMC detallado en la Sección 1.2.3, el cual permite simular de una apro-
ximación de la densidad posterior cuya precisión depende del ancho de banda h
usado en el Kernel.

En primer lugar se deben inicializar los valores de los parámetros β(0), γ(0)

y σ(0) y simular una trayectoria del modelo SEIR estocástico mediante el al-
goritmo Gillespie. Posteriormente se calculan los reportes agregados diariamente
correspondientes a la trayectoria simulada, los cuales corresponderán a las pseudo-
observaciones x involucradas en el Algoritmo 2.

Iterativamente, a partir de una densidad propuesta se genera un valor de los
parámetros y un vector de pseudo-observaciones simuladas del modelo con dicho
vector de parámetros. Se calcula la probabilidad de aceptar dicho punto mediante
(1.9). De esta forma se obtiene una cadena de Markov que tiene como distribu-
ción límite una aproximación de la densidad objetivo. Eliminando el periodo de
burn-in y considerando el rezago correspondiente, se puede obtener una muestra
pseudo-independiente que se distribuye aproximadamente como la densidad pos-
terior de la cual se deseaba simular.

Al tratarse de un modelo estocástico, dado un vector de parámetros fijo, las
pseudo-observaciones simuladas a partir de éste tienen una variabilidad que no
está siendo explícitamente considerada en el modelo, y se están aceptando úni-
camente trayectorias cercanas a la trayectoria observada. Esto puede hacer muy
poco eficiente este método de inferencia sobre todo bajo el escenario en que exista
una alta variabilidad del proceso (para cada valor de los parámetros). Considerar
como pseudo-observaciones a un promedio de p trayectorias simuladas, o un inter-
valo de probabilidad, con cada vector de parámetros podría ayudar a delinear los
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valores de los parámetros que originan resultados observados más rápidamente,
sin embargo, esto incrementaría considerablemente el tiempo de cómputo en otro
sentido, ya que en cada punto se requerirían múltiples simulaciones.

Ejemplo

Con fines de explorar el comportamiento del método de inferencia descrito en
la Sección 3.3.1, se simuló la dispersión de un agente infeccioso en una pobla-
ción de tamaño N = 500 conformada inicialmente con el 5 % de los individuos
infectados, con el 95 % restante de la población en el estado susceptible. Las cur-
vas epidémicas correspondientes a cada compartimento del modelo SEIR en esta
simulación se pueden observar en la Figura 3.1. Los parámetros a partir de los
cuales se genera esta simulación son β = 0.03, γ = 0.01 y σ = 0.016. Dichos
parámetros corresponden a las tasas por hora de exposición, infección y remoción,
respectivamente.
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Figura 3.1: Curvas epidémicas correspondientes a la simulación base.

Posteriormente, se calculan los reportes de nuevos infectados agregados por
día. Dichos reportes se considerarán como los datos observados a partir de los
cuales se desea hacer inferencia de los parámetros. El número de reportes por día
se muestra en la Figura 3.2.
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Figura 3.2: Número de reportes observados por día.

Se utilizaron densidades a priori Gamma(1,10) para todos los parámetros,
suponiendo que éstas reflejan la información que se tiene de las tasas de trans-
misión. Se implementó el modelo descrito en la Sección 3.3.1 con 10 mil simu-
laciones, tomando como vector inicial de parámetros una simulación de la den-
sidad a priori. Puede consultarse el detalle del código en R utilizado en http:
//leticiaramirez2.net/supplementary_material.html.

Para medir las diferencias entre los datos observados (y) y cada vector de
datos simulados (x) se utilizó el siguiente estadístico univariado

t(x,y) =
∑
i

√
(xi − yi)2

yi + ε
,

donde 0 < ε << 1 es un valor que permite que el cociente no se indetermine
en días que el número de nuevos infectados observado es cero (en este caso se
consideró ε = 0.001).

Para la estimación de densidades por Kernel se utilizó un Kernel Normal con
ancho de banda proporcional al número de reportes observados, ya que en Durán
Aguilar (2014) esta fue la combinación de estadístico y Kernel que hizo más efi-
cientes las simulaciones de la densidad posterior.

Los reportes diarios generados con cada valor de los parámetros propuesto en
el algoritmo ABC-MCMC, se muestran con líneas negras en la Figura 3.3. Las
trayectorias correspondientes a valores de los parámetros aceptados por el algorit-
mo se grafican con color azul claro, y en color naranja se grafican como referencia

http://leticiaramirez2.net/supplementary_material.html
http://leticiaramirez2.net/supplementary_material.html
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los reportes observados. Se puede apreciar que se aceptan curvas cercanas a la
trayectoria observada.

Figura 3.3: Reportes simulados.

Eliminando el periodo de burn-in y el rezago de la misma forma que se hizo
en el análisis de las cadenas generadas en la Sección 2.2.1, se obtiene una muestra
pseudo-independiente de 55 puntos. Las estimaciones puntuales y por intervalos
de probabilidad se muestran en la Tabla 3.1. Se observa que el intervalo para
β es el más amplio de los tres y la mediana es cercana al verdadero valor del
parámetro. En la última columna se agregan los intervalos y estimación puntual
para el parámetro umbral R0. Todos los intervalos incluyen al parámetro a partir
del cual se generaron las observaciones.

Cuantil β γ σ R0

2.5% 0.0157 0.0006 0.0041 1.467
50% 0.0410 0.0161 0.0169 2.7119

97.5% 0.1834 0.0685 0.0489 20.4394
Real 0.03 0.01 0.016 2.2

Tabla 3.1: Estimaciones puntuales y por intervalos de probabilidad de los parámetros
del modelo SEIR estocástico.

En la Figura 3.4 se presentan los histogramas de las simulaciones de la densidad
posterior de los parámetros. Se observa que las densidades de γ y σ presentan
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una pequeña moda en un valor mayor al real. La densidad de R0 tiene una cola
pesada hacia la derecha, lo cual también puede observarse en el intervalo de 95%
de probabilidad. A pesar de lo anterior, la mediana de R0 es cercana al valor real.
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Figura 3.4: Histogramas de la densidad posterior de los parámetros del modelo SEIR
estocástico.



Capítulo 4

Modelos compartimentales en redes
de contactos

En este capítulo se incorporan al modelo estocástico visto en anteriormen-
te las interacciones entre los individuos de la población de estudio, las cuales se
supondrá que pueden modelarse con una red. En la Sección 4.1 se introducen
los principales conceptos referentes a gráficas (o grafos), que serán de utilidad al
plantear el modelo epidemiológico compartimental en una red. En la Sección 4.2
se describen dos principales aplicaciones de la estadística en datos de redes: el
muestreo y la simulación de redes aleatorias. Esta última será de utilidad para el
desarrollo del algoritmo ABC-MCMC en una red, que nos permitirá simular de la
densidad posterior. Luego, en la Sección 4.3 se plantea el modelo SIR estocástico
en una red y se describe cómo puede adaptarse el algoritmo de inferencia presen-
tado anteriormente si se tienen datos en redes. Por último, se presenta un ejemplo
de la implementación de la metodología de inferencia propuesta en el modelo SIR
estocástico en una red social.

Los modelos epidemiológicos vistos hasta ahora suponen una población grande
y homogénea, de tal modo que cada par de individuos tiene igual probabilidad de
interactuar dado un intervalo de tiempo fijo. Éste es un supuesto muy común en
algunos modelos epidemiológicos, incluyendo los presentados en los Capítulos 2 y
3. Sin embargo, este supuesto de homogeneidad resulta poco realista para algunas
infecciones, ya que en la vida real existe una gran heterogeneidad en las tasas de
contagio, no solo por la susceptibilidad de los individuos, sino porque existe un
patrón poco homogéneo en la interacción entre individuos (Liljeros et al., 2001).
Esta diferencia en el número de contactos puede llevar a algunos a tener poca
exposición a la infección por los pocos contactos con quienes estan en contactos,
mientras que otros pueden estar altamente conectados.

Hacer la extensión de los modelos anteriores, asumiendo que la población tiene
una conectividad descrita por una red de contactos sobre la cual se propaga la
enfermedad, resulta muy relevante, ya que la mayoría de los procesos de propaga-
ción de infecciones en la vida real muestran patrones de conectividad complejos,
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dominados por heterogeneidades que pueden modelarse con distribuciones esta-
dísticas de colas pesadas (Barabási, 2014; Pastor-Satorras et al., 2015).

La Teoría de Redes proporciona un marco teórico útil para modelar las in-
teracciones entre los individuos y así plantear un escenario más realista de la
dispersión de un agente infeccioso en una población pequeña. En este enfoque se
modela la población como una estructura espacial donde los miembros de la mis-
ma son nodos de una red, y las aristas de la red representan interacciones entre
los individuos que potencialmente pueden llevar a la transmisión de la enfermedad
(Newman, 2010; Kolaczyk, 2009).

A la clase de redes que modelan interacciones entre los miembros de una po-
blación (entidades sociales) se le denomina redes sociales (Scott, 2000; Wasserman
y Faust, 1994). El tipo de interacciones consideradas en una red depende de la
naturaleza de las entidades sociales a analizar y el contexto del problema, por
ejemplo, algunos tipos de interacción pueden ser la amistad entre individuos, la
pertenencia a ciertos grupos políticos o intelectuales, o el intercambio de recursos.
Dado esto, algunos ejemplos de redes sociales pueden ser amistades entre niños
en una escuela, alianzas corporativas entre compañías, co-autoría en artículos de
divulgación, o acuerdos y tratados entre países. El tipo de interacciones conside-
radas en el problema de nuestro interés (procesos epidémicos) dependerá de la
forma en que el agente infeccioso es transmitido y la red social constará de las
interacciones de ese tipo entre los individuos de una población objetivo.

Algunas referencias de modelación de epidemias en redes sociales son Pastor-
Satorras y Vespignani (2001), quienes analizan datos reales de la esparción de un
virus computacional utilizando un modelo de red libre de escala. Por otro lado,
Keeling (1999) describe una metodología para modelar el comportamiento y las
relaciones de los individuos en una red fija, la cual es aplicada a la dispersión de
una enfermedad en una red determinada para encontrar umbrales importantes y
algunas propiedades estadísticas. Newman (2002) describe la forma de obtener
soluciones exactas del modelo SIR en distintos tipos de redes. Ramírez-Ramírez y
Thompson (2013) también consideran la dispersión de un agente en una red alea-
toria y estudian el tamaño final del brote, así como su variabilidad, calculando
intervalos de probabilidad.
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4.1. Conceptos y definiciones generales en teoría
de gráficas

En esta sección se enunciarán algunos conceptos acerca de teoría de gráficas
extraidos de Kolaczyk (2009) que serán utilizados más adelante en el desarrollo
del modelo sobre el que se hará inferencia. Véase también Bollobás (1998), Diestel
(2005) y Gross y Yellen (2005) para un mayor detalle acerca de teoría de gráficas.

Una gráfica G = (V,E) es una estructura matemática que consta de un con-
junto finito de nodos o vértices V y un conjunto de aristas E. El conjunto de
aristas está conformado por pares {u, v} de vértices distintos u, v ∈ V . Una gráfi-
ca donde el orden de los vértices que conforman una arista es ordenado, es decir,
si {u, v} es distinto de {v, u}, se denomina gráfica dirigida. A las aristas de una
gráfica dirigida se les llama arcos o aristas dirigidas y usualmente se representan
con flechas. En el caso en que el orden de los vértices en una arista es irrelevante,
se tiene una gráfica no dirigida y la representación común es como una recta que
conecta un vértice con otro.

Una gráfica se denomina simple si no es dirigida y el conjunto de aristas conecta
siempre dos diferentes vértices. Esto es, si la gráfica no tiene aristas que conecten
a un nodo consigo mismo (bucles). Se denotará al número total de vértices en la
gráfica como NV = |V | y al total de aristas como NE = |E|. Por simplicidad se
etiquetará a los vértices con los enteros 1, . . . , NV .

La conectividad de la gráfica puede determinarse por las adyacencias que exis-
ten en la misma. Se dice que dos vértices u, v ∈ V son adyacentes si existe una
arista en E que conecte u con v. Se dice que una arista e ∈ E es incidente en un
vértice v ∈ V si v es elemento del par de vértices a los que conecta e. De aquí
surge la noción de grado dv de un vértice, el cual se define como el número de
aristas incidentes a dicho vértice. Por ejemplo, en la Figura 4.1 se muestra una
gráfica no dirigida donde los nodos se representan con círculos y las aristas con
rectas que conectan a los nodos. El vértice resaltado en rojo tiene grado 3, pues
ese vértice tiene tres aristas incidentes.
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Figura 4.1: Gráfica no dirigida.

En el caso de gráficas dirigidas, se consideran el grado interno y el grado
externo de los vértices, los cuales están dados por el número de arcos que apun-
tan hacia adentro y hacia afuera de un vértice, respectivamente. En adelante se
hablará únicamente de gráficas no dirigidas, ya que éstas serán utilizadas para
representar las redes sociales que se plantearán en la Sección 4.3.

El grado dv de un vértice v ∈ V nos brinda una cuantificación de la medida
en la que v está conectado con los otros vértices de la gráfica. Para definir una
medida de la conectividad total de la gráfica deben considerarse en conjunto los
grados de cada uno de los vértices {d1, . . . , dNv}. Dada una gráfica G que repre-
senta a una red, defínase fd como la fracción de vértices v ∈ V con grado dv = d.
Al conjunto {fd}d≥0 se le llama distribución de los grados de G, y equivale a los
datos del histograma de {d1, . . . , dNv}. La distribución de los grados proporciona
de manera resumida la conectividad en la gráfica, y es de mucha utilidad sobre
todo en gráficas grandes, ya que proporciona la probabilidad de que un nodo de
la red elegido al azar tenga exactamente k conexiones (o vecinos).

En algunas aplicaciones es útil hablar del concepto de movimiento sobre una
gráfica. Un camino de longitud k en una gráfica es una secuencia alternada de
vértices y aristas {v0, e0, v1, e1, v2, . . . , vk−1, ek−1, vk}, la cual comienza y termina
con vértices. Si la gráfica es no dirigida, los extremos de ei son vi y vi+1, y en el
caso de una gráfica dirigida, ei es un arco que va de vi a vi+1. Un camino simple
es un camino en el cual todas las aristas son distintas y una trayectoria es un
camino simple en el cual todos los vértices (excepto posiblemente el primero y el
último) son distintos.
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Se dice que dos vértices están conectados si existe un camino que vaya de uno
a otro, de lo contrario estarán desconectados. Dos vértices pueden estar conecta-
dos por varios caminos. El número de aristas dentro de un camino es su longitud.
Así, los vértices adyacentes (vecinos inmediatos) están conectados por un camino
de longitud 1, y los segundos vecinos por un camino de longitud 2. Si un camino
empieza y termina en el mismo vértice se le llama ciclo.

La conectividad fundamental de una gráfica G puede capturarse en una matriz
simétrica A de Nv ×Nv llamada matriz de adyacencias, cuyas entradas

Aij =

{
1, si {i, j} ∈ E,
0, en otro caso,

donde los elementos de V son etiquetados con los enteros 1, . . . , Nv y se representa
una arista e ∈ E como un par no ordenado de vértices. Puesto en palabras, la
matriz A es distinta de cero en aquellas entradas fila-columna que corresponden
a vértices que están unidos por una arista en la gráfica G, y toma el valor de cero
en las entradas que no satisfagan esta condición.

Otra forma de representar matricialmente la estructura fundamental de G es
mediante la matriz de incidencias B, la cual es una matriz de Nv × Ne cuyas
entradas

Bij =

{
1, si el vértice i es incidente a la arista j,
0, en otro caso.

Una gráfica G puede representarse mediante distintas estructuras de datos.
Una de ellas es representar a la gráfica mediante la matriz de adyacencias A defi-
nida previamente, lo cual es una decisión que suena práctica, ya que las matrices
son objetos fundamentales en la mayoría de los lenguajes de programación y soft-
wares. Sin embargo, en ocasiones en que la gráfica es muy grande, y en particular
cuando hay muchos conjuntos de vértices desconectados, la matriz A sería de gran
dimensión y tendría muchos ceros. Una alternativa a este problema es representar
a la gráfica con una colección de listas de adyacencias, en la cual cada elemento
corresponde a un grupo de vértices conectados, o simplemente puede usarse una
lista de aristas, una lista de dos columnas donde se listen los vértices de cada una
de las aristas presentes en G.

En particular, una red social puede representarse matemáticamente con una
gráfica donde los vértices (llamados nodos en redes) corresponden a cada uno de
los individuos en una población objetivo y las aristas representan las interacciones
entre ellos.
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4.2. Análisis estadístico de datos en redes

Nos referimos por datos en redes a las mediciones que son tomadas dentro de
un sistema conceptualizado como una red. Es cuando además de la propia estruc-
tura de la red, se tienen medidas que son tomadas dentro de la misma. Estos datos
pueden utilizarse para profundizar en las relaciones que existen entre los nodos
y hacer predicciones acerca de fenómenos de interés que suceden en la población
representada por la red. En una red puede asignarse a los nodos y a las aristas
ciertos atributos que proporcionen un mayor entendimiento acerca de su estruc-
tura.

Los modelos estadísticos pueden ser útiles para simular redes o para hacer
inferencia sobre parámetros de dichos modelos dada una red que representa la
estructura de una población (Wasserman, 2013), ya sea tomando en cuenta atri-
butos adicionales o no. A continuación se muestra el planteamiento de muestreo
sobre una red y simulación en redes aleatorias. Este último procedimiento esta-
dístico será útil para la inferencia de los parámetros del modelo SIR planteada en
la Sección 4.3.1, ya que el algoritmo Gillespie requiere la capacidad de simular el
modelo de interés.

4.2.1. Muestreo en redes

En una población típicamente se observa la información relacional de manera
parcial y sólo se puede obtener una representación de un subconjunto del sistema
complejo que se estudia. En ese caso la red resultante puede pensarse como una
muestra de la red compleja subyacente y es posible usar los datos de la mues-
tra para inferir propiedades de la red subyacente utilizando la teoría de muestreo
estadístico. La idea de muestrear sobre una red, sin embargo, puede introducir
potenciales complicaciones que se abordan en Kolaczyk (2009).

De manera formal, supóngase que el sistema de estudio (red) puede ser repre-
sentado por una gráfica G, a la cual le llamaremos gráfica poblacional. Además,
supóngase que en vez de tener disponible toda la información de G, se tienen medi-
ciones que son parte de una muestra de nodos y aristas, que se pueden representar
en una gráfica G∗ = (V ∗, E∗). A G∗ le llamaremos gráfica muestra.

Algunos esquemas de muestreo útiles en la práctica se listan a continuación:

Muestreo por gráficas inducidas. Se consideran gráficas inducidas a
aquellas gráficas que resultan de tomar una muestra aleatoria de nodos en la



Capítulo 4. Modelos compartimentales en redes de contactos 51

red y observar la subgráfica que inducen considerando sus aristas incidentes.
Este esquema se utiliza con frecuencia en análisis de redes sociales como
facebook o twitter, donde se toma al azar una muestra de individuos y
posteriormente se investiga alguna medida de contacto entre ellos (amistad
o cantidad de ”me gusta", por ejemplo).

Muestreo por gráficas incidentales. En este caso se trabaja con gráficas
incidentales, que consisten en seleccionar al azar aristas dentro de la red y
posteriormente completar una subgráfica con los nodos en los que inciden
dichas aristas.

Muestreo de bola de nieve. El muestreo de bola de nieve consiste en
tomar un nodo inicial y considerar todos sus vecinos inmediatos, y realizar
este proceso iterativamente hasta una condición de paro. De esta forma el
grupo muestral crece como una bola de nieve que va rodando cuesta abajo,
por ello el nombre de la técnica de muestreo. Este tipo de muestreo se utiliza
con frecuencia para estudios en poblaciones ocultas, como consumidores de
drogas.

Pueden consultarse algunas ventajas y desventajas de utilizar estas y otras técni-
cas de muestreo adicionales en la Sección 5.3 de Kolaczyk (2009).

El objetivo de muestrear sobre una red compleja es generalmente estimar una
característica de interés sobre la gráfica poblacional, ya sea una característica es-
tructural como el número de aristas Ne o el grado promedio de los nodos; o bien,
un resumen de los atributos de los nodos y vértices de la red, como la proporción
de hombres con más amigas que amigos en una red social. Denotemos η(G) a la
característica de interés de la gráfica G. A pesar de que a partir de una muestra no
se podrá recuperar exactamente la característica, se desea obtener una estimación
de η(G), digamos η̂ a partir de G∗.

Intuitivamente se utilizaría el estimador plug-in η̂ = η(G∗), sin embargo, estos
no son útiles para estimar características de una gráfica, ya que no se cumple el
supuesto de independencia de las observaciones de la muestra. Algunas alternati-
vas de estimación se presentan en Granovetter (1976) y Ahmed et al. (2014).

4.2.2. Simulación de redes aleatorias

En este trabajo se considera como red aleatoria a una gráfica no dirigida donde
el grado de sus nodos sigue cierta distribución de probabilidad. La distribución de
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los grados de los nodos debe ser una densidad discreta definida sobre los enteros
no negativos.

Para simular una red aleatoria se utiliza el algoritmo Molloy-Reed (Molloy y
Reed, 1995), el cual se explica brevemente a continuación. Supóngase que se desea
simular una red aleatoria con Nv nodos. En primer lugar se generan los grados
de los nodos de la red {d1, . . . , dNv}. El grado de cada nodo puede ser: a) fijo y
especificado por el usuario, b) n−1 para generar una gráfica completa, o c) seguir
cualquier distribución de probabilidad discreta y sobre los enteros no negativos.
Las distribuciones implementadas son:

Poisson,

Poisson truncada (Modificación de la densidad Poisson con soporte {1, 2, . . .}),

Geométrica,

Geométrica truncada (Modificación de la densidad Geométrica con soporte
{1, 2, . . .}),

Binomial negativa,

Polilogarítmica,

Logarítmica,

De ley de potencias (o powerlaw).

El siguiente paso en el algoritmo es generar la arista {u, v}, con u, v ∈ V con
probabilidad proporcional al producto de los grados du y dv. Posteriormente se
actualiza el grado de los vértices (restando uno a los nodos que se unieron), para
considerar las conexiones que aún se pueden establecer, a éste nuevo grado se
le llama grado disponible. Este proceso se continúa iterativamente, seleccionando
en cada paso una arista con probabilidad proporcional al producto de los grados
disponibles de los nodos que la conforman. El código de simulación en R se puede
consultar en http://leticiaramirez2.net/supplementary_material.html.

Es importante mencionar que no toda sucesión de grados puede correspon-
der a una gráfica. La prueba de existencia de una gráfica asociada al conjunto
{d1, . . . , dNv} se puede realizar usando el teorema de Havel-Hakimi. Éste no solo
nos dice si la sucesión puede ser asignada a una gráfica, sino que produce una.
Sin embargo este teorema-algoritmo produce gráficas con la misma estructura y
el algoritmo que se propone usar produce de manera aleatoria una grafica sobre

http://leticiaramirez2.net/supplementary_material.html
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el conjunto de gráficas con la misma secuencia de grados.

Aunque bajo este esquema de generación de gráficas los grados de la gráfica
resultante pueden no corresponder completamente con la secuencia original, esta
diferencia tiende a cero cuando el número de nodos crece.

4.3. Modelo SIR en una red social

Se planteará el modelo SIR estocástico en una red social, donde cada nodo
corresponde a un individuo y tiene un atributo asignado que describe su estado
respecto a la enfermedad, es decir, el compartimento dentro del cual se encuentra
dicho individuo.

Supóngase que se tiene una red G con Nv nodos etiquetados como 1, . . . , Nv.
A continuación se muestra el pseudo-algoritmo para simular en G la dispersión
de un agente infeccioso que se modela con un SIR estocástico de parámetros β
y γ. Se supondrá que el número inicial de individuos infectados es i0 y que al
tiempo cero no existen aún individuos recuperados, por lo que el sistema inicial
es (Nv − i0, i0, 0). También se supondrá que un individuo infeccioso únicamente
es capaz de infectar a sus vecinos inmediatos susceptibles.

El tiempo que los individuos pasan en el estado infeccioso puede ser fijo o
tener una distribución de probabilidad de rango positivo, por ejemplo lognormal
o exponencial. Nos enfocaremos en el caso exponencial, análogo al planteado en
la Sección 3.2.

Algoritmo 4: Simulación del SIR estocástico en una red.

1. Elegir i0 nodos de la red, ya sea de manera determinista o aleatoria, los
cuales serán etiquetados como infecciosos al tiempo 0. Los demás nodos se
etiquetan como susceptibles en esta etapa.

2. Determinar el tiempo del siguiente cambio, y a qué tipo de reacción corres-
ponde (infección o recuperación) como se describe en el algoritmo Gillespie
(Algoritmo 3) y actualizar el estado de cada nodo.

3. Iterar el proceso hasta un tiempo de observación máximo (si existe) o hasta
que no haya más individuos infecciosos.



Capítulo 4. Modelos compartimentales en redes de contactos 54

Se considera que las transmisiones de las aristas son independientes para cada
conexión de un susceptible con un infeccioso. El código en R para generar es-
tas simulaciones se muestra en http://leticiaramirez2.net/supplementary_
material.html. El algoritmo para simular el agente infeccioso es análogo al SI-
MID (SIMulation of Infectious Diseases) implementado en Ramírez-Ramírez et al.
(2013), y difieren en que con este último se pueden considerar en el modelo algunos
esquemas de vacunación como políticas de control de la epidemia.

4.3.1. Inferencia del modelo SIR estocástico en una red

Supóngase que se modela la evolución de una epidemia con un SIR estocástico
con tasas de transmisión y recuperación por hora β y γ, respectivamente, y que
se tiene una red social que describe los contactos entre los individuos de una po-
blación, la cual puede ser representada con una gráfica. Además, supóngase que
se cuenta con n reportes de nuevos infectados agregados diariamente y1, . . . , yn.

A partir de los reportes anteriores se desea hacer inferencia acerca de los pa-
rámetros que rigen la evolución de la epidemia en cuestión. Al tener una forma
de simular el modelo en la red para un vector fijo de parámetros (β, γ), puede
utilizarse el Algoritmo 2 (ABC-MCMC) para obtener simulaciones de la densidad
posterior de los parámetros. Es necesario agrupar en las simulaciones del modelo
el número de reportes de nuevos infectados por día para hacer los datos simulados
comparables con los observados.

Este procedimiento de inferencia puede generalizarse para cualquier modelo
compartimental, únicamente se requiere poder simular dicho modelo en una red
con un algoritmo análogo al Algoritmo 4. Por ejemplo, para el modelo SEIR
únicamente habría que agregar el periodo de exposición, al cual se le puede asignar
una distribución. Sin embargo, si únicamente se tiene información de los nuevos
infectados del proceso como aquí se supone, si el número de parámetros del modelo
aumenta, las estimaciones puntuales se vuelven menos precisas y los intervalos de
probabilidad más amplios.

Ejemplos

Para ilustrar el algoritmo de inferencia del modelo SIR estocástico en una red,
se simularon dos redes aleatorias con 500 nodos con las siguientes distribuciones
de grados:

Poisson(2.42)

http://leticiaramirez2.net/supplementary_material.html
http://leticiaramirez2.net/supplementary_material.html


Capítulo 4. Modelos compartimentales en redes de contactos 55

Polilogarítmica(0.1,2)

La particularidad de estas distribuciones es que con los parámetros anteriores
tienen la misma media, pero tienen un comportamiento distinto. En las Figuras
4.2 y 4.3 se muestra el histograma de los grados observados en las redes simuladas
a partir de la densidad poisson y la polilogarítmica, respectivamente. Se señala
la función de masa de probabilidades teórica correspondiente a dichas densidades
con puntos dentro de las mismas gráficas.

Poisson(2.42)
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Figura 4.2: Distribución de los
grados de la red
Poisson simulada.

Polylog(0.1,2)
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Figura 4.3: Distribución de los
grados de la red Poli-
logarítmica simulada.

Supondremos que las redes simuladas modelan los contactos entre los indivi-
duos de una población hipotética. Fijando como estado inicial a dos individuos
infectados, se simuló la dispersión de un agente infeccioso en la red con un modelo
SIR estocástico, considerando β = 0.03 y γ = 0.01 como las tasas por hora de
infección y recuperación, respectivamente. En las Figuras 4.4 y 4.5 se muestran las
curvas de infecciosos para los tiempos en los que ocurrió un cambio en el proceso,
las cuales presentan un comportamiento similar.
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Bajo un escenario más realista, se considera que se tienen reportes diarios de
nuevos infectados y = y1, . . . , yn. Es decir, se supondrá que no se cuenta con
los tiempos exactos de cada cambio en el sistema, sino con el número de nuevos
individuos infectados acumulados en periodos de 24 horas, con lo cual se obtienen
35 reportes que se observan en las gráficas 4.6 y 4.7.
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Figura 4.7: Reportes observados
(Polilogarítmica)

Para medir la diferencia entre los datos observados y y una simulación x dada,
se considera el siguiente estadístico univariado:
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t(x,y) =
∑
i

√
(xi − yi)2

yi + ε
,

donde 0 < ε << 1.

Para la estimación de la densidad del error de aproximación de la densidad
posterior (ver Algoritmo 2) se considera un Kernel Normal con ancho de banda
proporcional al número de reportes observados. Además, para la implementación
del Algoritmo ABC-MCMC, se utilizó como densidad propuesta una mezcla de
densidades normales, una con varianza más pequeña que la otra para permitir una
mejor exploración del espacio paramétrico:

q(θ′ | θ) = r N(θ,Σ1) + (1− r)N(θ,Σ2),

donde Σ1 = 0.05Id, Σ2 = 0.1Id y 0 < r < 1.

Además se utilizaron densidades a priori Gamma(1,10) para ambos paráme-
tros, que se supondrá que reflejan la información previa que se tiene acerca de las
tasas de infección y recuperación del modelo SIR estocástico. Como se explicó en
la Sección 1.2, el ABC-MCMC es un algoritmo de aceptación y rechazo, donde
los puntos propuestos son aceptados con cierta probabilidad. En las Figuras 4.8
y 4.9 pueden observarse las curvas de individuos infecciosos que corresponden a
parámetros rechazados por el modelo (negro), así como las que fueron aceptadas
(azul claro), que son cercanas a la curva obtenida con los reportes observados
(naranja).
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Figura 4.8: Curvas simuladas con pará-
metros aceptados (Poisson)

Figura 4.9: Curvas simuladas con pará-
metros aceptados (Poliloga-
rítmica)

Después de analizar la convergencia de la cadena simulada y eliminar el burn-
in, y considerando los rezagos correspondientes obtenidos mediante el IAT, se
obtienen simulaciones de la densidad posterior que dan lugar a las estimaciones
puntuales y por intervalos de 95% de probabilidad que se muestran en las Tablas
4.1 y 4.2.

Cuantil β γ

2.5% 0.0286 0.0072
50% 0.0440 0.0214

97.5% 0.0681 0.0520
Real 0.03 0.01

Tabla 4.1: Estimaciones puntuales y por intervalos de probabilidad (Red Poisson)

Cuantil β γ

2.5% 0.0234 0.0055
50% 0.0346 0.0244

97.5% 0.0560 0.0562
Real 0.03 0.01

Tabla 4.2: Estimaciones puntuales y por intervalos de probabilidad (Red Polilogarít-
mica)
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Se observa que las amplitudes de los intervalos son similares en ambas redes,
y que los intervalos contienen a los parámetros con que se simularon los datos
(0.03, 0.01). Los histogramas de la densidad posterior de los parámetros se mues-
tran en las Figuras 4.10 (red Poisson) y 4.11 (red Polilogarítmica). En este caso
que se agrega la estructura de las conexiones entre los individuos de la población,
se observa que las modas de los histogramas están a la derecha del valor real en
todos los casos, sin embargo, la robustez de la mediana ayuda a que este estima-
dor puntual no se aleje mucho del valor real a partir del cual se simularon los datos.
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Figura 4.10: Histogramas de la densidad posterior de los parámetros (Red Poisson).
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Figura 4.11: Histogramas de la densidad posterior de los parámetros (Red Polilogarít-
mica).

En el caso de inferencia en una red, el IAT detecta la dependencia en la cadena
con mayor facilidad y es necesario considerar un rezago mayor que en el caso
donde se supone que los individuos interactúan bajo la ley de acción de masas.
Esto produce un tamaño de muestra menor y en consecuencia es necesario realizar
más simulaciones que en los modelos anteriores.



Conclusiones y trabajo futuro

Un modelo epidemiológico que sea capaz de describir la evolución de una en-
fermedad en una población puede ayudar no solo a planear sobre los recursos de
salud necesarios para atender a los futuros casos, sino a evaluar la eficacia de
las medidas sanitarias que buscan combatir la dispersión de la enfermedad. Los
modelos compartimentales estudiados en este trabajo dependen de una serie de
parámetros relacionados con las características del agente y algunas características
de la transmisión en la población. La estimación de estos parámetros es relevante,
ya que cualidades como la dimensión de un brote y la duración de una epidemia
están asociadas con dichos parámetros.

Se estudiaron dos puntos de vista para plantear los modelos, el determinista y
el estocástico. Un modelo determinista supone una población de gran magnitud,
y en donde cualquier par de individuos tiene la misma probabilidad de contacto,
y el sistema tenga una solución única para cualquier tiempo t > 0. Bajo el en
foque estocástico (estocasticidad demográfica), se asigna a los tiempos que los in-
dividuos pasan en cada compartimento una distribución de probabilidad, lo cual
se refleja en la aleatoriedad de la solución del sistema en un tiempo fijo.

El planteamiento de un modelo epidemiológico estocástico se puede hacer de
distintas maneras, de acuerdo a los supuestos que se establezcan sobre el tiempo y
el espacio de estados del sistema. En este caso se supuso que el sistema se desarro-
llaba en una escala de tiempo continua, pero que los posibles estados del sistema
eran variables aleatorias discretas. Si se asigna una distribución exponencial a los
tiempos de cambio en el sistema, se trata de un Proceso Poisson no homogéneo,
donde las tasas al tiempo t > 0 dependen del número de individuos que en ese
instante se encuentren en cada uno de los compartimentos.

Adicionalmente, se agregó al modelo una estructura relacional de los indivi-
duos mediante una red social, de tal forma que un individuo únicamente fuera
capaz de contagiar a sus vecinos inmediatos. Este planteamiento permite un enfo-
que más realista, sin embargo las simulaciones y la inferencia se vuelve más pesada
computacionalmente.

El objetivo principal de este trabajo fue realizar inferencia sobre los paráme-
tros de un modelo epidemiológico compartimental bajo los modelos mencionados
anteriormente. Se supuso un escenario apegado a la realidad, en el cual se contaba
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con una serie de reportes de nuevos infectados y1, . . . , yn, a partir de los cuales
se pretendía realizar inferencia sobre los parámetros del modelo. En todos los ca-
sos se asume que los reportes son el número de nuevos infectados en un lapso de
tiempo. En el caso particular del modelo determinista además se considera que las
observaciones están sujetas a ruido. Este ruido puede tener múltiples fuentes pero
el total de estas variaciones la modelamos con una distribución de probabilidad,
con media igual al número observado de reportes de nuevos infectados.

En todos los casos se plantearon esquemas y modelos bayesianos de inferen-
cia estadística, ya que en el contexto de epidemiología generalmente se cuenta
con información previa acerca de los parámetros (tasas de transferencia entre los
compartimentos). La información previa puede ser obtenida analizando enferme-
dades similares, por ejemplo. Si dicha información puede traducirse en términos
de una distribución de probabilidad a priori para los parámetros, la distribución
posterior nos proporciona información del vector de parámetros del modelo donde
contribuyen tanto la información previa del femómeno, como la verosimilitud de
los datos observados.

A partir de la densidad posterior es posible obtener estimaciones puntuales e
intervalos de confianza para los parámetros, y los algoritmos MCMC nos hacen
más sencilla la simulación de dicha densidad.

En el modelo determinista se simuló de la densidad posterior usando el t -
walk, un algoritmo de Metrópolis-Hastings desarrollado por Christen et al. (2010)
e implementado en varios softwares para análisis estadístico. Dicho algoritmo fa-
cilita la simulación de cualquier distribución objetivo y no depende de parámetros
de tuning para hacer converger a la cadena simulada.

En el modelo estocástico, los tiempos en que los individuos cambian de com-
partimento se modelan como variables aleatorias con una distribución que depende
del estado actual del sistema. Así, para poder plantear la verosimilitud de los da-
tos es necesario contar con todos los tiempos de cambio del sistema y en el caso
estudiado únicamente se tenían reportes agregados. Para el planteamiento de la
densidad posterior exacta es necesaria la verosimilitud, sin embargo, el algoritmo
ABC-MCMC permite simular de una aproximación de la posterior a pesar de no
contar con este término. Este algoritmo funciona si es posible simular del modelo
dado un vector de parámetros fijo, lo cual se logra con el algoritmo Gillespie.

Se desarrollaron algunos ejemplos con el modelo SIR y el SEIR para explorar
y mostrar a detalle cómo se desarrolla el proceso de inferencia en ambos modelos,
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además de plantear el modelo estocástico en una red. Algunas características
observadas al desarrollar el proceso de inferencia en cada uno de los modelos
fueron las siguientes:

En el modelo determinista las simulaciones se demoraron más de lo espera-
do, ya que para cada punto involucrado en el algoritmo debe aproximarse
numéricamente la integral de la tasa de nuevos infectados.

En el modelo estocástico se simula de una aproximación de la verosimilitud,
cuya precisión depende del ancho de banda elegido para el Kernel involucra-
do en el algoritmo ABC-MCMC. El algoritmo desarrollado en este trabajo
podría mejorarse buscando un método para elegir el ancho de banda óptimo
que nos produzca la precisión deseada.

El algoritmo ABC-MCMC nos permitió simular de la densidad posterior
de los parámetros en el modelo estocástico a pesar de que no se tenía la
información completa de los tiempos de cambio del sistema. El proceso de
inferencia al considerar una red para modelar la estructura de dependencia
de la población se vuelve computacionalmente más intensivo, ya que el IAT
es mayor y en consecuencia se debe considerar un rezago más grande en la
cadena simulada.

Comparando los ejemplos implementados para inferencia en el modelo SIR
y el SEIR, se observó que el tiempo de cómputo se incrementó al considerar
una mayor cantidad de parámetros. En general, si la estructura del modelo es
más compleja, considerar el número de reportes de nuevos infectados brinda
menos información y la inferencia se vuelve menos precisa.

Una posible deficiencia del modelo de inferencia sobre redes grandes es la efi-
ciencia de las simulaciones. En estudios futuros esto podría mejorarse utilizando
algún método de procesamiento en paralelo, o migrando el código a algún otro
lenguaje de programación más eficiente como C o Python. Otra alternativa al
tratarse de una red es considerar un horizonte menor al final de la epidemia para
realizar la inferencia, ya que, a pesar de tener menos información, esto podría
reflejarse en un ahorro considerable de tiempo de cómputo.

Varias generalizaciones puede sugerirse a partir de este trabajo. Algunas re-
lacionadas con el modelo, tal como considerar escenarios más realistas, como un
horizonte de tiempo más amplio donde se permita la migración de los individuos.
Otras mejoras puede apuntar a la eficiencia de los métodos de cómputo, como
ya se mencionó. Otra dirección a explorar es sobre variantes de los métodos de
inferencia usados y el análisis de sus propiedades.
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