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Resumen

A lo largo del presente trabajo se introduce al lector en el Anélisis Topologico de
Datos y a su aplicaciéon en graficas no dirigidas. Se propone una metodologia para
la construccion y anélisis de redes de movilidad poblacional, se construyen las redes
de movilidad para la ciudad de Hermosillo a partir de datos georreferenciados de la
poblacion obtenidos mediante aplicaciones para celulares. Se muestra una metodologia
en la que se propone utilizar el Anélisis Topolégico de Datos para estudiar el cambio
de la movilidad en la ciudad a lo largo del tiempo, esto al comparar las persistencias de
las caracteristicas topologicas de cada red de movilidad y se muestran los resultados
obtenidos al aplicar esta metodologia a las redes construidas. Por altimo, se argumenta
la importancia de conocer los cambios en la movilidad de la ciudad cuando se estudian
fenémenos de contacto y en particular, en el contexto de la pandemia de covid19, se
argumenta el posible uso para obtener alertas tempranas de contagios.
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CAPITULO 1

Introduccién

Gracias a las plataformas digitales, hoy en dia se puede generar y almacenar una
gran cantidad de informacion, més que en cualquier otra época de la historia. Pero al
igual que algtn recurso natural, poco sirve tener muchos datos sin haberlos procesado
de alguna manera y, es gracias al procesamiento de los datos que se puede llegar a

obtener informacion sustancialmente ttil para algin fin en particular.

A lo largo del siglo pasado se crearon varias herramientas estadisticas con la fi-
nalidad de poder estudiar la escasa informaciéon que se recopilaba en dicha época.
Hoy en dia, incluso con equipos de computo de gama media, la informacion que se
puede manejar es mayor en varios 6érdenes de magnitud, lo cual pone de manifiesto
la necesidad de contar con distintas herramientas eficientes para el analisis de datos

masivos y complejos.

En los ultimos 40 anos se han desarrollando varias herramientas matemaéticas que
logran brindar informacién importante de un conjunto masivo de datos, algunas de las

herramientas desarrolladas muestran diferentes caracteristicas de los datos, haciendo



que se tengan diferentes opciones para obtener informaciéon valiosa de un conjunto
de datos. Una de tales herramientas es conocida como Anélisis Topologico de Datos
(ATD), la cual se desarroll6 formalmente a inicios del siglo XXI, atin cuando los prin-
cipales conceptos matematicos en los que se fundamenta aparecieron en la literatura

a finales de los anos 90.

El ATD combina elementos de topologia algebraica (homologia persistente) y com-
binatoria (graficas y estructuras simpliciales) para el estudio de la forma (esferas
homologicas) de bases de datos (nubes de puntos), dotando a estas ultimas de una
familia de estructuras geométricas no triviales (filtracion simplicial) e identificando
aquellas caracteristicas geométricas “maés significativas” (clases de homologia persis-
tente). Las aplicaciones de este enfoque han permitido identificar caracteristicas en
conjuntos de datos que no son facilmente identificables por las herramientas estandar
de procesamiento de senales (Wang, Ombao, y Chung (2019)) o del analisis de agru-
pamiento (Nicolau, Levine, y Carlssona (2011)). Tales aplicaciones incluyen areas de
la salud (Dey y Mandal, 2018; Nielson y cols., 2015; Oyama y cols., 2019), finanzas
(Gidea y Katz, 2018; Goel, Pasricha, y Mehra., 2020), ingenieria (Clough y cols.,
2020; Smith, Dlotko, y Zavala, 2021; Sgrensen, Biscio, Bauchy, Fajstrup, y Smedsk-
jaer, 2020.), meteorologia (Dongjin, Bresten, Youm, Seo, y Jung, 2020; Muszynski,
Kashinath, Kurlin, y Wehner, 2019; Ofori-Boateng, Lee, Gorski, Garay, y Gel, 2021),

etc.

En el presente trabajo se crean redes de movilidad, en las que se desarrolla un
analisis topolodgico de datos con el objetivo de identificar cambios significativos en la
movilidad poblacional, entre distintas ventanas de tiempo (con longitud de 1 semana)
enmarcadas en el contexto de la contingencia sanitaria por covid19, a fin de contar
con un indicador que permita obtener senales tempranas de un potencial aumento
en el nimero de contagios. Para realizar el estudio se utiliza una base de datos de
movilidad de la poblacion en la ciudad de Hermosillo; estos datos contienen la fecha y

ubicacion registrada por los equipos de telefonia celular que registran algunas de las
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aplicaciones instaladas en los equipos con permisos de geolocalizacion habilitados.

La grafica subyacente de cada una de las redes de movilidad (construidas para
cada ventana de tiempo de 1 semana, entre el 21 de septiembre de 2020 y el 13 de
diciembre de 2020), esta definida por el conjunto de vértices dado por la coleccion de
las areas geoestadisticas béasicas (AGEB) de la ciudad de Hermosillo (582 en total) y
existe una arista entre dos AGEB si existe una movilidad poblacional directa entre
estas. Luego, la red de movilidad, definida en una ventana de tiempo concreta, con-
siste en ponderar las aristas de la gréafica subyacente con el nimero de personas que
se desplazan directamente entre las correspondientes AGEB, en la ventana de tiempo

en cuestion.

Adn cuando dos redes de movilidad tengan la misma grafica subyacente (o bien,
sean isomorfas), éstas pueden representar condiciones de movilidad poblacional muy
distintas. El enfoque planteado en el presente trabajo para distinguir distintas redes
de movilidad, es a través de los grupos de homologia persistentes asociados a las filtra-
ciones inducidas en el complejo clique (complejo simplicial de subgraficas completas)

por las ponderaciones definidas en las aristas de la red de movilidad poblacional.

Aunque es posible intuir que la estructura de cada red tomaré un rol importante
en la dindmica de transmision de un agente infeccioso, el enfoque de este trabajo es la
creacion de las redes de movilidad, la revision de las herramientas necesarias de ATD
en redes, para luego proponer filtraciones que puedan auxiliar a la identificacion de
algunas de las caracteristicas mas relevantes en una red. Se propone el uso de medidas

de diferencias topologicas para la identificacion de cambios de patrones de movilidad.

Conocer la similitudes entre la movilidad de diferentes semanas podria ser impor-
tante para poder planear servicios o eventos masivos en la ciudad. Particularmente
en el contexto de la actual pandemia por covidl9, se puede medir el impacto de la

movilidad en el incremento de los contagios y con ello el gobierno podria anticipar la



preparacion de insumos y aparatos necesarios para evitar el colapso de los servicios
médicos, asi como implementar las medidas justas para el control y eventual levanta-

miento de las restricciones.

El presente trabajo se encuentra organizado de la siguiente manera. En el Capitu-
lo 2 se presentan los conceptos basicos usados en ATD. Se introducen los complejos
simpliciales abstractos y geométricos, se exponen los complejos simpliciales de Cech
y Vietoris-Rips, que son clasicos en el analisis de datos. Se introduce a la homologia
simplicial y se desarrolla el contenido para llegar a definir los grupos de homologia
del complejo simplicial. Por ultimo, se presentan las herramientas utilizadas para el
estudio de la homologia persistente y se acompanan con un sencillo ejemplo para ilus-

trar la persistencia de las clases de homologia.

En el Capitulo 3 se presenta una introduccion a la teoria de graficas, en donde se
muestran las herramientas necesarias para la construccion de las redes de movilidad.
También se expone la relacion que las graficas tienen con los complejos simplicia-
les geométricos, se define al complejo simplicial clique y algunas filtraciones que son
clasicas en el ATD en redes. Por tltimo, se presenta un ejemplo sencillo donde se expli-

ca como se desarrolla el estudio de la homologia persistente en una gréafica ponderada.

En el capitulo 4 se detallan las principales caracteristicas de los datos con los que
se cuenta para realizar el trabajo, el proceso con el que se depuran y el algoritmo utili-
zado para la construccion de una matriz de “saltos” con la cual se genera la matriz de
adyacencia de cada red. Por tltimo, se expone el contexto de la ciudad de Hermosillo
y se compara la red obtenida a lo largo del periodo de estudio con la realidad de la

ciudad.

En el Capitulo 5 se conjunta el material presentado hasta entonces, con el fin de
realizar el analisis topologico de los datos de movilidad poblacional de la ciudad de

Hermosillo entre el 21 de septiembre de 2020 y el 13 de diciembre de 2020. En este

4
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capitulo se explica la metodologia propuesta para comparar la movilidad de cada se-
mana. Se definen las filtraciones que se utilizan en el estudio y se presentan algunos
ejemplos que ilustran la evolucion de cada filtracion; también se argumenta sobre el
significado y la importancia de las caracteristicas topologicas en las redes. Por ultimo,
se presentan y discuten los resultados obtenidos sobre la evoluciéon de la movilidad en

ventanas de tiempo de 1 semana.

Finalmente, en el Capitulo 6 se discuten méas ampliamente los resultados, limi-
taciones y posibles lineas de investigacion futura sobre el enfoque presentado en el

presente trabajo para el estudio de la movilidad poblacional.






CAPITULO 2

Analisis topolégico de datos

2.1. Conceptos basicos

Antes de comenzar a definir los objetos con los que se trabaja en el anélisis topol6-
gico de datos, es conveniente definir algunos conceptos basicos de topologia que seran
utiles para el correcto desarrollo de los ejemplos que se mostrarédn en las diferentes

secciones de este capitulo.

Una de las maneras mas recurrentes de representar los resultados de un experi-
mento es por medio de arreglos de la forma {z1, zo, ... } para z; € R, pero dificilmente
este tipo de arreglos dicen algo por si mismos ya que la informacion que realmente
ayuda a la descripcion de los resultados se obtiene a partir de comparaciones rea-
lizadas dentro del mismo contexto. Matematicamente, este tipo de configuracion se

captura mediante la nocién de espacio métrico, que se define a continuaciéon (Rudin,

1980).

Definicion 2.1. Un conjunto X cuyos elementos llamaremos puntos, se dice que es

un espacio métrico si a cada dos puntos p y q de X hay asociado un numero real

7



2.1. Conceptos basicos

d(p, q) llamado distancia de p a q, tal que

1. d(p,q) >0 sip#qyd(p,q) =0 siysolosip=q.

2. d(p,q) = d(q,p).

3. d(p,q) < d(p,7) +d(r,q) para todor € X.

A cualquier funcién que cumpla con las tres condiciones anteriores se le conoce
como funcién distancia o métrica. Ademaés, si (X, d) es un espacio métricoe Y C X,
entonces (Y,d|y : Y x Y — R) es un espacio métrico también y a d|y se le conoce

como la métrica inducida sobre Y.

El ejemplo estdndar de un espacio métrico es el formado por R” y la distancia
euclidiana, en donde los puntos en R" son de la forma p = (p1,pa,...,pn) ¥ por lo

tanto si z,y € R" la distancia euclidiana esta dada por

En general, es posible utilizar una métrica d para crear subconjuntos de X; este
tipo de subconjuntos tienen especial importancia en muchas areas de las matematicas

ya que a partir de ellos se pueden definir distintas estructuras.

Definicion 2.2. Si (X, d) es un espacio métrico, entonces para todo x € X yr >0
el conjunto

B(z,r) ={y € X;d(z,y) <r}

es llamado bola abierta de radio v y centrada en x. La bola cerrada de radio r centrada

en x se define como sigue

B.(x,7) ={y € X;d(x,y) < r}.

Con lo anterior es posible definir formalmente a un conjunto abierto en un espacio

métrico tal y como se muestra a continuacion (Rudin, 1980).

8



Capitulo 2. Analisis topoldgico de datos

Definicion 2.3. Sea (X, d) un espacio métrico, un subconjunto A C X se dice abierto

si para cada a € A, existe r, > 0 (que depende sdlo de a) tal que B(a,r,) C A.

Ahora se definira el concepto de convergencia en espacios métricos y para ello se

tiene lo siguiente (Rudin, 1980).

Definicion 2.4. Una sucesion {x,}nen de elementos de un espacio métrico (X, d)
converge a un limite x si

lim d(z,,z) =0.

n—oo
Como se menciona en Blumberg (2020), la idea que motiva la topologia de un
conjunto de puntos es la de mostrar equivalencias entre objetos en un sentido mucho
més amplio que la concebida por una métrica y definir una nocién de cercania més
débil y flexible que atin nos permita formalizar las nociones que conducen al calculo (es
decir, continuidad y convergencia), incluso se puede pensar en un espacio topologico
como un conjunto con una coleccién de subconjuntos que se comportan bien y que

actiian como bolas abiertas en los espacios métricos.

Definicion 2.5. Una topologia en un conjunto X es una familia T C 2% de subcon-

juntos de X, tal que:
1.0, X eT.
2. 51 51,5 €T, entonces SN Sy, €T.
8. Si{S;;j € J}t CT, siendo J un conjunto de indices, entonces |J;; S; € T.

El par (X, T) se llama espacio topoldgico, ademds a los elementos de la topologia T
se les conoce como conjuntos abiertos y a los respectivos complementos se les conoce

como conjuntos cerrados.

Un ejemplo sencillo de un espacio topologico seria el formado por el conjunto

X ={1,2,3} y la familia de subconjuntos T" = {0, {1},{1,2}, {1, 3},{1,2,3}}.

Definicion 2.6. Sea (X,T) un espacio topoldgico y A C X con la topologia inducida
Ta={SNA;S €T}, entonces (A, Tx) es un subespacio topoldgico de (X,T).

9



2.1. Conceptos basicos

Llegados a este punto se tiene que resaltar que un espacio métrico no es un espacio
topologico, sin embargo todo espacio métrico da lugar a un espacio topologico. Para
ejemplificar lo anterior, tomemos al espacio métrico formado por (R, d), donde d es la
distancia euclidiana. Si se toman a x,y € R tales que z < y, entonces es posible definir
a conjuntos abiertos de la forma A, , = {a € R;z < a < y}, los cuales servirfan de
base para la topologia usual de R, esto es, la topologia formada por R, () y las uniones

e intersecciones finitas de algunos conjuntos de la forma A, , con diferentes = e y.

Teniendo claro lo anterior, resulta conveniente mostrar las siguientes definiciones
que introducen al concepto de cubierta en espacios topologicos, estas son definiciones
importantes para el teorema del nervio que se mostrara en la segunda seccion de este

capitulo (Jean-Daniel Boissonnat y Yvinec, 2018).

Definicion 2.7. Sea I un conjunto de indices. Una cubierta abierta de un conjunto
U en un espacio topoldgico (X, T) es una coleccion {U,;}ier de subconjuntos abiertos

U; € X, tales que U C |, Us.

Definicion 2.8. Sea I un conjunto de indices. Una cubierta abierta de un espacio
topoldgico (X, T) es una coleccion {U;}icr de subconjuntos abiertos U; C X, tales que

X — UiEI []Z

Definicion 2.9. Un espacio topoldgico (X, T) es un espacio compacto si cualquier
cubierta abierta de X admite una subcubierta finita, es decir, para cualquier familia
{Ui}ier de conjuntos abiertos tales que X = J,.; U; existe un subconjunto finito J C I

tal que X = ;c; Uj-

Cabe senalar que en un espacio métrico, la compacidad se puede caracterizar
usando secesiones, en donde un espacio métrico X es compacto si y so6lo si cualquier

sucesion en X tiene una subsucesion convergente (Rudin, 1980).

Otro concepto fundamental en la topologia es el de conexidad, el cual se define a

continuacién (Jean-Daniel Boissonnat y Yvinec, 2018).

10



Capitulo 2. Analisis topoldgico de datos

Definicion 2.10. Un espacio topoldgico (X,T) es conexo si no es la union de dos
conjuntos abiertos disjuntos, es decir, si Oy y Oy son dos conjuntos abiertos disjuntos

tales que X = O U O,, entonces O; = 0 u Oy = 0.

Definicion 2.11. Sea [0,1] C R el subespacio topoldgico de R con la topologia usual.
Un espacio topoldgico (X, T) es conexo por caminos si para cualquier x,y € X eziste

una funcion continua 7y : [0,1] — X tal que v(0) =z y y(1) = y.

Para formalizar la nociéon de equivalencia entre espacios topoldgicos, es necesario
el concepto de funcion continua, el cual se define como sigue (Jean-Daniel Boissonnat

v Yvinec, 2018).

Definicion 2.12. Una funcion f : X — X' entre dos espacios topologicos (X, T)
y (X', T') es continua si y sélo si, la preimagen f~1(O") = {z € X; f(z) € O'} de
cualquier conjunto abierto O' C X' es un conjunto abierto en X. Equivalentemente,
f es continua si y sdlo si, la preimagen de un conjunto cerrado en X' es un conjunto

cerrado en X.

Existen varias formas de medir la cercania entre dos objetos y en particular se pue-
de distinguir entre los criterios topologicos y los criterios geométricos. En topologia,
dos espacios topologicos se consideran iguales, o equivalentes, cuando son homeomor-

fos (Jean-Daniel Boissonnat y Yvinec, 2018).

Definicion 2.13. Dos espacios topologicos (X, T), (X', T") son homeomorfos si existe
una funcion continua y biyectiva h : X — X' tal que la funcion inversa h™' : X' — X

también es continua. La funcion h es llamada homeomorfismo.

Para distinguir entre espacios, cuando éstos son subespacios de R?, la nocién de

isotopia es méas fuerte que la nociéon de homeomorfismo.

Definicion 2.14. Una isotopia entre X C R? y X’ C R? es una funcion continua
F:Rx[0,1] — R? tal que F(-,0) : R — R? es la funcion identidad y F(X,1) = X',

y para cualquier t € [0,1], F(-,t) : R? = R? es un homeomorfismo de RY.
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Que dos espacios topologicos X y X' sean isotopicos significa que X se puede
deformar continuamente en X’ sin crear auto intersecciones o cambios topologicos.
La nociéon de isotopia es més fuerte que la de homeomorfismo en el sentido de que si
X y X' son isotépicos también son homeomorfos, mientras que dos subespacios de R?

homeomorfos pueden no ser isotopicos. Este hecho es el que da pie a la teoria de nudos.

En general es dificil decidir qué espacios son homeomorfos, por ello a veces es
conveniente trabajar con una nociéon mas débil de equivalencia llamada equivalencia

homotopica (Jean-Daniel Boissonnat y Yvinec, 2018).

Definicion 2.15. Sean (X,T) y (X', T") dos espacios topoldgicos. Dos funciones
continuas f,g : X — X' son homotdpicas si existe una funcion continua h : X X

[0,1] = X', llamada homotopia, tal que

1. h(z,0) = f(x),
2. h(z,1) = g(x).
Se denota por f ~ g cuando f y g son homotdpicas.

Definicion 2.16. Sean (X,T) y (X',T") dos espacios topoldgicos. Decimos que X
y X' son homotdépicamente equivalentes si existen funciones continuas f : X — X'
yg: X — X tales que fog ~ idx y go [ ~ idx, donde idx e idx denotan
las funciones identidad sobre X' y X, respectivamente. En este caso se denota por

X ~ X' para referirse a que X y X' son homotdpicamente equivalentes.

En particular, son de interés aquellos espacios topologicos que sean homotdpica-
mente equivalentes a un punto, ya que estos permiten definir una cubierta buena como

se mostrara en la siguiente seccién.

Definicion 2.17. Un espacio contrdactil es un espacio que es homotopicamente equi-

valente a un punto.
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En general, es dificil probar la equivalencia homotopica a partir de la definicién,
pero cuando X’ C X los siguientes criterios son tutiles para verificar la equivalencia

homotoépica entre X y X'.

Proposicion 2.1 (Jean-Daniel Boissonnat y Yvinec 2018). Si X' C X y existe una

funcion continua H : X x [0,1] — X tal que
1. Vx € X, H(z,0) =z,
2.Vrxe X,H(x,1) € X',
3. Vr' e X',\Vt e [0,1], H(2',t) € X',
entonces X y X' son homotdpicamente equivalentes.

Definicion 2.18. Si en la anterior proposicion se cambia la tercer propiedad por la

stguiente
Vo' € X'Vt € [0,1), H(2/,t) = 2/,
entonces a H se le conoce como retracto por deformacion de X a X'.

Una manera clésica de caracterizar e identificar las propiedades de los espacios
topologicos, es considerando los invariantes topologicos. Los invariantes son objetos
matemaéticos asociados a cada espacio topologico que tienen la propiedad de ser equi-

valentes para espacios homeomorfos.

2.2. Complejos simpliciales

En el analisis topolégico de datos se utilizan complejos simpliciales, los cuales
permiten introducir un modelo combinatorio de espacios topologicos adaptados a un
conjunto de datos mediante la creacion de subconjuntos de datos de acuerdo a algin
criterio en especifico. Mas adelante se muestran algunos ejemplos concretos de com-

plejos simpliciales, pero antes es necesario definirlos.
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Veamos primero una definiciéon de complejo simplicial de un modo combinatorio,
para verlo luego con un enfoque més geométrico (Jean-Daniel Boissonnat y Yvinec,

2018).

Definicion 2.19. Sea V = {vy,vs, ..., v, } un conjunto finito. Un complejo simplicial
abstracto A con vértices V' es una coleccion de subconjuntos de V' que satisfacen las

siguientes condiciones:

1. Los elementos de V' pertenecen a A.

2. Sioc e Ayt Co, entonces T € A.

Cada elemento o € A se llama simplejo de dimension k o k-simplejo si card(o) =
k+ 1, la dimension del complejo simplicial A es igual a la dimension de su simplejo
con mayor dimension, a T C o se le llama cara del simplejo o y se denota 7 < o,

cabe serialar que un k-simplejo tiene 281 caras, contando el vacio y al propio simplejo.

Para ilustrar la anterior definicién, se puede tomar en cuenta al conjunto V =
{v1,v9,v3,v4} junto con el respectivo conjunto potencia de V', de manera que todos
los posibles subconjuntos de V' estan en el complejo simplicial A. Si se toma en cuenta

al 2-simplejo formado por {vy, v3,v4}, las posibles caras serian las siguientes

un 2-simplejo: {vy, vs, v4},
= tres caras que a su vez son 1-simplejos: {vy,v3}, {v1,va}, {vs, v},

= tres caras que son a la vez O-simplejos: {v1},{vs}, {vs},

el conjunto vacio: ().

Habiendo definido lo anterior, resulta conveniente definir formalmente el concepto
de subcomplejo simplicial ya que se estard utilizando en las siguientes secciones y es

un concepto fundamental para el estudio de la homologia persistente.

14



Capitulo 2. Analisis topoldgico de datos

Definicion 2.20. Sea A un complejo simplicial. Un complejo simplicial A" se dice

que es un subcomplejo simplicial de A si A" C A.

Es necesario mencionar que la anterior definicién también aplica para complejos
simpliciales geométricos (Def 2.31). A continuaciéon se presenta la definicion de un

subcomplejo simplicial particular, el cual seré de vital importancia mas adelante.

Definicion 2.21. Sea n € N. El n—ésimo esqueleto (n—esqueleto) de un complejo
simplicial A de dimension mayor o igual a n, consiste en un subcomplejo simplicial

de A formado por todos los simplejos de dimension menor o igual que n, es decir,
K, ={0 € A;dim(c) < n}.

En el contexto del analisis topoldgico de datos, es usual trabajar con datos que
pueden considerarse como pertenecientes a R"™, de manera que es posible construir
complejos simpliciales que utilizan las bolas cerradas sobre el espacio métrico eucli-

diano en el que se situan los datos (Blumberg, 2020) .

Definicion 2.22. Sea X C R"™ un subespacio finito y sea € > 0 un numero fijo. El

complejo de Cech C.(X) es el complejo simplicial abstracto con

1. los puntos en X como 0—simplejos,

2. un k—simplejo [vg, vy, ..., vg] € Ce(X) cuando el conjunto de puntos {vg, vy, ..., vx}

satisface

n Bc(viv 6) 7é @

En la anterior definicion, B.(v;, €) representa la bola cerrada de radio e centrada
en v; (ver Definicién 2.2) y cabe sefialar que el radio de las bolas juega un papel
fundamental, ya que la dimension de los simplejos esta directamente relacionada con
el tamano de €. El complejo de Cech proporciona una manera de asignar un complejo
simple a un subespacio métrico finito de R™, sin embargo para construir el complejo
de Cech se necesita poder decidir si la intersecciéon de las bolas es no vacia y esta

es una tarea no trivial en grandes dimensiones, debido al costo computacional que
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conlleva realizar ésta verificacion.

La Figura 2.1 muestra una representacion de un complejo de Cech para puntos en
R2, en donde se puede observar como cada punto v; para i = 0,1,...,7 es parte del
complejo, ademas se forman 1—simplejos cuando B.(v;, €) N B.(vj, €) # () para i # j.
También se muestra un 2—simplejo formado por {vy,vg, v7} y se puede observar cla-

ramente que B.(v1,€) N B.(vg, €) N Be(vr,€) £ 0 .

Figura 2.1: Complejo de Cech para un conjunto de puntos en R?

El complejo de Vietoris-Rips es el complejo simplicial maximal determinado por

los vértices y los 1—simplejos especificados por una grafica G (Blumberg, 2020).

Definicion 2.23. Sea (X, dx) un espacio métrico finito y sea € > 0 un nimero fijo.

El complejo de Vietoris-Rips VR.(X,dx) es el complejo simplicial abstracto con
1. los puntos en X como 0—simplejos,
2. un k—simplejo [vg, v1, ..., k] € VR(X,dx) cuando

dx (vi,vj) < 2€ para todo 0 <i,j < k.

Al igual que en el complejo de éech, el valor de € se encuentra intimamete rela-

cionado a la dimension de los simplejos en el complejo de Vietoris-Rips, sin embargo
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en este ultimo se pueden formar simplejos de dimensiéon mayor a uno atin cuando las
intersecciones de conjuntos de mas de dos bolas estén vacias. Para ejemplificar lo an-
terior véase la Figura 2.2 en donde se forma un 2—simplejo con los puntos {vs, v3, v4},
pero B.(vg, €) N B.(vs, €) N Be(vy,€) = 0.

A pesar de las diferencias que tienen los complejos de Cech y de Vietoris-Rips,

estos tienen una relaciéon estrecha y cumplen las siguientes inclusiones.

Lema 2.1 (Blumberg 2020). Sea X C R™ un subespacio finito y sea € > 0 un nimero

fijo. Se cumplen las siguiente inclusiones simpliciales:

C.(X) C VRU(X, dyx) C Ca(X).

Figura 2.2: Complejo de Vietoris-Rips para un conjunto de puntos en R2.

Es importante resaltar que el complejo Cech es un caso especial de una construc-
cion estandar de topologia algebraica que asocia un complejo simplicial a la cubierta
de un espacio. Tomando en cuenta la definiciéon de una cubierta abierta para el espacio
topologico (X,T) (Definicion 2.8), se extiende la definicion al nervio de la cubierta

como sigue (Blumberg, 2020).

Definicion 2.24. Sea U = {U,;}ie; una cubierta abierta de un espacio topoldgico
(X,T). Se define al nervio de la cuvierta U, como el complejo simplicial abstracto

C(U) con conjunto de vértices U y k—simplejos
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2.2. Complejos simpliciales

o = A{Uiy, Uiy, Ui, } € C(U) si y solo si (i Uy, # 0.

Definicion 2.25. Sea U = {U,}ic1 una cubierta abierta de (X,T). Se dice que U es
una cubierta abierta buena si para cada subconjunto finito J C I, el conjunto ﬂjej U;

es vacio o contrdctil.

Cuando se trabaja con una cubierta abierta buena, es posible relacionar al espacio

topologico (X, T) con el complejo C(U) mediante el siguiente teorema.

Teorema 2.1 (Jean-Daniel Boissonnat y Yvinec 2018). Sea U = {U,; }ie; una cubierta
abierta buena de un subconjunto X C R?, entonces X y C(U) son homotdpicamente

equivalentes.

El anterior teorema se conoce como teorema del nervio, el cual es muy importante
para la topologia computacional y la inferencia geométrica, ya que proporciona una
forma de codificar el tipo de homotopia del espacio topolégico X mediante un comple-
jo simple que describe el patron de interseccion de una cubierta buena. En particular,
cuando X es la unién (finita) de bolas (cerradas o abiertas) en R?, es homotépica-

mente equivalente al nervio de esta unién de bolas.

En muchas ocasiones pensar en el complejo simplicial desde el punto de vista geo-
métrico nos permite trabajar con mayor intuiciéon, pero antes es conveniente recordar

algunas definiciones de espacios afines (Baer, 1966).

Definicion 2.26. Sea M C R", diremos que M es un espacio afin si dados x,y € M,

la recta que pasa por x ey estd contenida en M, esto es,
tr+ (1 —t)y € M, para cada t € R.

Definicion 2.27. Sea M C R", diremos que M es un conjunto convero si dados

x,y € M el segmento que une a x ey estd contenido en M, esto es,

tr + (1 —t)y € M, para todo t € [0, 1].
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Teorema 2.2 (Baer 1966). Sea Ml C R™ un espacio afin con po,p1, ....,pr € M y sean

o, 1, ..., ar € R tales que Y ._,a; =1, entonces Y ._, a;p; € M.

El resultado es cierto para conjuntos convexos con la hipoétesis adicional a; > 0

para cada 7 con 0 <7 <r.

Definicion 2.28. Sea M C R™ un conjunto afin con pg,p1,...,pr € M, decimos que
Do, D1, ---, Pr SON afinamente independientes si los vectores py — Po, P2 — Pos -+ Pr — Po

son linealmente independientes.

Definicion 2.29. Sean pg, p1, ..., pr puntos afinamente independientes, en un espacio

afin. El conjunto de todas las combinaciones afines es llamado el espacio generado

POT Do, P1y - Pry Y €S denotado por Span(po, p1y ..., Dr)-

Cada p € Span(po, p1, -.-, pr) tiene una expresion tnica dada por una combinacion

afin .
p= Z Q;Pi,
i=0

donde el vector de coordenadas (ag, ay, ..., a,) es llamado vector de coordenadas bari-

céntricas con respecto al conjunto {pg, p1, ..., pr}-

Con las anteriores definiciones, es posible definir a un simplejo geométrico como

se muestra a continuacion (Jean-Daniel Boissonnat y Yvinec, 2018).

Definicion 2.30. Dados pg, pi, ..., pn puntos afinamente independientes, el subcon-
Junto de Span(po, p1, ..., pn) de todos los puntos con coordenadas baricéntricas positivas
es llamado simplejo geométrico n— dimensional generado por pg, pi, ..., Pn- Se denota

por A(po, p1, ..., Pn) y por simplicidad se le suele llamar n—simplejo geométrico.

Los simplejos geométricos se representan por graficas completas y por ende con-
viene dar ejemplos una vez se haya dado la introduccion a la teoria de graficas de
la Seccién 3.1, sin embargo a continuacién se muestra la definicion de un complejo
simplicial geométrico y algunas relaciones interesantes entre el complejo simplicial

abstracto y su realizaciéon geométrica.
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Definicion 2.31. Un complejo simplicial geométrico es una coleccion finita K de

simplejos geométricos que cumplen lo siguiente

» Sio, Co, (q<71)yo, €K, entonces 0, € K.

» Para cualesquiera dos simplejos geométricos 04,0, € K, sio,No, # 0, entonces

oy N o, es una cara comin de oq y 0,, y 0qNo, € K.

Definicion 2.32. El conjunto de puntos de los simplejos geométricos de un complejo
simplicial geométrico K se denomina poliedro subyacente a K y lo denotaremos por
|K|, es decir

K| =|JocRr"

ceEK

Los simplejos geométricos quedan determinados por sus vértices y, por lo tanto,
se pueden ver como simplejos abstractos (simplemente considerando su conjunto de
vértices). Mas generalmente (Jean-Daniel Boissonnat y Yvinec, 2018), si K es un
complejo simplicial geométrico en R™, entonces identificando los simplejos geométri-
cos A(vy, ..., vx) con el conjunto finito {vy, ..., vk}, se obtiene un complejo simplicial
abstracto. Reciprocamente, dado un simplejo abstracto, puede asociarsele un simple-
jo geométrico en algin espacio euclidiano, eligiendo puntos afinmente independientes
correspondientes a sus vértices y tomando su envolvente convexa. Por supuesto, esta

eleccion no es tnica, pero lo es salvo homeomorfismo.

Definicion 2.33. Dos complejos simpliciales abstractos A y A’ con conjunto de
vértices V' y V' respectivamente, son isomorfos si existe una biyeccion ® : V. — V'

tal que {vo, ...,v} € A si, y solo si, {P(vp), ..., P(v)} € A,

La relacion de isomorfismo entre dos complejos simpliciales abstractos induce un

homeomorfismo entre sus realizaciones geométricas.

Proposicion 2.2 (Blumberg 2020). Si dos complejos simpliciales geométricos K y
K’ son las realizaciones geométricas de dos complejos simpliciales abstractos isomor-
fos A y A’ entonces |K| y |K'| son espacios topoldgicos homeomorfos. En particular,
los espacios subyacentes de dos realizaciones geométricas cualesquiera de un complejo

simplicial abstracto son homeomorfos.
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Una cosa a resaltar de lo anterior es que un complejo simplicial abstracto A tiene
més de una posible realizacion geométrica K, sin embargo todas estas realizaciones

seran homeomorfas y por lo tanto tendran los mismos invariantes topolodgicos.

2.3. Homologia simplicial

En esta secciéon se definirdn los objetos que nos permitirdn construir los grupos
de homologia asociados a un complejo simplicial, pero antes de comenzar con las de-
finiciones es necesario mencionar que la teoria de homologia simplicial esta definida
de forma general para grupos abelianos de coeficientes, sin embargo, en el contexto
del analisis topologico de datos usualmente se trabaja con el campo de coeficientes

Fy := ({0,1},4, ) y por ende se utiliza la aritmética moédulo 2 en las operaciones.

Dicho lo anterior, ya es posible comenzar a definir los objetos que son de interés en
esta seccion. El primer objeto que se definira sera el espacio de d—cadenas, definicion

que se muestra a continuacion (Aktas Mehmet E. y El, 2019; Deo, 2018).

Definicion 2.34. Sea A un complejo simplicial abstracto y d € N. El espacio de
d—cadenas de A, denotado por Cy(A), es el conjunto de sumas formales finitas de
d—simplejos de A con coeficientes en Fy. Es decir, si {o1,09,...,0,} es el conjunto
de d—simplejos abstractos de A, entonces las d—cadenas de A se pueden escribir de

la siguiente forma

n
Cc = Zti(fl’,
i=1
con t; € IFy.

Ahora que se han definido a las d—cadenas o cadenas de dimensién d, es posible
definir la frontera (algebraica) de un simplejo por medio del operador frontera tal y

como se muestra a continuacion (Munkres, 1984).
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Definicion 2.35. Sea 0 = {vg,v1,...,v4} un simplejo de dimension d. Se define
una funcion lineal 04 : Cy(K) — Cy_1(K) llamada el operador (o funcion) frontera

de nivel d como se muestra a continuacion

d4(0) = Z(—ni{vo, iy U}

donde v; significa que el vértice v; se omite.

Se tiene que aclarar que la anterior definicién es valida para cualquier campo de
coeficientes, donde los coeficientes de las cadenas son tomados de un campo diferente
a Fy. Como ya se mencion6 anteriormente, nosotros estaremos trabajando en [y y por

ello en la anterior definicién el operador frontera quedaria de la siguiente manera

d
0a(0) = {vo,... i, va}.
=0

Con la definicion del operador frontera y la frontera de un simplejo, es posible
hablar de dos tipos de cadenas particularmente importantes para generar los grupos
de homologia, dichas cadenas son los ciclos y las fronteras del complejo simplicial

(Aktas Mehmet E. y El, 2019; Deo, 2018).

Definicion 2.36. Los ciclos de dimension d de A estin dados por el conjunto
Z4g(A) =ker(0y) = {c € Cy(A); 04(c) = 0},

también es conocido como el espacio de d—ciclos de A.

Definicion 2.37. Las fronteras de dimension d de A estdn dadas por el conjunto
Bd(A) = Im(8d+1) = {C c Cd(A), dt e Od+1(A), 8d+1(t) = C},

también es conocido como el espacio de d—fronteras de A.

Cabe senalar que los ciclos y las fronteras del complejo simplicial estan estrecha-

mente relacionados, ya que se cumplen las siguientes contenciones (Aktas Mehmet E.
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v ElL, 2019; Deo, 2018)
Ba(A) C Z4(A) € Ca(A),

lo anterior es claro si se toma en cuenta que el operador frontera aplicado consecuti-

vamente es igual a cero (Aktas Mehmet E. y El, 2019).

Para ejemplificar el proceso con el cual se pueden identificar a los ciclos y fronteras
de un complejo simplicial, se tomara en cuenta el conjunto de vértices {a, b, ¢, d, e} jun-
to con el siguiente complejo simplicial abstracto {{a}, {b}, {c}, {d},{e}, {a,b},{a, e},
{b,e},{b,c},{c,d},{d, e}, {a,b,e}}. Lo primero a notar en el complejo anterior es que
tiene dimension 2 ya que el simplejo de mayor dimension en él es {a,b,e}, un 2-
simplejo. Ademas, podemos notar que las caras que aparecen en el complejo son las

siguientes

» O-simplejos: {a}, {b},{c},{d}, {e},
» 1-simplejos: {a,b}, {a,e},{b, e}, {b,c},{c,d},{d, e},

» 2-simplejos: {a, b, e}.

Si se toma en cuenta la 1-cadena formada por los simplejos {a, b}, {a, e}, {b, e} tal

y como se muestra a continuacion

q= {av b} + {(I, 6} + {b’ 6}7

se puede verificar que ¢ forma un ciclo de dimensién 1, ya que al aplicar el operador

frontera se obtiene lo siguiente:

di(q) = 01({a,b}) + 0:1({a,e}) + 01 ({b, e})
= {a} + {b} + {a} + {e} + {0} + {e}
= 2{a} +2{b} + 2{e}

= 0{a} +0{b} + 0{e} (con la aritmética de modulo 2).
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También se puede notar que q es la frontera de {a, b, e} y se puede verificar con lo
siguiente:

O ({a,b,e}) = {a,b} + {a,e} + {b,e} = q.

Con lo anterior se puede ver como una frontera siempre es un ciclo, pero un ciclo
no necesariamente es una frontera y prueba de ello es tomar la 1-cadena formada por

{{b,e},{b,c},{c,d},{d,e}} como se muestra a continuacion

q¢ ={b,e} + {b,c} +{c,d} + {d, e},
aplicando el operador frontera a ¢’ encontramos lo siguiente:

() = 0u({b,e}) + Oi({b, c}) + ai({c,d}) + Oi({d, e})
= {b} +{e} + {0} + {c} +{c} + {d} + {d} + {e}
=2{b} + 2{c} + 2{d} + 2{e}
= 0{b} + 0{c} + 0{d} + 0{e} (con la aritmética de modulo 2).

probando que ¢ es un ciclo, pero no existe un 2—simplejo o en nuestro complejo

simplicial tal que dy(0) = ¢'.

En este punto ya se tienen definidos todos los objetos necesarios para hablar acer-
ca de los grupos de homologia del complejo simplicial y cuya definiciéon se muestra a

continuacion.

Definicion 2.38. El d—ésimo grupo de homologia del complejo simplicial A es el

Fo—espacio vectorial cociente

_ Zq(A)
By(A)

Es necesario notar que en este espacio cociente solo hay clases de equivalencia de

Hy(A)

d—ciclos que no son d—frontera de un (d 4+ 1)—simplejo, en otras palabras solo estan

los ciclos que encierran vacio. También es conveniente mencionar que los grupos de

24



Capitulo 2. Analisis topoldgico de datos

homologia tienen una interpretacion inmediata ya que en Hy(K') se encuentran las
componentes conexas, en H;(K') se encuentran los ciclos que rodean huecos bidimen-
sionales, en Hy(K') se encuentran los ciclos que rodean huecos tridimensionales y asi

sucesivamente (Aktas Mehmet E. y El, 2019).

Con lo anterior mencionado queda claro que la dimensiéon del espacio cociente
Hy(K) es igual a los numeros de Betti §; cuya interpretacion también es inmediata,
ya que [y es el niimero de componentes conexas, 31 es el nimero de huecos bidimen-

sionales, (5 es el nimero de huecos tridimensionales y asi sucesivamente.

2.4. Homologia persistente

Los complejos simpliciales con frecuencia tienen un ordenamiento especifico de
simplejos, el cual es factor importante para el estudio de homologia persistente (Jean-

Daniel Boissonnat y Yvinec, 2018).

Definicion 2.39. Sea K un complejo simplicial. Una filtracion F del complejo K es

una coleccion de subcomplejos Ky, K1, ..., I, tales que

La anterior definicion de filtracion es un poco ambigua en el sentido de que pare-
ciera que cada subcomplejo simplicial se podria crear de manera casi arbitraria, s6lo
se tienen que cumplir las contenciones. Generalmente se puede encontrar un orden
natural en los subcomplejos simpliciales de la filtraciéon y para poder dar un ordena-
miento correcto, se utilizan pesos sobre cada simplejo en el complejo simplicial original

(Zomorodian, 2010).

Definicion 2.40. Sean K un complejo simplicial y ¢ € R. Un complejo simplicial

ponderado es una tupla (K,v), donde v : K — R es una funcion de pesos discreta tal
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2.4. Homologia persistente

que K. = {0 € K;v(o) < €} genera una filtracion.

La anterior definicién nos permite crear filtraciones con subcomplejos simpliciales
ordenados mediante una funcién de pesos. Para dar un par de ejemplos, se tomaran
en cuenta los complejos simpliciales de Vietoris-Rips y de Cech (ver Definiciones 2.22

y 2.23).

En la practica, se calcula el complejo de Vietoris-Rips V.(X,d,) para un paré-
metro de proximidad maximo ¢ € R y cada subcomplejo simplicial en la filtracion
se genera para algin parametro ¢ < ¢ mediante la funcién de pesos de Vietoris-Rips
v: VR:(X,dx) — R definida sobre los simplejos o € VR:(X,dx), como se muestra

a continuacion (Zomorodian, 2010):

0, si dim(o) <0,
v(o) = dx(u,v), si o = {u,v},
méx,c, /(T), en otro caso.

Al igual que en el caso anterior, en la practica se genera el complejo simplicial de
Cech para un € maximo y cada subcomplejo simplicial en la filtracion se genera para
alglin pardmetro e < é. En este caso la funcion de pesos de Cech v : C¢(X) — R le
asigna a cada simplejo 0 € C¢(X) el valor del radio en el que se origin6, asi como

se muestra a continuacion (Espinoza, Herndndez-Amador, Hernandez, y Ramonetti-

Valencia, 2019):

n
v(o) = inf {7” > 0; ﬂ Be(v;,r) # @} , si o= {vg,v1,..., 0.}
i=0

La relevancia de la funcién de pesos en el estudio de la homologia persistente se
puede observar en la Definicién 2.40, en donde la creaciéon de la filtraciéon ya no se
hace de manera arbitraria como lo podria sugerir la Definiciéon 2.39, ahora los sub-
complejos simpliciales se pueden ordenar de acuerdo a una funcién de pesos. Como se
ha podido observar con los anteriores dos ejemplos, existen funciones de pesos que se

asocian naturalmente a ciertos complejos simpliciales, sin embargo dicha asociacion
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no es ley, siempre se puede generar una filtraciéon con funciones de pesos que utilizan

diferentes criterios a la hora de asignar los pesos a cada simplejo.

Teniendo ya las herramientas que nos permitiran generar una filtracion para un
complejo simplicial, es hora de hablar sobre la relevancia que tiene la filtracion en el

estudio de la homologia simplicial.

Si se trabaja con una coleccion V' de puntos en R™ y se trata de obtener los grupos
de homologia de esta nube de puntos tomando como complejo simplicial a V', es decir
solo se tienen 0—simplejos, entonces nos encontrariamos con tantas componentes co-
nexas (3y) como puntos en el conjunto V. Al trabajar con un complejo simplicial con
una estructura pobre como V', jamés se encontraran caracteristicas topologicas que
sean relevantes para el estudio de la nube de puntos y tiene sentido si se piensa en
que al estudiar so6lo 0—simplejos seria equivalente a querer estudiar cada punto por

separado en lugar de estudiarlos en conjunto.

Con lo anterior es posible observar que en realidad para obtener caracteristicas
topologicas interesantes de una nube de puntos es necesario trabajar con un comple-
jo simplicial que tenga una estructura rica. Para crear estructuras que relacionen a
ciertos puntos en la nube, se pueden utilizar construcciones como las de Cech o la de
Vietoris-Rips, donde se construyen simplejos de diferentes dimensiones de acuerdo a
un parametro de proximidad. A manera de ejemplo tomemos en cuenta de nuevo el
conjunto de puntos V', pero en esta ocasiéon se construiré el complejo simplicial de
Vietoris-Rips utilizando algin parametro de proximidad que sea lo suficientemente
grande como para crear algunos simplejos de dimensiéon mayor o igual que uno. En
esta ocasion se tendran menos componente conexas que el nimero de elementos en
V' a causa de que algunas de estas componentes conexas ya contaran con més de un
punto, ademas ya se tienen algunos simplejos de dimensiéon mayor o igual que uno y

por lo tanto es posible que aparezcan algunos hoyos (51, fa, ...).
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2.4. Homologia persistente

Para entender la relevancia de la filtracion en el anélisis topoldgico de datos, pen-
semos de nueva cuenta en el conjunto de puntos V' y en el complejo simplicial de
Vietoris-Rips que se obtendria con el pardmetro de proximidad e. Si nuestra filtracion
consistiera en una coleccion de complejos simpliciales de Vietoris-Rips con parame-
tros de proximidad €1, €,...,€, con ¢ < ¢; para ¢ < j, entonces se pueden obtener
las caracteristicas topologicas de cada complejo y se podria observar como las carac-
teristicas evolucionan segin el pardmetro de proximidad aumenta, ademés de poder

reconocer aquellas que persisten a pesar del cambio en el parametro de proximidad.

Con lo anterior, se puede decir que la idea intuitiva del estudio de la homolo-
gia persistente es ver como los grupos de homologia evolucionan de acuerdo a cierta
filtracion del complejo simplicial y para observar dicha evolucion tipicamente se uti-

liza un codigo de barras o un diagrama de persistencia (Aktas Mehmet E. y El, 2019).

» Codigo de barras: consiste en un conjunto de intervalos [a,b), con a € Rsq y
b € R>o U {00}, que representa el tiempo en el que “nace” y “muere” una clase

de homologia persistente.

= Diagrama de persistencia: consiste en los tiempos de nacimiento y muerte de las
clases de homologia persistente como puntos (nacimiento, muerte) en el plano

extendido R2.

La mejor manera de mostrar como se resume la evolucion de los grupos de homolo-
gia en el codigo de barra y el diagrama de persistencia es mediante un ejemplo, por ello
se volvera a tomar en cuenta el complejo simplicial A = {{a}, {b},{c}, {d}, {e},{qa, b},
{a,e},{b,e}, {b,c},{c,d},{d, e}, {a,b,e}} construido con los vértices V' = {a, b, ¢, d, e}

y ademas se utilizaré la siguiente filtracion

= Ao = {{a}, {0}, {c}, {d}, {e}}
= Ay = {{a}, {0}, {c}, {d}, {e}, {a, b}, {a, e}}
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= Ay = {{a}, {0}, {c}, {d}, {e}, {a, b}, {a, e}, {b, e}, {c, d}}
= Az = {{a}, {0}, {c} {d}, {e} {a, b}, {a, e}, {b, e}, {c,d}, {b,c}, {d, e}}

s A=A

En Ay se tienen solo los O—simplejos de A, por lo que el nimero de componentes

conexas es fy = 5, ademés atin no se tiene ningin hoyo.

(] 1 2 3 a 5 0 1 2 3 4 5

(a) Codigo de barras. (b) Diagrama de persistencia.

Figura 2.3: Evoluciéon de grupos de homologia de Ag a Aj.

En A; aparecen dos 1—simplejos {a, b} y {a,e}, esto hace que los vértices a, b, e
formen una sola componente conexa y con ello el nimero de componentes conexas
disminuye a 5y = 3 (ver Figura 2.3). Notemos que a pesar de que ya se puede formar
la primer cadena de dimension 1, esta no produce ningtn ciclo y por ende no es posible

tener algun hoyo.

— 1-dim

0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

(a) Codigo de barras. (b) Diagrama de persistencia.

Figura 2.4: Evolucion de grupos de homologia de Ag a As.

En A, aparecen otros dos 1—simplejos {b, e} y {¢, d}, particularmente el simplejo

{c, d} provoca que los vértices ¢ y d sean una sola componente conexa, de manera que
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se reduce el nimero de componentes conexas a Jy = 2. Ademés se tiene que hacer

notar que la cadena

q = {a’ b} + {a76} + {b7 6}

forma un ciclo y como en As no hay ningtin 2—simplejo, ¢ no puede ser una frontera

y genera el primer hueco de dimensién 1, es decir, se tiene que ; = 1 (ver Figura 2.4 ).

71 — 0-dim —_— 5
— 1-dim
6 _ R
5
3
.
2
3
1
o
1 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
(a) Codigo de barras. (b) Diagrama de persistencia.

Figura 2.5: Evolucién de grupos de homologia de Ag a As.

En Aj aparecen los dos ultimos 1—simplejos {b, ¢} y {d, e}, estos hacen que todos
los vértices queden unidos y por ende sblo se tiene una componente conexa (35 = 1.

También se puede notar que la cadena

¢ ={b,c} +{c,d} +{d, e} + {b, e}

forma un ciclo y como en Az tampoco hay 2—simplejos, ¢’ forma el segundo hueco de

dimension uno, es decir, ; = 2 (ver Figura 2.5).

Por ultimo, en A4 el numero de componentes conexas sigue siendo Gy = 1y
ademés aparece el tnico 2—simplejo ({a,b,e}) que hay en A, provocando que ¢ sea

ahora una frontera y con ello el nimero de huecos disminuye a #; = 1 (ver Figura 2.6).

Notemos que en el diagrama de persistencia de la Figura 2.6 aparecen dos puntos
con coordenadas (0, 5) y (3, 5), estos corresponden a las caracteristicas del complejo

simplicial original A y en el coédigo de barras de la Figura 2.6 se muestran como las
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— 1-dim

o 1 2 3 4 5 0 1 2 3 A 5

(a) Codigo de barras. (b) Diagrama de persistencia.

Figura 2.6: Evolucion de grupos de homologia de Ag a Ay.

lineas que terminan con una flecha, en muchas ocasiones se suelen representar como
lineas que terminan después del valor méximo que el parametro de la filtracion puede

tomar.

Como ya se ha mencionado anteriormente, el anélisis de la homologia persistente
depende de la filtracion a utilizar, por ende es posible obtener diferentes resultados de
la homologia persistente si se utilizan diferentes filtraciones para el mismo complejo
simplicial. Lo anterior genera la necesidad de saber qué tan distantes pueden ser los
resultados obtenidos al generarse a partir de diferentes filtraciones y con la intencion
de obtener esta informacion, en el analisis topologico de datos comtunmente se utiliza
la métrica de Wasserstein y la métrica de cuello de botella para medir la distancias

entre los diagramas de persistencia generados por cada filtracion.

Definicion 2.41. Sean P y Q) dos diagramas de persistencia. La distancia de cuello

de botella entre P y () se define como

dp(P, Q) = infsup ||z — v(2)||w,
7 zeP
donde v varia sobre todas las biyecciones entre P y Q).

En otras palabras, la distancia de cuello de botella mide la distancia entre dos
diagramas de persistencia P y () con base en la distancia méxima entre dos puntos
en una biyecciéon de P a ). De manera que la distancia de cuello de botella da como

resultado la distancia entre el mayor valor atipico, en lugar de la distancia entre todos
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2.4. Homologia persistente

los pares de puntos (Aktas Mehmet E. y El, 2019).

Definicion 2.42. Sean P y Q) dos diagramas de persistencia. La p—ésima distancia

de Wasserstein entre P y () se define como

1/p
i, (P.Q) = fuf (Z = v(fv)llp> ,

zeP

donde v varia sobre todas las biyecciones entre P y Q.

En otras palabras, la distancia de Wasserstein considera la distancia total entre el
par de puntos emparejados, por lo que cuantifica de manera general la similitud entre

dos diagramas de persistencia (Aktas Mehmet E. y El, 2019).

Hasta ahora se han presentado ejemplos relacionados a simplejos y complejos sim-
pliciales puramente abstractos, lo anterior se debe a que los complejos simpliciles
geométricos estan intimamente relacionados a la teoria de graficas y resulta conve-
niente dar una pequena introducciéon a esta para después mostrar como se aplica la
homologia simplicial y la homologia persistente a las realizaciones geométricas de los

complejos simpliciales.
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CAPITULO 3

Analisis topoldgico de datos en redes

En este capitulo se busca introducir el analisis topolégico de datos en redes, para
ello es conveniente dar una breve introducciéon a la teoria de graficas y més especifi-

camente a graficas no dirigidas.

3.1. Redes no dirigidas

Una red se construye a partir de vértices y aristas, en donde los vértices representan
a los objetos cuya interaccion se busca estudiar, mientras que las aristas representan
la interaccién entre los objetos. Como ejemplo pensemos en una red de ciudades, es
decir, si se buscara estudiar la interaccion entre las diferentes ciudades de un pafs,
se podria representar a cada ciudad como un vértice y si dos ciudades se conectan
directamente por carretera, entonces los vértices que representan estas dos ciudades

estarian conectados por una arista.

La forma maés sencilla de entender y formalizar a las redes es por medio de la teoria

de gréficas, en donde es posible distinguir entre dos tipos de gréficas: las dirigidas, que
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3.1. Redes no dirigidas

llamaremos digraficas y las no dirigidas, que llamaremos simplemente gréaficas. En las
digraficas se suelen representar objetos cuya interaccién no es simétrica o reciproca,

por otro lado en las graficas todas las interacciones son simétricas.

Como el titulo de la seccion lo anticipa, se trabajara con graficas y por ello se
presentaran las definiciones correspondientes. Muchas de las definiciones que se pre-

sentaran también se pueden extender para las digraficas.

Para comenzar con la formalidad, se presenta el concepto de grafica (West, 2001).

Definicion 3.1. Una grifica G es una pareja que consiste de un conjunto finito no
vacio de vértices V(G), también llamados nodos, y de un conjunto de aristas E(G) C
V x V. Una arista e = (u,v) € E(G) se dice que une a los vértices u,v € V(Q),

también conocidos como los extremos de la arista.

La anterior definicién nos permite asociar mas de una arista a un par de vértices y

también permite que los extremos de una arista sean un mismo vértice (West, 2001).

Definicion 3.2. Un bucle es una arista cuyos extremos son iguales. Aristas mailtiples

son aristas que tienen el mismo par de extremos.

Dicho lo anterior, es posible definir una grafica simple como se muestra a conti-

nuacion (West, 2001).

Definicion 3.3. Una grdfica simple es una grdfica que no tiene bucles o aristas

maultiples.

Se puede caracterizar a una gréafica simple por su conjunto de vértices V' y su
conjunto de aristas F, tratando al conjunto de aristas como un conjunto de pares de
vértices desordenados y escribiendo e = (u,v) para una arista e € E cuyos extremos
son los vértices u y v. Cuando u y v son los extremos un una arista se dice que son

adyacentes y se denota por u <— v.

Definicion 3.4. Dada una grdfica, su orden corresponde al niumero de vértices,

[V(G)], y su tamano indica el nimero de aristas [E(G)] que la componen.
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Para ilustrar la definiciéon de una grafica, bucle y de aristas miltiples, consideremos
el conjunto de vértices V' = {wg, v1, v, v3,v4} junto con el conjunto de aristas £ =
{e1, €9, €3, €4, €5, €6, €7} como en la Figura 3.1a. La grafica que se forma tiene un bucle
dado por e; y ademas los vértices vy y vy tienen aristas miltiples: e4 v e5. Para
ejemplificar la definicién de una grafica simple se puede tomar en cuenta el mismo
conjunto de vértices V' y el conjunto de aristas E' = {ej, es, €3, €4, €5} como en la
Figura 3.1b, en donde se puede observar que no hay bucles y los vértices no tienen

aristas multiples.

Vo

A ) o\

v, -

(a) Grafica con un bucle y aristas

multiples (b) Grafica simple.

Figura 3.1: Ejemplos de gréficas.

Con el ejemplo anterior, ya es posible distinguir a una grafica simple y por ende

es conveniente definir dos conceptos que tendran gran relevancia mas adelante (West,

2001).

Definicion 3.5. El complemento G de una grdfica simple G es la grdfica simple con

conjunto de vértices V(Q) tal que (u,v) € E(G) siy solo si (u,v) ¢ E(Q).

Definicion 3.6. Una subgrifica de una grifica G es una grifica H tal que V(H) C
V(G) y E(H) € E(G).

En las siguientes secciones del capitulo se utilizara una particular clase de subgra-

ficas, la cual se define a continuacion (Aktas Mehmet E. y El, 2019).
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3.1. Redes no dirigidas

Definicion 3.7. Dada un grifica G = {V,E}, se dice que G tiene un clique de
tamano n (n—clique) si existe una subgrdfica G' = {V',E'} de G con |V'| = n, y

todos sus vértices conectados entre si.

Como ejemplo a la anterior definicién, observemos la Figura 3.2 en donde se tiene
una grafica con vértices V' = {vg, v1, 09, 03,04}, en la cual esta senalada en rojo una

subgrafica que es un clique de tamano n = 3.

Vi

Vo

Figura 3.2: 3—clique.

Lo anterior nos introduce a definir las graficas completas, que dicho de manera

simple, son un clique.

Definicion 3.8. Un grdfica simple es completa si existen aristas uniendo todos los
pares posibles de vértices. Es decir, todo par de vértices (v;,v;), coni # j, debe tener
una arista que los une. El conjunto de las grdficas completas es denominado K, siendo

K, la grdfica completa de n vértices.

Como ejemplo a la anterior definicién, es posible observar la Figura 3.3, en donde

se tiene una grafica completa con cinco vértices.

Muchos de los conceptos en la teoria de graficas se refieren a varias formas en las
que uno se puede “desplazar” en una gréafica. En particular, si se piensa en los vértices

como ubicaciones y en las aristas como caminos entre ciertos pares de ubicaciones,
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entonces se puede considerar que la grafica modela alguna comunidad y existen varias

formas en las que uno se puede desplazar a diferentes puntos de esta.

Vi

Vo v,

V, V3

Figura 3.3: Grafica completa Ks.

Definicion 3.9. Una caminata W de un vértice uw a un vértice v en G, es una
sucesion de vértices en G que comienza con u y termina en v de manera que los
vértices consecutivos en la sucesion son adyacentes, es decir, podemos expresar W
como

W = (u=vg,v1,02,...,0 =0),

donde k > 1 y v;,v;11 son adyacentes para i = 0,1,2,...,k — 1. Cada vértice v;

(0 <i<k)y cada arista e; = (v, v;11) (0 < i < k—1) se dice que se encuentra o

pertenece a W.

Observe que la definicién de caminata W no requiere que los vértices enumerados
sean distintos, de hecho, ni siquiera u y v tienen que ser distintos. Sin embargo, los
vértices consecutivos en W tienen que ser distintos, ya que son adyacentes y la grafica

es simple.

Definicion 3.10. Sea W una caminata de v a v. Si u = v se dice que la caminata
es cerrada, si u # v entonces la caminata es abierta. Al numero de aristas en la

caminata se le conoce como la longitud de la caminata.

Definicion 3.11. Sea W una caminata de u a v, si en la caminata no hay vértices

repetidos, entonces W es un camino de u a v.
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Si bien es cierto que se puede listar los vértices y las aristas con sus respectivos

extremos, existen otras representaciones muy utiles (Aktas Mehmet E. y El, 2019).

Definicion 3.12. Sea G una grdfica sin bucles, con vértices V(G) = {v1,va, ..., vn} ¥
aristas E(G) = {ey1, ea, ...,em}. La matriz de adyacencia de G, A(G), es la matriz de

tamano n X n en donde las entradas a; ; son el nimero de aristas en G con extremos
{Ui,Uj}.

Notemos que la definicion anterior no excluye a graficas cuyos vértices tengan
aristas multiples, es por ello que los valores de las entradas de la matriz de adyacencia
pueden ser mayor que uno, sin embargo es claro que si se trabaja con graficas simples
entonces las entradas son a lo mas uno, los elementos de su diagonal son cero y la

matriz es simétrica, es decir a;; = a; ;.

Definicion 3.13. Si el vértice v es un punto extremo de la arista e, entonces v y e
inciden. El grado de un vértice v (en una grdfica sin bucles) es el nimero de aristas

que inciden con v.

Una manera equivalente de representar la estructura de un grafica es mediante la

matriz de incidencia.

Definicion 3.14. Sea G una grdfica sin bucles, con vértices V(G) = {v1,va, ..., vn} ¥
aristas E(G) = {ey, e, ..., em}. La matriz de incidencia M (G) es la matriz de tamario
n X m en donde las entradas m;; son 1 siv; es un vértice extremo de e; y 0 en otro

caso.

De las anteriores definiciones se puede notar que es posible obtener el grado de un
vértice v de las matrices A(G) y M(G), ya que en ambas matrices el grado de v es

igual a la suma de las entradas de la fila asociada a v.

Para dar un sencillo ejemplo de las matrices A(G) y M (G) se tomara a la grafica
con vértices V = {vy,v9,v3,04} y con aristas E = {eq, ey, €3, €4, €5} cuya asignacion
se puede observar en la Figura 3.4, en ella se puede observar que no se tienen bucles,

asegurando que los elementos en la diagonal de la matriz de adyacencia A(G) sean

38



Capitulo 3. Analisis topoldgico de datos en redes

cero. Sin embargo, es posible observar que el par de vértices {v, v4} tiene aristas mul-
tiples y por ende se puede esperar que un par de elementos en la matriz de adyacencia
sean mayores que 1. La informaciéon de la anterior grafica quedaria resumida en las

matrices A(G) y M(G) tal y como se muestra a continuacion:

V3

Figura 3.4: Gréfica de muestra para las matrices A y M.

V1 Uy V3 Uy €1 €z €3 €4 €5
0 1 0 1\vu 1 0 0 0 1
AG) = 1 0 1 2 |uv M(G) = 11 1 1 O
0 1 0 0 |ws 0 1 0 0 O
1 2 0 0/ vy o 0 1 1 1

En muchas aplicaciones las aristas de una grafica tienen un valor numérico asociado
(por lo general no negativo), llamado peso. En las aplicaciones el peso puede ser una
medida de la longitud de una ruta, la capacidad de una linea, la energia requerida

para moverse entre ubicaciones a lo largo de una ruta, etc.

Definicion 3.15. Sea G = (V, E) una grifica. Si a cada arista e € E se le asocia
un nuimero real w(e) llamado peso, entonces a G con estos pesos en sus aristas se le

conoce como grdfica ponderada.

Para el caso de graficas simples ponderadas, también es posible definir la respectiva

matriz de adyacencia en la cual se resume por completo la informacién de la grafica.
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3.1. Redes no dirigidas

Definicion 3.16. Sea G = (V| E) una grifica simple ponderada, con funcion de
pesos w definida sobre cada arista de G. Si se denota a (v;,v;) como la arista cuyos
extremos son v;,v; € V, entonces los elementos de la matriz de adyacencia de la

grdfica ponderada G estan dados por:

w(v;,v;) s (vi,v;) € E,
@iy = Aji = ,
0 si(vi,v5) ¢ E.
Cabe senalar que en este trabajo se emplean mayormente graficas simples con

cierta ponderacion, por lo que la matriz de adyacencia cumple un papel bastante re-

levante a la hora de construir las graficas que se mostraran a lo largo del Capitulo 4.

Llegados a este punto, es necesario mostrar dos subgréaficas que permitiran definir

de mejor manera algunas filtraciones que se mostraran en la Seccion 3.3.

Definicion 3.17. Sea G = (V, E) una grifica ponderada no dirigida con la funcion
de pesos w : E — R. Para cualquier € € R, se define a G = (V., E.) C G como la
subgrifica de G donde V. =V y sus aristas E. C E solo incluye las aristas cuyos

pesos son iguales o menores que €, es decir, E. = {e € E;w(e) < €}.

(a) Grafica ponderada. (b) G;.

Figura 3.5: Ejemplo de subgrafica G..

Como ejemplo de la anterior definicién, tomemos en cuenta a la grafica ponderada
que se muestra en la Figura 3.5a, en donde se puede observar que los pesos van de 1
a 3y al extraer la subgrafica GG, asociada a ¢ = 1 obtenemos la grafica que se muestra

en la Figura 3.5b.
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De lo anterior es posible generar una subgrafica, que en combinaciéon con G,

permita obtener a la grafica G original.

Definicion 3.18. Sea G = (V, E) una grdfica ponderada no dirigida con la funcion
de pesos w : E — R. Para cualquier ¢ € R, se define a G. = (‘A/E,Ee) C G como la
subgrdfica de G donde V.=V y sus aristas E. C E solo incluye las aristas cuyos

pesos son mayores que €, es decir, B, = {e € E;w(e) > €}.

La anterior definicién nos permite generar una clase diferente de complemento a
lo mostrado en la Definicion 3.5. En la Figura 3.6 se muestra la subgrafica G, de la

grafica G mostrada en la Figura 3.5a.

Figura 3.6: Gi.

De lo anterior es posible observar que para una gréfica en particular G, se cumple

que Cl U Ge.

Es necesario resaltar que en las graficas ponderadas los vértices no tienen ningin
peso asignado, sin embargo, en el analisis topologico de datos se les asigna un peso
que depende de la filtracion que se utilice para estudiar la evolucion de los grupos de

homologia.
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3.2. Complejos simpliciales y graficas

Por la manera en que se construyen los complejos simpliciales abstractos, es posible

relacionarlos con las graficas como se describe a continuacion.

Definicion 3.19. Un complejo simplicial abstracto cuyos simplejos tienen dimension

menor o igual que uno, se denomina grdifica abstracta.

No obstante, se emplearan complejos simpliciales geométricos ya que cada g—simplejo
geométrico se puede representar como un poliedro en el espacio g—dimensional, es de-
cir, un g—simplejo geométrico se representa graficamente como una grafica completa
con g+ 1 vértices, por lo tanto un 0—simplejo geométrico es un punto, un 1—simplejo
geométrico es una linea, un 2—simplejo geométrico es un triangulo y asi sucesivamente
(Maleti¢, Rajkovic, y Vasiljevic, 2008). Gracias a lo anterior, es posible identificar de

mejor manera las caracteristicas topologicas asociadas a una grafica.

®
®

0-simplejo 1-simplejo 2-simplejo

.

3-simplejo 4-simplejo
Figura 3.7: Representacion grafica de simplejos geométricos.
Si es posible representar a un simplejo geométrico como una grafica completa,
entonces las caras de dicho simplejo se pueden representar como las respectivas sub-

graficas completas. Para ejemplificar lo anterior, tomemos en cuenta al 3—simplejo de

la Figura 3.7 y cuyas caras se muestran en la Figura 3.8.
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0-Cara . .
1-Cara

— s
2-Cara

Figura 3.8: Caras de un 3—simplejo.

Existen varias maneras de utilizar la teoria de graficas para poder crear un com-
plejo simplicial, dentro de ellas se podrian tomar en consideracion el grado de los
vértices, los vecinos de los vértices, los cliques en la grafica y méas, por ello es necesa-
rio mencionar que en este trabajo solo se toma en consideracion los complejos cliques,

cuya definicién se muestra a continuacion (Aktas Mehmet E. y El, 2019).

Definicion 3.20. El complejo clique Cl(G) de una grdafica simple no dirigida G =
(V) E), es un complejo simplicial geométrico donde los vértices de G son sus vértices

y cada k—clique en G corresponde a un (k — 1)—simplejo en CI(G).

Como ejemplo de un complejo clique se tomara en cuenta la Figura 3.9a, en la cual
se puede apreciar una grafica simple con algunos cliques y en la Figura 3.9b es posible
observar como cada clique forma un simplejo geométrico, en donde o, representa un

simplejo de dimensién q.
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0

V4 V3

(a) G. (b) CU(Q).

Figura 3.9: Ejemplo de complejo clique.

Las definiciones mostradas en la Seccidon 2.3 también son validas para los complejos
simpliciales geométricos, por lo tanto es posible aplicar todas las herramientas de la
homologia simplicial para la construcciéon de los grupos de homologia de un complejo

que se construye a partir de una grafica.

3.3. Filtraciones para complejos simpliciales geomé-

tricos

Ya hemos visto que existen un par de filtraciones que son clasicas en el analisis
topologico de datos, sin embargo la aplicaciéon a redes también ha dejado ciertas

filtraciones que ya son clasicas y a continuacion se muestran algunas de ellas (Aktas

Mehmet E. y El, 2019).

Definicion 3.21. Sea G = (V, E) una grdfica ponderada no dirigida con funcion de
pesos w : B — R definida sobre las aristas de G. Para cualquier € € R, se define al
complejo de Vietoris-Rips de G como el complejo clique de la subgrdfica G, es decir

Cl(G.), y la filtracion de Vietoris-Rips estd definida como se muestra a continuacion,
{CUGe) = CUGe) bozece-

En la anterior definicién, Cl(G.) — CIl(Ge) es la funcion inclusion de CI(G,) a
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Cl(G). Esto nos indica que conforme € incrementan de valor, los respectivos com-

plejos cliques siempre cumpliran que Cl(G.) C Cl(Gy).

Notemos que la filtracion de Vietoris-Rips en redes se calcula para un valor maxi-
mo € € R y los subcomplejos simpliciales geométricos estan relacionados a valores de
¢ < ¢’ de manera similar a lo mostrado en la Seccién 2.4, sin embargo, la asignacion

del peso a cada n—simplejo geométrico es muy diferente.

En una grafica ponderada los vértices no tienen peso, sin embargo, en la filtracion
de Vietoris-Rips del complejo clique debe de existir un peso para cada n—simplejo, con
n > 0. Para que haya consistencia en las definicion y en la filtracion, es necesario que
w(e) € RT para toda e € F; ademas, el complejo clique CI(G) tiene una funcion de

pesos inducida por v para cada simplejo o € CI(G) como se muestra a continuacion:

MéXee, w(e) sidim(o) > 1,

0 si dim(o) = 0.

v(o) =

De modo que para todo € > 0 se cumple que

CU(G.) = CU(G).,

donde CU(G). = v ((—o0, €]).

Es necesario mencionar que la anterior relacién no se cumple si se consideran los

superniveles para la filtracion: v=!((—oo, €]).

De manera informal, en la filtracion de Vietoris-Rips en redes aparecen primero
los vértices, después se ordenan los pesos de las aristas desde wpn, a wmax v se deja
que el parametro € incremente de 0 a wys¢. Cada vez que € incrementa se agregan las
aristas correspondientes, de manera que se toma en cuenta al complejo clique de la

subgrafica G..
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Para ejemplificar la filtracion de Vietoris-Rips, se tomaré en cuenta la grafica de
la Figura 3.5a en donde wy;s = 3, por ello el parametro e toma valores en {0, 1,2, 3}

y crea la filtracion que se muestra en la Figura 3.10.

(a) CU(Gy). (b) CIL(GY).
(c) Cl(Go). (d) CU(G3).

Figura 3.10: Filtracién de Vietoris-Rips en redes.

En muchas ocasiones es conveniente poner las aristas con mayor peso antes que
aquellas aristas con pesos pequenos para enfatizar la importancia de los pesos en
un grafica. Antes de continuar, es necesario mencionar que la siguiente definicion
no coincide con la definicién usual de analisis topologico de datos para superniveles.

(Aktas Mehmet E. y El, 2019).

Definicion 3.22. En la filtracion de Vietoris-Rips inversa se agrega primero el con-
jJunto de vértices, después se clasifica los pesos de las aristas de Wygx @ W Y para

cualquier € > 0, agregamos las aristas cuyo peso es mayor €.

Un ejemplo de la filtracién de Vietoris-Rips inversa se puede observar en la Figura
3.11, en donde otra vez se toma en cuenta la grafica de la Figura 3.5a y se utiliza
la notacion G, para hacer referencia al complemento de la subgréafica G. segun la

Definiciéon 3.18.
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(c) Cl(Gy). (d) Cl(Go).

Figura 3.11: Filtracion de Vietoris-Rips inversa en redes.

A pesar de trabajar de manera similar, es posible ver que la evolucion de las
caracteristicas topologicas de la red obtenidas con la filtracién de Vietoris-Rips son
diferentes a las obtenidas con su version inversa y para mostrar de manera precisa di-
chas diferencias es necesario prestar atencion a las Figuras 3.10b y 3.11 b, que son las
“equivalentes ” en la evolucion del parametro e. En la Figura 3.10b podemos observar
que hay solo tres componentes conexas y cero huecos, por otro lado en la Figura 3.11
b hay cuatro componentes conexas y cero huecos. Sucede algo similar en las Figuras
3.10c y 3.11c, ya que en la primera aparece s6lo una componente conexa, mientras

que en la segunda se pueden observar dos.

Es posible observar que las anteriores filtraciones tienen una estrecha relacion
con el complejo clique, ya que en ambas se ha utilizado el complejo clique para la
construccion de los subcomplejos simpliciales geométricos. Sin embargo, existe otra
filtracion importante que tiene una relaciéon mas directa con el complejo clique, esta
filtracion se origina al poner los cliques de la grafica original conforme la dimensién

de estos va aumentando (Aktas Mehmet E. y El, 2019).

Definicion 3.23. Para una grifica G y su complejo clique Cl(G) cuya dimension es
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n, la filtracion por esqueletos estd definida por
Clo(G) = ClL(G) — ... — Cl,(G),

tal que Cl,(G) = CI(G) y el i—ésimo complejo en la filtracion estd dado por Cl;(G) =
U;Zl S, donde S; es el j—esqueleto del complejo clique original, esto es, el conjunto

de simplejos geométricos con dimension menor o igual a j.

En otras palabras, la filtracion del complejo clique agrega los vértices en € = 0, las
simplejos formados por aristas en € = 1, los tridngulos en € = 2 y asi sucesivamente.
Como ejemplo tomemos el complejo clique de la Figura 3.9b, cuya filtracion quedaria

segun la Figura 3.12.

(a) Clo(G). (b) CL(G).

(c) Cla(G). (d) Cls(G).

Figura 3.12: Filtraciéon del complejo clique.

De la filtracion por esqueletos es posible notar que no se necesitan pesos en las
aristas, por lo que se puede utilizar para graficas no ponderadas. También es posible
realizar filtraciones con pesos definidos en los vértices en lugar de en las aristas, tales
filtraciones no se mostraran aqui porque no se utilizan en este trabajo, pero si el lector
se ha quedado con curiosidad, puede dar un vistazo a Aktas Mehmet E. y El (2019)

donde se exponen més filtraciones para complejos simpliciales geométricos.
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3.4. Homologia persistente en redes

El objetivo del estudio de la homologia persistente en las redes es el mismo que
en el caso de los complejos simpliciales abstractos, se pretende estudiar la evolucion

de los grupos de homologia en la red de acuerdo a la filtracion seleccionada.

Para mostrar el proceder en el estudio de la homologia persistente en redes se
utilizara un ejemplo, en donde se tomara en cuenta la grafica ponderada de la Figura

3.13.

Figura 3.13: Grafica ponderada.

Al utilizar la filtracion de Vietoris-Rips segtun la Definicion 3.21, los complejos

cliques de la filtracion quedan como en la Figura 3.14.

)

(a) Cl(Go). (b) Cl(Gy). (c) CU(Go). (d) Cl(G3).

Figura 3.14: Filtracion de Vietoris-Rips.

Podemos observar en la filtracion de la Figura 3.14 que en Cl(Gp) hay cinco vér-
tices, por lo tanto se deben de tener cinco componentes conexas. En Cl(G;) aparecen

dos aristas y cada una une a un par de vértices, por ello el niimero de componentes
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conexas disminuye a tres. En CIl(Gy) aparecen otras dos aristas y en esta ocasion
generan el primer hoyo de dimensién uno, ademés el nimero de componentes conexas
disminuye a dos. Por tltimo, en Cl(G3) aparece el tltimo par de aristas, haciendo
que se tenga s6lo una componente conexa y ademas en este punto el hoyo no ha des-

aparecido.

Habiendo descrito lo anterior, es posible mostrar el cédigo de barras y el diagrama
de persistencia que resumen la evolucion de las caracteristicas topologicas de la grafica

considerada (ver Figura 3.14).

— 1-dim

0 1 2 3 3 5 0 1 2 3 2 5
(a) Codigo de barras. (b) Diagrama de persistencia.

Figura 3.15: Evolucion de grupos de homologia de Cl(Gp) a CI(G3) .
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CAPITULO 4

Red de movilidad ciudadana

4.1. Datos

La invencion de los celulares inteligentes trajo consigo la creciente demanda de
aplicaciones moviles y las companias que crean estas aplicaciones han sabido tomar
ventaja de la informacion de los usuarios que se registran dia con dia a sus plataformas
virtuales. Es bien sabido que para utilizar las aplicaciones moviles (sobre todo en las
gratuitas) se deben aceptar los requisitos que las companias exigen en sus contratos
de uso y privacidad, dichos requisitos podrian variar desde pedir acceso al hardware
del dispositivo mévil como el procesador, memoria, cAmara, lampara, etc, hasta pedir
que se comparta informaciéon de los usuarios en tiempo real como la hora y el lugar

en la que se utiliza la aplicacion.

El gran interés que existe hoy en dia por los diversos métodos de anélisis de datos
se debe en parte a la informacion que las companias exigen a los usuarios de aplicacio-
nes moéviles, ya que esto permite extraer informacion de la poblacion més rapidamente

y con costos méas bajos que con otro tipo de métodos como los censos y encuestas.
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Dicho lo anterior, es necesario mencionar que los datos que se han utilizado para este
trabajo provienen de aplicaciones moviles, especificamente se utilizan datos como la
hora y la localizacion satelital que el GPS de los celulares comparten cada vez que

los usuarios acceden a una aplicacién moévil en particular.

Antes de comenzar a definir una posible red de movilidad, a continuacién se es-
pecifica el formato de la informacién en la base de datos que se considerard para el

estudio:

= [D: combinacién de niimeros y letras que identifican en forma tinica al dispositivo

celular.
» Marca de tiempo: fecha y hora (UTC) de uso de la aplicacion.

= Posiciéon: par ordenado con latitud y longitud en que se localiza el dispositivo,

en la fecha y hora de acceso de la aplicacion.

En necesario mencionar que se tienen datos desde el 21 de septiembre del 2020
hasta el 13 de Diciembre del 2020, intervalo de tiempo en el que atn estaban vigentes
la mayoria de medidas sanitarias para contrarrestar los contagios por covidl9 en la

ciudad de Hermosillo, Sonora y areas aledanas..

También es importante mencionar que se va a suponer que cada ID corresponde
a una persona, ya que normalmente los celulares son de uso personal, pero también
puede haber eventos que no se ajusten a nuestro supuesto, como el que una persona
cambie de celular (y por tanto de ID). En los anélisis realizaremos el estudio por
intervalos de tiempo, esto reduciré el error en el supuesto, ademéas de permitirnos

estudiar la red de movilidad en diversos intervalos temporales.

Para poder observar de mejor manera el movimiento de las personas en la ciudad
de Hermosillo, quiza lo mas conveniente es tomar el enfoque mostrado en Tizzoni y

cols. (2014) o en Calabrese, Ferrari, y Blondel (2014), en donde se divide la superficie
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total de una ciudad (o el lugar en donde se encuentra la poblaciéon de estudio) en
sectores mas pequenos delimitados por algin criterio (como el alcance de las antenas
de telefonia celular), esto permitiria estudiar los traslados de la poblacion entre los

diferentes sectores de la ciudad.

Antes de mencionar algunas metodologias que se pueden considerar para la cons-
truccion de la red de movilidad, es importante hablar de la seleccion y limpieza de
los datos, ya que independiente de la metodologia a elegir, seré la informacion que se

utilice para la construccion de la red.

4.2. Limpieza de los datos

Como se mostrara mas adelante, en este trabajo se ha optado por separar a la ciu-
dad de Hermosillo por sectores definidos por las areas geoestadisticas basicas (AGEBs)
de la ciudad. De esta manera se estudiaré el desplazamiento de la poblaciéon entre las
AGEBs que la componen, pero antes de entrar en més detalles, es necesario mencionar

el procedimiento seguido para la seleccion y la limpieza de los datos utilizados.

La seleccion y limpieza de los datos consiste en las siguientes dos etapas:

1. Seleccion de la muestra de datos. Como se tienen muchos IDs registrados que
no aparecen de manera frecuente, y para el beneficio del trabajo de computo, se
ha optado por separar los datos por semanas (de Lunes a Domingo) y tomar en
cuenta soélo los datos de los IDs que aparecen més de cien veces en dicha semana.
Notese que los IDs que se toman en cuenta en una semana no necesariamente

seran los que se tomen en cuenta en las semanas subsecuentes.

2. Limpieza de los datos. Al comparar las coordenadas de la muestra de datos
anterior contra las ubicaciones de cada AGEB, es posible notar que no todas
las posiciones (longitud y latitud) de la muestra caen dentro de una AGEB, por

ello s6lo se toman en cuenta aquellos datos cuyas posiciones coinciden con el
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interior de alguna AGEB de la ciudad de Hermosillo.

Después de la anterior depuracion, se consigue una tabla cuyas filas tienen la

siguiente informacion.

ID: combinacién de nimeros y letras.

Marca de tiempo: fecha y hora (UTC) de uso de la aplicacion.

Posicion: par ordenado con la latitud y longitud.

AGEB: un numero entre 1 y 582 que corresponde al AGEB que pertenece el dato

(hay 582 AGEBs en la ciudad de Hermosillo). Cabe sefialar que la numeracion

utilizada no es la oficial.

En la Figura 4.1 se puede observar un par de imégenes que revelan el cambio en
la base de datos antes (datos sin limpiar ) y después de la seleccion y limpieza (datos

limpios).

le6

= Datos Limpios - Datos Limpios
= Datos sin Limpiar = Datos sin Limpiar
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(a) Namero de activaciones. (b) Numero de IDs.

Figura 4.1: Namero de activaciones y de IDs por semana.

En la Fifura 4.1a se muestra el cambio en el nimero de filas que tiene cada base
de datos, entendiéndose que una activacion equivale a una fila en la respectiva base,
ademas se puede notar que en muchas ocasiones se obtienen menos de la mitad de

datos disponibles en la base original.
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En la Figura 4.1b se muestra el nimero de IDs diferentes que aparecen en cada
base de datos y como es notable, quedan muy pocos IDs en las bases de datos limpias
de cada semana, sin embargo esa “pequena’ cantidad de IDs genera un gran volumen

de activaciones.

Con lo anterior ya se puede observar que la gran mayoria de los IDs en las base
original no se activan regularmente y para dar una mejor vista de esto, es posible

mostrar el promedio de activaciones de los IDs en cada semana.
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Figura 4.2: Promedio de activaciones por ID.

En la Figura 4.2 se puede observar como el promedio de activaciones por ID en
la base de datos sin limpiar es menor que en la base de datos limpia. Con el proceso
de selecciéon y limpieza nos aseguramos de quitar a todos aquellos IDs que generarian
ruido al momento de construir las redes de movilidad, evitando generar patrones ais-

lados producto de algin traslado ocasional.

Para facilitar la explicacion de la construccion de la red en la siguiente seccion, se
le llamaré “Datos” a la tabla obtenida después de la selecciéon y limpieza. Teniendo la
anterior estructura en la base de datos, ya es posible mostrar la metodologia usada

para la construccion de las redes de movilidad en cada semana.
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4.3. Red de movilidad

Como ya se mencion6 anteriormente, la red, cuya construccién se muestra a con-
tinuacion, estudia el desplazamiento de las personas entre las diferentes AGEBs de la
ciudad de Hermosillo. Cabe senalar que para la construccion de la red no se toma en

cuenta en ningin momento el nimero de habitantes que en teoria tendria cada AGEB.

Como los datos con los que se esté trabajando tienen la hora en la que se “activan”
los celulares, es tentador utilizar ventanas temporales para la construcciéon de la red
como en Tizzoni y cols. (2014), donde se crea una red que estudia la movilidad entre
el hogar y el lugar de trabajo de las personas. Sin embargo, es posible utilizar la
informacion que se tiene para construir una red que estudie de manera mas general

el movimiento de la poblacion.

Para poder utilizar todos los datos disponibles, se optd por crear una matriz de
“saltos” M que muestra la manera en la que la gente se mueve entre AGEBs, la cons-

truccion de esta matriz se propone siguiendo el algoritmo en el diagrama de la Figura

4.3.

Los elementos M,, ,, de la matriz de saltos representan la cantidad de veces que las
personas se desplazan “directamente” del AGEB m al AGEB n. Tomemos en cuenta
que para que una persona vaya del AGEB m al AGEB n es posible que tenga que pa-
sar por otras AGEBs intermedios, sin embargo no es posible obtener esta informacion
de ninguna manera con los datos que se tienen. De manera que es necesario entender
que cuando se dice que una persona se desplaza del AGEB m al AGEB n de manera
directa, en realidad se quiere decir que después de registrarse su posicion en la AGEB
m se registrd su posicion en la AGEB n, independientemente de la ruta elegida o del

tiempo que haya tardado en llegar.

Es necesario hacer notar que por construccion la matriz M no es simétrica, por lo
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que no puede ser la matriz de adyacencias de una grafica no dirigida, sin embargo es

posible emplearla para la construccion de graficas dirigidas.

Se inicializa M, una matriz con dimension 582x582
cuyos elementos son iguales a cero.

Se extrae del campo ID, ID_UGnicos que es una lista
de los dispositivos diferentes en la taba Datos.

Para todo ID en ID_Unicos

Se selecciona un 1D
de ID_dnicos.

Se extrae Datos_por_ID, una tabla cuyas filas son aquellas
de la tabla Datos donde aparece el ID seleccionado.

Se extrae AGEBs, una lista con los AGEBSs que el
ID seleccionado ha visitado en orden cronologico.

Se obtiene longitud_Agebs, un numero entero
que muestra el nimero de elementos en AGEBs.

Para todo "i" en [ 1, longitud_AGEBs - 1]

Para un namero entero "i", se define a “m"y
“n" como los AGEBs correspondientes a los

elementos "i" e “i+1" del arreglo AGEBs.

Hay un salto entre agebs,

entonces M[m,n] = M[m,n] + 1

Figura 4.3: Construccion de la matriz de saltos.

La red de movilidad se construye a partir de su matriz de adyacencias D, cuyos

elementos estan dados por el volumen total de movimientos entre AGEBs. Esto es,
Dyyvy = My + My, .
La matriz D por construcciéon es simétrica y cada uno de sus elementos nos dice

la cantidad total de personas que las AGEBs m y n comparten a lo largo de la semana.

En la Figura 4.4 se pueden observar dos redes construidas a partir de la matriz D,

en las cuales se representan las AGEBs de la ciudad de Hermosillo con vértices color
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4.4. Resultados importantes de la red de movilidad

negro y las aristas reflejan el intercambio de personas entre las diferentes AGEBs.
La intensidad de las aristas en la Figura 4.4a es la misma para todas, sin importar
el peso de cada una, mostrando todas aquellas AGEBs que intercambian aunque sea
una sola persona. La intensidad de las aristas en la Figura 4.4b varia conforme el
peso de cada una, resaltando aquellas aristas cuyas AGEBs (extremos) intercambian

mayor volumen de personas.
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(a) Red sin ponderacion. (b) Red con ponderacion.

Figura 4.4: Red de movilidad para la semana del 21,/09,/2020 al 27/09/2020.

4.4. Resultados importantes de la red de movilidad

En la anterior seccién se muestra como es posible crear una gréafica ponderada
no dirigida por medio de la matriz de adyacencias D y en cierto sentido la grafica
describe el movimiento de la poblacion entre las diferentes AGEBs de la ciudad de
Hermosillo. En esta seccion se mostraran algunas peculiaridades que se han observado

en las redes de movilidad construidas.

Llegados a este punto, es necesario mostrar un poco del contexto en el que se
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Capitulo 4. Red de movilidad ciudadana

encontraba la ciudad de Hermosillo durante el tiempo de estudio. Para ello es necesario
recordar que los datos con los que se trabajaron fueron recopilados en la época de la
pandemia de covidl9 y a causa de ésta, muchas ciudades del mundo habian tomado
ciertas medidas sanitarias para tratar de controlar la propagacion del virus entre la
poblacion. En la Figura 4.5 se puede observar el nimero de casos nuevos confirmados
de covid19 en la ciudad de Hermosillo y en color rojo se muestran las fechas del 21
de Septiembre del 2020 y 13 de Diciembre del 2020, que es justamente el intervalo de

tiempo en el que se tomaron los datos con los que se esté trabajando.
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Figura 4.5: Numero de casos nuevos de covid19 en Hermosillo.

Para mitigar los contagios de covidl9 entre la poblacion, en la ciudad de Her-
mosillo se dejaron de realizar todas aquellas actividades que no eran esenciales y en
consecuencia se cerraron muchos establecimientos a los que las personas asistian de
manera recurrente. Para dar mas contexto acerca de la ciudad, es necesario mencionar

e e . o
que se utilizara “unidad econémica” para referirse a un establecimiento, en el cual se
realiza la produccion o comercializacion de bienes o servicios, asentado en un lugar
de manera permanente y delimitado por construcciones e instalaciones fijas. Dicho lo

anterior, en la Figura 4.6 se muestra la ciudad de Hermosillo dividida por AGEBs y
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4.4. Resultados importantes de la red de movilidad

el nimero de unidades econdémicas en cada una. Se puede observar el cambio en la
densidad de unidades econémicas por AGEBs cuando sblo estéan trabajando aquellas

que son esenciales en el transcurso de la pandemia.

0 100 200 300 400 500 0

(a) Total de ntimero de unidades econémi- (b) Ntimero de unidades econémicas esencia-
cas. les.

Figura 4.6: Unidades econémicas de la ciudad de Hermosillo.

Es importante notar que las unidades econémicas son posibles atractores de per-
sonas, es decir, la necesidad de trabajo, asi como la necesidad de bienes y servicios
podrian generar que las personas se desplacen del AGEB donde residen hacia las

AGEBs donde pueden cubrir dichas necesidades.

Para poder tener idea de cuales AGEBs podrian ser expulsores de personas, es
necesario conocer la densidad poblacional de cada AGEB, ya que la mala combina-
cion de unidades econdémicas en un AGEB densamente poblado podria obligar a las
personas a buscar cubrir sus necesidades en otras AGEBs. Por ello, en la Figura 4.7

se muestra la densidad poblacional de cada AGEB en Hermosillo.

Sabiendo que el elemento M,,,, de la matriz de saltos M muestra la cantidad de

personas que se desplazan directamente del AGEB m al n, es posible conocer el nii-
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Capitulo 4. Red de movilidad ciudadana

mero de personas que salen y entran a las diferentes AGEBs de la ciudad durante la
semana, ya que si se suman todos los elementos de la m—ésima fila de M se obtiene
el namero de personas que han salido del AGEB m y de manera similar, al sumar
todos los elementos de la n—ésima columna de M se obtiene el ntimero de personas

que han entrado al AGEB n.

0 ZUbO 40‘00 60‘00 8000 10000 12000 14000
Figura 4.7: Numero de habitantes.

Notemos que del 21/09/2020 al 13/12/2020 hay 12 semanas y a cada una le po-
demos asociar una matriz de salto M* con i = 1,2,3...,12. Al no traslaparse dias
entre las diferentes semanas, la informacion que se recaba en cada matriz M? no es
redundante y por ello es posible sumar las matrices de cada semana sin que se repita

la informacién de saltos. Es decir

12
S = Z M.
=1
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4.4. Resultados importantes de la red de movilidad

La matriz S tiene todos los saltos que se han dado desde el 21/09/2020 hasta el
13/12/2020, de manera que al sumar los elementos de sus filas y los elementos de sus
columnas se consigue el nimero de personas que salieron y entraron a cada AGEB

durante el periodo de estudio (ver Figura 4.8).

0 20000 40000 60000 80000 100000 0 20000 40000 60000 80000 100000

(a) Namero de personas que entran. (b) Numero de personas que salen.

Figura 4.8: Total de personas que entran y salen de las AGEBs desde el 21/09/2020 hasta
13/12/2020.

En la Figura 4.8a se pueden observar aquellas AGEBs que son atractores de per-
sonas, mientras que en la Figura 4.8b se muestran aquellos que son expulsores de
personas. Al comparar ambas iméagenes es posible notar que son casi idénticas, lo que
nos sugiere que las personas eventualmente regresan a su punto de partida (como
sucederia en el trayecto del dia a dia de las personas). También es importante obser-
var que hay algunas AGEBs que a pesar de no tener muchas unidades econémicas ni
alta densidad poblacional, hay muchas personas que entran y salen de ellos. Quiza
estas AGEBs sean transitorios para llegar a otros o exista algin servicio que es muy

solicitado.
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CAPITULO b

Analisis topolégico de datos en la red de movilidad ciudadana

En los anteriores capitulos se ha mostrado la teoria necesaria para poder aplicar el
Anélisis Topologico de Datos (ATD) en redes, asi como la metodologia empleada para
la construccion de movilidad de la ciudad de Hermosillo. En este capitulo se exponen

los resultados del estudio realizado con el ATD en la red de movilidad construida.

5.1. Analisis topolégico de datos para la visualiza-
cién de discrepancias en la movilidad

Como se menciond en el Seccidon 2.4, es posible comparar dos diagramas de per-
sistencia mediante la distancia de cuello de botella y la distancia de Wasserstein
(Definiciones 2.41 y 2.42 respectivamente). Aunque originalmente se emplean a di-
chas distancias para comparar dos diagramas de persistencia que se realizaron con
filtraciones diferentes del mismo complejo simplicial, también es posible utilizarlas
como criterios de discrepancia entre dos complejos simpliciales que pertenecen al mis-

mo fenémeno de estudio.
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5.1. Anaélisis topologico de datos para la visualizacion de discrepancias en la
movilidad

Para poder profundizar en lo anterior, es necesario recordar que en este estudio
se realiza una red por cada semana (considerada como 7 dias consecutivos) con la
intencion de estudiar la movilidad de las personas en la ciudad de Hermosillo. Si bien
es cierto que la movilidad de cada persona en la ciudad dependeré especificamente del
dia en consideracion, se esperaria encontrar ciertos patrones de movilidad poblacional
independientemente de la semana que se esté considerando. En cierto sentido cada red
describe el mismo fenémeno (la movilidad de las personas en la ciudad), sin embargo
las redes que se construyen no son iguales, ya que pueden tener diferentes aristas e

incluso diferentes pesos en aquellas aristas que tengan en comun.

Si para cada semana se obtiene una red de movilidad diferente que describe el mis-
mo fendémeno, es deseable tener algtn criterio que permita conocer en cuales semanas
la movilidad puede considerarse igual y cuéles son aquellas que discrepan mas. Esta
informacién podria quedar como referencia para la planeacion de actividades dentro
de la ciudad y en el contexto de la pandemia, se podria observar un cambio en el flujo
de la movilidad de la ciudad, el cual permitiria tomar acciones para atender posibles

contagios en masa.

Dicho lo anterior, en este trabajo se considera el analisis topologico de datos para
encontrar las discrepancias en la movilidad de la ciudad semana a semana, propo-
niendo utilizar la distancia de cuello de botella y la distancia de Wasserstein como

medidas de cercania en el comportamiento de la movilidad.

Concretamente se propone la siguiente metodologia para medir las diferencias en

la movilidad de cada semana.
1. Construccion de redes de movilidad (segun la Seccion 4.3) para cada semana.
2. Construir complejos simpliciales para cada red utilizando los mismos criterios.

3. Obtener los diagramas de persistencia para cada complejo simplicial utilizando

los mismos criterios en la construccion de cada filtracion.
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Capitulo 5. Analisis topologico de datos en la red de movilidad ciudadana

4. Medir la cercania entre todos los diagramas de persistencia con la distancia de

cuello de botella y la distancia de Wasserstein.

Para este punto ya se ha especificado como se construyen las redes de movilidad,
pero aun es necesario puntualizar el complejo simplicial que se le asociard a cada
red y los criterios para generar la filtracion a utilizar en los respectivos diagramas de

persistencia.

5.2. Complejo simplicial y filtracién a utilizar

Como ya se habia mencionado anteriormente, la grafica ponderada construida a
partir de la matriz de adyacencias D mostrada en la Seccion 4.3 representa el inter-
cambio total de personas entre AGEBs durante una semana. Como la red construida
no es dirigida, se le puede asociar un complejo clique segtin lo mostrado en la Defini-

cion 3.20, al cual se le pueden aplicar todas las herramientas del ATD en redes.

Habiendo elegido el complejo simplicial que se le asociara a las redes de movilidad,
lo siguiente a elegir es la filtracion que se utilizara para la construccion de los diagra-
mas de persistencia. Si el complejo simplicial a utilizar es el complejo clique, resulta
facil asociar de igual manera la filtracion de esqueletos segiin la Definicion 3.23 y de
esta manera construir una familia de complejos simpliciales cuyos simplejos aparecen
seguin su dimension, sin embargo al utilizar esta filtracion se estaria omitiendo mucha

informacion acerca de la movilidad.

Recordemos que las aristas en la red de movilidad estan ponderadas por el nimero
de personas que intercambian dos AGEBs m y n, donde dicho peso esta dado por el
elemento D,,, de la matriz de adyacencia D. La ponderacion en la red de movilidad
refleja el flujo de personas que se desplazan por las diferentes zonas de la ciudad y
por ello es imprescindible para el estudio aprovechar esta informacién. Una posible
manera de aprovechar la informacion del flujo de personas es por medio de la filtra-

cion y para ello resulta natural trabajar con filtraciones del estilo de Vietoris-Rips
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5.2. Complejo simplicial y filtracion a utilizar

(ver definicion 3.21 y 3.22).

Para realizar el analisis topologico de datos en las redes de movilidad se ha optado
por utilizar dos filtraciones, ambas son una combinacion de las filtraciones de Vietoris-
Rips y de su version inversa. Pero antes de explicar en qué consisten las filtraciones
que se han utilizado en el estudio, es necesario mencionar los dos principales motivos

por las que se han elegido.

1. Como ya se ha mencionado en la anterior secciéon, a pesar de que las redes
de movilidad describen el mismo fenémeno, no son iguales. Sabiendo que dos
graficas ponderadas pueden tener la misma grafica subyacente, es posible tener
algunas aristas que aparescan en todas las redes, pero con una ponderaciéon w
considerablemente diferente en cada semana. Lo anterior provoca que las escalas
mAaximas €,,,, de las filtraciones del complejo simplicial (Definicion 2.40) difieran
mucho entre si y como consecuencia, los diagramas de persistencia cambian
mucho semana a semana. Para poder realizar una comparaciéon mas justa entre
los diferentes diagramas de persistencia, se tiene que utilizar una funciéon de peso

v que nos permita homogeneizar la escala de las filtraciones de cada diagrama.

2. Ademés de homogeneizar la escala de los diagramas de persistencia, se busca
que la filtracion priorice aquellas aristas cuyo peso es mayor que las demés, por
ello se buscaria que conforme el parametro de control de la filtracién evoluciona,

aparezcan primero en el complejo simplicial las aristas con mayor peso.

Habiendo dicho las necesidades que se buscan cubrir con la filtracion, ya se puede

hablar a detalle de las dos filtraciones que se han empleado en este trabajo.

La primer filtracion utilizada en este estudio modifica la filtracion de Vietoris-Rips
inversa (Definicion 3.22) al normalizar los pesos que tienen las aristas en la grafica,

esto se realiza al dividir las ponderaciones de cada arista entre el valor del elemento
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mas alto en D.

Si G = (V, E) es la grafica generada por la matriz de adyacencia D, entonces para
toda arista e, = (m,n) € E se cumple que el elemento D,,, > 1y con esto se

puede generar una funcion de pesos w : E — (0, 1] como se muestra a continuacion:

Dméx - Dmm, +1
Dméx ’

donde D,,,, corresponde al valor més alto de la matriz de adyacencias D. Con la

anterior funcién de pesos definida sobre las aristas de la grafica, se puede definir una

funcion de pesos sobre los simplejos geométricos o del complejo simplicial geométrico
Cl(G) como se muestra a continuacion:

5(o) = Max{e,, co} W(€mn) si dim(o) > 1,

=0.

0 si dim(o)

La anterior funciéon de pesos es similar a la utilizada en la filtracion de Vietoris-

Rips de la Seccion 3.3, ademés los subcomplejos simpliciales estarian dados por

Cl(G). = {0 € Cl(G); (o) < €} y también cumplen que CL(G,) = Cl(G)..

Al utilizar la ponderacién dada por w se puede generar una filtracion al estilo
de Vietoris-Rips (Definiciéon 3.21), pero en este caso la escala e siempre va de 0 a 1
sin importar cudl gréafica se utilice para generar la filtracion. Lo anterior resuelve el
problema de la escala entre los diagramas de persistencia, ya que todos los diagramas
tendran €,,,, = 1 y con esto se puede hacer una comparaciéon méas justa entre los

diagramas de persistencia.

También es gracias a w que aquellas aristas e,, ,, cuyo peso original D,, ,, es mayor,
aparecen primero en la filtracion. Lo anterior invierte el orden con el cual aparecen
las aristas en la filtracion de Vietoris-Rips, haciendo que el resultado sea més similar

a la version inversa.
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Figura 5.1: Ponderaciones transformadas segtn la filtraciéon de VRIN.

Para mostrar un ejemplo de la anterior filtracion, que de ahora en adelante llama-
remos filtracion de Vietoris-Rips Inversa Normalizada (VRIN), se tomara en cuenta
la grafica ponderada de la Figura 3.5a. Notemos que en la grafica considerada el valor
del mayor peso es igual a 3, por ello D,,,., = 3 y por lo tanto al realizar la transforma-
cion con w se obtendrian las ponderaciones de acuerdo a la Figura 5.1. Teniendo ya
transformados los pesos de las aristas, la filtraciéon de VRIN del complejo simplicial

clique asociado a la Figura 5.1 quedaria como se muestra en la Figura 5.2.

°
°
° ® °
° ° °
°
(a) Cl(G) con e = 0. (b) CI(G.) con € = 3.
(c) CUG,) con e = 2. (d) Cl(Ge) con e = 1.

Figura 5.2: Filtracion de VRIN para la grafica 3.5a.

En la Figura 5.2 es posible observar como la filtracion de VRIN es casi idéntica a la
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filtracion de Vietoris-Rips inversa, la diferencia recae en que en la tultima el parametro
¢ evoluciona de manera descendiente y toma valores mayores a 1. Para convencerse

de las semejanzas y diferencias solo es necesario comparar las Figuras 5.2 y 3.11.

La segunda filtracion utilizada en este trabajo también es una ligera variacion de
la filtracion de Vietoris-Rips inversa, la modificaciéon consiste en utilizar los reciprocos

de las matriz de adyacencia.

Si G = (V, E) es la grafica generada por la matriz de adyacencia D, entonces para
toda arista e,,, = (m,n) € E se cumple que el elemento D,,,, > 1y con esto se

puede generar una funciéon de pesos w : E' — (0, 1] como se muestra a continuacion:

Con la anterior funcién de pesos definida sobre las aristas de la grafica, se puede
definir una funcién de pesos sobre los simplejos geométricos o del complejo simplicial

geométrico CI(G) como se muestra a continuacion:

MAaX(e,, co} W(€mn) si dim(o) > 1,
v(o) = ’
= 0.

0 si dim(o)

Al utilizar la ponderaciéon dada por v se pueden generar los subcomplejos sim-
pliciales de la filtracion como CI(G). = {0 € Cl(G);v(0) < €} y ademés se sigue
cumpliendo que CL(G,) = CI(G).. Con lo anterior se consigue de nuevo una filtra-
cion al estilo de Vietoris-Rips cuya pardmetro e evoluciona de 0 a 1, en donde se
resuelve el problema de la escala y se prioriza aquellas aristas e,,, con mayor peso

original D, ,,.

Para mostrar un ejemplo de la anterior filtraciéon, que de ahora en adelante lla-
maremos filtracion de Vietoris-Rips reciproca, también se tomara en cuenta la grafica

ponderada de la Figura 3.5a y al realizar la transformacién correspondiente a w se
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obtiene lo mostrado en la Figura 5.3

Figura 5.3: Ponderaciones transformadas segtun la filtracion de Vietoris-Rips reciproca.

En la Figura 5.4 se muestra la evolucion de los subcomplejos simpliciales en la
filtracion de Vietoris-Rips reciproca y de nueva cuenta es notable la semejanza con la

filtracion de Vietoris Rips inversa (Figura 3.11).

. °
° . °
. ° °
°
(a) Cl(G) con e = 0. (b) CI(G.) con € = 3.
(c) CU(Ge) con e = 1. (d) Cl(Ge) con e =1.

Figura 5.4: Filtracion de Vietoris-Rips reciproca para la grafica 3.5a.

A pesar de que la filtracion de Vietoris-Rips inversa normalizada y la filtracion
de Vietoris-Rips reciproca parecieran ser la misma, en realidad no lo son. Si bien es
cierto que las caracteristicas topologicas iran apareciendo en el mismo orden conforme

las respectivas filtraciones van evolucionando, estas persistiran de manera diferente y

70



Capitulo 5. Analisis topologico de datos en la red de movilidad ciudadana

dependiendo particularmente de la filtracion.

Notemos que para la filtracion de Vietoris-Rips inversa normalizada el parametro
de control € tiene saltos de 1/D,,,., para ejemplificar con mayor detalle lo anterior
véase la Figura 5.2¢, en donde aparecen dos componentes conexas cuando € = 2/3 y
desaparecen en € = 1 para hacerse una sola componente conexa. Por lo anterior, es
posible decir que las dos componentes conexas persisten durante 1/3 de “tiempo”, que

corresponde a un paso de evoluciéon natural del pardmetro e para esta filtracion.

Por otro lado, en la filtraciéon de Vietoris-Rips reciproca, el paso con el que avanza
el pardmetro € no es constante y ademas el “tiempo” se va elongando conforme se
acerca € a uno. Ejemplo de lo anterior es que hay un infinidad de ntimeros cercanos
a cero (1/10, 1/100, 1/1000,...), pero sblo se tiene un paso de 1/2 a 1 (recordemos
que estamos tomando los reciprocos de ntimeros naturales), esto hace que la mayoria

de las caracteristicas topologicas aparezcan y desaparezcan antes de € = 1/2.

Birth

(a) Diagrama hecha con la filtracién (b) Diagrama hecha con la filtraciéon
de Vietoris-Rips reciproca. de Vietoris-Rips inversa normalizada.

Figura 5.5: Diagramas de persistencia para la semana del 21/09/2020 al 27/09/2020.

En la Figura 5.5 se pueden observar los diagramas de persistencia correspondientes
a cada filtracion utilizada en este trabajo y se puede apreciar claramente céomo los

tiempos de persistencia son completamente diferentes.
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5.3. Sobre las caracteristicas topologicas

En la anterior seccion se muestran las particularidades sobre el complejo simplicial
y las filtraciones que se utilizaran en este trabajo, sin embargo, atin no se comenta con
claridad la relevancia de estudiar las componentes conexas y los hoyos de dimension

uno del complejo simplicial asociado a cada red de movilidad.

Como anteriormente se ha comentado, en un diagrama de persistencia todas las
componentes conexas ‘nacen” en cero, esto es porque lo primero que aparece en las
filtraciones son los 0-simplejos o los vértices del complejo simplicial. A partir de que
los vértices aparecen y en medida de que el parametro de control de cada filtracion

avanza, van apareciendo los simplejos de dimensiones mayores a 0.

Recordemos que las filtraciones que se estéan utilizando en este trabajo, en reali-
dad consisten en tomar los complejos cliques de ciertas subgréficas G, por lo tanto
en nuestro caso, conforme avanza el parametro € de cero a uno, se agregan a G, las

aristas cuyo peso dado por D,,, o por D,,, es menor o igual a €.

En la Figura 5.6 se muestra un sencillo ejemplo de la evolucion de una subgra-
fica G, en este caso no se toman en cuenta todas las AGEBs de la ciudad, s6lo se
consideran aquellos que se muestran de color amarillo en la Figura 5.6a. Como se
habia mencionado anteriormente, en la evoluciéon del pardmetro € de cero a uno lo
primero en aparecer en la subgrafica G, son los vértices, tal y como se muestra en la
Figura 5.6b. Eventualmente se van agregando las aristas cuyo peso es mayor, asi como
se muestran en las Figuras 5.6¢c-f, particularmente la Figura 5.6f es de gran utilidad
para observar la ponderacion de las aristas, ya que aquellas con mayor peso son més

visibles y es posible notar de mejor manera la movilidad de las personas.

Al tomar en cuenta los complejos cliques de las Figuras 5.6b-f, es posible notar
como van cambiando las componentes conexas. Concretamente, en la Figura 5.6b “na-

cen” ocho componentes conexas que corresponden a cada vértice. En la Figura 5.6¢ se
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(c) Subgrafica con aristas cu- (d) Subgrafica con aristas cu-

(b) Nodos a considerar. yos pesos son mayores a 600. yos pesos son mayores a 300.

(e) Subgrafica con aristas cu- (f) Subgréfica con aristas cu-
yos pesos son mayores a 100. yos pesos son mayores a 0.

Figura 5.6: Evolucién de las subgraficas Ge.
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5.3. Sobre las caracteristicas topologicas

unen algunas aristas por medio de aristas, haciendo que algunas componentes conexas
“mueran” y en este punto se tienen cuatro componentes conexas correspondientes dos
vértices y a dos grupos de tres vértices. En la Figura 5.6d ya solo queda una compo-

nente conexa correspondiente a un grupo de ocho vértices.

Con el anterior ejemplo es posible notar la importancia de estudiar las componen-
tes conexas para obtener informacion de la mobilidad en la ciudad de Hermosillo, ya
que en cierto sentido las componentes conexas nos muestran agrupamientos de AGEBs
que dependen de un ntmero minimo de intercambio de personas. De lo anterior po-
demos esperar que aquellas AGEBs que estan en el mismo grupo estén estrechamente
relacionados y por lo tanto esperariamos que los eventos que ocurran en una AGEB
de un grupo en particular repercutan mas rapidamente en el resto de las AGEBs del

mismo grupo que en aquellas AGEBs que se encuentran en grupos distintos.

Conforme se van agregando las aristas con menor ponderacién, es posible que
todas las AGEBs se conecten entre si formando una clique, haciendo més evidente
que estas AGEBs pertenecen a grupo. De lo anterior nos podemos hacer la siguiente
pregunta ;qué niveles de agrupamiento son maés relevantes? Quizé la respuesta obvia
seria: .2quellas en los que la ponderacién es mayor", pero lo anterior no define atn
un nivel critico que ademas puede ser variable segin las relaciones o dinamicas bajo

estudio.

Para dar una respuesta un poco més elaborada se tomara en cuenta la Figura 5.6d,
en donde todas las aristas forman una tnica componente conexa y ademés forman
un hoyo de dimensiéon uno. En este punto se han agregado las aristas cuyo peso es al
menos de 300 y a partir de aqui se agregan mas aristas cuya ponderaciéon en menor,

pero ya no se agregan mas vertices.

Con este ejemplo podemos darnos cuenta que los hoyos de dimensién uno son com-

ponentes conexas especiales, revelando una movilidad ciclica entre las AGEBs y en
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cierto sentido muestran qué niveles de agrupamiento son més importantes, es decir, a
partir de la Figura 5.6d ya se sabe que las ocho AGEBs forman un grupo, de manera
que esperariamos que estén estrechamente relacionados independientemente de como

las aristas subsecuentes los conecten entre si.

Con los ejemplos anteriores ya se puede tener mas nocion de lo que las componen-
tes conexas y hoyos de dimension uno nos dicen acerca de la movilidad y de la ciudad.
Por otro lado, se puede apreciar la informacién que se puede extraer de las caracte-
risticas topologicas de una red no direccionada y ponderada, con el fin de estudiar
las diferencias entre ellas y en particular la informacién y diferencias entre la movi-
lidad. Aunque dos redes de movilidad tengan los mismos arcos, se puede capturar la
diferencia de sus relevancias a través de sus pesos, originando diferentes diagramas de

persistencia. La elaboracion de esta comparacion se muestra en la siguiente seccion.

5.4. Comparacion de la movilidad para cada semana

Ya se ha mencionado cémo sera la construccion de los complejos simpliciales para
cada red de movilidad y se ha dicho cudles son las filtraciones que se utilizaron para
obtener el diagrama de persistencia de cada semana, por lo tanto ya es posible pro-
ceder a comparar los diagramas de cada semana de acuerdo a la distancia de cuello

de botella y a la distancia de Wasserstein.

Antes de mostrar los resultados de las comparaciones, es necesario recordar que
la distancia de Wasserstein depende de un parametro p (ver la Definicion 2.39) y
para este estudio se ha optado por utilizar p = 1, de manera que es necesario tomar

esto cuenta en caso de que se quieran replicar los resultados obtenidos en este trabajo.

A continuacién se muestran los resultados obtenidos al comparar los diagramas
de persistencia de cada semana.

En la Figura 5.7 se muestran los resultados de aplicar la distancia de cuello de
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(b) Distancia para hoyos de dimension 1.

Figura 5.7: Distancias de cuello de botella con Vietoris-Rips inversa normalizada.
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botella a los diagramas de persistencia obtenidos utilizando la filtraciéon de VRIN.
Se tiene que aclarar que a pesar de que las caracteristicas topologicas (componentes
conexas y hoyos de dimension 1) tipicamente se grafican en el mismo diagrama de per-
sistencia, al comparar dos diagramas con la distancia de cuello de botella s6lo se toma
en cuenta un tipo de caracteristica topologica a la vez y es por ello que se muestran dos
imagenes, una para la comparacion de los diagramas mediante las componentes cone-

xas y la otra para la comparacion de los diagramas mediante los hoyos de dimensién 1.

Es necesario mencionar que se estan graficando distancias que son simétricas, esto
provoca que las imagenes sean simétricas respecto a la linea identidad y por ello se
pueden leer de manera horizontal o vertical. También es necesario hacer una ligera
aclaracion acerca de la notacion utilizada en los valores de los ejes de cada figura, ya
que por motivos de espacio no se ha alcanzado expresar de manera detallada lo que
significa cada valor, por ello cuando se lee en alguno de los ejes la notacion UU/VV
— XX/YY en realidad se quiere decir “la semana que comienza en el dia UU del mes

VV del ano 2020 y termina el dia XX del mes YY del ano 2020”.

En la Figura 5.7a se observan las comparaciones en las persistencias de las com-
ponentes conexas de cada diagrama de persistencia y lo primero a resaltar es que en
la diagonal se encuentra la comparacion de cada semana con sigo misma, por ello solo
hay valores de 0. Lo segundo a resaltar es que la diferencia maxima en el comporta-
miento de las persistencias entre dos semanas es ligeramente mayor 0.2, y corresponde
a la comparacion realizada entre las semanas 26/10 - 1/11 y 23/11 - 29/11. Es posi-
ble observar que el comportamiento de las persistencias entre las semanas 21/9-27/9,
28/9-4/10, 5/10-11/10, 12/10-18/10, 19/10-25/10 y 9/11-15/11 distan de manera si-
milar, con una distancia de cuello de botella ligeramente mayor a 0.1. También es
posible notar que las persistencias del par de semanas 26/10-1/11 y 2/11-8/11 tie-
nen un comportamiento ligeramente diferente al resto de las semanas, acentuandose
al compararlas con las semanas 16/11-22/11, 23/11-29/11 y 30/11-6/12. Por altimo

es posible notar como las persistencias de las semanas 16/11-22/11, 23/11-29/11 y
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30/11-6/12 se comportan notablemente distinto al resto de las semanas, principal-

mente a aquellas previas a la semana 9/11-15/11.

En la Figura 5.7b se observan las comparaciones en las persistencias de los hoyos
de dimension 1 de cada diagrama de persistencia. En esta ocasion, casi todas las
persistencias correspondientes a cada semana distan de igual manera con distancia
de cuello de botella igual a 0.05. Cabe senalar que es notable la diferencia entre las
Figuras 5.7a y 5.7b, quedando claro que al utilizar la distancia de cuello de botella
sobre los diagramas de persistencia obtenidos de las respectivas filtraciones de VRIN,
es més sencillo observar comportamientos interesantes al enfocarse en las componentes

conexas.

En la Figura 5.8 se muestran los resultados de aplicar la distancia de Wassers-
tein a los diagramas de persistencia obtenidos utilizando la filtracion de VRIN. Es
importante resaltar que con la distancia de Wasserstein, la diferencia maxima en el
comportamiento de las persistencias de cada semana es mayor que con la distancia
de cuello de botella, es decir, mientras que en la Figura 5.7a la diferencia maxima
entre las persistencias de dos semanas es ligeramente mayor a 0.2, en la Figura 5.8a
la diferencia méxima entre las persistencias de dos semanas es mayor a 20 y es posi-

ble notar que sucede algo similar con las distancias maximas de las Figuras 5.7b y 5.8b.

En la Figura 5.8a se observan las comparaciones en las persistencias de las com-
ponentes conexas de cada semana. En esta imagen es posible observar que el com-
portamiento de las persistencias de las semanas 21/9-27/9, 28/9-4/10, 5/10-11/10,
19/10-25/10, 16/11-22/11 y 7/12-13/12 distan de manera similar, con distancia de
Wasserstein menor a 5. Se puede observar de nueva cuenta que las persistencias de
las semanas 26,/10-1/11 y 2/11-8/11 se comportan notablemente diferente al resto de
las semanas pero muy similar entre si. Por tltimo, la semana 23/11-29/11 es la que

mayor diferencias muestra en comparacion al resto de las semanas.

En la Figura 5.8b se muestran las comparaciones en las persistencias de los hoyos
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(b) Distancia para hoyos de dimension 1.

Figura 5.8: Distancias de Wasserstein con Vietoris-Rips inversa normalizada.
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de dimension 1 de cada semana. Lo més destacable en esta imagen es que la semana
26/10-1/11 muestra las mayores diferencias en el comportamiento de las persistencias
y la semana 23/11-29/11 también muestra diferencias importantes en el comporta-

miento de las persistencias.

Por lo anterior, pareciera que la distancia de Wasserstein es consistente con los
resultados obtenidos, independientemente de si se toman en cuenta las componentes
conexas o los hoyos de dimension 1 en el calculo de las distancias, cosa que no sucede

con la distancia de cuello de botella.

Es posible seguir el anterior proceder y comparar la distancias entre los diagra-
mas de persistencia obtenidos con la filtracion de Vietorie-Rips reciproca, con lo cual
podremos ver algunos patrones de comportamiento similares a lo obtenido con la fil-

tracion de Vietorie-Rips inversa normalizada.

En la Figura 5.9 se muestran los resultados de aplicar la distancia de cuello de
botella a los diagramas de persistencia obtenidos utilizando la filtracion de Vietoris-
Rips reciproca. Al igual que en la Figura 5.7b donde se aplica la distancia de cuello de
botella en los hoyos de dimensién uno, la Figura 5.9a revela poca informacion acerca
de lo distante que estan unas semana de las otras, solo que en esta ocasion la distancia
de cuello de botella se utiliza sobre las componentes conexas. Lo mas sobresaliente de
la Figura 5.9a, es que aparecen dos grupos de semanas que tienen un comportamiento
notablemente similar, el primero formado por las semanas 5/10-11/10 y 12/10-18/10,
mientras que el segundo estd formado por las semanas 23/11-29/11, 30/11-6/12 y
7/12-13/12.

En la Figura 5.9b se puede observar de mejor manera como algunas semanas
distan ligeramente més de otras. Es necesario notar que en la Figura 5.9a las sema-
nas 23/11-29/11, 30/11-6/12 y 7/12-13/12 muestran un comportamiento semejante,

sin embargo, en la Figura 5.9b estas mismas semanas muestran un comportamiento
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Figura 5.9: Distancias de cuello de botella con Vietoris-Rips reciproca.
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particularmente diferente entre si. De manera similar, en la Figura 5.9a las semanas
5/10-11/10 y 12/10-18/10 muestran un comportamiento semejante, pero en la Figura
5.9b se muestra lo contrario, de manera que lo obtenido con las componentes conexas

y lo obtenido con los hoyos de dimension 1 reflejan comportamientos contradictorios.

En la Figura 5.10 se muestran los resultados de aplicar la distancia de Wassers-
tein a los diagramas de persistencia obtenidos utilizando la filtraciéon de Vietoris-Rips
reciproca. De manera inmediata es posible ver que con la distancia de Wasserstein se
pueden diferenciar mejor los comportamientos entre las persistencias de cada sema-
na, similar a lo que se mostré en la Figura 5.8. En la Figura 5.10a se observa que las
persistencias de las semanas 26/10-1/11 y 2/11-8/11 muestran un comportamiento
notablemente diferente al resto de las semanas y ligeramente similar entre si, cosa
que se ha observado anteriormente en la Figura 5.8a. En la Figura 5.10b el compor-
tamiento de las persistencias de la semana 26/10-1/11 muestran un comportamiento
notablemente diferente al resto de las semanas, coincidiendo con lo que se muestra en

la Figura 5.10a y en la Figura 5.8b.

Llegados a este punto, es necesario mencionar que segtn lo mostrado en las Figuras
5.7, 5.8, 5.9 y 5.10, la distancia de Wasserstein es més sensible que la distancia de
cuello de botella, haciendo posible observar mayores diferencias entre las semanas.
También es necesario resaltar que por lo obtenido con la filtracion de VRIN y con la
filtracion de Vietoris-Rips reciproca, es evidente que la semana 26/10-1/11 tiene un
comportamiento bastante diferente al resto de las semanas. En la filtraciéon de VRIN
se muestra que la semana 23/11-29/11 se comporta notablemente diferente del resto,

pero esto no se refleja en lo obtenido con la filtracion Vietoris-Rips reciproca.
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(b) Distancia para hoyos de dimension 1.

Figura 5.10: Distancias de Wasserstein con Vietoris-Rips reciproca.
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5.5. Comparacion de la movilidad para semanas con

desfase

En vista de lo obtenido en la anterior seccién, aparece de manera natural la si-
guiente pregunta ;Es posible ver las diferencias entre los diagrama de persistencia
de cada red de movilidad en intervalos de tiempo mas pequenos? La respuesta a la

anterior pregunta es si, pero a un alto costo.

En teoria no hay nada que nos impida realizar una red para cada dia, asociar a
cada una de ellas un complejo simplicial y eventualmente obtener los diagramas de
persistencias para poder compararlas con las distancias antes mencionadas. Lamenta-
blemente al realizar lo anterior nos podriamos encontrar con un problema imposible
de ignorar, la incapacidad de elegir muestras que sean significativas para brindar cer-

teza al estudio.

Una de las principales razones por las que se toman intervalos de una semana para
la construccion de la red es porque se puede obtener suficiente informaciéon con la cual
construir una red que refleje, de manera mas cercana, la verdadera movilidad de la
poblacién en Hermosillo. Considerando ésto, es posible crear redes de movilidad se-
manales que se vayan desfasando por un dia hacia adelante, de esta manera se podria

tomar en cuenta la evolucién diaria en la movilidad.

Antes de mostrar coémo cambian los diagramas de persistencia en las semanas des-
fasadas, es necesario aclarar que la construcciéon de las respectivas redes de movilidad
se realiza conforme lo expuesto en la Seccion 4.3, a las cuales se les asocia un com-
plejo clique, ademas se utiliza la filtracion de VRIN y la filtraciéon de Vietoris-Rips
reciproca para la construccién de los correspondientes diagramas de persistencia. A
continuacion se presentan sus correspondientes resultados, empleando las distancias

de cuello de botella y de Wasserstein.
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Figura 5.11: Distancias de cuello de botella para semanas desfasadas con Vietoris-Rips
inversa normalizada.

Al comparar la Figura 5.11 con la Figura 5.7, resulta casi imposible no observar
las similitudes entre las correspondientes imégenes, sin embargo es posible notar que
a diferencia de la Figura 5.7a, en la Figura 5.11a se alcanzan a distinguir con mayor
resolucion las diferencias en los diagramas de persistencia de cada semana, atn y

cuando las semanas tienen dfas en comun.
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Figura 5.12: Distancias de Wasserstein para semanas desfasadas con Vietoris-Rips inversa
normalizada.

Al comparar la Figura 5.12 con la Figura 5.8, podemos observar de nueva cuenta
los mismos patrones en las correspondientes imagenes y hasta el momento seria valido
pensar que desfasar las semanas por un dia sélo hace que ganemos resoluciéon entre las

distancias los diagramas cuando se obtienen con la filtracion de Vietoris-Rips inversa
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normalizada.
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Figura 5.13: Distancias de cuello de botella para semanas desfasadas con Vietoris-Rips
reciproca.

Al observar la Figura 5.13b podemos observar un incremento en los patrones en
comparacion a la Figura 5.9b, haciendo que resalten las diferencias entre los diagramas

de algunas semanas.

721312 7121312 8

3011612 3011612

23/11-29/11 2311-2911 .
tomzzn 16m221
smasn
amem 3
2610111 3
19/10-25/10 10
1201810
sno110

289-4110

2119279

(a) Distancia para componentes conexas.  (b) Distancia para hoyos de dimensién 1.

Figura 5.14: Distancias de Wasserstein para semanas desfasadas con Vietoris-Rips recipro-
ca.

Al comparar la Figura 5.14 con la Figura 5.11, podemos notar que la resolucion
incrementa de nueva cuenta, haciendo que las diferencias entre ciertas semanas en

especifico se vean con mayor detalle.
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5.6. Interpretacién y aplicacién de la comparacion

de la movilidad entre semanas

En la Seccion 5.3 se aborda la informacién que las caracteristicas topologicas nos
ofrecian acerca de la movilidad en la ciudad y de la relaciéon entre las diferentes AGEBs
de la ciudad. En este sentido, en el diagrama de persistencia se resume la informacion
antes mencionada y por lo tanto es natural pensar que dos diagramas de persistencia
diferentes muestren dos comportamientos diferentes, a pesar de que estos estudien el

mismo fenémeno.

Es posible utilizar lo anterior para poder estudiar el comportamiento de la movili-
dad de la ciudad a través del tiempo, con lo cual es posible ir haciendo registros de la
movilidad que ayuden al estudio, prevencion y prediccion de diversos fenémenos que
estén asociados a la movilidad. En otras palabras, si se observan ciertos fenémenos
sociales relacionados a la movilidad en una semana, entonces se esperaria observar los
mismos fendémenos sociales aparezcan en semanas posteriores con el mismo comporta-

miento y con ello se podria tener tiempo anticipado para actuar y prevenir catastrofes.

Teniendo en mente lo anterior, es posible utilizar las comparaciones de la movili-
dad entre semanas para poder prever los nuevos casos de covid que se obtendrian en
un futuro y con ello poder preparar el equipo y personal necesarios para atender las

diversas olas de contingencias sanitarias.

También se podria utilizar como herramienta de control, es decir, si con un com-
portamiento en particular de la movilidad la taza de contagios entre la poblacion es
baja, lo que se desearia seria replicar esta movilidad para mantener bajos los conta-
gios en un futuro, de manera que cuando se comience a ver que la movilidad dista
del comportamiento deseado, se puede actuar rapidamente para volver a retomar el

control de la poblacion y regresarla de nuevo al comportamiento de movilidad deseado.

87



5.6. Interpretacion y aplicacion de la comparacion de la movilidad entre semanas

En general, este tipo de analisis seria de gran ayuda al momento de estudiar
fendomenos que estén relacionados a la movilidad y cuyos efectos se perciban tiempo

después, como cualquier fenémeno que se pueda modelar con una red de contacto.
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CAPITULO 6

Conclusiones y trabajo futuro

Con el fin de estudiar algunas de las caracteristicas de movilidad urbana que luego
pueden utilizarse para formalizar pruebas de diferencias de patrones de movilidad y
translado, en este trabajo se presentan los elementos méas importantes para realizar

el analisis topologico de datos organizados en forma de una red.

En la Seccion 4.2 se explica el proceso que se le aplica a la base de datos original
para obtener las bases de datos con las que se crean las redes de movilidad. En dicho
proceder se trata de eliminar el ruido que los IDs con bajo ntimero de activaciones
pueden agregar a la movilidad de la ciudad (seleccion) y ademas se descartan las
activaciones cuyas posiciones no se encuentren dentro de alguna AGEB de la ciudad
(limpieza), con ello se consigue suficiente informacion para conocer aquellas AGEB
cuyo intercambio de personas es normalmente mayor, haciendo posible estudiar el

flujo cotidiano de personas dentro de la ciudad.

Los supuestos con los que se contruye la red buscan hacer factible su construcciéon

utilizando tnicamente la base con la que se cuenta. Estos son: las personas cuyos
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celulares se encuentran en la base son (al menos aproximadamente) aleatoriamente
seleccionadas de la poblacion y los registros de geolocalizacion no esta fuertemente

influenciado por variables asociados a la localizaciéon misma.

Una caracteristica que se observa en la base de datos es que la composicién de los
individuos segiin su nivel de actividad para registrar sus geolocalizaciones, es altamen-
te heterogénea. En general seria bastante bueno poder tener mas activaciones por cada
ID, con ello se podria rastrear el traslado de las personas con mucha precisiéon, y que
las personas tuviesen aproximadamente el mismo ntmero de activaciones. Al haber
pocas personas con un alto ntimero de activaciones, estas personas podrian aportar
mayor peso a las aristas que unen las AGEB por donde se desplazan, de esta manera
ciertas aristas pueden llegar a tener un peso muy grande debido al traslado excesivo
de estas pocas personas y no porque se traslade mucha gente entre esas AGEB. Es
por ello que se podria mejorar el criterio de seleccion mostrado en la Secciéon 4.2 al
restringir el nimero de activaciones cuando sea muy grande y los desplazamientos

sean entre pocas AGEB.

En la Seccion 4.3 se muestran los pasos para la construccién de las redes de ca-
da semana y se presenta la red construida para la semana que va del 21/09/2020 al
27/09/2020 (Figura 4.4), en la cual es posible observar las aristas con mayor peso o
flujo total de personas (Figura 4.4b). A pesar de que en la Figura 4.4b ya se pueden
observar ciertas relaciones importantes entre AGEB, solo se puede validar en algunos
casos para lo que se recurre a informacion particular de la ciudad como servicios y

distribucion poblacional.

En la Seccion 4.4 se muestran algunas imagenes que ayudan a entender un poco
la realidad que vive la ciudad de Hermosillo. Por una parte se muestran mapas que
permiten ubicar a las AGEB que tienen la mayor cantidad de unidades econémicas
(Figura 4.6), los cuales se esperaria que sean los que potencialmente atraigan a la

poblaciéon por servicios o trabajo. Por otro lado se muestra el nimero de personas que
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reside en cada AGEB (Figura 4.7), con lo cual es posible ubicar aquellas AGEB con
mayor cantidad de pobladores y se esperaria que estos sean los que potencialmente
aporten méas personas en la dinamica poblacional de la ciudad. Por ultimo se muestra
la cantidad de persona que entran y salen de cada AGEB (Figura 4.8) segtn las redes
construidas de acuerdo a la Seccién 4.3, en donde se observa que las AGEB que mas
sobresalen son congruentes con lo esperado por la cantidad de pobladores y la canti-
dad de unidades econémicas. Por ello es posible asegurar que las redes de movilidad
construidas segun lo mostrado en la Seccién 4.3 muestran, razonablemente bien, la

movilidad de la poblacién en la ciudad de Hermosillo.

Con la informacion que se obtiene del algoritmo mostrado en la Seccion 4.3 (Figura
4.3), se pueden construir graficas dirigidas a las cuales también se les podria aplicar
el ATD, con la diferencia de que se tendrian que construir los complejos simpliciales
de cada red con diferente criterio al utilizado para el complejo clique utilizado en las
graficas no dirigidas y también se tendrian que utilizar diferentes filtraciones para el
estudio de homologia persistente, ya que las filtraciones de VRIN y la de Vietoris-Rips

reciproca no toman en cuenta la posibilidad de que las aristas tengan direccion.

Independientemente de si se toma a las gréaficas dirigidas o a las no dirigidas, es
importante resaltar que se pueden estudiar muchos fenémenos interesantes propios de
la teorfa de graficas con las redes de movilidad construidas, por ello quiza también
hay que complementar estudios como éste con los analisis provenientes de teoria de

graficas.

De las Figuras 4.1 mostrada en el Secciéon 4.2 se puede observar como el niumero de
activaciones cae notablemente para la semanas 19/10-25/10, 26/10-1/11 y 2/11-8/11
impactando directamente el peso de las aristas de las redes correspondientes a estas
semanas, ya que al haber menor niimero de activaciones se esperaria que se registren
menos saltos y por lo tanto pareceria que la poblacion es menos activa aunque no

necesariamente sea asi. La diferencia en el nimero de activaciones (Figura 4.1a) es

91



la principal culpable de que se tengan que transformar los pesos cuando se utilizan
las filtraciones de VRIN y de Vietoris-Rips reciproca, ya que como se mencion6 en
la Seccion 5.2, al utilizar estas filtraciones para generar los diagramas de persistencia
se busca hacer una comparaciéon justa entre los diagramas de cada semana y por lo
tanto, contrarrestar la diferencia en las activaciones de cada semana. No obstante, es
necesario mencionar que solo la filtracion de VRIN normaliza los pesos de cada arista
en el proceso de transformacion y por ello se esperaria que los efectos de la reducciéon
en el volumen de activaciones sea mucho menor que en la filtracién de Vietoris-Rips

reciproca.

Ya se habia mencionado en la Seccién 5.3 que las componentes conexas de una red
de movilidad muestran como las AGEB se agrupan de acuerdo al valor de los pesos
en las aristas que los conectan. Es importante resaltar que conocer esta informaciéon
en el contexto de la pandemia ayudaria a planificar cuarentenas dentro de la ciudad
pero sin necesidad de suspender toda actividad en ella. Lo anterior se podria hacer al
aislar alguna AGEB con alto riesgo biologico y a las AGEB con mayor intercambio
de personas con éste (ya que también serian potencialmente un riesgo), pero mante-
niendo la actividad (con algunas medidas restrictivas) en el resto de las AGEB. En
este sentido, todas las AGEB que forman los hoyos de dimensiéon uno serian fuertes

candidatos a entrar en cuarentena, si alguno de ellos tiene alto riesgo biologico.

Por otro lado, a medida que se agregan las aristas con menor flujo de personas a
la red, las componentes conexas y los hoyos de dimensiéon 1 son menos estables, apa-
reciendo y desapareciendo, lo que hace dificil la tarea de identificar aquellos grupos
de AGEB que estan estrechamente relacionados entre si. Es por ello que seria bueno
explorar alguna metodologia que permita agregar bandas de confianza a los diagramas
de persistencia (Brittany Terese Fasy, 2014; Bubenik, 2015; Chazal, Cohen-Steiner, y
Meérigot, 2011) y asi poder determinar que caracteristicas topologicas realmente per-
sisten por estar generadas a partir de AGEB estrechamente relacionados por el alto

volumen de personas que comparten entre si.
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De las comparaciones realizadas en las Secciones 5.4 y 5.5, se puede concluir que
tomar en cuenta semanas desplazadas por un dia es buena idea para observar mejor
las diferencias en la movilidad de la ciudad, otorgando informaciéon més inmediata
que podria utilizarse para tomar acciones de control a conveniencia la movilidad de

la ciudad.

De las comparaciones realizadas al utilizar la filtracion de VRIN en las Seccio-
nes 5.4 y 5.5, se puede observar que la distancia de cuello de botella nos otorga una
comparaciéon valiosa al tomar en cuenta tnicamente las componentes conexas, pero
no sucede lo mismo con la comparacion realizada al tomar en cuenta unicamente los
hoyos de dimensiéon 1. Con la distancia de Wasserstein podemos ver que para ambas
caracteristicas toplogicas se puede identificar como ciertas semanas difieren entre si

de manera clara.

Para las comparaciones realizadas con la filtracion de Vietoris-Rips reciproca, po-
demos observar que la distancia de cuello de botella utilizada en las persistencias de
ambas caracteristicas topologicas no otorga mucha informacion, ya que salvo algu-
nas semanas como excepcion, las diferencias parecieran ser iguales sin importar que
semanas se comparen. Aqui de nueva cuenta se puede observar que la distancia de
Wasserstein otorga diferencias claras y bien marcadas entre ciertas semanas, no obs-
tante podemos ver que las diferencias se acenttian solo en las semanas donde se ha
tenido bajo ntimero de activaciones, lo cual nos podria sugerir que la filtracién de
Vietoris-Rips reciproca no es lo suficientemente justa como para utilizarla en la com-
paracion de diagramas de persistencia, sin embargo atn podria otorgar informacion

valiosa sobre aquellas caracteristicas topoldgicas que en verdad persisten en el tiempo.

Sin duda alguna las comparaciones realizadas entre los diagramas de persistencia
obtenidos con la filtracion de VRIN, muestran cierta evolucion en la actividad de la

movilidad de la ciudad, acentuandose las diferencias entre cierto conjunto de semanas
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y pareciendo casi nula en otras. Uno de los trabajos futuros que este trabajo puede
apuntar a realizar, es el de ligar la movilidad con fenémenos como el infeccioso y
utilizar las diferencias entre la movilidad semanal para poder predecir el aumento de

casos de Covid-19 en la ciudad.
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