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Dedicatoria

A Dios,

“ Nada te turbe, Nada te espante, Todo se pasa, Dios no se muda, La paciencia Todo lo
alcanza; Quien a Dios tiene Nada le falta: Solo Dios basta.”

Santa Teresa de Avila

“Creer es un acto del entendimiento que asiente a la verdad divina por imperio de la
voluntad movida por Dios mediante la gracia. Del mismo modo que es mejor iluminar que
solamente brillar, asimismo es mds grande dar a los demds las cosas contempladas que
solamente contemplarlas.|...] Respecto de Dios es mejor amarlo que conocerlo, porque el
conocimiento hace que las cosas vengan a nosotros y se adapten a nuestra manera de ser;
pero el amor, que es la caridad, nos hace salir de nosotros y nos lanza al objeto amado.”

Santo Tomas de Aquino

“ It isn’t that they can’t see the solution. It is that they can’t see the problem.[...]
Truth can understand error, but error cannot understand truth. [...] Poets do not go mad;
but chess-players do. Mathematicians go mad, and cashiers, but creative artists very sel-
dom....The poet only asks to get his head into the heavens. It is the logician who seeks to
get the heavens into his head. And it is his head that splits. [...] Christianity never promised
that it would impose universal peace. It had a great deal too much respect for personal
liberty. [...] In freeing ourselves from Christianity, we have only freed ourselves from free-
dom. [...] Right is right, even if nobody does it. Wrong is wrong, even if everybody is wrong
about it.”

Gilbert Keith Chesterton

“Sdlvame, oh Dios, de estar completamente seguro; mantenme inseguro hasta el final,
asi cuando reciba la eterna bendicion, podré estar completamente seguro que la tengo por
gracia. Es un juego de sombras vacio para dar garantias de que uno cree que es por gracia,



para luego estar completamente seguro. La verdad, la expresion esencial de su ser por la
gracia es el mismo temor 'y temblor de la inseguridad. Alli yace la fe.”

Soren Kierkegaard

“Supposing there was no intelligence behind the universe, no creative mind. In that
case, nobody designed my brain for the purpose of thinking. It is merely that when the
atoms inside my skull happen, for physical or chemical reasons, to arrange themselves in
a certain way, this gives me, as a by-product, the sensation I call thought. But, if so, how
can I trust my own thinking to be true? It’s like upsetting a milk jug and hoping that the
way it splashes itself will give you a map of London. But if I can’t trust my own thinking, of
course I can’t trust the arguments leading to Atheism, and therefore have no reason to be
an Atheist, or anything else. Unless I believe in God, I cannot believe in thought: so I can
never use thought to disbelieve in God. ”

C.S. Lewis
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Resumen

En esta tesis nuestro primer objetivo es proponer el uso de herramientas y modelos
estadisticos que ayuden a entender la dindmica y aumento de la violencia en México pro-
vocada por las organizaciones criminales durante el periodo de interés (2007-2011). Para
ello emplearemos herramientas del andlisis exploratorio y la ciencia de datos, estimacion
no paramétrica, modelos espaciales (geoestadisticos y procesos puntules), asi como de mo-
delos jerarquicos con componente espacial y temporal (de Campo Aleatorio Gaussiano
Markoviano Latente).

Nuestro segundo objetivo consiste en desarrollar la teoria detrds del método conocido
como aproximacion de Laplace anidada integrada (o por sus siglas en inglés INLA) que
permite la inferencia aproximada de ciertas clases modelos Bayesianos. INLA incluye un
conjunto de herramientas estadisticas y computacionales basadas en el uso iterado de la
aproximacion de Laplace, que a diferencia de otros métodos de inferencia como MCMC su
ejecucion es mucho mas rdpida pero sus soluciones no son exactas. Para aplicar este método
debemos limitarnos a los modelos con Campo Aleatorio Gaussiano Markoviano Latente (o
por sus siglas en inglés LGMRF). Esta restriccion, que es también considerada en muchos
de los modelos més usados, permite integrar de forma eficiente el campo aleatorio latente
y con ello obtener una funcién de densidad posterior de los llamados hiperparametros. Esta
integracion emplea la llamada aproximacién de Laplace y resulta especialmente eficiente,
incluso si el LGMRF es muy grande, debido a la estructura (Markoviana y Gaussiana) que
tiene.

El CIDE ha proporcionado los registros geocodificados de todos los eventos violentos
(Ejecuciones, Enfrentamientos y Agresiones) ocurridos durante la administracion de Felipe
Calder6n, a los que se aplicaron diversas herramientas de andlisis exploratorio. Entre ellos,
para distintos intervalos de tiempo, se considero la aparicion de eventos violentos como un
proceso puntual y se estim la funcion de intensidad mediante kernels. También, como parte
de un andlisis exploratorio y preliminar, se empleo Kriging para hacer prediccion lineal de
la incidencia por nimero de habitantes. Adicionalmente, se consideraron series temporales
(por semestre) para cada estado y se aplicaron herramientas de andlisis de conglomerados
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(jerarquico), reescalamiento multidimensional, PCA y k-medias.

Hecho el andlisis exploratorio, se propusieron modelos jerarquicos Poisson para mo-
delar el numero de eventos por estado. En estos modelos se considera un efecto espacial
(definido por los estados vecinos con los que comparten frontera) y una componente tem-
poral (semestre inmediato anterior y siguiente). Inicialmente se analizaron 3 distintos tipos
de verosimilitud (Poisson, Zero Inflated Poisson y Hurdle) y dos tipos de efecto temporal
(Autoregresivo de orden 1 y Random Walk) y se realiz6 su inferencia a través de R-INLA
(Aproximacion de Laplace Anidada Integrada implementado desde R). Al ver que no exis-
tia mucha diferencia entre estos modelos finalmente solo comparamos modelo Poisson con-
tra ZIP con efecto temporal autoregresivo de orden 1. Se emplearon distintos criterios Ba-
yesianos para comparar estos modelos, tales como la verosimilitud marginal y sus variantes
(BIC, DIC y WAIC). Se observé que en general los criterios tradicionales no capturan la
idoneidad de estos modelos con cero inflado. Los criterios de tipo validacién cruzada, en
especial el criterio Transformacion Integral Prediciva (PIT), parecen ser flexibles e inter-
pretables para comparar los diferentes modelos propuestos. Se propone un resumen de la
informacion de los PIT a través de estadisticos pruebas de bondad de ajuste.

Palabras Clave

Violencia y Drogas, Modelos jerarquicos, Estadistica espacial, Aproximacion de La-
place, Inferencia Bayesiana, seleccion de modelos Bayesianos
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Introduccidn y organizacién

El tema general de este trabajo es el uso de modelos de estadistica espacial, en particular
modelos jerdrquicos espacio-temporales Bayesianos, para analizar la violencia en México
asociada al crimen organizado.

Se desea comprender mejor, a través de un modelo estadistico, el fendmeno de la vio-
lencia asociado al crimen organizado para asfi justificar o evaluar las politicas publicas que
se toman para combatirla, ya sean medidas econémico-sociales o bien intervencién de las
fuerzas armadas federales o estatales. Deseamos poder proporcionar elementos estadisticos
con los que contestar cudl es la dindmica de la violencia asociada al crimen organizado en
México y qué factores estan relacionados a su intensificacion.

El incremento de los niveles de violencia e inseguridad en México se ha atribuido a
la Guerra contra las Drogas. Este aumento en la violencia tiene repercusiones muy impor-
tantes en la actividad econdmica, la cohesion social y orden politico en diferentes esca-
las. Es de capital importancia comprender la dindmica de los eventos violentos, su evolu-
cioén en el tiempo y espacio, asi como la asociacién que tienen con variables econémico
y socio-demograficas, ya que este entendimiento puede apuntar hacia una mejor medicién
en el impacto de los controles implementados. La incorporacién de un modelo estadistico-
matemadtico se convierte entonces en una herramienta para la mejor toma de decisiones
de diferentes agentes (familias, empresas, gobiernos). Hasta ahora, no se ha considerado
un modelo que integre las componentes espacial y temporal, que seria muy util para la
comprension de la dindmica.

Mediante la propuesta y ajuste de un modelo estadistico espacio-temporal se pretende
ayudar a identificar las trayectorias de enfrentamientos y asesinatos a nivel municipal y re-
gional que se presentd durante la guerra contra las drogas en el sexenio de Felipe Calderon,
asi como los patrones donde los enfrentamientos se volvieron mads letales y sus tendencias,
mediante variables o caracteristicas (econdmicas, geograficas y politicas) con los que puede
asociarse. Se empleardn modelos jerarquicos Bayesianos y la inferencia se hard mediante
aproximaciones de Laplace anidadas integradas.

Este trabajo busca cumplir dos objetivos. El primero es justificar y aplicar un conjunto



de modelos y herramientas estadisticas, especialmente del drea de la estadistica espacial, a
un problema de vinculacion real. No solamente se busca desarrollar la capacidad de hacer
andlisis de datos con una estructura especial (conteos relacionados espacio temporalmente)
sino profundizar en las etapas de comprension del problema asi como la interpretacion util
al investigador de los resultados de los distintos modelos.

Como segundo objetivo, desarrollamos y explicamos los distintos pasos, tanto estadisti-
cos/ inferenciales y numéricos/ computacionales que componen la estrategia de inferencia
Bayesiana conocida como Aproximacién de Laplace Anidada Integrada o INLA, por sus
siglas en inglés. La aproximacion de Laplace es una técnica cldsica de para aproximar
integrales y muy recurrida en la inferencia Bayesiana antes de la llegada de los métodos
de integracion numérica con Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC). A diferencia
de otros métodos de integracion numérica via cuadratura o Monte Carlo (simulacién), la
aproximacién no esta justificada por un resultado de convergencia respecto al nimero de
términos (sumandos) o de niumero de pasos en la cadena de Markov sino que la aproxima-
cidn se justifica por el tamafio de muestra sea suficientemente grande.

Si bien la aproximacion de Laplace no es nueva, relativamente lo es la herramienta IN-
LA. Para poder aplicarse, uno debe limitarse a considerar los modelos con Campo Latente
Gaussiano Markoviano. Resulta que esta restriccion no es muy fuerte ya que muchos de
los modelos mds empleados, y otros que nos interesan como los de componente espacio
temporal, pertenecen a esta clase de modelos. La idea es poder especificar la dependencia
(espacial-temporal) de las variables observadas mediante los campos latentes (que son va-
riables latentes con una estructura de dependencia). El primer uso de la aproximacion de
Laplace (funcién de verosimilitud de los hiperpardmetros) es usada para integrar respecto
al campo latente, y demostramos que esta aproximacion es equivalente a emplear una apro-
ximacién Gaussiana (mediante media y varianza) de a distribucién posterior (condicional a
los datos) del campo latente. Esta aproximacion se simplifica si trabajamos con las matrices
de precision tanto del campo Markoviano y una matriz diagonal que depende del modelo
(condicional al campo latente) de la variable de salida. Aplicada la aproximacién de La-
place por primera vez, tenemos una funcién marginal (respecto al campo latente) sobre los
hiperpardmetros p(0|y) que sélo dependen de los datos.

Para explicar la estructura de la tesis seguiremos el esquema en la Figura 1. En este
diagrama cada rectangulo de color corresponde a un capitulo de la tesis referido por el ni-
mero romano en blanco. En el primer capitulo desarrollamos la teoria y construccion de los
procesos estocdsticos necesarios para las herramientas de anélisis espacial. En particular se
justifican las herramientas de estimacion kernel para la funcién de intensidad de un proceso
puntual y la prediccion con Kriging. En el segundo capitulo introducimos varios conceptos
preeliminares para INLA. Entre ellos estdn los campos latentes, la aproximacion clédsica de
Laplace y los criterios de seleccion de modelos. En el tercer capitulo entramos propiamen-
te a la metodologia de INLA donde hablamos de la construccién de la matriz de precision
del Campo Gaussiano Markoviano Latente (CGML), su actualizacion, su diagonalizacion
y como a partir de este podemos obtener las densidades marginales posteriores de los hi-
perparametros, el campo latente y las variables de salida. En el cuarto capitulo realizamos
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un andlisis exploratorio de los datos, empleamos las herramientas de andlisis espacial y
aplicamos modelos INLA sin covariables. En el quinto capitulo proponemos un analisis
exploratorio de las covariables que utilizamos para los modelos INLA con covariables. Ex-
plicamos las pruebas de Kormogorov-Smirnov y x? de Pearson para evaluar conjuntamente
las Transformadas Integrales Predictivas (PIT) para evaluar la calidad de ajuste del modelo.
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Campos
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Modelos
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Aproximacion Calculo de
de Laplace Marginales

Kolmogorov-

l PIT Smirnov
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Figura 1: Mapa de temas






CAPITULO 1

Preeliminares de modelos espaciales

1.1. Introduccion a los modelos espaciales

Conviene, en primer lugar, dar una breve introduccion a los modelos espaciales para asi
poder enmarcar dentro de esta gran variedad de modelos con los que podemos analizar los
datos de eventos violentos.

En problemas espaciales, las observaciones vienen de procesos X = {X;,s € S}
indexados por un conjunto espacial S (numerable o no dependiendo del tipo de datos), y
donde X toma valores en un espacio de estados F, en general £ C R o £ C C. El caso
mds usual es que S C R?, sin embargo también se da que S sea unidimensional o bien sea
S C IR3 como se da en ciencias de la tierra y mineralogia. Mds aun, en estadistica Bayesiana
y en simulacion la dimensién puede ser atin mayor que 3 o incluso pueden ser otros espacios
topoldgicos no vectoriales. Las tres estructuras principales de datos en estadistica espacial
son

= Datos geoestadisticos

En este tipo de datos S es un subespacio continuo de R? y el campo aleatorio { X, s €
S} se observa en n puntos fijos {si,...,s,} C S que toman valores en £, que es
real-valuado. Usualmente se desea poder reconstruir X, sobre todo el espacio S.
Este enfoque es el que usamos al hacer predicciones como con Kriging pues son
predicciones de X, en cualquier punto de s’ € S, pero para visualizar usualmente
elegimos una celosfa.

» Datos en una celosia o en redes fijas

En este contexto, S = {s1,...,s,} es un conjunto discreto no aleatorio, usualmente
S C R?y X, se observa en todo S. Es posible que los puntos sean regiones geo-
gréaficas cuyas adyacencias estan representadas por un grafo. Un caso particular, que
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1.2. Procesos puntuales

ademds es clasico, es el andlisis de imagenes donde S es usualmente un conjunto
equiespaciado de zonas de mismo tamaiio o pixeles. En estos modelos los objetivos
son comunmente cuantificar la correlacion espacial y realizar prediccion de X, que
en este contexto también se le llama restauracion de imdgenes. En este trabajo este
es el enfoque que usamos con los modelos por drea (estado o municipio). Las X
se distribuyen como campos aleatorios Markovianos Gaussianos donde el grafo de
adyacencia especifica la propiedad de Markov para estas variables aleatorias.

» Datos puntuales

Aqui, el conjunto de lugares de observacién s = {s1,59,...,5,},8 € S C R¢ es
aleatorio, asi como también lo es el nimero n = n(s) de sitios de observaciones.
Asi, s es la observacion de un proceso puntual observado en el espacio S. Desta-
camos que a diferencia de los modelos para datos geoestadisticos y en redes fijas,
aqui las s; no son simplemente indices, sino que son variables aleatorias. Se dice que
el proceso S esta marcado si cada s; tiene asociado un valor. Una pregunta central
en el andlisis estadistico de procesos puntuales es saber si la distribucién de puntos
es esencialmente aleatoria o si tiene propiedades agregativas o repulsivas entre los
puntos. A diferencia de los otros enfoques, mas observaciones no significa una me-
jor estimacioén o prediccion sino que habla de la intensidad de los eventos en ciertas
areas.

Esta categorizacion de los tipos de datos espaciales es la que aparece en Cressie, 1992.
Para mds detalles sobre cualquiera de estos tipos de datos se recomienda ver la seccién
correspondiente en el libro antes mencionado.

1.2. Procesos puntuales

Conviene, en primer lugar, dar una descripcién formal los modelos espaciales para asi
poder enmarcar dentro el modelo Poisson no homogéneo.

Procesos puntuales

Un proceso puntual modela la distribucion aleatoria de puntos en un espacio. Para defi-
nir formalmente este concepto, supongamos que todos los puntos cuya distribucion quere-
mos estudiar viven en un espacio S, el cual para efectos de la definicion del proceso Poisson
no homogéneo, serd siempre un subconjunto de algiin espacio euclidiano de dimension fi-
nita.



Capitulo 1. Preeliminares de modelos espaciales

Definicion medida puntual

Denotemos por B := B(S) la o-dlgebra de Borel asociada a S. Para s € S, B € B
definimos la medida z, : B — R, como

“=fy e

Sea s = {s;,j € I C N} una coleccién numerable de puntos en S, los cuales no
necesariamente son distintos. Sea

o) = Z ISj (+)-

jeI

Es fécil ver que i es una medida y que, si X' C S es compacto y elemento de la o-dlgebra
de B, entonces ¢(K) < oo.

La medida ¢ definida anteriormente se denomina medida puntual en S. Paratodo s € S,
®({s}) es la multiplicidad de s y decimos que s es simple si su multiplicidad es a lo mds
1. Una medida puntual ¢ en S es simple si todo s € S es simple (bajo ¢). Notemos que
para todo s € s la multiplicidad es al menos 1. Recordemos B := B(S) es la o-dlgebra de
Borel y los conjuntos singoletes son cerrados, por lo que estdn en B.

Definiciéon de proceso puntual

Sea ® el conjunto de todas las medidas puntuales definidas en S'y sea N la menor -
dlgebra de subconjuntos de & que contiene a todos los subconjuntos de la forma {¢ € P :
¢(B) =n}paratodon € {0,1,2,...}y B € B. Esta o-dlgebra también puede entenderse
como la menor o-algebra que hace medibles a los mapeos (de ¢ a {0, 1,2, ... }) dados por
¢ — ¢(B), paratodo B € B.

Un proceso puntual en S es un mapeo medible de un espacio de probabilidad (€2, F, P)
a (®,N). Es decir, un proceso puntual es un elemento aleatorio de ®. Si tomamos w € (2,
entonces N (w, ) es una medida puntual en S'y N(w, B) es el nimero de puntos en B C
S, para la realizacién w. La medida N(w,-) es aleatoria. Por ejemplo, si consideramos
K : Q — N (los naturales) y X tal que X (w) dado K(w) = k es un conjunto de puntos
{s1, 52, ..., s} C S, entonces N (w, -) = Zle I, (-) € ®.

En este ejemplo, es claro que si cambiamos de w cambiamos el valor k£ y también
cambian los puntos si, So, ..., S. La siguiente proposicion presenta un criterio simple para
verificar si un mapeo N : {2 — ® es un proceso puntual.

Proposicion: N es un proceso puntual si y sélo si el mapeo w — N(w, B) para B € B
fijo, es medible de (2, F') a (N, P(N)).

El enunciado de la proposicion es equivalente a decir que N es un proceso puntual siy
solo si, para B € B fijo, Ng := N(-, B) es una variable aleatoria.

Sean X1, Xo, ...,: (Q,F, P) — (S, B). El conjunto de variables aleatorias { Nz, B € S}
donde N = > 7 Ix,(-), es un proceso puntual en (S, B).
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1.2. Procesos puntuales

Definicion medida de intensidad

Dado un proceso puntual /N, se define su medida de intensidad (o simplemente, su
intensidad) como la medida A\ dada por

A(B) = E[Np] = /QN(w,B)P[dw], BeB.

Lema: Sea N un proceso puntual en (S, B). La distribucién de los vectores
(NBla NB27 sy NBm),

para todo m € Ny cualesquiera By, Bs, ..., B,, € B caracteriza completamente a la distri-
bucidn del proceso V.

1.2.1. Proceso Poisson homogéneo (CSR) y no homogéneo
Procesos estacionarios e isotropicos

Decimos que un proceso puntual en R es estacionario si para cada & € R, la dis-
tribucién del proceso puntual X, = {X + £} es el mismo que el de X. Decimos que X
es isotrépico si la distribucion de p X, obtenida al rotar X mediante cualquier matriz de
rotacion p, tiene la misma distribuciéon que X.

En el caso particular de un Campo Aleatorio Gaussiano o GRF (ver Definicién 1.4.2)
es estacionario si:

s Tiene media cero.

= La covarianza entre dos puntos depende sdlo de la distancia y la direccién entre
ambos puntos.

Ademas, un GRF serd isotropico si la covarianza solo depende de la distancia entre los
puntos.

Procesos agregativos y repulsivos

Los procesos puntuales se pueden clasificar segiin las interacciones que existen entre sus
puntos. Los procesos agregativos tienden a tener sus eventos en racimos, como los cumulos
estelares donde las estrellas se encuentran juntas. Los puntos de los procesos repulsivos
se encuentran alejados entre si y es muy raro encontrarlos en grupos, como en especies
de arboles grandes cuyas raices impiden el crecimiento de drboles semejantes en espacios
cercanos.

Por ultimo, los procesos aleatorios son aquellos que no presentan un patrén definido.
Tienen grupos creados por azar, como los procesos de Poisson.



Capitulo 1. Preeliminares de modelos espaciales

Definicion del proceso Poisson

Sea A\ una medida de Radén en B y sea N un proceso puntual. Diremos que /N es un
proceso puntual de Poisson con intensidad A si se cumplen las siguientes condiciones:

1. Paratodo B € B, Ng ~ Poisson(A(B)).
2. Si By, By C S son disjuntos, las variables aleatorias Np, y Np, son independientes.

El caso cuando A = ¢, donde ¢ € (0,00) y L es la correspondiente medida de Lebesgue,
diremos que el proceso puntual de Poisson es homogéneo. En caso contrario diremos que
el proceso puntual de Poisson es no homogéneo .

1.2.2. Pruebas para contrastar Complete Spatial Randomness (CSR)

La importancia de la hipétesis completa aleatoriedad espacial o CSR radica en que es
un paso primordial en cualquier andlisis de procesos puntuales. Un proceso que satisface
CSR es equivalente a un proceso de Poisson homogéneo. Si no se rechaza CSR, no tenemos
informacién para decir que el proceso estudiado tenga un comportamiento distinto al de un
proceso de Poisson homogéneo, y un andlisis méds hondo careceria de sentido. Si se rechaza
CSR, quiere decir que el proceso tiene una estructura distinta a la de un proceso de Poisson
homogéneo, dando lugar a estudios mas complejos como indagar sobre la repulsividad o la
formacion de grupos del proceso. Es de interés obtener pruebas que disciernan con mayor
eficiencia cuando un proceso satisface CSR.

Este proceso tiene la propiedad de que, condicionado en el nimero de eventos en una
region acotada A C R N(A), los eventos del proceso son independientes y uniformemente
distribuidos sobre A. Es decir, dado N(A) = n, la tupla ordenada de eventos (s, ..., s, ) en
A" satisface

P(s1 € By, ..., s, € B,) = [ [(1Bil/|A]),
i=1
donde By, ..., B, C Asonajenosy | X| = [, ds.
Este resultado justifica algunos métodos para plantear las pruebas de hipdtesis con-
trastar CSR. Definido el modelo por regiones se puede usar, por ejemplo, la prueba x? de
Pearson.

Método de cuadrantes

El método de cuadrantes consiste en contar el nimero de eventos en subconjuntos del
area de estudio A. Tradicionalmente, estos subconjuntos son rectangulares, pero en princi-
pio cualquier forma es valida. Pueden colocarse aleatoriamente o bien de forma contigua.

Bajo CSR, el nimero de eventos en A;, de drea |A;| tiene distribucién Poisson con
media A|A4;|, donde X es la intensidad del proceso Poisson. Asi, una prueba para CSR es la
prueba de bondad de ajuste con estadistico y? de Pearson.
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1.2. Procesos puntuales

n 0?2
X2 _ Z (Ez E'Oz)

=1
con O; = n;, el nimero de eventos observados en A;, y E; = A|A;|. El estadistico se
distribuye asintéticamente como una 2 con n — 1 grados de libertad.

1.2.3. Funcion de intensidad y estimacion via kernels

Sea xy, ..., x, una muestra de variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuidas con funcién de densidad f. El estimador kernel se define

Fulw) = % > Kife 1)

donde h > 0 es el ancho de banda o ventana. Un ejemplo muy usado en la practica kernel
es el kernel Gaussiano, de modo que

1
V2T

Este tipo de estimadores de densidad tienen varias propiedades asintdticas que justifican su
uso en la préctica.

Kh(l’ — iL’Z) = 67%(337%)2.

El problema de la eleccién del ancho de banda puede ser complicado en la practica.
El criterio de optimalidad mds comunmente usado es a través del MISE o Error Cuadrado
Integrado Medio

MISE(h) = E [ [ i@ = sy

Una alternativa es emplear la llamada regla de pulgar (Rule of thumb) de Silverman,

1
vVh = (%) 5 n3 o donde o es la desviacion estandar de X.

1.2.3.1. Estimacion de densidades multivariadas mediante kernels

A continuacién describiremos las herramientas de estimaciéon de densidades multiva-
riadas mediante kernels. Sea x4, . .., z,, una muestra de un vector aleatorio d-variado cuya
distribucién conjunta esta determinada por la funcién de densidad f. El estimador kernel
se define

. 1 —
fulw) = =3 Kn(w— )

=1
donde x = (z1, -+ ,24)" , 2; = (w31, - ,19)7,i = 1,2,...,n con vectores de dimension
d. H es una matriz d x d simétrica y definida positiva, llamada matriz de ancho de ban-

da o de suavizamiento. K es la funcién kernel que es una funcién de densidad simétrica
multivariada y Ky (z) = |H|7Y2K(H'/%x) .

10



Capitulo 1. Preeliminares de modelos espaciales

La eleccion de la funcién de kernel K no es crucial para la precisién del estimador
kernel, por lo que es comin emplear la distribucién Normal multivariada de modo que:
K(H)z = (27)~%2|H|~"/2¢=2*"H™'= donde en este caso H serd la matriz de covarianza
de la Normal multivariada.

Asi como en el caso univariado, incluso ain mds, el problema de la eleccién de la
matriz de suavizamiento suele ser complicado en la practica. Como en el caso univariado,
el criterio de optimalidad mas comtinmente usado es el MISE o Error Cuadrado Integrado
Medio

MISE(H) = B | [ (juta) - f(o)ds

También, una alternativa es emplear la llamada regla de pulgar de Silverman para el

caso multivariado, v/H;; = (ﬁ) a+1 parig, donde o; es la desviacién estdndar de la i-

ésima variable y H,; = 0,7 # j.

Funcion de intensidad

Sea N (s, a) el nimero de eventos en un cuadrado de dimensiones a x a en la localiza-
cion s. Consideremos
Ao(8) = P(N(s,a) > 0)/a’.

Si Ay(s) = A(s) cuando a — 0, para todo s € A, llamamos a {\(s);s € A} la funcién
intensidad. Para un nodo s de la celosia cuadrada de dimension a X a, €l conteo de cuadrante
por unidad de drea, N (s, a)/a?, es un estimador insesgado de [* [.' A(u~+s)du/a?. Cuando
A(+) no varia mucho en el cuadrado a X a, esta integral es aproximadamente igual a A(s).

Por lo tanto, el conjunto de conteos de cuadrante por unidad de drea {N(s,a)/a* :
con s un punto del cuadrado a X a de la celosia de A}, estima {\(s) : s € A}.

Estimacion via kernels de la funcion de intensidad

Este problema se parece mucho al de estimacion de funcién de densidad multivariada.
De hecho, los estimadores kernel pueden extenderse para obtener estimadores no paramé-
tricos de A(-).

Sea (s1, S2, ..., $,) las localizaciones espaciales de n = N(A) eventos en la region
acotada de estudio A C R?. Considere el estimador de la forma

{th(s—si)},seA

donde kj,(+) es una funcién kernel simétrica en el origen, h > 0 determina el suavizamiento
Y pr(s) = [, k(s — u)du es un factor de correccion.

~

An(s) =

1
pn(s)

Mis detalles sobre los procesos puntuales, las pruebas de hipdtesis y estimacion de la
funcion de intensidad pueden verse en la Parte III de Cressie, 1992.
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Estimacion de funcion de intensidad

A continuacién se definen algunos miembros en la familia de kerneles a utilizar pa-
ra la estimacion de la funcién de intensidad y se mencionan algunas de sus propiedades
asintéticas.

Recordemos la forma del estimador de la funcién de intensidad. Sea (s, s, ..., s,,) las
localizaciones espaciales de n = N(A) eventos en una regién acotada de estudio A C R,
El estimador de la funcién de intensidad es de la forma

) ! Y — i) ¢S
)\h(s):ph(s) izllﬁh(s i)p.s€EA

donde x4, (+) es una funcién kernel simétrica en el origen, 2 > 0 determina el suavizamiento
y pu(s) = [, k(s — u)du es un factor de correccion.

En particular en esta tesis emplearemos kerneles Gaussianos, es decir kj,(-) = ¢(-/h)
donde ¢ es la funcién de densidad de una normal estdndar (bivariada). La eleccién del
ancho de banda h se escoge usualmente minimizando alguna medida de error esperada,
como el error medio cuadrado integrado (mean integrated squared error)

MISE(h) — E[ / (Gon(2) — M) dz

En el caso univariado en que la densidad subyacente a estimar es normal se sabe que el
minimo del MISE se alcanza en

1
5 465\ 5
h= < U ) ~ 1.066n"/5,

3n

con ¢ la desviacion estandar muestral. Sin embargo, en la préctica este valor es usado como
valor provisional siempre que la distribucion sea univariada y no diste mucho de la forma
de densidad normal.

Algunas propiedades asintéticas sobre los estimadores no paramétricos kernel pueden
consultarse en Parzen, 1962 y Nakayama, 2011.

Teorema 1.2.1. Consistencia puntual de los estimadores kernel
Supongamos que )\ es continua en s, y k satisface las condiciones

y h = h(n) se escoge de modo que

lim h(n) =0,

n—o0

entonces
EN ()] = Als)
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conforme n — 0o, es decir, es puntualmente asintoticamente insesgado.
Si ademds se tiene que

sup |k(2)] < oo, / |k(2)|dz < oo,

lim |zk(2)| =0
|z]—o0

se tiene que

nhy, Var[X:(s)] — A(s)py,

conforme n — oo donde p,, = [ K*(z)dz.
De estos dos resultados se sigue que

E[A(s) — A(s)|* = 0

conforme n — oo, es decir, el estimador es puntualmente consistente.

Usualmente no se tienen formas cerradas para evaluar el MISE, por lo que se recurren
a aproximaciones, y tampoco es usual dar con la forma cerrada de un h 6ptimo. En nuestro
caso, como se trata dos dimensional (dos dimensiones espaciales), podemos flexibilizar un
poco mas la familia de Kerneles para aproximar la funcién de intensidad con

5\H<3) = le(S)

Z(b(H’l/Q(s —5)) p,s €A
i=1

La regla de Silverman consiste en usar

4 \TT
VHi; = | — nd+io;
d+2

donde o; es la desviacion estdndar de la i-ésima variable y H;; = 0,7 # j. Notemos que
la regla de Silverman tiene como caso particular el A éptimo respecto al MISE del caso
univariado. En nuestro caso

1.3. Regresion kernel (Estimador de Nadaraya-Watson)

Cuando la covarianza entre puntos espaciales no parece poder describirse con un semi-
variograma paramétrico (ver Seccion 1.5.1), una alternativa es usar regresion multiple no
paramétrica. La ventaja es que esta técnica permite analizar datos con la misma estructura
que la necesaria en Kriging.

La regresion kernel es una técnica estadistica no paramétrica usada para estimar la espe-
ranza condicional de una variable aleatoria. El objetivo es encontrar una relacién no lineal
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1.3. Regresion kernel (Estimador de Nadaraya-Watson)

entre un par de variables aleatorias X y Y. La esperanza condicional puede expresarse
E(Y|X) =m(X)

donde m es una funcién desconocida.

Nadaraya y Watson propusieron, en 1964, un estimador de m mediante un promedio
localmente ponderado, usando una funcién kernel como funcién ponderadora. Asi, el esti-

mador es SR )
N i T — ;)Y
mh('r) = nl [; _ y
Zj:l (T — ;)

donde K, es el kernel con ancho de banda o ventana h. El denominador es un término de
ponderacién con suma 1.

1.3.1. Derivacion del estimador de Nadaraya-Watson

Notemos que

f

E(Y[X = 1) = / yF(ylr)dy

Usando un estimador de tipo kernel (ver 1.2.3) para la distribucién conjunta con densi-
dad f(x,y) y la densidad f(z) con un mismo tipo de kernel K, tenemos

f(x Y) ZKh r—x)Kn(y —ui) y

1 n
— 2N Kz —

tenemos que, por la definicién de densidad condicional,

E(Y|X =z) :/%dy

B / Y iy Kn(w — ) Kn(y — yi)
N 5 iy K@ — )
Y K(w — ) [yKn(y — yi)dy
a > izt Kn(x — ;)
_ i Kz — @)y
a > iy K — @)
que es el estimador de Nadaraya-Watson. Para mds detalles puede consultarse Watson,
1964.

dy
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1.3.2. Regresion maltiple no paramétrica

Podemos combinar las ideas de regresion del estimador de Nadaraya-Watson con el uso
de kernels para estimar densidades multivariadas. Debido a que la justificacion del estima-
dor de Nadaraya-Watson se mantiene incluso en el caso donde X es un vector aleatorio
podemos extender la forma del estimador de regresion al caso donde X es multivariado.

Asi, el estimador es
_ i Kz — @)y

Z;L:1 Kpu(x — ;)

En general, es laborioso encontrar una matriz de ancho de banda H 6ptimo para cada
caso. Para nuestra aplicacion parece razonable emplear la regla de pulgar de Silverman,

1 "1
vH; = (ﬁ) “Hnaig;y Hi; = 0,1 # 7, para el caso multivariado ya que, como vimos
en la derivacion del estimador de Nadaraya-Watson, este emplea fundamentalmente dos

estimadores kernel de densidades para estimar la densidad condicional.

1.4. Campos Aleatorios

Un campo aleatorio o estocdstico se define como una coleccién de variables aleatorias
indexadas por un conjunto S cualquiera, por lo que cada variable aleatoria del proceso
estocdstico estd Unicamente asociado a un elemento del conjunto. A este conjunto .S se le
llama conjunto de indices. Dado un espacio de probabilidad (2, &, P), un campo aleatorio
con valores en X es una coleccion de variables aleatorias que toman valores en X indexados
por elementos en el conjunto S. Es decir, un campo aleatorio F’ es una coleccién {F; : s €
S} donde cada Fy es una variable aleatoria que toma valores en X. Si S es un intervalo en
R también se le conoce como proceso aleatorio y al conjunto de indices se le suele denotar
con 7" pues es interpretado como el tiempo.

En principio, no podemos asegurar que las variables aleatorias X definan un proceso
o campo aleatorio en el sentido de éste ser una variable aleatoria en un espacio de pro-
babilidad. Para ello existe el Teorema de extension de Kolmogorov que garantiza que una
coleccion “consistente” de distribuciones finito-dimensionales define un proceso estocdsti-

co. Por simplicidad consideraremos el caso donde S es un intervalo en R y lo llamaremos
T.

Teorema 1.4.1. Teorema de extension de Kolmogorov

Sea T un intervalo, y sea n € N. Para cada k € N y una sucesion finita de tiempos
distintos t1,...,t, € T, sea v, 4, una medida de probabilidad sobre (R")k Supongamos
que estas medidas satisfacen las siguientes dos condiciones de consistencia:

1. Para todas las permutaciones 7 de {1, ..., k} y conjuntos medibles F; C R",
Vi) te(i) (Fﬂ(l) X X Ffr(k)) =V 1, (F1 X+ X F);
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2. Para todos los conjuntos medibles F; C R",m € N :

Vg oty (F1 X -2 X FY) Fix o xF,xR"x - xR"
—_————

m

= Vb bt 1o ttm

Entonces existe un espacio de probabilidad (), F, P) y un proceso estocdstico X : T'x§) —
R” tal que vy, 4, (Fy X -+ x F) =P (X, € Fy,..., Xy, € Fy)paratodot, € T, k € N
y conjuntos medibles F; C R", es decir, X tiene a v, ;, como sus distribuciones finito-
dimensionales asociadas a los tiempos t; . . . ty.

De hecho, siempre es posible tomar el espacio de probabilidad subyacente como € =
(R™)T" y tomar por X el proceso canénico X : (¢,Y) + Y;. Por lo tanto, una forma al-
ternativa de enunciar el teorema de extension de Kolmogorov es que, suponiendo que las
condiciones de consistencia se satisfacen, existe una (dnica) medida v sobre (R™) con
marginales 14, ;, para cualquier coleccion finita de tiempos ¢; .. . ¢;. El teorema de exten-
sion de Kolmogorov también aplica cuando 7" es no numerable, pero el precio a pagar para

este grado de generalidad es que la medida v sélo estd definida sobre el producto o-dlgebra
de (R™)T.

Procesos estacionarios en sentido estricto y amplio

Una propiedad importante que pueden tener los procesos aleatorios es la estacionarie-
dad. Intuitivamente un proceso aleatorio { X (¢),t € J} es estacionario si sus propiedades
estadisticas no cambian por desplazamientos en el tiempo. Usualmente se habla de dos
nociones de estacionariedad, estacionariedad en el sentido estricto y estacionariedad en el
sentido amplio.

Hablamos de estacionariedad en el sentido estricto cuando para un proceso aleatorio X;
y X¢ia tienen la misma distribucién de probabilidad. Este sentido de estacionariedad no es
tan usado debido a que no es sencillo probar que un proceso es estacionario en el sentido
estricto.

Definicion 1. Un proceso aleatorio continuo en el tiempo {X;,t € R} es estacionario

en el sentido estricto si para todo ty,ts, ..., t, € Ry para todo A € R, la funcion de
distribucion acumulada conjunta de X,,, X,, . .., X;, es la misma funcion de distribucion
acumulada conjunta de X, +n, Xiy+ A, - -y Xt +A-

En contraste, una de las formas de estacionariedad mds usadas en la préctica es la lla-
mada estacionariedad en sentido amplio. Un proceso aleatorio de dice estacionario en el
sentido amplio si su funcién de media y su funcion de correlacién no cambian por despla-
zamientos en el tiempo. Mds precisamente X; es estacionario en el sentido amplio si para
todo t1,t, € Ry paratodo A € R,

E[Xh] = E[Xt2]7
E[Xt1Xt2] = E[Xt1+AXt2+A]'
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Esta definicién es equivalente a:

Definicion 2. Un proceso aleatorio continuo en el tiempo { X;,t € R} es estacionario en
el sentido amplio si

1. pux, = px paratodot € R

2. Cx(t1,t2) = Cx(t; — ta) para todo ty,ts € R, es decir, la funcion de covarianza
solo depende de la distancia.

1.4.1. Campos Aleatorios Markovianos

Si bien la propiedad Markoviana puede extenderse a procesos aleatorios continuos para
efectos de este trabajo os cencentraremos en la propiedad de Markov para procesos con
un conjunto de indices S numerables. En particular si S es equiespaciado S = Z2. Mas
aln, usualmente tendremos observaciones para todo s € .S, como es el caso de modelos
en imagenes y regiones geogréficas. Por lo tanto, ni siquiera hace falta pasar por el Teore-
ma 1.4.1 de extensién de Kolmogorov, que seria necesario si el conjunto S indexard una
sucesion numerable o un conjunto no numerable de variables aleatorias. Pero al tratarse
de una sucesion finita de variables aleatorias se puede tratar simplemente como un vector
aleatorio. Por esto mismo, a diferencia de los modelos geoestadisticos y los de procesos
puntuales, no interesa solamente caracteristicas globales del proceso (como la funcién de
media y la funcién de covarianza) si no que podemos encontrar la distribucién conjunta,
que llamaremos p, que deberiamos poder construir usando sus distribuciones condicionales
(ver Teorema 3.2.3).

Otra diferencia importante respecto a los modelos geoestadisticos y los de procesos
puntuales, es que ahora F no se tiene que ser R?, sino que puede ser Rt (como un modelo
gamma), N (como un modelo de conteos), categérica o binaria.

Ahora, conviene enunciar una notacién muy util para estos modelos.

rog={zs:se€ St \{z:l € A}.
En particular, respecto cualquier elemento x;, podemos llamar resto de variables
Ty =a; ={xs 15 € S\ {zi}.

En el caso de datos en una celosia es posible que .S este indexado por dos indices ¢ y j,
por ejemplo donde la dimension asociada a i es el espacio y la j esta asociada el tiempo, y
podemos emplear la notacién

r_g={rs:s€ S\ {wi;:(i,5) € A}

De modo que, respecto cualquier elemento z;, podemos llamar resto de variables
Tioigy = Toig = {s s € Sp\ {wi}-
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Podriamos decir que la pregunta que entonces surge es, dada una familia {v;(-|z_;),i €
S} de distribuciones en E determinadas por las observaciones en z*, ;bajo qué condiciones
estas distribuciones representan distribuciones condicionales de una distribucién conjunta
p?

Responder a esta pregunta implica poder especificar completa o parcialmente la distri-
bucién conjunta p usando sélo las condicionales.

Notemos que, si v;(-|x_;) es s6lo localmente dependiente (s6lo depende de sus veci-
nos), la complejidad del modelo se reduciria significativamente. Cuando esto es asi, esta-
mos hablando de un campo aleatorio Markoviano. Una pregunta que surge es si dada una
estructura condicional existe la distribucion conjunta. En las cadenas de Markov no es de
mucho interés conocer explictamente la distribucion conjunta, pero facilmente se puede
identificar cuando la conjunta existe. Esto se debe a que los indices del tiempo estdn dentro
de la recta real y dado este orden es fécil ver que son coherentes. Se tiene una variable alea-
toria inicial con distribucién no condicionada y basta multiplicar su funcién de densidad (o
probabilidad) por las funciones de densidad o probabilidad condicionadas de las variables
que siguen.

En este contexto, la propiedad de Markov ya no se refiere a que el estado presente
depende del pasado el estado siguiente. Ahora, la propiedad de Markov consiste en que
dado los vecinos de una observaciones, esta ya no depende del resto de los estados.

Definicion X, X,, ..., X, es un campo aleatorio Markoviano si existe un grafo G =
(V,E)talque V = {X1, ..., X,,} y (Xi, Xj) € E'siysolosi

p(ei{ X1, ... Xa} \ {Xi}) # plail{ X1, ., Xo} \{Xi, X;})

o bien
p(zi| Xs con s # i) = p(x;| X, tal que (X;, X;) € E).

Definiremos N(X;) los vecinos de X;. Esto es, N(X;) = {X, € V : (X}, X;) € E}.

Los vecinos N(z;) de un estado puede variar de acuerdo al modelo que empleemos. Si
se considera el espacio dividido en una celosia con elementos cuadrados las especificacio-
nes mas comunes (en dos dimensiones) son a 4 o 8 vecinos. Entonces

N4(Iz',j) = {%‘-1,;’; Tit1,5,Lij—1, iUz‘,j+1}

NS(xi,j) = {%‘71,]'7 Tit1,5y Lij—15Lij4+15 Li—1,5—15 Lit+1,5—15 Lit+1,5—1; l’z’+1,j+1}

En el contexto espacial, podemos hablar de tres propiedades de Markov que, a diferen-
cia del caso de cadenas de Markoyv, las tres no son equivalentes. La propiedad global es mas
fuerte que la propiedad local, y a su vez la propiedad local es mas fuerte que la propiedad
por pares.

Definicion Dado un grafo no dirigido G = (V, E), el conjunto de variables aleatorias
X = (X,)vev indexados por V' forman un campo aleatorio de Markov con respecto a G' si
satisfacen las propiedades de Markov locales:
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» Propiedad por pares: Cualesquiera dos variables no adyacentes son condicional-
mente independientes dados sus vecinos

XuJ-l—Xv | XN(u)UN(v)

= Propiedad local: Una variable es condicionalmente independiente del resto de varia-
bles dados sus vecinos
X AL X\ o] | Xvw)

donde N[v] = v UN(v) se llama la vecindad cerrada de v.

= Propiedad global: Cualesquiera dos subconjuntos de variables son condicionalemn-
te independientes dado un subconjunto separante (se les llama corte en teoria de
grafos)
Xall Xp|Xs

donde cada camino de un nodo en A a un nodo en B pasa por S.

Vale la pena destacar que pese a que en los modelos Markovianos suponemos que hay
un grafo detrds (siendo este de adyacencias de regiones geogréficas o vecindades en una
celosia), estos modelos no son tan restrictivos. Por ejemplo, es posible tratar un problema
de procesos puntuales construyendo una grafo que enlace dos observaciones si la distancia
entre ellas es menor a cierto r fijo. Por supuesto, el grafo puede cambiar drasticamente
dependiendo de la r que se elija, pero aun asi es una posible aproximacién al problema y
puede hacerse andlisis de sensibilidad a la eleccion de r (por ejemplo mediante validacion
cruzada, que es comun usarla en pardmetros de este estilo).

1.4.2. Campos Aleatorios Gaussianos

Un campo o proceso estocdstico se dice Gaussiano si y solo si para todo conjunto finito
de sq,...,s, en .S el vector

Xsla---73n = <X'517 e ’X-Sn)

tiene distribucién normal multivariada. Es lo mismo decir que toda combinacién lineal de
(Xg;, - - -, X, ) tiene distribucién normal univariada. Usando la funcién caracteristica, la
propiedad de Gaussianidad puede establecerse como sigue: {X; s € S} es Gaussiana si
y solo si, para cada conjunto finito de indices sy, ..., s,, hay valores en los reales {oy;},
{pe} donde j,¢ =1,...,nconcgj; > 0 tales que la siguiente igualdad se cumple para todo
€1,89,...,6np ER

< 1 .
Eflexp|:z Z ee X, = exp —5 Z Opj€eEj + 1 Z,ugag
=1 0] ¢
donde : es la unidad imaginaria v/—1 .
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Los numeros oy y ji son la covarianza y la media de las variables del proceso. La
conveniencia de usar la funcién caracteristica es que, a diferencia de la funcién densidad,
siempre existe, incluso cuando la matriz de covarianzas es singular pues no aparece en la
exponencial la matriz de precision si no solo los elementos de la matriz de covarianza.

1.4.3. Campos Aleatorios Markovianos Gaussianos

Diremos que un campo aleatorio es Markoviano Gaussiano (GMRF) si cumple ser un
campo Markoviano y también ser un campo Gaussiano, es decir, si para todo conjunto finito
de sq,...,s, en S el vector

X = (X, Xs,)

51y--35n
tiene distribucion normal multivariada y a su vez este vector X, , tiene asociado un
grafo no dirigido Gx,, .. = (Vx,, .., Fx. .. ), cumple alguna de las propiedades de
Markov (independencia condicional dados las variables adyacentes si y solo si las variables
no son adyacentes).

Definicion 3. Sea X = Xi,..., X, un vector aleatorio con distribucion Normal(p,>).
Sea G = (V, E) un grafo etiquetado donde el conjunto de vértices (V = 1,...,ny el
conjunto de arcos € es tal que no hay arco entre iy j si'y solo si X; 11 X;| X _;;. Entonces
se dice que X es un GMRF con respecto a G.

En lo subsecuente, para i, j € V denotaremos i ~ j si los vértices ¢ y j son vecinos
dentro del grafo G. Como la relacién es simétrica los grafos no son dirigidos.

Debido al Teorema 3.2.1 sabemos que si X se distribuye Gaussiana X; Il X;| X _;; siy
s6lo si la entrada 75 en la matriz de precision @ es cero. Por lo que un campo es Markoviano
Gaussiano si para todo conjunto finito de sy, ..., s, en .S el vector

Xs1,...,sn = (Xsla B 7X5n)

con ceros en Q si y solo si hay ceros en la matriz de adyacencia asociada a Gx |

En el caso donde S es finito es aun mas simple pues basicamente pedimos que el vec-
tor X tenga ditribucion Normal con ceros en @ si y solo si hay ceros en la matriz de
adyacencia asociada a G'x. Este es el caso que trataremos al emplear la metodologia de
INLA.

Adicionalmente, podemos definir lo que se conoce como campo aleatorio Markoviano
Gaussiano Latente u Oculto. Se trata de un campo aleatorio Markoviano Gaussiano X
que no es observable, pero ciertas variables Y que dependen estocasticamente de €l si son
observables. Se dice que las variables X, son variables latentes o bien que el campo X es un
campo latente. Por ejemplo, si Y| X tiene cierta distribucién y X es un campo Markoviano
Gaussiano pero s6lo observamos y.

Mas detalles sobre los procesos Markovianos y los procesos Gaussianos pueden verse
en la Parte II de Cressie, 1992 y en Rue & Martino, 2007.
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1.5. Kriging

La idea basica de Kriging es predecir el valor de una funcién al calcular el promedio
ponderado de todos los valores conocidos de la funcién en una vecindad del punto de in-
terés. El método guarda cierto parecido al andlisis de regresion pues ambos pueden derivar
un Mejor Estimador Lineal Insesgado (MELI o BLUE), basado en supuestos sobre la cova-
rianza. Vale la pena destacar que en el caso de Kriging hablamos de predecir una variable
aleatoria no observada, por lo que se trata del Mejor Predictor Lineal Insesgado (MPLI o
BLUP). Ambos hacen uso del teorema de Gauss Markov para probar la independencia del
predictor y su error. Sin embargo, los enfoques son muy distintos. Mientras que los mode-
los de regresion se basan en multiples observaciones de un conjunto multivariado de datos,
Kriging es usado para estimar una sola realizacion de un campo aleatorio.

El Kriging también puede interpretarse como un spline en un espacio de Hilbert con
nucleo reproductor. Aqui, el nicleo reproductor estd dado por la funcién de covarianza. La
diferencia con el enfoque clasico de kriging estd en la interpretacion. Mientras que la apro-
ximacion por splines estd motivado por la interpolacién de minima norma en un espacio de
Hilbert, el Kriging puede verse bajo el enfoque de inferencia Bayesiana. Se propone una
distribucién inicial sobre el espacio de funciones que es un proceso gaussiano (ver Apén-
dice A) con funcién de covarianza (o kernel) la covarianza que elegimos. Se recoge un
conjunto de observaciones, cada uno con su lugar en A. Podemos predecir un nuevo valor
en cualquier posicion en A al combinar la distribucién previa de Proceso Gaussiano con
la funcién de verosimilitud Gaussiana de cada una de las observaciones. La distribucion
posterior es también es proceso Gaussiano (se trata de un modelo conjugado para la media)
con funcién de media y de covarianza calculable.

En los modelos geoestadisticos, la muestra es interpretada como el resultado de un pro-
ceso aleatorio. El hecho de que estos modelos incorpore incertidumbre en su conceptuali-
zacion no significa que el fendmeno (un bosque un acuifero o un deposito de minerales),
haya resultado de un proceso realmente aleatorio , sino que nos permite construir una base
metodolégica para nuestra inferencia espacial de cantidades en sitios no observados, asi
como cuantificar la incertidumbre asociada este predictor. Un proceso estocdstico en este
contexto es s6lo una forma de tratar con la muestra. Buscamos el proceso estocdstico que
mejor describa lo observado.

El valor observado asociado al lugar s; (usualmente una coordenada geografica) se in-
terpreta como una realizacion de la variable aleatoria X,. En el espacio S, donde la muestra
estd dispersa, hay n realizaciones de las variables aleatorias X, , X,, ..., X;,, correlacio-
nadas entre ellas.

El conjunto de variables aleatorias constituye una funcién aleatoria de la que solo cono-
cemos el conjunto { X, }. Con sé6lo una realizacién de cada variable aleatoria no es posible
hacer inferencia de los pardmetros de cada una de las variables aleatorias, o de la funcién
aleatoria.

La solucién propuesta, en el enfoque geoestddistico, consiste en asumir varios grados
de estacionariedad en la funcién aleatoria. Esto permite hacer inferencia de algunas can-
tidades. Asumiendo, por ejemplo, la hipdtesis de que la media de todas las variables es
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la misma, se asume también que es posible estimarla mediante la media aritmética de los
valores observados.

Para hacer prediccion de X para cualquier s € S C R? asumiremos que X es un
campo aleatorio Gaussiano (ver Seccion 1.4.2). Buscamos que estos predictores dependan
linealmente de los z, observados.

1.5.1. Variograma, semivariograma y funcion de covarianza

El variograma se define como la varianza de la diferencia entre los valores (en el campo)
en dos lugares

2y(s1, 82) = Var (X, — X,,) = E[((Xs, — p(s1)) — (X — pil(52)))°] -

Adicionalmente, a la funcién 7(sq, s2) la llamamos semivariograma. Mientras que la fun-
cién de covarianza se define como la covarianza entre los valores (en el campo) en dos
lugares

C(s1,52) = Cov(Xs,, Xs,).

La hipétesis de homogeneidad en la varianza se fija al suponer que la correlacion entre
cualesquiera dos variables aleatorias solamente depende de la distancia espacial entre ellas
y es independiente de su localizacidn u orientacién (proceso isotropico). Sih = s; — so y
|h| = h la funcién semivariograma sélo depende de la distancia h

v(h) = ~v(s1, 81 + h).
asi como para la funcién de covarianza
C(h) = C(s1,81 +h)

Si la funcidn de covarianza asociada a un proceso estacionario en sentido amplio (media y
varianza) existe se relaciona con el variograma de esta forma

2’7(81, SQ) = C(Sl, 81) + C(SQ, SQ) - 20(81, 82).

Esta hip6tesis nos permite inferir el semivariograma y la funcién de covarianza median-
te los llamados semivariograma empirico y funcion de covarianza empirica, respectivamen-
te,

NS _ 2
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Capitulo 1. Preeliminares de modelos espaciales

donde )
m(h) = —— X, + X,
T
Aqui N (h) denota el conjunto de pares de observaciones i, j tales que |s; — s;| = h,y

|IN(h)| es el nimero de pares en el conjunto. En este conjunto, (i,7) y (j,7) denota al
mismo elemento. Generalmente una “distancia aproximada” h se usa, empleando cierta
tolerancia.

El variograma empirico no puede calcularse en toda distancia / y debido a la variacién
en la estimacion, no es seguro que se obtenga un variograma valido. Sin embargo, algunos
métodos geoestadisticos requieren semivariogramas vélidos. Por esto, en las aplicaciones
los variogramas empiricos con aproximados por una funcién modelo.

El variograma es una herramienta til no solo para definir el modelo espacial a ajustar
a los datos sino que puede visualizarse para entender mejor la relacion espacial del campo
aleatorio. Ademds, existen 3 cantidades de interés asociadas al semivariograma ~y(h) que
tienen interpretaciones muy claras e importantes.

Efecto pepita

=
L]

\-S: Meseta total ——----------------— —v a v Modelo de variograma
C

£ C,

©

—

Qo

o

=

©

>

Co

<

»

a1 rango

A

Distancia h

Figura 1.1: Esquema de elementos del semivariograma

= Efecto pepita (Nugget)

Representa la variabilidad a micro escala. Se define limy,_,o y(h).

= Meseta o silo (Sill)

Se define limy,_,, y(h), y representa la varianza del campo aleatorio.
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= Rango (Range)

Se define como la distancia en la que el variograma alcanza el silo. En el caso de que
el variograma se aproxime asintéticamete al silo, convencionalmente se considera la
distancia en la que el variograma llega al 95 % del silo.

Estas cantidades son tan importantes que es usual proponer modelos de semivariogra-
ma que tienen por pardmetros estas cantidades. Algunos de los modelos mds usados en la
préctica son:

m Esférica
o+ c[1.5(%) —0.5(2)%], sih<a

B) =
(0 co+ ¢, sih>a
= Exponencial
—h
v(h)=co+ec(l—e?)
= Gaussiana ,
—h
cot+c(l—e=e?), sih<a
Ay =40 b
co+ ¢, sih>a
= Lineal
(h) co—l—c(%), sih <a
7 co+ ¢, sih>a
= Circular

co—irc(l—%cos_1 % + 1—2—2), sih<a
y(h) = 2) i

co+ ¢, sih>a

Donde ¢ es el efecto “nugget”, a es el rango, ¢y + ¢ es la semivarianza asintética o
meseta y h es la distancia de separacion. En el caso exponencial b es un pardmetro de
decaimiento.

Un ejemplo interesante en R es cuando C'(h) = cexp(—A|h|). Ya que este modelo
se acerca a la meceta de forma asintética, el rango practico usualmente se toma como
la distancia en la que la semivarianza alcanza el 95 % de la meceta. Por la ecuacion que
relaciona funcién de covarianza con semivariograma tenemos

v(s1,82) = %[C’(sl, s1) + C(sz, 82) — 2C(s1, 82)]
= % [c + ¢ — 2cexp(—A|h])]

— o(1 — exp(=A[h])).

Esto coincide con el caso exponencial con ¢y, = 0. Un proceso Gaussiano aleatorio con
este covariograma exponencial se le llama Proceso Gaussiano Markoviano. Supongamos
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que las observaciones estdn en s; = 4,7 = 1,...,n. Siendo p = exp(—A\) puede mostrarse
que la matriz de covarianza coincide con la matriz de varianza de una caminata aleatoria de
orden 1, es decir, con

1 ) p2 pt—l
p 1 p pt?
S=c| ¥ p 1 pr?
pt—l pt—Q pt—3 1
y
1 —p 0 0
. —p 1+p* —p 0
=x"'= K
N c(1 = p?) ' T,
0 —p 14+p p
0 0 —p 1

1.5.2. Inferencia de las ponderaciones

La prediccién de la cantidad X, en un lugar s, donde no se tiene valor observado z,,
se calcula mediante una combinacién lineal de los valores en efecto observados { X, =

x;} 1 y ponderacion w;(zo), i = 1,..., N tal que
T
i) N
Xog=[wr wy - wy] - | 7] =) wilw) x X,
g i=1
TN

La ponderacién {w;} debe cumplir dos funciones importantes para la inferencia espa-
cial

» Refleja la proximidad de las cantidades observadas al lugar s.

= Por otro lado, debe tener un efecto desagregativo para evitar el sesgo debido a un
posible conglomerado de observaciones.

Al calcular los ponderadores {w;}, se tienen dos objetivos, insesgamiento y minima
varianza de la prediccion.

Si graficamos en un diagrama de dispersion los valores reales X, contra los valores
estimados XSO, el criterio de insesgadez global (“estacionariedad intrinseca” o estaciona-
riedad del proceso del campo) implica que la media de las estimaciones debe ser igual a la
media de los valores reales.

El segundo criterio indica que la media del cuadrado de las desviaciones (X (s) — X (s))
debe ser minima, lo que significa que la nube de valores estimados graficados contra la nube
de valores reales es mas dispersa, el predictor es mds impreciso.
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Dependiendo de las propiedades estocdsticas del campo aleatorio y los varios grados
de estacionariedad asumida, distintos métodos de calculo de las ponderaciones pueden ser
deducidos, es decir, distintos tipos de Kriging aplican.

En este trabajo, veremos dos de los métodos cldsicos. Ademas, el Kriging ordinario es
el que usaremos en nuestra aplicacion con datos reales.

» Kriging ordinario supone una media constante desconocida solo sobre una vecindad
de So.

» Kriging simple asume estacionariedad de la media sobre todo A con una media co-
nocida E{ X (s)} = E{X,,} = m, donde m es la media conocida.

1.5.3. Kiriging ordinario

El valor desconocido X, es interpretado como una variable aleatoria localizada en s,
asi como los valores de las observaciones vecinas X,,,7 = 1,...,n. El predictor XSO se
interpreta también como una variable aleatoria localizada en sj, ya que es combinacién
lineal de variables aleatorias.

Para deducir el sistema de Kriging para estos supuestos, el error al que se incurre al
estimar X en sq se fija

A~

g(s0) = Xo — Xy

i=1

N
= [ wz(ﬂfo) X Xsi _Xso

WT 1] [Xy - X X

Los dos criterios de calidad pueden expresarse en términos de la media y la varianza de
la nueva variable aleatoria (s¢):
Insesgadez

Ya que la funcién aleatoria es estacionaria, E(X;,) = E(X,,) = m, las siguientes
restricciones se siguen

E(e(z0)) =0 | > wi(zo) x E(X,,)| — B(X,) =0

i=1

@mei(xg) —m=0
i=1

=1
1T w=1
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Capitulo 1. Preeliminares de modelos espaciales

Por lo tanto, para asegurar que el modelo es insesgado, los ponderadores deben sumar 1.
Varianza minima

Dos predictores pueden tener E [£(so)] = 0, pero la dispersién alrededor de la media
determina la diferencia entre la calidad de los predictores. Para encontrar un predictor de
minima varianza, se requiere minimizar E (g(s¢)?).

Var(e(sg)) :Var([WT ~1] - [Xs, - X, XSO}T>
e
Var,, Covg,s W
vatet) = 7 1] [ g Spres] [
donde Var,, = Var(X,,), CovsisozCovaXs1 XSR}T,XSO>
y Varsi:Var<[Xsl X&L]T).

Una vez definido el modelo de covarianza o variograma, C'(h) o y(h), valido en todo el
campo de andlisis de X (s), podemos escribir una expresion para la prediccion de la varian-
za de cualquier predictor en funcidn de la covarianza entre observaciones y las covarianzas
entre observaciones y el punto a estimar

Var(e(sg)) = W' - Var,, -W — Covl W — W7 . Cov,,,, + Var,,

550

= Cov(0) + Z Zwiij(si, $5) — 2 Z w;C(s, 80)
i i

Algunas conclusiones pueden ser afirmadas de esta expresion. La varianza de la predic-
cién

= crece al crecer la covarianza entre observaciones y decrece al aumentar la covarianza
entre las observaciones y el punto a predecir. Esto significa que cuando las observa-
ciones estan lejos de s, la prediccién es peor.

= crece junto con la varianza inicial C'(0) de la variable X, . Cuando la variable es
menos dispersa, la varianza es menor para cualquier punto de A.

= no depende de los valores de las observaciones, sélo a través del modelo de covarian-
za o del variograma.

Esto significa que la misma configuracion espacial (con las mismas relaciones geométricas
entre observaciones y el punto a estimar) siempre produce la misma varianza de prediccion
en cualquier parte del drea S. Asi, la varianza no cuantifica la incertidumbre de predic-
cién producida por la variables locales observadas, sino la incertidumbre considerando las
propiedades del proceso aleatorio.
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1.5. Kriging

Para obtener el predictor insesgado de minima varianza debemos resover el siguiente
problema de optimizacién con restriccion:

min {w" . Var,, - W — COVST,S0 W — W7 Cov,s, + Var, }
W 1
sujeto a 17w =1

Al resolver este problema de optimizacion obtenemos el sistema de kriging

-1

’7(31751) 7(81’371) 1 ’7(5178*)
{W] B {Varsi 1} _1‘ {Covsiso} B : : : :
H N 1 0 1 N 7(571731) 7(Sn’3n) 1 V(Sms*)
1 1 0 1

El parametro adicional ;. es un multiplicador de Lagrange que se usa en la minimizacién
del error de Kriging o7 (z) para satisfacer la condicion de insesgadez.

1.5.4. Kriging simple

Kriging simple es el mas simple, matemdticamente, y también el menos general. Asu-
me que el valor esperado del campo aleatorio es conocido, y depende de una funcién de
covarianza. Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones ni la esperanza ni la funcién de
covarianza son conocidas de antemano.

Los supuestos pricticos de Kriging simple son

= Estacionariedad en el sentido amplio de proceso del campo (Igualdad de media y
varianza en el proceso).

= Laesperanza es 0 en todo S: p(s) = 0.
» Funcién de varianza conocida C'(s1, s3) = Cov(Xy,, Xs,)

Las ponderaciones de Kriging simple no tienen condicion de insesgadez y solo deben
cumplir el siguiente sistema de ecuaciones

-1

wq C(s1,81) -+ C(s1,8p) C(s1, So)
Wh, C(sp,s1) -+ C(sn,Sn) C(Sn, So)
Esto es andlogo a hacer regresion lineal sobre X, respecto a z1, ..., x,.
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Capitulo 1. Preeliminares de modelos espaciales

La interpolacion via Kriging simple esta dada por

AN C(s1,81) -+ C(s1,58n) - C(s1,0)
Xo =1 : P :
Tn, C(snys1) -+ C(Sn,Sn) C'(8n, o)
El error esta dado por
Clsi,50)\ (Clsis) -+ Clsisn)\ [ Clst, o)
Var (%, = X, ) = Clso, o)~ | A s
———
Var(XSO) C<Sn7 80) C(8n7 51) T C<Sn7 Sn) C(sna 30)
Var&sO)

lo que conduce a la versién de minimos cuadrados generalizada del teorema de Gauss-
Markov

Var(X,,) = Var(X,,) + Var (XSO - XSO> .

1.5.5. Inferencia de los parametros de la funcion de covarianza o se-
mivariograma

El método mas comun para hacer la inferencia de los pardmetros del semivariograma
tedrico o de la funcidn de covarianza consiste en un ajuste por minimos cuadrados, donde
se minimiza el error o distancia entre el semivariograma teérico y(h; ) contra el semi-
variograma empirico 4(h) o la funcién de covarianza teérica «y(h;6) contra la funcién de
covarianza empirica C'(h), respectivamente. Recordando la forma de 4(h) en (1.1) y C(h)
en (1.2) en los estimadores de los pardmetros ¢ son

o bien

donde h;, « = 1,...,m son los nodos de h para calcular los estimadores empiricos del
semivariograma o funcién de covarianza.

1.5.6. Propiedades de Kriging
» La prediccion por Kriging es insesgada
EX,,] = E[X,]

7
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1.5. Kriging

= Esta version de la prediccion por Kriging confia plenamente en la exactitud de las
observaciones X;, = x5, (no se asume error de medicién), por eso se le considera
como un caso de interpolacion.

= La prediccién por Kriging X, es el MPLI de X si los supuestos se cumplen. Sin
embargo

* Como cualquier método, puede ser muy malo si los supuestos no se cumplen.

* Predictores no lineales o no insesgados pueden ser mejores.

* No se garantizan las propiedades si se usa un variograma incorrecto. Sin em-
bargo, usualmente aun asi se produce una buena interpolacion.

* Que sea el MPLI, no significa necesariamente que sea siquiera bueno, por ejem-
plo, si no hay dependencia espacial la interpolacion por kriging es tan buena
como la media aritmética.

* Kriging da o7 como una medida de la precision. Pero, esta medida depende de
que el variograma usado sea el correcto.

= Existen resultados asintéticos para estos predictores lineales. Stein distingue dos sen-
tidos de resultado asintotico

* Cuando la regién de observacion crece con el nimero de observaciones de tal
modo que la distancia entre observaciones vecinas se mantenga constante (de
forma aproximada).

» Cuando se incrementan las observaciones en una region fija y acotada.
El segundo enfoque, que es el que Stein sigue, encuentra que existen diferencias
entre el comportamiento de las interpolaciones (predicciones en lugares rodeados"por

observaciones) y extrapolaciones (predicciones en lugares que salen del rango de
observaciones).

Mais detalles sobre variogramas, Kriging ordinario y Kriging simple en la Parte 1 de
Cressie, 1992.
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CAPITULO 2

Preeliminares de INLA

2.1. Modelos jerarquicos

Los modelos jerdrquicos son modelos estadisticos escritos de forma condicional en
multiples niveles (forma jerdrquica). Los pardmetros en niveles inferiores son realizaciones
no observadas de variables aleatorias cuya distribucion es especificada por los pardmetros
de los niveles superiores.

Un modelo jerarquico (de tres niveles) usualmente tiene la siguiente estructura

Nivel I. Observaciones

k

p(z]0) = p(z1, ..., wx|0h, ..., O) = Hp<x1’91)

i=1

Nivel 1. Parametros/ Variables latentes u observaciones perdidas

Nivel II1. Hiperpardmetros
¢

Es usual emplear esquemas de este tipo de modelos mediante grafos dirigidos. Aqui los
vértices son los pardmetros y variables aleatorias donde las aristas dirigidas representan la
distribucién condicional de la variable aleatoria en el extremo final dado el pardmetro en el
extremo inicial (Ver Figura 2.1).

En este caso ¢ juega el papel de hiperpardmetro, las 6; son variables aleatorias y también
son parametros de la distribucién de las x; que son las observaciones.

Una de las cualidades de estos modelos es que son muy flexibles y permiten incorporar
componentes (por ejemplo, espacial y temporal) de forma sencilla. Ademads, esta formu-
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2.1. Modelos jerarquicos

0, 6, .. (Ik
Xl XZ ..... x/‘

Figura 2.1: Esquema basico de modelos jerarquicos

lacidn jerdrquica permite juntar la informacion de distintas unidades (estados, municipios,
etc.) en un mismo modelo sin dejar de considerar que los datos vienen de unidades dife-
rentes. Las observaciones individuales estdn asociadas a alguna unidad y a su vez todas las
unidades se rigen por una ley probabilistica comun.

A continuacién expondremos una version de modelo jerarquico de tres niveles donde la
asociacion de variables latentes e hiperperametros es lineal, todos con distribucién Normal.
La utilidad de esta formulacién es que tanto la distribucién marginal posterior a|y como
la condicional posterior 3|a, y se conocen explicitamente (ver Gutiérrez-Pefa, 1998). Para
esto asume que las matrices de covarianza X, y >3 son conocidas, pero puede dejarse unos
factores multiplicativos 05 y aé libres de modo que se hace la inferencia a través de un
Muestreador de Gibbs.

Ejemplo 2.1.1. Version general de modelo jerdrquico lineal Gaussiano

Y =Xp+¢e, &~ Normal,(0,%,);
B=Ha+w, w~ Normalp(O, Eﬁ);

a ~ Normaly (o, Xq).

En este caso X y H son covariables; X se usa para modelar Y, mientras que H se usa
para modelar 3. Es comun usar X para codificar las observaciones por individuos, tiempo
0 estratos asi como sus respectivas caracteristicas; mientras que H se usa para codificar
y agregar las caracteristicas de las unidades en el nivel superior de agregacion (escuelas,
hospitales, distritos, etc.). Para mostrar que este tipo de modelos puede abarcar muchos
casos particulares destacamos que, por ejemplo, este modelo jerarquico lineal bajo ciertas
especificaciones corresponde a un modelo de efectos aleatorios simple.

Si suponemos p =n = kyq =1,y ademds

Nivel I Seany = (y1,....,yx)", X = L y ¥y = 0.1

Nivel Il Sean H = 1), = (1,..,1)" y¥s = 03l ya € R.

Nivel IIl Sean oy € Ry %, = o2.

El modelo general se corresponde a un modelo de efectos aleatorios donde la varianza
de las observaciones ‘75 y de los efectos aleatorios aé se suponen conocidas, con una distri-
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Capitulo 2. Preeliminares de INLA

bucién previa conjugada Normal(ayg, 02) para la media del efecto aleatorio o (que en este
caso particular es equivalente a un intercepto aleatorio), es decir,

Yi| X, B Ny Normal(5;, 03) coni=1,... k;
BilH , o Y Normal(a,03) coni = 1,..., k;
o ~ Normal(ag, 02).

Notemos que la formulacién de modelos de forma jerdrquica no estd comprometida con
un enfoque de inferencia en particular. En nuestro ejemplo anterior, lo tinico Bayesiano es
la asignaciéon de una previa a «. Desde el enfoque frecuentista, pueden encontrarse los
estimadores maximo verosimil a través del algoritmo EM. Los modelos jerarquicos Baye-
sianos ademds asignan distribuciones iniciales a los pardmetros del modelo. Debido a la
estructura condicional del modelo, bajo el enfoque Bayesiano resulta muy conveniente el
uso del muestreador de Gibbs (MCMC) para hacer la inferencia de los pardmetros (apro-
ximar las distribuciones posteriores) pues la formulacion de los pasos iterativos aprovecha
que no todos los parametros dependen directamente entre si (esto es, cualquier pardimetro
condicionado a otros ciertos pardmetros es independiente a los restantes).

Sin embargo, debido a la enorme cantidad de pardmetros por estimar (recordemos que
cada cantidad desconocida implica una simulacion por elemento de la cadena en el mues-
treador de Gibbs) la generacion de cadenas de elementos de la muestra puede ser extrema-
damente costosa en términos de poder computacional.

Implementar el algoritmo de muestreador de Gibbs involucra simular cada variable la-
tente o pardmetro desconocido. Esto se puede hacer calculando la densidad condicional
completa de cada variable y simularlas una por una de forma iterativa. También, esto puede
hacerse simulando por bloques, por ejemplo, si algunas variables tienen una distribucién
condicional Gaussiana multivariada. El problema de emplear MCMC, en especial el mues-
treador de Gibbs, es que obtener una sola observacion de todas las variables puede invo-
lucrar muchas simulaciones y, al estar posiblemente muy correlacionadas las variables, la
muestra efectiva resultante (que debe ser suficientemente pseudo-independiente) puede ser
muy reducida, cuya correccion requeriria cadenas mas largas.

Afortunadamente, la independencia condicional también puede aprovecharse al hacer
una aproximacion de Laplace de las distribuciones marginales posteriores. Mientras que la
independencia condicional de las distribuciones posteriores conduce a distribuciones con-
dicionales completas que s6lo dependen de algunos pardmetros, las matrices de precision
posteriores resultan tener ceros cuando dos variables (pardmetros) son condicionalmente
independientes. La llamada aproximacion de Laplace puede obtenerse aplicando de forma
especifica una aproximacion Gaussiana, que no es mas que emplear sélo la informacién del
vector de medias y matriz de precision (o covarianzas) del vector aleatorio cuya densidad
se desea aproximar.

El uso de aproximaciones analiticas, como la aproximacion de Laplace y la aproxima-
ciéon Gaussiana, no requiere un gran nimero de iteraciones para asegurar que se tiene una
buena aproximacién de la densidad. Sin embargo, el error de aproximacion estard determi-
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nado por el tamafio de muestra y no puede mejorarse aumentando el tamafio de la cadena.
Este hecho implica tiempos de ejecucion considerablemente menores usando aproximacio-
nes analiticas respecto a los tiempos de ejecucion de las aproximaciones via MCMC, si
bien estas, con suficiente poder y tiempo computacional, tendrian errores de aproximacion
menores.

Para ver mds casos de modelos jerdrquicos en diversas aplicaciones estadisticas se re-
comienda ver Skrondal & Rabe-Hesketh (2004).

2.1.1. Modelos jerarquicos con componente espacial y temporal

Primero, definimos y = (y1, ..., ¥) el vector de variables de respuesta observadas, cuya
distribucién es miembro de la familia exponencial (generalmente), y la media y; (para la
observacion y;) estd convenientemente ligado a un predictor lineal 7; usando una funcién
liga apropiada (también es posible ligar el predictor a un cuantil). Este predictor lineal
puede incluir coeficientes en covariables (efectos fijos) y distintos tipos de efectos aleatorios

ng nf
ni =Oé+25jzji+2f(j)(um) + & 2.1
=1 k=1

donde « es el intercepto, 3;,7 = 1,...,ng los coeficientes para algunas covariables z, las
funciones f\/) definen n; efectos aleatorios sobre covariables u. Por dltimo, cada ; es un
término de error.

El vector de todos los efectos latentes se denota con el vector & e incluye el predictor
lineal, coeficientes asociados a las covariables, es decir,

x = (o, B,u,n).

Ademas de depender de x, la distribucion de y dependerd de un vector de hiperpardmetros
6,. Cudles son estos 0, depende del modelo que eligamos para las variables de respuesta
ylz.

La distribucién de los efectos latentes x es un Campo Aleatorio Gaussiano Markoviano
(GMREF) (ver Seccién 1.4.3) con media cero y matriz de precisién Q)(65), donde 65 es un
vector de hiperpardmetros. Denotamos el vector de todos los hiperpardmetros del modelo
como 0 = (61, 0,).

Mencionamos que es posible ligar el predictor 7; a cuantiles, pero es mas comun ligarlo
a la media. Esto se hace a través de una funcién liga de modo que si p; = E(y;|z;), entonces
n; = g(u;) con g(-) es la llamada funcién liga.

En este esquema de efectos aleatorios es facil introducir el efecto espacial, el efecto
temporal asi como un efecto que considere una interaccion entre espacio y tiempo. Una
especificacion posible es

ng
Nit = 04+Zﬁj2ji + Ui + Vi + e+ O + i
=1
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donde v; es el efecto espacial local asociado a los vecinos, v; el efecto espacial asociado al
estado propio, 7, es el efecto temporal asociado a los tiempos vecinos (o pasados), ¢, es el
efecto temporal asociado al tiempo propio y ¢;; el efecto de interaccion espacial-temporal.
En este caso, respecto a la Ecuacién (2.1), u = (v,v,~,¢,8)y f9(-) = I(-) es la funcién
identidad para todo j. Respecto al efecto espacial, podemos proponer una especificacion
Besag-York-Mollie (BYM) para v; que es el residual estructurado espacialmente modelado
con estructura autorregresiva condicional intrinseca (iCAR)

v;|vj2i ~ Normal(m;, s7),

i

donde
m, = ZjeN@ Uj’ 2 o2 _
#N(@) T #N)
N(7) son las areas vecinas del area ¢ y #N(i) es el nimero de vecinos del drea 1.
El efecto espacial propio del area i, v;, se modela con un vector v, Normal intercam-
biable en el sentido finito (ver Definicion 4). Por ejemplo, pueden definirse como condicio-

nalmente independientes dado 7,

v; ~ Normal(0, 7,,).

El término v; en (2.1) representa el efecto temporal estructurado, modelado de forma
dindmica en una estructura de vecinos. Por ejemplo, podemos proponer un modelo de ca-
minata aleatoria donde las distribuciones de los efectos son

Ye|y—¢ ~ Normal(y441,7,) parat = 1

Verr t -1 Ty
2 )

Ye|y—¢ ~ Normal(y;_y, 7,) parat =T

Ye|v7—+ ~ Normal ( ) parat =2,....T — 1

Mientras que el vector ¢ = (¢4, ..., ¢7) se puede modelar con una Normal intercambiable
tal que
¢y ~ Normal(0, 74) parat = 1,..,7T.

Existen varias formas de definir el término de interaccién d;;. Se puede asumir que los
dos efectos no estructurados v; y ¢; interactian a través de modificar la matriz de precisién
de (v, ¢) como el producto escalar 7, (0 7,) y la llamada matriz de estructura F), ( Fy),
que identifica la estructura vecindante; aqui la matriz de estructura Fjs puede factorizarse
como el producto de Kronecker de las matrices de estructura para vy ¢: Fs = F, ®
Fy = 1 ®1 = I (yaque ambos v y ¢ son no estructurados respecto a las covarianzas,
es decir, tienen matrices diagonales por matriz de covarianza). Consecuentemente en este
caso, no asumimos estructura ni espacial ni temporal en la interaccién y por lo tanto d;; ~
Normal(0, 75).

Este modelo puede considerarse como un caso particular del modelo especificado en la
Tabla 2.1 donde * = {«,3,v,v,7,¢,d,n} es el campo Gaussiano Markoviano y 6 =
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{7v, 7w, Ty, T4, 75} son los hiperpardmetros .

Recordemos que la especificacion del efecto espacial y temporal (mientras sea en tér-
minos de distribuciones normales) simplemente cambia la forma y pardmetros de la matriz
de varianza (o de precisiéon). En general podemos proponer ver modelos con efectos fi-
jos y aleatorios (espacio-temporal) como un modelo con estructura jerdrquica siguiendo el
esquema en la Tabla 2.1.

Tabla 2.1: Esquema general de modelos jerarquicos con efectos mixtos lineales

Nivel Nombre FGDP condicional Especificacién
I Observaciones p(ylz,0) pylz.0) = [T, p(yil6)
Il Campo aleatorio latente p(x; 0) X = Aw + BB, w ~N(0,Q7%(9))
I Hiperpardmetros p(0) Definirse segtin conocimiento previo

Otros ejemplos de modelos jerarquicos que incorporan efectos aleatorios espaciales se
pueden consultar en Banerjee, Carlin & Gelfand (2014).

2.1.2. Modelos para datos con excesos de ceros

Son diversas las razones por la que los datos tienden a reportar mds ceros que los que
que se pueden modelar con un proceso puntual simple. Entre estas razones estdn la natu-
raleza de los datos y la deficiencia en el sistema de captura o vigilancia. Debido a ésto, es
conveniente poder incorporar modelos que capturen este excedente de ceros en los datos.
A continuacién describimos dos de ellos.

Usualmente se usan uno de dos enfoques para tratar datos con exceso de ceros. El
modelo con obstaculo (Hurdle) y el modelo inflado en cero. Ambos modelos pueden verse
como modelos de mezcla, y por tanto también como modelos jerarquicos. Ambos enfoques
son similares, pero existen diferencias sutiles. A continuacién se describen cada uno.

Modelos con obstaculo

Se trata de un modelo de mezclas con dos componentes. El primero genera valores
distintos de ceros y el segundo es un punto de masa en cero. En general, el obstdculo podria
estar en cualquier valor, no necesariamente cero. Notamos que bajo este modelo todos los
ceros son generados por un mismo proceso, es decir que los ceros son ceros estructurales.
En particular, consideramos la mezcla entre un punto de masa en el cero con probabilidad
m; y una distribucién Poisson truncada en cero con probabilidad (1 — 7;). Esto es,

P(Y,=0)=m, 0<m<1
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Nee=Ai
donde Y; es la :-ésima observacion. Esta definicion puede extenderse de tal modo que con-
sideremos un modelo de regresion log-lineal (Modelos de Regresion Lineal Generalizados
Poisson) sobre los pardmetros \;. Andlogamente, se puede considerar una regresion logfs-
tica sobre las ;.

Modelos inflados

En contraste con el modelo anterior, la probabilidad de obtener un valor particular,
como el cero, no sélo viene dada por la probabilidad de obtener el valor estructural. En el
caso Poisson con valor inflado cero, la funcién de probabilidad del llamado modelo Poisson
inflado en cero (ZIP) es

PY;=0)=m+ (1 —m)e™, A>00<m<1

A=A
k'

donde Y; es la i-ésima observacién. Podemos ver este modelo como un modelo de mezcla
entre una v.a. concentrada en cero y un modelo Poisson. Al hacerlo de esta forma, estaria-
mos concibiendo una variable latente (z;) que representa si la observacion i-ésima es un
cero estructural (viene de la distribucion degenerada en cero) o no. Notemos que en este
caso, es un poco mds complicado proponer un modelo de regresion sobre 7;, pues a dife-
rencia del modelo con obstidculo no todos los ceros son estructurales y no pueden tratarse
como procesos de inferencia separados.

Si suponemos m; = my A\; = A paratodo i = 1,...,n, es facil construir este modelo
como un modelo jerdrquico de tres niveles.

Nivel I. Observaciones

p(yZ’J;Z: >\77T> - {)\yieA

! si T; = 0
il

Nivel I1. Variables latentes
X;|m, A ~ Bernoulli(7).

Nivel 111. Hiperpardmetros
A,

Proponiendo un modelo semiconjugado para Ay m, A ~ Gamma(c, 5) y © ~ Beta(a, b)
independientes y escribiendo las densidades de forma conveniente
Nivel I. Observaciones

_ M\ieg=A 1—z;
p(yilzi, A, m) = (Ly; = 0])™ ( y;! ) ’
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Nivel II. Variables latentes
p(xi]m, \) oc (m)% (1 — 7)1,
Nivel I11. Hiperpardmetros
p(\, ) oc X le P )T (1 — )bt

La densidad generalizada conjunta posterior del modelo Poisson inflado en cero es

n

pla, \, 7ly) o )\a—le—ﬁ)\(ﬂ_)a—l<1 _ 71_>b—1 H [(ﬂl[yi = 0])" ((1 — ) \ig™ ) - z]

|
i=1 Yi:

Es interesante observar lo sencillo que es obtener el muestreador de Gibbs para este
modelo, pues

1fy; =
Xi|X_s, A, 7w ~ Bernoulli Ly = 0] ——
mlly; = 0]+ (1 — 7T)—yl_!

| X = x, \ ~ Beta (a—i—in,b—l—n— Zmz>
i=1 i=1

- p
MX =x,m~Gamma | a+ » [(1 —z;) Xy, =
( ZZ:; L+ (n =300 2:)B
Mas detalles sobre los modelos para datos con exceso de ceros, tales como la aplicacion
de regresion en los pardmetros de la mezcla, pueden encontrarse en Arab (2015).

2.2. Diferencia entre estimacion y prediccion

En el campo de la estadistica existen una gran cantidad de tipos de problemas esta-
disticos, por mencionar algunos, estimacion puntual, prediccidn por intervalos, pruebas de
hipétesis, andlisis de discriminante, andlisis de grupos, etc. Todos ellos se diferencian segtin
el tipo de variable (categdrica nominal, ordinal, continua, discreta) de variable de respuesta
y de las variables explicativas, asi como el espacio en el que vive la solucién que buscamos.

Una clasificacién particularmente interesante es la dicotomia entre problemas de esti-
macién y problemas de prediccion. Tradicionalmente, se suelen caracterizar de forma in-
formal estos dos problemas siendo la estimacién lo que podemos decir de cantidades fijas
que indexan o caracterizan nuestro modelo, y la prediccion queda reservada para el cono-
cimiento de cantidades aleatorias no observadas generadas por nuestro modelo estocéstico.

Esta distincion se hace menos clara al tratar de definir que tipo de problema de infe-
rencia es el que se hace sobre, por ejemplo, variables latentes. Segin nuestro modelo, no
son cantidades fijas ya que tienen una distribucién de probabilidad, pero ya han ocurrido
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(pues afectan las variables observadas) pero no fueron observadas y, como una observaciéon
perdida, ya no tenemos esperanzas de eventualmente observarla.

Una observacion que podria ayudarnos a dar una distincion, al menos pragmatica, de
estos dos casos es que en la estimacion las medidas de incertidumbre (como la varianza
en la estimacion puntual o el tamafio de los intervalos en estimacion por intervalos) se
reduce al aumentar el tamafio de muestra. Sin embargo, esto no ocurre con, por ejemplo, los
intervalos de prediccion, esta reduccion esta limitada por lo que nuestro modelo considera
ruido, error, o variabilidad intrinseca. En este sentido, la precision de la prediccion del
modelo estd cominmente limitada por lo que el modelo considera ruido. Adicionalmente,
en el caso de estimacion puntual, podemos mencionar que la estimacion tiene la nocién de
consistencia, mientras que para la prediccion solo lo tendria respecto a la media.

Para ejemplificar esto consideremos el siguiente un modelo clasico Normal (1, 0%) y
veamos el comportamiento de los intervalos de estimacion y prediccion.

Para una muestra X1, ..., X,, ~ Normal(y, 0?) independiente con y y 0% desconocidas,

_ X
Sy/1/n

Por lo que los intervalos bilaterales de confianza 1 — « para este caso de estimacion son de

la forma
_ Y 1
n

Siendo X1, ..., X,, ~ Normal(y, 0?), con p,0% y X,,;1 desconocidas tenemos que

~ t-Student,,_;.

X1 — X

_Ontl 2 t-Student,_;.
Sv/14(1/n)

Por lo que los intervalos bilaterales de confianza 1 — « para este caso son de la forma

_ Y 1
X:I:t,lH/QS\/lJrﬁ.

Este ejemplo se trata del método de cantidades pivotales a un problema de prediccion.

En relacion al intervalo de prediccion, consideremos X, ..., X,, ~ Normal(u, 1), tene-
mos que X ~ Normal (4, 1) que es independiente a X, . Entonces

Xn+1 -7
V1+(1/n)

Ademas, si X1, ..., X,, ~ Normal(0, o) entonces

~ Normal(0, 1)
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De nuevo, por independenciade sy X,

Xn+1
S

~ t-Student,,_.

Finalmente, como 7,, y s son independientes, podemos combinarlas en una cantidad pivotal

Xn+1 - fn

sp/1+1/n

~ t-Student,,_;.

2.3. Aproximacion de Laplace clasica

La aproximacién de Laplace es una aproximacién a una integral con cierta forma. A
pesar de que podria parecer restrictiva, en realidad esta forma es muy general. Se desea
calcular la integral de la forma

I— / 4(8) exp{—nh(0)}d6

donde ¢ : RY — Ry h : RY — R son funciones suaves de 8. Supongamos que h(-) tiene
un minimo en 6 y es dos veces diferenciable. El método de Laplace aproxima [ a través de

I = q(8)(27/n)"?|2(0)['? exp{—nh(0)}, 2.2)

A 9?h(O) "
2(0) = .
(©) { 00706 }
Proposicion 1. Si (0 —0) = O(n/2), podemos decir que el error relativo de I es O(1/n).
Es decir,

donde

I=TI{1+0(n"YH}.

Esta demostracion de la aproximacion de Laplace se basa en la expansion de Taylor.
Se reproduce el caso univariado de Gutiérrez-Pefia (1997) ya que el caso multivariado es
analogo.

Demostracion. Consideramos la expansion en serie de Taylor tanto de h(-) como de ¢(-)
alrededor de 6. Supongamos que (0 — 0) = O(n~'/?).
Desarrollando h(6) alrededor de # tenemos

d*h(0 A
! ae(k )(9 —0)". (2.3)

| —

h(0) = h(0) + f:

3

Notemos que,

= 0O(1) paratoda k = 1,2, ...
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~

por lo que al multiplicar por n(f — 0),

n *h(f)
k! 06k

(0 — ) = O(n'"*/?) paratodak = 1,2, ...

Considerando (2.3) hasta su tercer grado, multiplicando por n y substituyendo la expre-
sién anterior se tiene

nh(8) = nh(8) + 2;@) (0 —6) + ”Té‘)) +OnY),
dond
- 5(0) — {82}‘(9) } @)= 1O gy
~ o YT = " hgs
Es decir,

exp{—nh(#)} = exp{—nh(0)} exp {—2;@) (6 — é)2} {1 - nTT(@ + O(n_l)} {1+0(n™ 1)},

De manera similar, al desarrollar Taylor de ¢(6) alrededor de 0 tenemos

) 8q(é) ) n-!
o0) = a(0) + S0~ 0) + 0™
Asi,
4(6) exp{ ~nh(6)} = {q<é> F )0 -0y - OO _ndOrO) gy, o<n—1>}

X exp {—m(ﬁ — 0)2} exp{—nh(0)}{1+O(n ")}

(2.4)

Nos interesa integrar (2.4) y notemos que
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Al integrar ambos lados de (2.4),

I = q(0)(2m/n)"*5(0)" exp{—nh(0)}{1 + O(n"")}
= [{1+0(n™)}.

2.4. Seleccion de modelos Bayesianos

En esta seccion introduciremos algunos de los criterios propuestos por varios autores,
algunos muy usados en la prictica, empleados para resolver el problema de pruebas de
hipétesis y el problema de selecciéon de modelos.

2.4.1. Verosimilitud marginal y factor de Bayes

La verosimilitud marginal de un modelo es simplemente la funcién de densidad evalua-
da en los datos observados dado cierto modelo, es decir, p(y|M), que es marginal de los
parametros del modelo. Cuando consideramos un conjunto de M modelos {M,,, }M_ |, sus
respectivas verosimilitudes marginales pueden representarse como p(y|M,,) para indicar
que son distintas para cada uno de los distintos modelos. Cuando el modelo en cuestion es
tinico es usual omitir la notacién condicional en M, dejando sélo p(y). En general es dificil
calcular la verosimilitud marginal debido a que requiere integrar todas las cantidades des-
conocidad, sean parametros o variables latentes. En el contexto donde sélo los pardmetros
son desconocidos

p(y) = Eo(p(y]0)) = / p(y|8)p(6)d6.

Mientras que en el contexto de Campos Gaussianos Markovianos Ocultos (ver la de-
finicién 1 en la Seccién 1.4.3) donde y son las variables observables y « es el Campo
Gaussiano Markoviano Oculto

_ [ p(6)p(x[0)p(y|z, 6)
ply) = / de.
p(x]0,y)

Como vemos, en el modelo usual de INLA es relativamente claro como calcular una
aproximacion a la verosimilitud marginal, también llamada evidencia o densidad predictiva
previa evaluada en los datos. En modelos que salen de este esquema no siempre es claro
ni sencillo como calcular o aproximar la verosimilitud marginal. En el caso de métodos
variacionales Bayesianos aprovechan una desigualdad por abajo (cota inferior) para apro-
ximar esta evidencia a favor del modelo. En INLA podemos aproximar p(y) directamente
al integrar la funcién p(y|@) usando los puntos de integracién de 8. Veremos en la Seccién
3.2.3 que p(y|0) se calcula con la aproximacién de Laplace.
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Més aun, la verosimilitud marginal puede usarse para calcular la probabilidad posterior
de un modelo ajustado mediante

p(Mp|y) o< p(y|M,,)p(M,,),

donde p(M,,) es la probabilidad previa de cada modelo.

Por dltimo, la verosimilitud marginal puede usarse para calcular el factor de Bayes para
compara dos modelos dados.

Factor de Bayes (BF)

El factor de Bayes corresponde a la razén de dos verosimilitudes marginales de dos
hipétesis a contrastar. La probabilidad posterior p(M|y) del modelo M dados los datos y
esta dada por el Teorema de Bayes

_ p(y[M)p(M)

Para un problema de seleccion de modelos en que debemos escoger entre dos modelos
basado en los datos y, la plausibilidad de ambos modelos M, y My, parametrizados por el
vector de parametros 0, y 0, se contrasta por el factor de Bayes K

_ p(y[M) _ J p(6:|My)p(y 01, M) db, _ p(Mi|y) p(M>)
p(y!MQ) fp(02|3\/[2)p(y|02,3\/[2) e, p(M2|y)p(M1)
Si los dos modelos son igualmente probables inicialmente, se tiene que p(M;) = p(My),

y entonces el factor de Bayes es igual a la razén de las probabilidades posteriores de M; y
M.

Para interpretar el factor de Bayes podemos emplear la muy conocida escala de Jeffreys

K

logip K \ K \ Contundencia de la evidencia
Menora ) Menora 1 Negativa (Apoya a M)
DeOal/2 Dela3.2 Apenas merece mencion

Del/2al De3.2al0 Positiva
Dela3/2 DelO0a31.6 Fuerte
De3/2a2 De31.6a100 Muy Fuerte
Mayora2 Mayora 100 Decisiva

Tabla 2.2: Escala de Jeffreys

o bien la escala sugerida en Kass & Raftery (1995).

43



2.4. Seleccion de modelos Bayesianos

In K | K | Contundencia de la evidencia

DeOal Dela3 No merece mds que una breve mencién
Dela25 De3al2 Positiva

De2.5a5 Del2al50 Fuerte

>5 > 150 Decisiva

Tabla 2.3: Escala de Kass & Raftery

2.4.2. Criterio de Informacion Bayesiano (BIC)

El Criterio de Informacién Bayesiano (BIC) en Claeskens & Hjort (2008) formalmente
se define como

BIC = In(n)k — 21n(L)

donde L es el valor maximizado de la funcién de verosimilitud del modelo M, es decir
L=nply| 0, M), donde 6 son los valores de los pardmetros que maximizan la funcién de
verosimilitud; y son los datos observados; n es el nimero de observaciones o tamaiio de
muestra y k es el nimero de pardmetros estimados por el modelo.

Por ejemplo, en regresion lineal multiple, los pardmetros estimados son: el intercepto,
los g pardmetros de pendiente y la varianza (constante) de los errores. Por lo que k = ¢+ 2.

En Konishi & Kitagawa (2008) derivan el BIC al aproximar la distribucién de los datos,
integrando respecto a los pardmetros empleando la aproximacion de Laplace empezando
de la siguiente forma

Py | M) = / Dy | ,7)p(8 | M) d6

donde p(0 | M) es la previa para 8 bajo el modelo M.
Como vimos en la Seccidn 2.3, las integrales que podemos calcular con la aproximacién
de Laplace son de la forma

I= /q(@) exp{—nh(0)}d0

donde ¢ : R* — Ry h : R¥ — R son funciones suaves de 6. Siendo en este caso
q(0) = p(@ | M)y h(0) = —logp(y | 8, M) en el caso de una muestra independiente e
idénticamente distribuida. El método de Laplace aproxima [ a través de

I =q(8)(2m/n)*?|2(6)|"/ exp{—nh(8)},

o (o)

Al tratarse de la log verosimilitud (por observacién), log(p(y|@, M)), resulta que el va-

donde
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lor que maximiza h (@) es el Estimador Maximo Verosimil (EMV), 6y 52() es informacién
de Fisher promedio o informacién observada de Fisher por observacién J(8).
De este modo,

I = p(8)(2m/n)*2[7(8)|"/* exp{—nlog(p(y|6, M)}
Conforme n aumenta, podemos ignorar |J (§) |y p(é) ya que no dependen de n y son por
tanto O grande (O(1)). Si denotamos a la funcién de verosimilitud valuada en su maximo
L = L(6) = p(y|@, M), entonces

p(y | M) =exp{InL — (k/2) In(n) + O(1)} = exp(—BIC/2 + O(1)),

donde el BIC queda definido como arriba.
Si bien aqui hemos justificado el uso de L como el valor mdximo de la funcién de ve-
rosimilitud, también es comun encontrar y justificar las siguiente dos posibles alternativas:

(a) L es lamoda posterior Bayesiana de L(6).
(b) es el EMV 6 valuado en L(8) (siempre que -5p(0 | M)|,_g # 0).
Por lo tanto la posterior es

pPM | y) o< p(y | M)p(M) ~ exp(—BIC/2)p(M).

2.4.3. Densidad Predictiva

Para lo que sigue, llamaremos indistintamente log densidad predictiva o log verosi-
militud a log p(y|@). A continuacién presentamos un resultado asintético de la densidad
predictiva para modelos lineales normales que también es util como punto comparacién e
interpretacidn para casos no lineales o no normales.

Bajo condiciones de regularidad estdndar, la distribucién posterior p(6|y), en el limite
se aproxima a una distribucién normal al aumentar el tamafio de muestra DeGroot (2005).
En este limite asintdtico la posterior es dominada por la veromilitud, por lo que la previa
sOlo contribuye un factor, mientras que a verosimilitud contribuye n factores, uno por cada
observacion. Asi que la verosimilitud se aproxima a la misma distribucién normal.

Conforme el tamafio de muestran — oo la distribucién posterior 8|y — Normal(8,, V/n).
En este limite, la log densidad predictiva es

log p(y16) = e(y) — 5 (Klog(2m) + log[Vi/n| + (8 — 6,)7 (Vi/n) (6 — 80)).

donde ¢(y) es una constante que solo depende de los datos y y la familia del modelo pero
no de los parametros y V/n corresponde a la matriz de covarianzas posterior de 6.

La distribuciéon normal multivariada limite de € induce una distribucién posterior de la
log densidad predictiva que resulta ser igual a una constante (igual a c(y) — 3(klog(2m) +
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log [Vp/n|)) menos § veces una variable aleatoria con distribucién x7, donde k es la dimen-
si6n de 0, es decir, el nimero de pardmetros en el modelo.

Es facil ver que el maximo de esta distribucion de la log densidad predictiva se alcanza
cuando 0 es igual al estimador mdximo verosimil (EMV) y la media posterior es un valor
¥ menor.

Para modelos no lineales normales, este resultado asintético es s6lo una aproximacion,
pero sera util como punto de referencia para interpretar la log densidad predictiva como
medida de la bondad del ajuste.

Podemos resumir la exactitud (accuracy) del modelo ajustado a los datos mediante

Ippd = log densidad predictiva en un punto (log pointwise predictive density)

= log p(%ily)
= log / p(i | 0)p(0ly)do

donde y; son datos futuros a observar. Podemos definir el valor esperado para las observa-
ciones fuera de la muestra y;

elpd = log densidad predictiva esperada para una nueva observacion
= By log p(uily)
— [ ogptaly) f(@di.~

donde f es la distribucién de los datos.
También podemos definir una medida de precision para un conjunto de n datos

elppd = log densidad predictiva esperada para un nuevo conjunto de datos

= Eylogp(iily).

=1

Por razones histéricas, las medidas de exactitud predictiva son llamadas criterios de
informacion y tipicamente se definen en términos de la devianza (la log densidad predictiva
de los datos dado un estimador puntual calculado del modelo ajustado, multiplicado por
—2, es decir, —21log p(y|0)).

El estimador puntual calculado 6 y la distribucién posterior p(8|y) se obtienen de los
datos y, y las predicciones para valores fuera de la muestra tipicamente son menos precisos
que los de los datos dentro de la muestra.

En mucha de la literatura sobre presicion predictiva, la inferencia de @ no se resume
usando una distribucion posterior sino un estimador puntual 0, tipicamente el estimador de
maxima verosimilitud (MLE). Asi, la precision para valores fuera de la muestra se define
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mediante elpdy; = E(log p(gj|é(y))) donde y y 7 son ambos aleatorios.

2.4.4. Criterio de Informacion de Akaike (AIC)

Sea k el nimero de pardmetros estimados en el modelo. La correccion del sesgo mas
simple estd basado en la distribucién asintética posterior. Se resta el niimero de pardmetros
de la log densidad predictiva (verosimilitud valuada en el EMV):

elpdyec = 1ng(y|éEMV) — k.
Tal como lo definié Akaike (1973), el AIC es lo anterior multiplicado por —2, asi

AIC = —2log p(y|0grv) + 2k.

2.4.5. Criterio de Informacion de Devianza (DIC)

El criterio de informacién de devianza es, por asi decirlo, una versién Bayesiana del
AIC y fue definido por Spiegelhalter, Best, Carlin & Van Der Linde (2002). Tiene dos
diferencias respecto al AIC; en primer lugar remplaza el EMV 0 por la media posterior
égayes = E(8|y) y en segundo remplaza k por una correccion del sesgo basada en los datos.
Esta nueva medida de la precision de la prediccion es

elpdDIC - IOg p(y|éBayes) — Pbic,

donde el ppic es el nimero efectivo de pardmetros definido por

poic = 2 (108 p(y10501e) — E(log p(y10)]y)) -

donde la esperanza del segundo término es la media de la verosimilitud respecto a la distri-
bucién posterior de 6.

Una version alternativa del DIC usa una definicion ligeramente diferente del nimero
efectivo de pardmetros

PpICalt = 2Var(logp(y|9) |y)

La justificacion del uso de estas cantidades para estimar el nimero efectivo de pardme-
tros puede encontrarse en Spiegelhalter et al. (2002). La cantidad a la que llamamos el DIC
se define en términos de la devianza en lugar de la log densidad predictiva,

DIC = —21og p(y|Bsayes) + 2Ppic-

2.4.6. Criterio de Informacion de Watanabe-Akaike (WAIC)

Introducido en Watanabe (2010), que entonces lo llamé también criterio de informa-
cién ampliamente aplicable (Widely Applicable Information Criterion) es una aproxima-
cion mas propiamente Bayesiana para estimar un valor esperado fuera de la muestra.
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—2elppd = —2) _log p(yi|y)

=1

y definimos el criterio de Informaciéon de Watanabe-Akaike (WAIC) como
WAIC = _2eTPEjWAICi

donde elppdy,;c; depende de cudl de las dos posibles estimaciones del nimero de pardme-
tros efectivos se use,pwaic 1 O pwaic 2. La primera aproximacion es una diferencia, similar a
como se construyo el ppyc:

pwaict = 2 Z (log(E(p(1:10)|y)) — E(log p(y:(0)|y)) .

i=1
La otra medida usa la varianza de los términos individuales en la log densidad predictiva
sumando sobre los n datos:

PwalC2 = Z\/ar(logp(yi\ﬂ)]y).

i=1
Esta expresion se ve similar a la formula para ppyc ¢ (salvo por el factor 2), pero es més

estable pues calcula la varianza por separado para cada dato y luego los suma, sumar da
estabilidad.

Podemos usar tanto pwaic ;1 COmo pwaic 2 como correccion del sesgo:
Eﬂ’&iwmc = Ippd — pwaic
Como hicimos para el AIC y el DIC, definimos el WAIC tal que
WAIC = —2elppdyc = —2lppd + 2pwarc,

de tal modo que este en la escala de la varianza. En la definicion original de Watanabe, el
WAIC es el negativo del promedio de las log densidades predictivas puntual (suponiendo
la prediccién de una nueva observacion) y dividido por n son el factor 2.

Para mas detalles sobre la densidad predictiva, el AIC, DIC y WAIC ver Gelman,
Hwang & Vehtari (2014).

2.4.7. Ordenadas Predictivas Condicionales y Transformacion Inte-
gral Predictiva

Consideremos la densidad posterior marginal de un elemento del campo Gaussiano
Markoviano

plaily) = / p(:]0, 4)p(B]y)d
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del i-ésimo componente x; de . Podemos aproximarlo mediante

plrily) = plwil0,9)p(Bly) Ax
K

usando la aproximacién Gaussiana o de Laplace p(z;|y) de la densidad marginal posterior
de un elemento del Campo Gaussiano Markoviano p(z;|y) y una aproximacién de Laplace
de p(0|y) de la densidad marginal posterior p(@|y) de los hiperpardmetros. Los pesos Ay
se escogen de manera apropiada de acuerdo al tipo de aproximacion numérica que se eligid
utilizar. Para aproximar p(0|y) tenemos que

p(z,0.y) = p(|0,y) x p(0ly) x p(y),
se sigue claramente que

p(x,0,y)

para todo x.
p(x(0,y)

p(0ly) x

Mientras que la marginal de x; es

plaily) = / p(:10,9)p(0y)db,

la densidad predictiva de y; es

p(yily) = / p(yils, y)plaily)da.

2.4.8. Ordenadas Predictivas Condicionales

Las ordenadas predictivas condicionales (ver Pettit, 1990) son un criterio tipo validacién
cruzada para la evaluacion de modelos que se calcula para cada observacion.

Asi
CPO; = p(y?*|y_:).

donde 3% denota el valor que en efecto se observd, a diferencia de un valor arbitrario y;
en la densidad de Y;. Por lo tanto, para cada observacion su correspondiente CPO es la
probabilidad posterior de obtener dicha observacién cuando el modelo se ajusta usando
todos los datos salvo 3. Valores grandes del CPO indican un mejor ajuste del modelo a
los datos, mientras que valores chicos indican mal ajuste del modelo a los datos, o quizas,

7
que la observacién ¢ es un valor atipico (outlier).

1

Notemos que

CPO, — / Py, 0)p(By_.)d6.
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El primer término en la integral del CPO; es igual a

xl b
Py y_i, 0) = 1// v.0) ;. (2.5)

bs ’ x“
Para ver esto notemos que

p(‘rl|y7 0) ( Obb|y—17 0)
p(ys™zi, 0)
Integrando respecto a x; obtenemos la igualdad (2.5). Esta expresion se aproxima mediante

integracion numérica.
Una medida que resume la informacién de los CPO; es

p(xi’yfia 9) =

— Z log(CPO;) = —nlog CPO

i+1

para la que valores mas pequeios indica un mejor ajuste del modelo.

2.4.9. Transformacion Integral Predictiva

La transformacién integral predictiva mide, para cada observacidn, la probabilidad de
que una nueva observacion sea menor que la que en efecto se observo:

PIT; = p(Y; < 4™y )
Para observaciones discretas, el PIT ajustado se calcula

CPO;

ajustado
PR —

En este caso, el caso y; = y; s6lo se cuenta como una mitad. Si el modelo describe
adecuadamente la observacion, entonces la distribucidon de diferentes valores deberia ser
cercana a una distribucion uniforme entre O y 1.

Notemos que

PIT, = [ Prob(y; < o™y 0)p(6ly-)d6

El primer término en la expresion del PIT puede escribirse

Prob(Y; < y™|y_;, ) = /Prob(Y < Y|y, 0)p(zi|yi, 0)da;.

El primer término de esta integral puede calcularse facilmente de la verosimilitud (es la
funcién de distribucién del modelo de salida). El segundo término se puede calcular de
p(z;|y_;, 0) usando p(y?™|y_;, @) como se calcula en el CPO.
Por dltimo, necesitamos calcular
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p(Oy)p(y™|y_i)
p(y?bs‘y*iao)

Por lo tanto, la constante de normalizacién es

p(Oly)
bily ) =1 / _POY) .
( |y / bs|y 1’9)

Para mas detalles sobre el CPO y el PIT ver Held, Schrodle & Rue (2010).

p(0)yi) =

2.4.10. Pruebas de bondad de ajuste para los PIT’s

Cuando los PIT’s tienen distribuciéon uniforme tenemos un indicador del buen ajuste
del modelo. En esta seccion justificaremos la distribucién de uniforme de los PIT’s bajo
el modelo correcto y revisamos algunas de las pruebas de bondad de ajuste que pueden
utilizarse para probar su cumplimiento en el anélisis de datos.

Para justificar la distribucién uniforme tedrica de los PIT’s mencionamos que algunas
de pruebas de bondad de ajuste mds conocidas se basan en el resultado conocido como
Teorema de la Transformada Inversa.

Teorema 2.4.1. Teorema de la Transformada Inversa

Sea Y1, ..., Y, una muestra aleatoria de variables continuas condicionalmente indepen-
diente dados los pardmetros 0 e idénticamente distribuidas. Sea F'(y; 0) su correspondien-
te funcion de distribucion acumulada. Entonces F(Y1;0), ..., F(Y,;0) se distribuye como
una muestra aleatoria independiente Uniforme (0, 1).

Este resultado se usa de forma frecuente para simular de cualquier variable aleatoria
continua. Ademas, no es dificil extender este método de simulacion a variables discretas.
Al realizar un ajuste de un modelo apropiado podemos transformar los datos observados y
usar un criterio de bondad de ajuste donde la hip6tesis nula es que los datos transformados
tienen distribucién uniforme.

Notemos que aplicar el Teorema de la Transformada Inversa a los casos en INLA tiene
algunas complicaciones. Para empezar, la muestra aleatoria en el Teorema 2.4.2 es una
muestra intercambiable, supuesto que generalmente no tenemos en los modelos con campos
Markovianos Gaussianos latentes. Ademas, si nuestros modelos fueran directamente sobre
los conteos de eventos violentos tendriamos el problema de que las variables aleatorias son
discretas, por lo que las transformadas ya no tendrian una distribucién uniforme continua.
Afortunadamente, podemos resolver esta tltima dificultad trabajando no sobre los conteos,
sino sobre los conteos ponderados por tamafio de la poblacién, que si pueden modelarse
con una variable aleatoria continua.

El problema que resta es el de la intercambiabilidad. Sin embargo, si suponemos que el
campo aleatorio latente x es conocido podemos obtener un resultado similar.

Teorema 2.4.2. Teorema de la Transformada Inversa para CMGL
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Sea Y1, ..., Y, una muestra aleatoria de variables continuas donde la funcion de densi-
dad de cada variable aleatoria es p(y;|z;,0). Sea Fy,(y;|x;,0) su correspondiente funcion
de distribucion acumulada. Entonces Fy,(Y1|x1,0), ..., Fy, (Y,|x;,0) se distribuye como
una muestra aleatoria independiente Uniforme(0, 1).

Notemos que en general no podemos conocer precisamente el valor de x, asi como
tampoco podemos conocer exactamente €. Sin embargo, ahora sabemos que este es el
comportamiento que esperariamos si tuviéramos un conocimiento perfecto del fendmeno
suponiendo que se comporta de acuerdo al modelo salvo por la incertidumbre intrinseca de

Por otro lado, como se trata de modelos de inferencia en realidad no vamos a cono-
cer exactamente Fy, (Y;|z;, #), sino que podemos aproximarla. Notemos que los PIT’s son
basicamente una aproximacion a estas cantidades, salvo que se usan las distribuciones pos-
teriores dada una muestra y, ..., ¥, y para aproximar [y, usan solo y_;. Esto debido a que
si se usa la muestra completa estariamos usando informacién que es en realidad incerti-
dumbre intrinseca. Es decir, usamos informacién de la instancia especifica y no sélo del
conocimiento del modelo. Por eso empleamos las predictivas acumuadas de tipo validacion
cruzada.

Por dltimo, debemos evaluar que tan “distantes” estdn los PIT’s observados de una
muestra independiente Uniforme(0, 1). Esto se puede hacer de forma inicial visualizando
el histograma o los llamados gréficos P-P y los graficos Q-Q. Otro recurso para evaluar (que
ademds permite compara de forma sencilla varios modelos) es mediante pruebas de bondad
de ajuste. Para cada una de ellas debe elegirse un estadistico de prueba y examinar los p-
valores. En esta tesis utilizamos dos, la prueba y? de Pearson y al prueba de Kolmogorov-
Smirnov.

Notemos que asumimos que la variable observada era continua. Faltan examinar los
casos discretos finitos y discretos infinito numerables. El caso discreto finito es sencillo,
pues la tnica diferencia es que en lugar de distribuirse como uniformes continuas en [0, 1]
ahora son uniformes discretas con dominio en {%, %, ..., 1}. Es un poco mds complicado el
caso discreto infinito numerable, que es el caso del modelo Poisson. Afortunadamente, con
el modelo Poisson tenemos algunos resultados asintéticos bien conocidos que nos pueden
servir de aproximacion y llevaran el caso valores esperados grandes al caso continuo.

Recordemos que es posible aproximar la distribucion Poisson mediante una distribucion
normal cuando el pardmetro \ es grande. Esta aproximacion se justifica debido a que cuan-
do A tiende a infinito la distribucién Poisson converge en distribucién a una distribucion
Normal. Se suele denotar

Poisson(\) AL> Normal ()\, \/T>
—00

y queremos decir que si X, ~ Poisson(\) entonces

Xy—A
lim P (A— < z) = P(Z < z),con Z ~ Normal(0, 1).
A—00 v
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Esto se puede demostrar de forma muy sencilla apelando a que la distribucién Poisson
es infinitamente divisible y empleando el Teorema del Limite Central.

Existe cierto consenso en que la aproximacion es adecuada cuando A > 10. Es por
esto que si esperamos que la mayoria de las p; sean considerablemente mayores a 10 el
comportamiento de los PIT sea parecido al caso continuo, es decir, que se distribuyan como
una Uniforme continua en [0, 1]. La ventaja de esta aproximacién es que no se requiere
conocer de la distribucién verdadera para conocer la distribucién de los PIT bajo la hipétesis
nula, solo se requiere para calcular los PIT’s.

Sin embargo, en ejemplos numéricos se puede ver que incluso para valores no tan
grandes como por ejemplo A = 20, la distribucién de los Fy(Y') dista mucho de ser
Uniforme(0, 1).
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Figura 2.2: Histograma de Fy (Y') con A = 20 Figura 2.3: Histograma de Fy (Y) con A = 200

En la Figura 2.2 observamos no sélo que hay intervalos sin observaciones, que es de
esperarse pues el dominio de los Fy(Y') es discreto, si no que ademds se concentran mas
en el centro (cerca de 0.5) que en los extremos (o colas). Al aumentar el tamafio de A
(por ejemplo a 200) ambos efectos se corrigen, como podemos ver en la Figura 2.3. Sin
embargo, ya no resulta muy adecuada justificacion para valores no muy grandes de \. Vale
la pena notar que usualmente cuando la distribucion estimada no es la distribucion de la que
vienen los datos los Fy (Y") tienden a concentrarse en alguno de los extremos o en ambos.
Por ejemplo, una concentracién alta en el centro indicaria falta de eventuales valores raros
o en las colas de la distribucion.

Es posible emplear una modificacién de los Fy (Y') o PIT’s que sea continua y se pueda
comparar su distribucién con la de una variable Uniforme(0, 1). Esta se inspira en el método
para simular distribuciones discretas partiendo de uniformes en [0, 1].

Sea X una variable aleatoria discreta con probabilidad de masa

P(X =z;)=p;,j=0,1,..
Sea U ~ Uniforme(0, 1) una simulacién de una variable aleatoria con distribucién
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uniforme. El método de la transformada inversa es
4 .
xo siU < pg

x1 sipo < U <po+p

Z; Sip0+...+pj_1§U<p0+...+pj_1+pj

\
Asi,P(X = 2;) =P(Cg i U < Xomi) = by
Sea F'(x) = P(X < z) la funcién de distribucion acumulada. Sabemos que F' es una

funcidn creciente, escalonada y que toma valores entre 0 y 1. Si se ordenan los valores de
la variable en forma creciente.

Tp<IT1 < ...<Tp<...,

entonces ,
J

F(z;) = Zpk-

k=0

Evaluar una muestra X, .., X,, ~ F' en F' no nos dard una muestra que se distribuya
Uniforme(0, 1), pues es claro que de entrada el dominio no es [0, 1]. Sin embargo, esto
puede corregirse simulando una uniforme en (F'(z;_1), F'(z;)] o bien simulando una I v.a.
continua con distribucién uniforme y definir U’ = F~(X) + W (F(X) — F~ (X)) donde
F~(2) = lim,_,,- F(x). Es claro que en este caso discreto F'(X) — F~(X) = p(X), es
decir, la funcién de probabilidad. De modo que

U'= F~(X) + W(p(X)) (2.6)

En la Figura 2.4 podemos ver que el histograma de los U’ sugiere de forma mds contun-
dente que los U’ se distribuyen Uniforme(0, 1). Esto es muy ttil pues hecha la correccion
no tenemos que tratar de forma especial cada uno de los casos de variables aleatorias (fi-
nita, discreta infinita, continua o mezcla de las anteriores). Basta encontrar una prueba de
bondad de ajuste para el caso Uniforme(0, 1).

La modificacion es

Y:FI(X)—W*iPi]l(X:Ti)

i=1

La expresion en la Ecuacion (2.6) es particularmente util pues podemos expresar la
correccién de los PIT en termino de los PIT y los CPO. Asi, si bien en el caso discreto no
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Figura 2.4: Histograma de Fy (Y") corregido con A = 200

finito los PIT no se distribuyen Uniforme(0, 1), se cumple que los PIT’, definidos como
PIT' = (PIT — CPO) + CPO x W = PIT — CPO x (1 — W) con W ~ Uniforme(0, 1)

se distribuyen Uniforme(0, 1). Notemos que si W ~ Uniforme(0, 1) también 1 — W ~
Uniforme(0, 1). Asi, basta tomar

PIT’=PIT - CPO x W con W ~ Uniforme(0, 1).

Adicionalmente, si tomamos el valor esperado respecto a 11 tenemos que
E(PIT”) = PIT — CPO x (0.5)

que coincide con el PIT ajustado para observaciones discretas.

Por tltimo, podemos proponer un par de pruebas muy usadas para pruebas de bondad
de ajuste. Atn si debido al tamafio de la muestra los p-valores siempre resultan muy chicos,
podemos emplear los estadisticos como un indice informal de la “cercania” a la hipdtesis
nula (que los PIT’s se distribuyan como una muestra independiente Uniforme(0, 1)).

Para justificar esta modificacion consideremos el siguiente ejemplo: sea X una variable
aleatoria con distribucion multinomial (1/4,1/2,1/8,1/8). Con el fin de que esta variable
tenga valores en los reales los valores de salida asociados serdn (1,2, 3,4). De este modo
la funcién de distribucién acumulada es

(2 <1 0
1<z<2 1/4
Fx(z)=4¢2<x<3 3/4
3<z<4 7/8
4 <z 1,
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y podemos ver su gréfica en la Figura 2.5.
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Figura 2.5: Funcién de densidad de la multinomial

Al transformar la variable aleatoria X aplicando su funcién de distribucién acumulada,
es decir, Y = F'x(X), tenemos que la distribucion acumuldada de Y esta dada por la grafica
en la Figura 2.6.

Probabilidad acumulada de la transformada integral
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Figura 2.6: Funcién de densidad de la multinomial

Notemos que la funcién de dstribucidn al dar un salto discreto siempre vuelve a coinci-
dir con la recta identidad. Al agregar estar la variable aleatoria W+ P(X = x) hacemos que
ahora la funcién de distribucién acumulada coincida perfectamente con la funcién identi-
dad. Simulamos una muestra de tamafio 1000 y aplicamos la transformacion a las mismas.
Vemos en la Figura 2.7 que esta muestra se encuentra muy cerca de la recta identidad, por
lo que la distribucion de esta variable es muy cercana a la Uniforme (0, 1).
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Probabilidad acumulada de la transformada integral modificada
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Figura 2.7: Funcidén de densidad de la multinomial

2.4.10.1. Prueba * de Pearson

Supongamos un modelo multinomial, es decir, los resultados se clasifican en alguna
de k + 1 categorfas mutuamente exclusivas Ay, As, ..., Ay11. Definamos p; = P(4;),7 =
1,...,k+1. Se realizan n repeticiones independientes del experimento. Sea N; el niimero de
veces que resulta la categoria A;, j = 1,...,k 4+ 1 (Notemos que Zfill N; = n). Entonces

k+1
N. —nn;)?
Tkzz(a P;)

n .
j=1 P;

tiene asintéticamente una distribucién x? con k grados de libertad.

Sea X variable aleatoria con funcién de distribucién F'(z). Supongamos que el soporte
de X es s1U...U s, Usgyicons; Ns; =y definamos p; = fSi dF(2),i=1,.. kk+1.
Si contamos con n observaciones Xy, ..., X,, i.i.d. ~ F(z) definamos

Ny =) 1,(Xn)i=1,.kk+1
m=1

Entonces N; ~ Binomial(n, p;), y el vector (Ny, ..., Nk, Nj1) es multinomial con pardme-

tros (n7p17 -5 Dkes pk+1)'
Probar la hipétesis Hy : F'(x) = Fy(z) es equivalente a probar

Ho : p1 = pot, -, Pk = Dok, Pk+1 = Po(k+1)
BajO HOa (N17 L) Nka Nk-‘rl) ~ Multinomial(nap()la -"ap()k)p()(kJrl))’ por lo que
k+1

N. — non.)?
ﬂzz(a m)gﬁ

n .
j=1 Pj

cuando n — oo. Por lo tanto, si H es cierta y se tiene n suficientemente grande, al calcular

57



2.4. Seleccion de modelos Bayesianos

el valor #;, con la muestra x, ..., x;, se tiene el p-valor P(x?(k) > t;). Si este valor es
pequefio existe evidencia en contra de Hy, esto es, evidencia de que F'(z) # Fy(x).

En este contexto nos interesa probar Hy : F'(z) = Uniforme(0, 1). Por simplicidad,
podemos tomar s; de longitud igual en el intervalo [0, 1]. Por ejemplo s; = (=%, 717 ) para
1=1,....,k+ 1. Asi, bajo Hy, p; = k%l

2.4.10.2. Prueba de Kolmogorov-Smirnov

La funcidn de distribucion empirica F}, para n v.a.i.i.d. X; se define
1 n
Fn(:c) = ﬁ Z ][_Oo’x] (Xz)
i=1

donde I} 4 (X;) es la funcién indicadora, igual a 1 si X; < z e igual a 0 en otro caso.

El estadistico de Kolmogorov-Smirnov para una funcion de distribucién acumulada
F(z) dada es

D,, = sup |F,(z) — F(z)],

donde sup, es el supremo del conjunto de distancias.
Por el Teorema de Glivenko-Cantelli, si la muestra viene de la distribucién F'(x), en-
tonces D,, converge a 0 casi seguramente en el limite cuando n — oo.

Definicion 2.4.3. La distribuciéon de Kolmogorov
La distribuciéon de Kolmogorov es la distribucion de la variable aleatoria

K = sup |B(t)]
te(0,1]

donde B(t) es un puente Browniano. La funcién de distribucion acumulada de K estd
dada por

> A\ 27 > 2.2 2
P < — 1 _ _1\k—1_—2k222 _ —(2k—1)*7*/(8z )
MK <z)=1-2) (1) e — D e
k=1 k=1
Para mas detalles sobre su derivacion ver (Massey Jr, 1951)
Bajo la hipétesis nula (la muestra viene de la distribucién F'(x))

Vn'D, == sup |B(F(t))]

en distribucion.

La prueba de bondad de ajuste o prueba de Kolmogorov-Smirnov test puede construirse
usando los valores criticos de la distribucién de Kolmogorov. Esta prueba es asintéticamen-
te valida cuando n — oo. Se rechaza la hipdtesis nula con un nivel « si
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Vn'D,, > K,

donde K, es el siguiente cuantil tal que

Pr(K <K, =1-a.

La potencia asint6tica de la prueba es 1.

Podemos interpretar el modelo con covariables (fijas) y efectos espacio-temporales co-
mo un modelo de efectos mixtos donde los efectos asociados a las covariables son los
efectos fijos y los efectos espacio-temporales son los aleatorios. Respecto a los fijos, es
usual analizar la distribucién posterior marginal de los coeficientes de las covariables. En
el contexto de INLA, estas distribuciones posteriores se aproximan con una distribucién
Normal. Sin embargo, buscando la interpretabilidad de la inferencia es conveniente ana-
lizar una transformacién de los coeficientes. Dado que se tratan de efectos lineales sobre
la log-media, al exponenciarlos obtenemos los efectos multiplicativos sobre la media. Més
aun, siendo muchos de estos porcentajes, esta nueva variable aleatoria se interpreta como
el efecto multiplicativo sobre la media de aumentar en un punto porcentual el efecto en
cuestion. Para conocer la densidad de cualquier transformacién de una variable aleatoria
continua, como es el caso normal, podemos usar el Teorema 2.4.4.

Teorema 2.4.4. Transformadas de variables aleatorias Sea X una variable aleatoria con-
tinua y g una funcion medible uno a uno. La densidad de la variable aleatoria ¥ = g(X)
es

py(y) =px(9(¥)) %g‘l(y)‘ :

Nos interesa el caso particular donde g(-) = exp(-) y X ~ Normal(y, o). Conve-
nientemente, este caso particular ha sido muy estudiado y se dice que ¥ ~ g(X) ~
log-Normal(y, o).

A diferencia del caso Normal, esta distribucion no es simétrica respecto a la media y no
es tan sencillo encontrar los mejores intervalos o regiones de estimacién. Una posibilidad es
emplear las llamadas regiones de maxima densidad/ High Density Region(HDR). Se puede
mostrar que las HDR son los conjuntos de menor longitud que contienen al pardmetro 6
con probabilidad 1 — «, pues son la solucion Bayesiana 6ptima al problema de decision
con espacio de decisién A = {B; B C ©} y funcién de perdida L(B,6) = a\(B) + (1 —
a)lpe(0) donde \(B) es la medida de Lebesgue o longitud de la regién.

La definicion de estas regiones pueden verse en la Definicion 2.4.5, la cual se toma de
Hyndman, 1996.

Definicion 2.4.5. Region de méaxima densidad/High Density Region(HDR)

Sea p(#) la funcién de densidad de una variable aleatoria ©. Entonces la regién de ma-
xima densidad de probabilidad 1 — o (HDR) es el subconjunto R(p, ) del espacio muestral
de X tal que

R(pa) = {0 : p(0) = pa}.
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donde p,, es la mayor constante tal que
P(© € R(p,) >1—a.

En el paquete de Snow, 2016 existen dos funciones para encontrar estos intervalos o
regiones. Si contamos con forma analitica de la marginal y ademds existe en R su fun-
cién de cuantiles (como es el caso de la distribucion log-Normal) podemos usar la fun-
cién hpd (posterior.icdf, conf, tol,...).Mientrasque sicontamos con una
muestra de la posterior usamos la funcién emp . hpd (x, conf). Por ejemplo, podemos
calcular los intervalos HDR de probabilidad posterior 1 — o = 0.95.

Otra alternativa es utilizar una aproximacién Normal a una transformada de una variable
aleatoria con distribucién Normal. Cuando se tiene que una sucesion de variables aleatorias
se distribuye asintéticamente Normal, se tiene que una transformacidn, que cumple ciertas
propiedades, también se distribuye asintéticamente Normal. Este resultado, conocido como
método Delta, aplica en nuestro caso pues una variable que se distribuye Normal es también
asintéticamente Normal.

Definicién 2.4.6. Método Delta
Sea X, Xo, ..., una sucesion de variables aleatorias tales que

V[ X, — 6] % Normal (0, 62),
donde 0 y o2 son constantes finitas y L, denota convergencia en distribucion, entonces
Vitlg(X.) — 9(6)] % Normal(0,” - [¢/(6)]%)

para toda funcién g que satisface la propiedad que ¢'(6) existe y es distinta de cero.

Por lo tanto, si g(-) = exp(:) y X ~ Normal(u, o), la variable aleatoria Y = ¢(X)
se distribuye asintéticamente Normal(exp(1), (o exp(u))?). La ventaja de este enfoque es
que es muy sencillo encontrar los HDR, pues se trata de una distribucion simétrica respecto
a la media donde ademas la media y la moda coinciden.
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Aproximacion de Laplace anidada integrada

En estadistica Bayesiana muchos de los problemas de computo o cdlculo se traducen
finalmente a problemas de integracion. La estrategia que ha ganado més popularidad es
aproximar estas integrales mediante aproximaciones de tipo Monte Carlo (simulando me-
diante Cadenas de Markov). Mds atn, teniendo una muestra simulada de los pardmetros,
el problema de las distribuciones marginales se simplifica al sélo tener que considerar la
muestra del pardmetro de interés. Sin embargo, obtener esta muestra de distribucion poste-
rior de los pardmetros puede ser computacionalmente costoso, en especial si el niimero de
pardmetros desconocidos es muy grande. Por esto, se vuelve atractivo probar otros métodos
de aproximacion de integrales, como lo son las aproximaciones analiticas.

Estas aproximaciones analiticas, tales como la aproximacién Gaussiana o la aproxi-
macion de Laplace, requieren resolver un problema de optimizacién. Si la funcién de la
densidad distribucién posterior es complicada es posible emplear métodos de optimizacion
conocidos. La aproximacion de Laplace es equivalente a representar la informacion del
campo latente posterior (condicionado a los datos) mediante un vector de medias y una ma-
triz de precision. Esta matriz de precision es originalmente rala por tratarse de un modelo
Markoviano y la aproximaciéon Gaussiana se mantiene con muchos ceros. Mediante algo-
ritmos especiales para matrices ralas los calculos son eficientes y precisos. Posteriormente,
mediante herramientas de optimizacion y seleccién de puntos para hacer integracion numé-
rica, podemos integrar los hiperpardmetros. Como siguiente paso, podemos obtener inte-
grales de las componentes del campo aleatorio latente. Finalmente, mediante una pequefia
modificacién para retirar la informacién dada por la observacién en un estado espacial y
temporal especifico, podemos aproximar la distribucion predictiva de tipo validacién cru-
zada o de dejar uno fuera (en inglés Leave One Out o por sus siglas LOO). Esto permite
calcular los criterios de seleccion de modelos LOO, CPO y PIT. Adicionalmente, basados
en el resultado de transformacion integral, un criterio de bondad de ajuste es que los PIT
se distribuyan como una muestra uniforme estandar y podemos aplicar pruebas de bondad
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de ajuste, como Kolmogorov-Smirnov o Chi cuadrada de Pearson, para obtener restime-
nes numéricos de ajuste, basados en los estadisticos o en los p-valores de las respectivas
pruebas.

3.1. Introduccion

Los modelos dentro del marco de INLA se definen como en la Seccion 2.1.1, donde
y = (1, ---, yn) es el vector de variables de respuesta observadas y la media y; estd ligada a
un predictor lineal 7; usando una funcién liga apropiada. Este predictor lineal puede incluir
coeficientes en covariables (efectos fijos) y distintos tipos de efectos aleatorios. Retomemos
la Ecuacion 2.1 que es

_a+2@zﬂ+2f<’“ up;) + €i, 3.1

7j=1

donde « es el intercepto, 3,7 = 1,...,ng los coeficientes para algunas covariables z; =
Z1is -+ s Zngis las funciones f (%) definen ny efectos aleatorios sobre covariables u;. Por
ultimo € es un término de error.

El vector de todos los efectos latentes x incluye el predictor lineal, coeficientes asocia-
dos a las covariables y los efectos aleatorios, de modo que

;= (“27 Q, ﬂia u’z)

Ademads de depender de x;, la distribucion de y; dependera del vector de hiperpardmetros
91.

Como en la Seccién 2.1.1, suponemos que, los efectos latentes  son un Campo Alea-
torio Gaussiano Markoviano (GMRF) con media cero y matriz de precisiéon Q(6,), donde
6, es un vector de hiperpardmetros. Denotamos el vector de todos los hiperparametros del
modelo como 6 = (64, 6,).

Ahora, suponemos que dado el vector de los efectos latentes y el de los hiperpardmetros,
las observaciones son independientes entre si. Es decir,

p(ylz,0) = [ [ pviln:, 6)

i€J

donde 7; es el predictor lineal latente (3.1) y el conjunto J contiene los indices de todos
los valores observados de y (aunque es posible que algunos de los valores no hallan sido
observados).

El objetivo de la metodologia de INLA es aproximar las posteriores marginales de los
efectos e hiperpardmetros explotando las propiedades de los GMRF y de la aproximacion
de Laplace para integracién multidimensional.

La distribucién posterior conjunta de los efectos y los hiperpardmetros puede expresarse
como
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p(x, Bly) o< p(6)p(x|6) | | p(vilx:, 0)

i€

x p(6)|QO)]" exp {—%ﬂcz(e)x + 3 log(p(ule 0))} .

1€

La notacién se simplifica al representar la matriz de precision de los efectos latentes por
Q(0), mientras que |Q(0)| denota el determinante de la matriz de precision.

El célculo de las distribuciones posteriores marginales de los efectos latentes y los hi-
perpardmetros puede hacerse considerando

plaily) = / p(:16. y)p(6]y)de.

p(6;ly) = / p(6ly)d6_,

donde 0_; denota el vector 8 excluyendo su entrada j-ésima. Notemos que en ambas ex-
presiones la integracion se hace sobre el espacio de los hiperparametros y que se requiere
una buena aproximacién de la distribucién posterior conjunta. En Rue, Martino & Chopin,
20009 los autores aproximan p(6|y) en una rejilla, denotando esta aproximacién por p(0|y),
la que usan para aproximar la marginal posterior del pardmetro latente x; con

Blxily) =D (|0, y)P(Br|y) As,

donde las Ay, son los pesos asociados a un vector de valores de 6;, de los hiperparametros
en la rejilla.

La aproximacion p(6;|y) puede tomar distintas formas y ser calculada de distintos mo-
dos. En Rue et al., 2009 también discuten como esta aproximacion debe realizarse para
reducir el error numérico.

La importancia de definir la forma en que se hara la inferencia de las variables, o en
el caso de INLA, campos latentes, viene de que esta inferencia es un paso intermedio an-

tes de obtener las distribuciones posteriores de los hiperpardmetros. Las marginales de las
componentes del campo latente:

p(zi|y) ://p(w,e\y)dmide
= /p(ﬂfile,y)p(0|y)d0,i =1,...,n
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Las marginales de los hiperpardmetros:

woly) = [ [ siw.0)dzas,
_ /p(0|y)d0_j,j “1m

Por otro lado, en algunos contextos es relevante hacer inferencia sobre las variables laten-
tes, como en los modelos de estudios longitudinales (efectos aleatorios) y nos interesa la
inferencia de uno o varios individuos particulares.

A continuacion describiremos el procedimiento para integrar los hiperparametros que
se usa en INLA. Primero se explora 7(6|y), se localiza la moda, se usa la matriz Hessiana
para construir nuevas variables y se hace una busqueda por rejilla.

Para cada ¢; se evalia la aproximacion de Laplace para valores elegidos de x;. Se cons-
truye una aproximacion Skew-Normal o log-spline Normal corregida para representar la
densidad marginal condicional. Integramos ¢; Para cada 7 se suma (integra) 0

w(aily) o< Y w(@ily. 0,)7(0;]y)

Se construye una distribucién Gaussiana corregida por log-spline
Normal(z;; i, 02) x exp(spline)
para representar 7 (xz;|y).

Estos casos son particularmente interesantes. Por un lado, segin el modelo, las varia-
bles observadas dependen de valores fijos que han tomado las variables latentes. Por otro
lado, estas son realizaciones aleatorias de la distribucion en nivel superior y ya que no se
observardn eventualmente deberian tratarse como observaciones faltantes.

En la inferencia Bayesiana esto no supone mucha novedad ya que en general los pa-
rametros son tratados matematicamente como variables aleatorias, si bien su distribucion
inicial es la expresion de las creencias subjetivas del tomador de decisiones. Para llevar a
cabo la actualizacion de las creencias mediante los datos, llevada a cabo usualmente a través
del Teorema de Bayes, requiere postular una distribucion previa de todos los pardmetros.

En estadistica Bayesiana ésta es la forma de cuantificar la incertidumbre a través de
distribuciones condicionales. Sin embargo, en el contexto de modelos jerarquicos es posible
cuantificar parte la incertidumbre sin necesidad de postular una previa a los pardmetros
desconocidos, y sélo aplicar el Teorema de Bayes usando las distribuciones especificadas
por el modelo. En general los cédlculos pueden ser complicados, pero pueden simplificarse
muchos si se adoptan modelos jerarquicos andlogos a los modelos Bayesianos con previas
conjugadas.
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3.2. Implementacion INLA

En esta seccidn, definiremos una clase de modelos ligeramente mds especifica/simple
que la definida en la Ecuacién (3.1). Mencionaremos por qué los campos Gaussianos dan
lugar a matrices de precision ralas y como podemos permutar los vectores aleatorios & para
que las componentes distintas de cero estén cerca de la diagonal. Usaremos la aproximacion
de Laplace para obtener la densidad marginal posterior de los hiperpardmetros que después
sera explorada de forma numérica y encontrar su moda y algunos puntos de integracién
adecuados. Ademads recordaremos la descomposicion de Cholesky, introduciremos su ver-
sién para matrices ralas y veremos como puede usarse para aproximar la matriz de varianza.
Esta a su vez puede usarse para aproximar las distribuciones marginales del Campo Gaus-
siano Markoviano posterior, ya sea como aproximacién Gaussiana o su aproximacion de
Laplace simplificada. Finalmente usaremos todas las distribuciones marginales posteriores
encontradas para calcular distribuciones predictivas de las variables de salida. En especial
aquellas de tipo Leave One Out que serviran como criterios de selecciéon de modelos.

3.2.1. Campos de Markov Gaussianos en modelos de efectos mixtos

Si al modelo lineal generalizado con predictor lineal, tal y como esta definido en la
Ecuacién (3.1), lo restringimos a que las funciones f*) sean lineales, entonces el predictor
lineal tiene la forma

m

nzal—i—A,@—i—ZBj'vj—i-s

j=1
donde A es la matriz de covariables de los efectos fijos 3, B; es la matriz de pesos
asociada a los efectos aleatorios v; con v; ~ Normal(0,0%I), de modo que Bjv; ~
Normal(0, UQB]TB]'), y € es un posible ruido Gaussiano. A este tipo de modelo donde el
predictor lineal depende tanto de efectos fijos como de efectos aleatorios se le conoce co-
mo modelo de efectos mixtos. Dado el predictor lineal 1 (contenido en el vector x) las
observaciones se distribuyen i.i.d.

y~p(yn) = Hp(yz-!m

La intercambiabilidad pues serd titil para entender los modelos que queremos utilizar.

Definicion 4. Intercambiabilidad finita. Las variables aleatorias X, ..., X,, son (finitamen-
te) intercambiables bajo una medida de probabilidad P si la distribucion inducida por P
satisface

p<x17 ) xn) = p<xﬂ'(1)7 ceey xﬂ(n))
para toda permutacion w definida en el conjunto {1,2,...,n}.

Dicho en otras palabras, las “etiquetas” que identifican a cada una de las variables no
proporcionan informacion alguna. Es claro que si las variables aleatorias X1, ..., X, son
independientes e idénticamente distribuidas entonces son intercambiables.
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Definicion 5. Intercambiabilidad infinita. La sucesion infinita de variables aleatorias X1, X5, ...

es (infinitamente) intercambiable si toda subsucesion finita es intercambiable en el sentido
finito.

En el caso de modelos donde la muestra no es intercambiable el orden de los datos es
importante. Ya sea que estén ordenados en un vector o bien en una matriz. El caso de los
modelos espacio-temporales pueden presentarse en una estructura matricial, por lo que vale
la pena continuar con este caso especifico.

Podemos decir que el predictor lineal se compone de

1) = covariables + efecto fila + efecto columna + ruido,

es decir,

K
Ny = o+ Y B+ us + v 4wy
k=1
con K covariables c¢'®) (también matrices) y efectos aleatorios u, v y w. En los modelos
espacio-temporales, usualmente u serd el efecto espacial Gaussiano, v el efecto temporal
Gaussiano y w un ruido Gaussiano. Hasta aqui tenemos la especificaciéon del modelo, al
que podemos hacer inferencia mediante un enfoque frecuentista o Bayesiano.

Sea 1 un vector con todas sus componentes iguales a 1, J = 117 una matriz con todas
sus componentes iguales a 1, I la matriz identidad y sea vect(-) la operacion que transforma
una matriz n X m en un vector nm concatenando sus columnas, entonces el modelo se
puede presentar como

I Observables
ylz, 0 ~ [ [ p(yiln:, 61)

II Variables latentes

K
n|a, B,v,u ~ Normal | vect | o + Z CPB+ul” + 107 |, 7,1
k=1

v ~ Normal (0, Tva(ev))
u ~ Normal (0, 7,Q.(0.))

III Hiperpardmetros
Ola «, /37 Tvs Tus Tw 01}7 eu

En esta seccion empleamos la parametrizacion de la densidad normal multivariada con
matriz de precisién Q = X1, La estructura de las matrices Q,(0,) y Q.(8,) es conocida
en el sentido de que sus componentes son funciones conocidas de los pardmetros 6, y 6,
respectivamente. Esta estructura esta dada por el modelo de efectos aleatorios que elijamos.
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Si ademas asumimos un enfoque Bayesiano podemos asignar previas sobre y y (3. Para
poder incorporarlas al campo Gaussiano Markoviano (y no tener que tratarlas como hi-
perpardmetros) conviene asumir que tienen distribucion previa normal con media 0. Asi
(v, ) ~ Normal(0, Q). Entonces el vector concatenado

T = (&767’1‘1’71}77’)

es conjuntamente Gaussiano.
Podemos interpretar este modelo Bayesiano como uno jerarquico donde

I Observaciones

II Campo Latente
x|0 ~ p(x|0) = Normal(0, Q(63))

III Hiperparametros

(01, 02) ~ p<017 02), con 02 = (Tv, Tus Tws 91,, Ou)

Debido las estrategias algoritmicas empleadas en INLA para obtener las varianzas mar-
ginales del campo Gaussiano Markoviano la dimension de « puede ser grande, del orden
de 10% a 10°, mientras que la dimensién de @ debe ser pequefia, de 1 a 5, pues se usan
estrategias de integracion estdndar (regla de Simpson o del trapezoide) para obtener estas
distribuciones marginales.

3.2.2. Obtener matriz de precision previa dado el modelo condicional

La matriz de precisién del campo latente

se define como la inversa de la matriz de varianzas y covarianzas (3(0)). Podriamos decir
que en términos pricticos que los Campos Aleatorios de Markov Gaussianos (GMRFs) son
medidas Gaussianas con matriz de precision rala. Modelos que involucran estos campos
aleatorios tiene buenas propiedades computacionales mediante algoritmos para matrices
ralas. Resultan muy utiles también para hacer inferencia basada en algoritmos MCMC. Un
GMREF tiene una construccion simple

= Un vector con distribucion normal
T
= (T1,...., %)
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» Propiedad de Markov adicional
J]ZJ_LZE j |a: —ij

es decir, z; y z; son condicionalmente independientes.

Si x; llLx;|x_;; para un conjunto de {7, j}, entonces necesitamos restringir la parame-
trizacion del GMREF. Para esto, trabajar con la matriz de precisiéon es mucho més ficil y
eficiente que hacerlo con la de varianza, que no necesariamente es rala.

La funcién de densidad de una distribucion Gaussiana con media cero y matriz de pre-
cision @) corresponde a

pla) x QY exp (- o' Qa )

Como nos muestra el siguiente teorema, efectivamente el espacio parametral que cumple
con la independencia condicional considera matrices de precision ralas.

Teorema 3.2.1. Independencia condicional implica ceros en matriz de precision (y vice-
versa)

Sea x un Campo Aleatorio Gaussiano Markoviano,
IZ'J_LZIJj|iB_Z'j g QZ‘]‘ =0.

Podemos mencionar cierto paralelismo interesante entre las matrices Q@ y 3. Mientras
que ceros en la matriz implica independencia condicional (dado el resto de las variables),
ceros en la matriz (Q implica independencia en su sentido usual, que podemos llamar inde-
pendencia marginal. Ademads, notemos que conocer la matriz 3 implica conocer las distri-
buciones marginales de X; respecto a X _;, es decir, respecto a resto del campo Gaussiano
Markoviano. De este modo, sélo resta integrar los hiperpardmtros para obtener las distribu-
ciones marginales respecto a todas las cantidades desconocidas.

Por el Teorema 3.2.1, la matriz de precision de un Campo Gaussiano Markoviano es
rala. Esto es importante pues trae consigo dos beneficios. Por un lado es mas facil construir
modelos condicionando (modelos jerdrquicos) y por otro tiene beneficios computacionales.
Sin embargo, en general no es sencillo obtener para un modelo jerdrquico cualquiera la
matriz de precision () de forma explicita.

Algunos componentes como el predictor lineal 17 pueden agregarse facilmente si ya se
conoce la matriz de precision del resto de las variables. Podemos hacer uso del siguiente
resultado:

Teorema 3.2.2. Construir matriz de precision en efectos aditivos Gaussianos
Si
X ~ Normal(0, Q")

yY|X ~ Normal( X, Q")
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entonces (X,Y') ~ Normal(0, Q% y)) con

Qxy = [QX + Qy _QY:|

-Qy  Qy

Demostracion. La densidad conjunta es

play) xoxp { 3@ - 0)"Qx(w - 0) - 5y~ 2 Qxly - )

1
X exp {—5 (OUTQXIL' + 9" Qvy — 2" Qyy — vy Qyx + wTQY$> }

o {_%( @ o] [Q’igf ’ _Q%Y} m ) }

Queda, por tltimo, explicar como se obtienen los bloques de la matriz () correspondien-
tes a un segmento de & asociado a un efecto aleatorio (por ejemplo v). Los efectos aleatorios
usualmente se definen a través de la especificacion de las condicionales completas. Por la
propiedad de Markov, estas s6lo dependen de los vecinos.

En general, esta distribucion puede calcularse a través de las distribuciones condiciona-
les completas mediante el Teorema 3.2.3 ver Robert & Casella, 2013.

Teorema 3.2.3. Hammersley-Clifford (Como en Robert & Casella)

La distribucion conjunta asociada a las densidades condicionales px |y (x|y) y py|x (y|)
tiene densidad conjunta

pxy (@) = Py|x(y|®)
o Jlpyix (ylz) /pxy (z|y)]dy

Demostracion. Sabemos que
pxy(T,y) = pX\Y($|y)pY(y) = pY\X(?J\fU)PX(ﬂ’),

por lo que
py(y) _ pyix(ylz)
px(x) pX\Y(w|y)

Integrando respecto a y

/pY|X(y|w)dy :/py(y)dy _ 1

x|y (z|y) px(T) px(x)

Podemos obtener de forma explicita la densidad conjunta a partir de las condicionales com-
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pletas mediante

N B N o) — pY|X(y|iU)
pxx (@ y) = px @i W) = 0 ) oy (el

El problema es que este cdlculo formal supone que todos los objetos involucrados exis-
ten, hecho que no siempre es cierto. Ademads, debido a que trabajamos con el caso Gaus-
siano, nos interesara tener una expresion mas sencilla de calcular estas distribuciones con-
juntas que aproveche que estamos en este caso. Podriamos decir que nos interesa tener el
inverso al famoso resultado de las distribucién condicional para una distribucién normal
multivariada.

Teorema 3.2.4. Distribuciones condicionales de una normal multivariada.
Sea X un vector aleatorio Gaussiano de dimension N

X, . . rx1
X = {XJ de dimension LN — 1) x 1]
con 'y X particionados de la siguiente forma
— |**1 de dimension rxl
i (N=r)x1
X, X _ , X T rx (N —r)
Y= |" M| dedimension [ 1
{Eqp qu] (N=r)xr (N—=r)x(N-=r)

entonces la distribucion de X, condicionado en X, = a es una Normal ( i, Ep ) donde

Hp = Hp + quzq_ql (a— py)

y matriz de varianzas y covarianzas

E10 = Epp - quzq_qlqu‘

Es decir, queremos obtener fi,, fig, Spps Zpgs Zgp ¥ Dqq @ Partir de fi,, iy, 2, y Xy. No
hay un resultado general que sirva para todos los casos, por lo que para cada efecto aleatorio
debe examinarse por separado para obtener la forma de la matriz ().

Si la relacion de dependencia de las variables aleatorias puede representarse con un
grafo dirigido aciclico o directed acyclic graph (DAG), la construccién de la funcién de
densidad conjunta puede hacerse mediante el producto de las densidades condicionales,
pero atn faltaria obtener las distribuciones marginales.

Consideremos un ejemplo donde es fécil obtener la matriz de varianzas y covarianzas,
para luego invertirla y obtener la matriz de precision.

Ejemplo 3.2.5. Autorregresivo de orden 1
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Sea
XX 1, ..., X1 ~ Normal(¢pX,_1, 77 %), parat =2,...,n

y X1 ~ Normal(0,77*(1 — ¢*)71).

Mostraremos que el vector X = X, ..., X; ~ Normal(0,X), con

1 6 ¢ ... ¢!
6 1 b ... 2
) ¢ ¢ I ... ¢

1— ¢? )
qbt;l ¢t.f2 ¢t‘73 . 1
Notemos que Xy = X +¢, con e ~ Normal(0,771). Pero $X, ~ Normal (O, ? <1T:¢;>>
Como ¢ Xl ¢, entonces Xy ~ Normal (0,7"1 <1f12 + 1)) Pero 1?12 +1= % =
#. Asi, Var(Xy) = % Por induccion, Var(X;) = %pam i=1,..,t

Por otro lado,

Cov (X1, Xs) = Cov(Xy, 0X1 +¢€)
= Cov(X1, pX1) + Cov(Xy,¢)
= ¢pCov (X1, X;) +0
= ¢Var(X;)

Por induccién se puede mostrar que Cov(X1, X;) = ¢'~'Var(X,). Pero por simetria
de la matriz de varianzas y covarianzas Cov(X;, X1) = ¢/~*Var(X}). De nuevo por in-
duccion se puede mostrar que Cov(X;, X;) = ¢/~'Var(X;) sii < jy Cov(X;,X;) =
¢~ "Var(X;) sii > j.

Como Var(X;) = % parai =1, ... t, entonces

7_—1

-5

i) Pl

Para obtener Q = X1 debemos invertir esta matriz. En general, hacer esto es compli-
cado, pero se puede aprovechar que se trata de una matriz simétrica de Toeplitz. En Dow
(2002) se les conoce como matriz de Kac-Murdock-Szego a la matriz simétrica A como
aquella que es de Toeplitz y cuyas componentes son de la forma

Ay = o leonij=1,...n.
Su inversa es una matriz tridiagonal de la forma
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1 —p 0 0
R 1+p* —p 0
-1 . .
A= L
2
0 —p 1+p° —p
| 0 0 —p I |

Como

Q=%"'-= (17_ ¢2)_ Eall

concluimos que la matriz de precision es

1 - 0 ... 0

—¢ 1+¢* —¢ ... 0
Q=r

0 . =0 1+ —¢

o ... 0 —¢ 1

Destaquemos que por el Teorema 3.2.1, sabiamos que las componentes fuera de la tridia-
gonal son 0, pues componentes no consecutivas son condicionalmente independientes.

Un caso mds complicado es donde las relaciones de dependencia condicional no definen
un grafo aciclico. Un ejemplo de esto es el modelo de Besag. Las distribuciones condicio-
nales (completas) del modelo Besag (cuyo caso particular es la caminata aleatoria de orden
1) para v; es

> v

jen@y N@OTv

v;|v_;, T, ~ Normal
TUN(4)

donde T, es el pardmetro de precision, v_; = (v, ..., V;_1,Vit1,Un), N(7) son los vecinos
de v; y ni;) es el nimero de elementos en N(z), es decir, la cardinalidad del conjunto N(i).
En general, tener distribuciones condicionales normales no implica tener una distribucion
conjunta normal multivariada. Veremos que las distribuciones condicionales del modelo
Besag en particular si lo cumple y la estructura de la matriz de precision es conocida.

La densidad conjunta para v (ver Riebler, Sgrbye, Simpson & Rue, 2016) es

p(v|1,) o exp (—% z:(vz - vj)g) X exp <—%’UTG’U) ,
i~j
donde la matriz G tiene componentes
nN(i) i :j

0 en otro caso.
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Definimos la relacién de equivalencia ~ tal que i ~ j si y s6lo si j € N(i). En otras
palabras, estamos diciendo que v se distribuye Normal(0, (7,G)~!). Podemos aplicar estos
resultados para conocer la forma de la matriz de precisiéon @ de un caso particular util para
series de tiempo.

Ejemplo 3.2.6. Caminata aleatoria de orden 1
Sea

ve|v_y ~ Normal(vyi1,7,) parat =1
U1 F U1 Ty
2 "2

v|v_y ~ Normal(v,_1,7,) parat =T.

vi|v_y ~ Normal ( ) parat =2, .. T —1

Entonces, v ~ Normal(0, Q) con

1 -1 0 0
-1 2 -1 0
Q=r gy
0 -1 2 -1
0 0 -1 1

3.2.3. Forma explicita de la aproximacion de Laplace en INLA

Notemos que en realidad interesa obtener una aproximacién de la funcién de verosi-
militud que es complicada pues involucra integrar el campo Gaussiano. Nos limitaremos a
demostrar que emplear la aproximacion de Laplace clésica es equivalente a la aproximacion
empleada en INLA donde se emplea una aproximacion Gaussiana del denominador.

Nos interesa evaluar

p(8ly) < p(y|@)p(6).

Necesitamos una aproximacién de p(y|@) que es una integral pues

p(y|0) :/p(y,a:|0)da::/p(y|a:,0)p(:c]0)dac.

x

Para emplear la aproximacion de Laplace notemos que esta integral es de la forma

r=pl6) - |

xr

exp {n (% log p(y|zx, 0) + % 108;1?(33!0)) } dz.

Recordemos que la forma de las integrales de la aproximacion de Laplace clasica es

I= /q(@) exp{—nh(0)}do

donde ¢ : RY — Ry h : RY — R son funciones suaves de 8. Supongamos que h(-) tiene
un minimo en 6.
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Como vimos en la Seccién 2.2, el método de Laplace aproxima [ a través de

I = q(8)(2r/n)"*[S(0)["? exp{-nh(6)},
NGO
Ew)_{aeT’ao} |

En este caso ¢(0) = 1y h(0) = +log p(y|x, 0) + + log p(x|6).

T n

donde

Para igualar la notacién denotaremos xy = 6 = arg max, p(z|y, 6) y también denota-
remos

f(x) =logp(ylz, ).

Observemos que

log ple|6) o« — (@ — 1) Qe — ) o — (a7 Qz — u'Qz — ' Qu)  (32)

Conviene recordar algunas reglas de derivacion vectorial tales como

%b% =b
Ly g
%wTAw — (A+ Az
Entonces
%h@) = ) -5 (Q+QN)z ~ QT — Q)
= f@)- (Qw -5 (@u+ MTQT))
_ %f’(m) _ % (Qx - % (Qu + (QH)T))
= @)~ (@~ )

La condicion necesaria de primer orden de los maximos es h/(x) = 0 y esto se cumple
siy s6lo si
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Calculando la matriz de segundas derivadas

Tor@) =2 @) - L Qe w)

dx [n

= ~diag(f" (%) ~ - Q"
=~ diag("(2)) ~ Q"

Entonces, por la aproximacion clasica de Laplace

I = q(8)(2p/n)"?|£(6)]"? exp{—nh(8)}

= o) | (1 @ine(" (o)) - Q7)) 1/26Xp{<f(wo)+—;(wo—u)TQ(wo—u)>}
— (2p/m)"? ( (diag( ) 1" cxp {-niion)
1/2

= (29) 72 ((diag(f" (o)) = Q")) ™' exp {=nh(wo)}

Se puede demostrar que la aproximacion clasica de Laplace da la misma ecuacion que
la aproximacion
p(z,y|6)
rc(zly, 0)

p(yl@) =~

x=xmoda(0)

donde ps(x|y, @) es una aproximacién Gaussiana.

Proposicion 2. El término pe(x|y, 0) es una aproximacion Gaussiana con media 'y matriz
de covarianzas:

Eqo(z]y,0) ~ (Q — diag(f"(0))) ™ (Qu + f'(z0) — [ (%0)T0)
Varg, (z|y, 0) ~ (Q — diag(f"(z))) ",

donde xy = arg max,, p(x|y, 0).
Demostracion. Observemos que para observaciones no Gaussianas tenemos que
log p(x|y, 0) = log p(y|x, 0) + log p(x[0) + c.

Usando una aproximacién de Taylor de f(x) = log p(y|x, 0) alrededor de z y (3.2) obte-
nemos la aproximacién Gaussiana pg(x|y, 0).

(@ — )" f" (o) (T — T0)
2! '

(@) = f(20) + (x — m0)" f'(20) +
Luego
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log p(x|y, 0) =
= logp(y|x,0) + logp(x|0) + ¢
o logp(y|e,0) — (@ — p)" Q(z — p)
x —x0)L " (x)(x — x
( 0) f2(' 0)( 0) . %(affﬂ)TQ(a:*H)
o _% {=2f(x0) — 2( — @0)" f'(w0) — (@ — @0)" " (w0)(x — o) + (. — )" Q(x — )}
— _% {—2f(z0) — 227 f'(z0) + 2 f'(z0) — " " (m0)x + 22" f" (x0) 20 — { " (%0) TO+
o' Qx — 22" Qu+ p" Qu}

x5 {a"(@Q — [ (w)w — 22" (/' (o) — " (wo)wo + Qur)}
1

x —5{ (2" —(Q — f"(=0)) " (f'(z0) — f"(m0) @0 + Qu)]T (Q - f”(m0)>

27— (Q = 1" (20)) (' (o) — /" (o) + Qu)] }.

x  f(mo) + (@ — x0)" f'(0) +

Asi

X¢|y, 0 ~ Normal((Q — f”(iﬂo))_l(f/(wo) - f”(wo)wo +Qu), (Q — f”(wo))_l)-

Por otro lado, la relacion
p(z,y,0)
pG(m|y7 0) ’

p(y|0) ~

equivale
log p(y|0) ~ log(p(z,y|0)) + log(pa(z|y, 8)).

En particular, si x = x,
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log p(yl0) =

= log(p(xo, y|0)) + log(pc(xo, y|0))

= log(p(y|zo, 8)) + log(p(xo|0)) — log(pc(zo, y|0))

= [f(x0) + (d/2)1og(2p) + 1/2(log(|Q])) + (x0 — p)" Qo — p) — (d/2)log(2p)

—1/2(log(|(Q™" — diag(f"(0)))"'])) +
(0 — (@ — diag(f"(20))) ™" (Qu + f'(z0) —

(0 — (@ — diag(f"(20)))™" (Qu+ f'(@0) - "
= —nh(wo) — (d/2)10g(2p) — 1/2(l0g(|(Q" — diag(s" (@0))) ) -

((Q — diag(f"(w0))) w0 — Qu = '(x0) + f"(wo)ao)" (Q — diag(/" (o)) ™

(@ — diag(f" (o)) w0 — Qu — ['(o) + (o))

H(:BQ

//(mo

Recordemos que por condicién de primer orden de h(x) todo maximo debe cumplir

f'(xo) = Qo — p)-

= —nh(zo) — (d/2)log( Q"
(Q(zo — ) = f'(20))" (Q — diag(f"(20))) "
= —nh(zo) + (d/2)log(2p) + 1/2(log(|(Q~"

|
I Q0 — 1) — ['(xs))
— diag(f"(20))"'])) — 0.

Luego
log p(y|0) =
= —nh(@o) - (d/2)log(2p) — 1/2(log(|(Q " — diag(f"(0))) ")) -
((@ — diag( (o)) w0 — Qu — f'(wo) + f"(wo)s) (@ — dia(f"(y))) "
((@ — diag(f" (o)) w0 — Qu — f'(o) + ()0
0x(2p) — 1/2(10a(|(Q " — diag(f" (o)) ') -
(

En conclusion

log p(y|@) ~ exp{—nh(z)}(2p) " [(Q" — diag(f"(z0)))*|"/%.

Por lo tanto, hemos demostrado que la aproximacién cldsica de Laplace y la aproxima-
cion de marginales mediante la aproximacion Gaussiana del denominador son equivalentes.
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3.2.4. Optimizar la densidad posterior de los hiperparametros

Recordemos que un campo Markoviano Gaussiano latente (Seccién 1.4.3) es un modelo
con la siguiente estructura

I Datos observados y, v;|z; ~ p(y;|z;, 6)
II Campo Gaussiano x ~ Normal(0, Q(0)™!)
IIT Hiperparametros 6

Los hiperpardmetros @ pueden incluir los pardmetros en la verosimilitud p(y|x). Ade-
mds, si aparecen en la matriz () pueden afectar la fuerza o extension de la dependencia, asi
como la variabilidad del modelo. La densidad conjunta es de la forma

p(,0ly) o< p(@)p(|6) | [ p(:l:, 6)

i€l
y las primeras marginales que nos interesan son
p(6;|y), para todas o algunas i
Se requiere poder integrar estas marginales para obtener las marginales de la forma
p(z;|y), para todas o algunas 1.

A su vez, estas se usan para calcular distribuciones predictivas, que de nuevo, son distribu-
ciones marginales.

Podemos calcular (aproximadamente) las marginales directamente sin tener que usar
MCMC. Mediante aproximaciones analiticas ganamos velocidad y precisién pues no son
métodos computacionalmente intensivos. Aprovechamos completamente la estructura de
los modelos Gaussianos latentes.

En el caso de tener observaciones Gaussianas no hace falta recurrir a la aproximacion de
Laplace, pero siguen siendo utiles todos los algoritmos que hemos introducido para integrar
de forma eficiente el campo Markoviano Gaussiano latente.

Como

x,y|0 ~ Normal(-, )

podemos calcular (numéricamente) todas las marginales, usando que

Gaussiana
p(z, y[0) p(6)
p(zly,0)
——

Gaussiana

p(fly)

Como
x|y, 0 ~ Normal(-, )
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entonces
plly) = [ plail6.v)p(6ly)db.
N—_——
Gaussiana

En el caso de modelo con observaciones no Gaussianas, el procedimiento no es muy
distinto del caso de observaciones Gaussianas. Lo que cambia es que la distribucién con-
dicional posterior del campo latente p(x|y, f) debe aproximarse mediante la llamada apro-
ximacion Gaussiana. Afortunadamente, esta aproximacion solo requiere modificar en la
diagonal la matriz de precisién () del campo latente. La modificacién en la matriz de cova-
rianzas X no es tan sencilla, y por ello trabajamos con la de precisién Q. Sin embargo, nos
interesa obtener las marginales del campo latente, que es equivalente a obtener la matriz de
covarianza 3 a partir de la matriz de precisién modificada.

En este caso

No Gaussiana conocida

——

p(z,y|0) p(6)
plely,0)
———

No Gaussiana desconocida

p(0ly)

Por lo que empleamos una aproximacion Gaussiana para la condicional

p(x,y|0)p(6)

p(Bly) =~ ¢
6ly) ~ = (aly. 0)

z=xmoda(8)

donde c es una constante de normalizacién.
Para las marginales de z;|y, 6, podemos aproximar de manera similar

p(x,y|0)
pG’(w—i|xi7 Yy, 0)

x_;=xmoda(0,z;)

p(‘rZ’y7 0) ~c

donde, de nuevo, c es una constante de normalizacion.
Esta es la parte mas dificil pues es potencialmente muy lenta. Las ideas principales son
simples y se basan en la identidad

Cuando p(x|z) es la aproximacion Gaussiana, p(z) es la aproximacién de Laplace.
La idea es construir las aproximaciones Gausianas de

= p(Oly)
para posteriormente integrar
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plaily) = / p(8y)p (2,10, )d6

p(0;ly) = / p(6ly)d6_;.

Teorema 3.2.7. Con los mismos supuestos de la aproximacion de Laplace Cldsica, po-
demos aproximar la distribucion condicional mediante una aproximacion Gaussiana, es
decir,

1
p(zly, 8) oc exp <—§93TQ33 + Z 10gp(%|$i)>

~ exp <——(w — w)T(Q + diag(c;))(x — u))

El desarrollo puede verse en 3.2.3.
Sabemos que
p(yle, 0)p(x|6) = p(y, z|0) = p(x|y, O)p(y|6).

Por lo tanto,

(ylz, 0)p(x|6)
p(flﬂIg, 0)

p(y|0)

p(0ly) b p(0) para cualquiera .

Necesitamos una buena aproximacion de p(x|y, @) para posteriormente integrar numé-
ricamente 6. Para observaciones no Gaussianas tenemos que

log p(x|y, 0) = log p(y|x,0) + log p(x|@) + contante.
Usando una aproximacion de Taylor de segundo orden
f(x) =logp(y|x, @) alrededor de
obtenemos su aproximacion Gaussiana pg(z|y, €), con
Eay (2ly, 0) ~ (Q — diag(f"(20))) ™ (Qu + f'(wo) — " (o))

Varg, (z]y, 0) ~ (Q — diag(f"(x0))) ™"

donde x( = arg max,, p(x|y, 0).
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La demostracion de este resultado puede encontrarse en la Seccién 3.2.3. Afortunada-
mente, las propiedades de Markov se conservan pues sélo se modifica la diagonal, y los
ceros de la precision siguen siendo ceros.

En resumen, para evaluar p(6|y) usando la aproximacién de Taylor/ Laplace:

1. Para un valor de @ encontrar la moda

xo = argmax p(x|y, 0).
x

2. Calcular la expansion de Taylor de f(x) alrededor de .

3. La aproximacion de p(0|y) es

p(ylxo, 0)p(x0|0)p(6)
pa(xoly, 0) '

p(Oly) o
Asi, el estimador maximo verosimil (aproximado) es
Or ~ arg ;naXﬁ(Gly)-

Podemos usar integracién numérica sobre 6 para obtener las posteriores de [x|y]

plaly) = [ p(16.9)p(61)0 = 3 po(nl6. y)p(O:]v).

En general, tenemos que lidiar con més de un solo hiperparametro y que las observa-
ciones no sean Gaussianas. Las complicaciones son usualmente s6lo précticas, no cambia
mucho el esquema. Notemos que la complicacién principal es que el denominador ya no
es Gaussiano y no podemos emplear las herramientas que tenemos para calcular condicio-
nales o marginales del campo Markoviano Gaussiano. Sin embargo, podemos emplear una
aproximacién Gaussiana. Para ello, debemos explorar p(6|y) y

1. Localizar la moda de p(6|y) al optimizar log p(0|y) con respecto a 6. Esto puede
hacerse mediante un método cuasi-Newton que construye una aproximacion de la se-
gunda derivada de log p(0|y) usando las diferencias entre vectores gradiente sucesi-
vos. El gradiente se aproxima usando diferencias finitas. Sea 8* la moda aproximada
(hasta la iteracion elegida).

2. Emplear el Hessiano para construir nuevas variables. En la moda aproximada 0*
calculamos el negativo de la matriz Hessiana H > 0, usando diferencias finitas. Sea
> = H'. que corresponderia a la matriz de covarianza de 6 si su densidad fuera
Gaussiana. Para facilitar la exploracion se usan variables estandarizadas z en lugar
de 8: sea X = VAV la descomposicién en valores propios de ¥, y definimos 0 a
través de z, de modo que

0(z) = 0"+ VA2
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02

Si p(@|y) es una densidad Gaussiana, entonces z tiene distribucion Normal(0, I).
Esta reparametrizacién corrige la escala y la rotacién, y asi simplifica la integracion
numérica. En la Figura 3.1 éstas nuevas coordenadas estan representadas por los ejes

21y 22.

. Buscar en una celosia de puntos de integracion para poder aproximar las margina-

les para cada 0;. Primero, buscamos una aproximacién de p(6;|y). Las densidades
marginales posteriores de 6; pueden obtenerse directamente de p(6;|y) mediante in-
tegracion numérica. Sin embargo, esto es computacionalmente costoso, ya que tene-
mos que evaluar p(6;|y) para un gran nimero de combinaciones. Un enfoque més
factible es utilizar los puntos ya calculados para la integracion numérica para cons-
truir un interpolador a log p(6;|y), y calcular los marginales utilizando la integracion
numérica de este interpolador. Si se requiere alta precision, necesitamos en la practi-
ca un conjunto de puntos mas denso (por ejemplo 6, = 1/2 0 1/4) que la requerida
para el campo latente x. En la Figura 3.2 puede verse esta seleccion de puntos tanto
sobre los ejes (negros) como combinacion de ellos (grises).

Siguiendo el desarrollo de la seleccion de la celosia desarrollada en Rue, Riebler,
Serbye, Illian, Simpson & Lindgren, 2017.

02

01

01

Figura 3.2: Se explora cada direccién de coorde-

Figura 3.1: Se localiza la moda, se calcula el Hes- hadas (puntos negros) hasta que la densidad loga-
siano y el sistema de coordenadas de . ritmica cae por debajo de un cierto limite. Final-

mente se exploran los puntos grises.

Tanto las ideas como los detalles computacionales de INLA pueden encontrarse repar-

tidos en Lindgren, Rue & others, 2015; Rue & Martino, 2007; Rue et al., 2009.

3.2.5. La factorizacion de Cholesky

Para obtener las densidades marginales del campo latente conviene aprovechar qye te-

nemos una matriz de precision rala. La estrategia en general consiste en primero hacer una
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permutacidn sobre el vector & para que la matriz ), ademads de rala, esté concentrada cerca
de la diagonal. Mediante la aproximacién Gaussiana, veremos que el efecto de la verosimi-
litud en la densidad del campo Markoviano Gaussiano modifica de forma sencilla la matriz
de precision. Una vez que tenemos esta nueva Q' podemos obtener las marginales de forma
inmediata si obtenemos la matriz 3’ = (Q’)~!. Una forma computacionalmente eficiente
de hacerlo es mediante la descomposicion de Cholesky.

En su forma usual, esta descomposicion es la usualmente usada en estadistica, ya que
se obtiene para matrices simétricas definidas positivas, como es el caso tanto de la matriz
de precision y la matriz de covarianzas. Ademds, esta misma factorizacién permite simular
de nuestro campo Markoviano Gaussiano partiendo de normales estdndar independientes.

Usualmente deseamos factorizar Q en Q = LLT (Cholesky) para resolver Qx = b,
Lz =bo LTz = by calcular diag(Q "), es decir, las varianzas marginales.

Ademds, existen modificaciones en este algoritmo que aprovechan la raleza de Q) con-
siguiendo importantes mejoras en los tiempos de ejecucion. La factorizacion de Cholesky
para una matriz simétrica definida positiva (SPD) rala

» Modelo temporal: O(n)
= Modelo espacial: O(n?/?)
» Modelo espacio-temporal: O(n?)

Comparemos estas complejidades con el orden O(n?) del algoritmo de factorizacién de
Cholesky usual para una matriz SPD densa. A continuacién veremos como la factorizacién
de Cholesky en su version general para matrices SDP aparece en los métodos de solucion
de ecuaciones lineales para después mostrar la modificacion del algoritmo para matrices
ralas. Los detalles sobre la complejidad algoritmica de estos resultados puede consultarse
en Rue et al., 2009.

Si A es una matriz n x n definida positiva, entonces existe una uinica matriz triangular
inferior (de Cholesky) que cumple

A=LL".

Notemos que como A = LL7T, se cumple que
J
A = ZLiijlm P> 7.
k=1

y definamos
7j—1
w = Ay — Z LipLji, © > j.
k=1

Entonces puede mostrarse que

u Liijj = Uy paraz' > ]
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Si conocemos {u;} para j fijo, entonces

Ljj=/u;'y Lij=u;/\/u;,parai = j+1,...,n.

Esto nos da la j-ésima columna de L. Ver Algoritmo 1.
También, la factorizacién puede ser calculada directamente a través de las siguientes
férmulas

i—1
L = Ay — Z L?, para los elementos de la diagonal principal
k=1

;o Ay = 30 Ll

i = 7 para el resto de los elementos.
JJ

Algoritmo 1 Factorizacién de Cholesky L de A

Forj=1ton
Uj.p = Aj:n,j
Fork=1toj—1
Ujin, = Ui — Lijn 1 Ljis
Ljinj = Ujin/\/U;

Return L

Calcular L cuesta n3/3 flops (floating point operations per second). Esta factorizacién
es la base para resolver sistemas de la forma

Ar=boAX =B
o equivalentemente para resolver
x=A"'"boX =A"'B.

Al paso dos del algéritmo para resolver sistemas de ecuaciones usando la descomposi-
cién de Cholesky se le llama sustitucién por delante y cuesta O(n?) flops. La solucién de v
se calcula iterando hacia adelante

1—1
1 .
v; = L—u(bz — ]E:1 Lijvj)’ 1 = 17 N

Al paso tres se le llama sustitucién hacia atrds y cuesta O(n?) flops. La solucién de x
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se calcula iterando hacia atras

1 n
[ j=it1
Para calcular A~' B donde B es una matriz n x k, podemos calcular la solucién X de

para cada una de las k£ columnas de X. Notemos que si podemos resolver este tipo de
problemas, eligiendo B = I podemos recuperar directamente A~!, o cualquier elemento
de la diagonal de A~!, segiin las cantidades que necesitemos.

Para algunos problemas es ttil poder simular de nuestro Campo Markoviano Gaussiano.
Por ejemplo para emplear aproximaciones Monte Carlo de transformaciones no lineales de
x. Por esto requerimos saber simular de & ~ Normal(p, Q7).

SiQ = LL" y z ~ Normal(0, I), entonces x definido por
L'z =z

tiene covarianza
Cov(z) = Cov(L™"2) = (LL") ' =Q™".

A continuacion ahondamos sobre los métodos numéricos que se utilizan.

3.2.6. Métodos numéricos para matrices ralas

Los calculos en Campos Markovianos Gaussianos pueden expresarse de tal modo que
las tareas a realizar son

1. Calcular la factorizacién de Cholesky de Q@ = LL™,y
2. Resolver Lv = by L'z = 2.

La segunda tarea es mucho mas rapida que la primera, pero la raleza nos serd de ayuda
en la primera. Podemos dar una interpretacion util de L. Recordemos la solucién de

L"x = z donde z ~ Normal(0, )
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se distribuye Normal(0, Q~'). Como L es triangular inferior, entonces

1
Ty — 7 Zn
Lnn
(01— Lupa X,
Lpn— Zn—1 — Linn— n
! Lnfl,nfl ! net
1
Tp—2 I (Zn—2 - Ln,n—2Xn - Ln—l,n—2Xn—1)
n—2n—2

Bésicamente, da una forma iterativa de construir las variables x; dadas las z;,4, ..., x,
Debido a que son combinaciones lineales de cantidades conocidas es facil encontrar la
esperanza condicional y la varianza (y correspondientemente la precision) de las z,,.

Teorema 3.2.8. Sea x un GMRF con respecto al grafo etiquetado G = (V, E) y con media
0 y matriz de precision () > 0. Sea L el tridngulo de Cholesky de Q), entonces para i € 'V,

1 n
E(zi|@(iy1)m) = I Z Ljx;y
21 j=it+1
Prec(x;|T(i11):m) = L?

7

donde L(i+1)n = (%’H, Liq2y eny %)

Demostracion. Como

j=i+1

y E(z;) = 0, entonces
1 n
E(l’z|$(z+1)n) =0- L_ Z Ljixj.
it j—it1
También, como Var(z;) = 1

Var(xi]a:(iﬂ):n) = Var (L—> — Var (L_u Z Lj,'l‘j)

v j=i+1

Por lo que Prec (l’z‘|m(i+1):n) = LZQZ -

Adicionalmente, al ser X;|Z(;1)., combinaciones lineales de z; Normales estdndar, se
cumple que X;|(; 1), también tienen distribucion Normal con la media y precisién ya
mencionados.
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Teorema 3.2.9. Sea x un GMRF con respecto a G, con media 0 y matriz de precision
@ > 0. Sea L el triangulo de Cholesky de Q, y definamos para 1 < i < j < n el conjunto

F,))={i+1,...,7—1,j+1,...n},
que es el futuro de i excepto j. Entonces
xiil_xj|mp(i7j) < Lji =0.

Notemos que si podemos verificar que Lj; es cero, no tenemos que calcularlo cuando
factorizamos . Como es usual en los campos GMRF en INLA, supongamos que pt = 0y
fijemos 1 <7 < 7 < n. El Teorema 3.2.8 nos dice que

2
1 ¢ 1«
(X)) o exp —5 ZLik (mk + I Zijx])
k=i

k=i

1 .,
= €xDp (_§szn (Zn)wln) ’

donde la matriz Q™) (la expresién en el exponente es un superindice) de dimensién (n —
i+ 1) x (n—1i+ 1) estd definida componente a componente por

Qz(;n) = ngn) = {LiiLji.
Entonces
xiJ_L$j]wF(i,j) < L“Lﬂ = O,

que es equivalente a que Lj; = 0 ya que L;; > 0 asi como QU™ > 0.

El objetivo de identificar estas propiedades es saber donde se localizan de los ceros en
L y asi no tener que calcularlos. La propiedad global de Markov da un criterio simple y
suficiente para comprobar que Lj; = 0.

A continuacién definiremos un concepto ttil para caracterizar donde estan los ceros en
la matriz triangular inferior L. Este viene de la teoria de grafos. Sea .S C G un subconjunto
de vértices, S es un separador de vértices (o corte de vértices, conjunto de separacidn) para
vértices no adyacentes ¢ y j si la eliminacién de S del grafo separa ¢ y j en componentes
conectados distintos. En este contexto, existe un vértice entre ¢y j si 'y s6lo si ¢ ~ j, es
decir, ¢ es vecino de j y viceversa.

Corolario 1. Si F(i,j) separa i < j en G, entonces Lj; = 0.
Corolario 2. Sii ~ j entonces F(i,j) no separai < j.

El método para ahorrar calculos es

» Usar la propiedad global de Markov para revisar si L;; = 0.

» Calcular sélo los términos no ceros en L, tal que Q = LL™.
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Notemos que asi el ancho de banda se preserva. Si Q) tiene ancho de banda p, entonces
L tiene ancho de banda inferior p.

Teorema 1. Sea QQ > 0 una matriz banda (diagonal) con ancho de banda p y dimension n,
entonces el triangulo de Cholesky de Q) tiene un ancho de banda (inferior) p.

Es f4cil modificar el cédigo original de factorizacion de Cholesky para sélo calcular las
entradas donde |i — j| < p. De esta forma evitamos calcular L;; y ver ();; para |i — j| > p.
Ver Algoritmo 2. El costo computacional ahora es del orden O (n(p?+3p)) flops suponiendo
que n > p (ver Rue et al., 2009).

Algoritmo 2 Factorizacién de Cholesky para ) matriz banda con ancho de banda p

Forj=1ton
A = min{j +p,n}
Uiy = Qo
For k = max{l,j —p}toj — 1
i =min{k +p,n}
Ujii = Ujyi — Ly g Lik
Ljing = wjin/ /U

Return L

Ademas, es posible permutar los vértices para hacer mds eficiente el algoritmo. Sabe-
mos que @ es rala, pero los valores distintos de 0 pueden estar dispersos por toda la matriz
y por tanto la banda puede ser grande. En general, se puede elegir una de las n! posibles per-
mutaciones, definir la correspondiente matriz de permutacién P, tal que ¥ = P13, donde
1= (1,...,n)T, es el nuevo ordenamiento (orden) de los vertices.

Se busca escoger P tal que

Q" = PQPT

es una matriz banda con un ancho de banda pequefio.

En general es imposible obtener la permutacion dptima pues se trata de un problema
de optimizacién combinatoria y n! es demasiado grande. Sin embargo, un ordenamiento
sub-optimal puede ser suficiente. Recordemos que se busca que tenga ancho menor an-
cho de banda para hacer menos operaciones, pero las soluciones serdn las mismas salvo
permutacion.

Una forma de resolver el problema de encontrar una permutacion util es mediante el
llamado reordenado por diseccion anidada. La idea de este esquema de reordenado es

1. Elegir un (pequefio) nimero de vertices cuya remocion dividiria el grafo en dos sub-
grafos disconexos de tamaio parecido casi igual.
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2. Ordenar los vértices elegidos después de ordenar el resto de los vértices en ambos
subgrafos.

3. Aplicar este procedimiento recursivamente a todos los nodos en cada subgrafo.

Notemos que no debemos tratar a las matrices ralas como matrices ordinarias en la compu-
tadora. Tanto la forma de almacenarlas en memoria como los algoritmos para manipularlas
deben ser especiales para matrices ralas. Es recomendable usar software existente. Si esta-
mos trabajando en R, se recomienda usar el paquete Matrix, donde se pueden crear matrices
ralas con sparseMatrix().

3.2.7. Calcular las covarianzas marginales de un GMRF

Sea
Q=LL"'y>x=Q'=L"TL",

donde L es una matriz triangular inferior de la descomposicion de Cholesky. La igualdad
S=L'+(I-L"X (3.3)

define una recursion que puede usarse para calcular Var(z;) y Cov(x;, x;) para i ~ j
esencialmente sin costo cuando se conoce el triangulo de Cholesky L. La prueba es sencilla.
Dado que QY. = I, entonces LL*Y. = I. Multiplicando por la izquierda por L~ y restando
¥ en ambos lados da (LT —I)¥ = L~!—Y.. Tras ordenar los términos obtenemos (3.3). Este
es un resultado de 1973, dentro del articulo llamado, Formation of a sparse bus impedance
matriz and its aplication to short circuit study por Takahashi, Fagan y Mo-Shing Chen.

Recordemos que, como se demuestra en el Teorema 3.2.8, para un GMRF con media
cero que

1 n
x| Tiy1, ., x, ~ Normal (—L—“ Z Ly, 1/Lfi) ,i=mn,..., 1.
k=i+1
provee una representacion secuencial del GMRF de reversa en el “tiempo” <.
Multiplicando por x;, j > 7, y tomando esperanzas tenemos que
1 O L
i = 0y /L% — . > LS j=ii=n, .1, (3.4)

" ked(i)

donde J(7) son aquellos k& > ¢ donde L;; es distinto de cero,
J(i) ={k >i: Ly # 0}

y 0;; €S Uno si ¢ = j y Cero en otro caso.
Podemos usar (3.4) para calcular X;; para cada 7j. Supongamos que nos interesa cal-
cular todas las varianzas marginales. Para hacer esto, necesitamos calcular ¥;; (o Xj;, para
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todas las ¢j en un conjunto arbitrario de aristas S C V x V). Si las recursiones pueden re-
solverse solamente calculando J;; para todo ¢j € S entonces decimos que las recursiones
tienen solucién usando S.

De (3.4) es evidente que para que S tenga solucidn S debe satisfacer

ijeSykel(i)=kjeS.

También necesitamos que 2 € S paratodos = 1,...,n.

Notemos que S = V x 'V es un conjunto vélido, pero nos interesa que |.S| sea pequefo
para evitar cdlculos innecesarios. Sin embargo, un conjunto minimo depende de los valo-
res numéricos en L, o () implicitamente. Afortunadamente, un conjunto ligeramente mas
grande, que contiene al minimo, resulta ser aquel que ya utilizamos para calcular L.

Teorema 2. El conjunto S, definido abajo, permite calcular las recursiones (ver Takahashi,
1973)
Se puede demostrar que

S={ij eV xV:j>i1iyjno son separados por F(i,j)}

es un conjunto con el que podemos calcular todas las 3;;,15 € V.

La prueba de este resultado puede consultarse en Rue & Martino, 2007. Su importancia
estd en que nos permite identificar de forma mas rdpida todos los posibles elementos no
nulos de L. Algunos de ellos podrian resultar cero dependiendo de las propiedades de in-
dependencia condicional de la densidad marginal. Por tanto, una posible interpretacion de
S es que es el conjunto de L;;’s que se requieren calcular cuando obtenemos Q = LL”.
Ya que Lj; # 0 en general cuando i ~ j, entonces calculamos también Cov(z;, x;) para
t ~ j. Algunos de los L;;’s pueden resultar ser cero dependiendo de las propiedades de
independencia condicional de la densidad marginal de x;.,, parai = n, ..., 1 aunque ij € S.

Adicionalmente, es posible calcular varianza marginal bajo restricciones duras como
las que se acostumbran contrastar en pruebas de hipétesis. Estas marginales pueden ser
de utilidad para calcular factores de Bayes. Sea 3 la covarianza con restricciones y 3 sin
restricciones. Entonces 3 se relaciona con X mediante

2 . QflAT(AQflAT)flAQfl’

por tanto i
g = i — (Q_lAT(AQ_lAT)_lAQ_l)Z.Z. ,i=1,..,n.

para las restricciones duras Ax = b.

3.2.8. Calculo de densidades marginales del campo latente

Muchos de los problemas en la inferencia Bayesiana son en realidad cdlculo de margi-
nales, es decir, basicamente son problemas de integraciéon. En general, puede ser compli-
cado integrar numéricamente en especial si la dimension de los pardmetros es muy grande.
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Afortunadamente podemos emplear la aproximacion de Laplace para aproximar buena par-
te de los pardmetros, aquellos que aparecen en el campo Markoviano Gaussiano latente.
Consideremos el problema general

= 0 es los hiperpardmetros con previa p(0)
= o son las variables latentes con densidad p(x|6)
= y es la variable observada cuya verosimilitud es p(y|x)

Entonces, notemos que
p(x,0ly)
pOly) = ————+
p(z|6,y)
para cualquier .

Ahora,

_ p(=,0ly)
p(@‘y) = p(mw’y)
p(0)p(x|0)p(y|z)
p(z|6,y)
_ p(6)p(z|0)p(y|x)
pc(z|0,y)

z=x*(0)

donde p¢ (|0, y) es la aproximacién Gaussiana de p(x|0,y) y *(0) es su moda.
Con n medidas repetidas de y del mismo @, entonces

p(0]yn)
p(0]yn)

tras normalizacion. Este error relativo es muy impresionante y util. Sin embargo, los su-
puestos usualmente no se cumplen.

=1+0(n?

Siguiendo el desarrollo de Gémez-Rubio, 2020, la aproximacién de las distribuciones
marginales de los hiperparametros pueden calcularse al marginalizar sobre 7(0|y) para
obtener 7(0;|y). La aproximacién de las marginales de los efectos latentes requiere inte-
grar respecto a los hiperpardmetros y marginalizar sobre los efectos latentes. INLA usa la
siguiente aproximacion

K
plaily) ~ Z plai| 0, y)p(0™)) Ay

k=1

Aqui, {#W}E representa el conjunto de valores de 6 que son usados en la integracién
numérica y cada uno de ellos tiene asociado una ponderacion de integracion A,. INLA
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obtiene estos puntos de integracion al colocar una rejilla regular alrededor de la moda pos-
terior de 8 o usando un disefio central compuesto centrado (ver Box & Draper, 1987) en la
media posterior.

En Rue et al., 2009 se describen tres diferentes aproximaciones para 7(x;|@, y). La pri-
mera consiste en una aproximacion Gaussiana, la cual estima la media ;(0) y la varianza
2(9). Esto es computacionalmente rdpido ya que en la exploracién de 7(0|y) se calcula
la distribucién 7 (x|0, y), por lo que 7g(x;]|0,y) puede calcularse ficilmente marginali-
zando esta normal multivariada. Esto es trivial si se conoce la matriz de varianza, ya que

0%(0) = X;(0). En caso de tenerse la matriz de precision primero se debe invertir es-

]

ta. La segunda aproximacion consiste en la aproximacién de Laplace, de tal modo que la
aproximacion de p(z;|0, y) es

g

p(z,0,y)
Pec(x_ilzi, 0,y)

pLA(xi|07 y) (08

r_1=x*(r;,0)

La distribucion pge(x—;|x;, 0, y) representa la aproximacion Gaussiana de x_;|x;, 0,y
yx_; = x*,(z;,0) es su moda. Esta aproximacion es mucho mds costosa en términos
computacionales que la aproximacion Gaussiana ya que debe calcularse para cada valor de
x;. Por esta razén, Rue et al., 2009 proponen una aproximacién modificada que depende de

mra(2:]0,y) oc Normal(z;|;(0), 02(0)) exp(spline(z;)).

Por lo que la aproximacién de Laplace depende del producto de la aproximacion Gaussiana
y un spline cibico spline(x;) en x;. El spline se calcula en los valores elegidos de x; y su
objetivo es corregir la aproximacion Gaussiana. La tercer aproximacion gy 4(z;|0,vy) es
llamada la aproximacién simplificada de Laplace y depende de una expansion en series de
7ra(z;|0,y) alrededor de x; = 1;(0). Con esto, a la aproximacién Gaussiana 7g(z;|0,y)
puede corregirsele su localizacion y asimetria (skewdness) y es muy rapida computacional-
mente.

3.2.9. Seleccion de modelos y deteccion de datos atipicos

Elegir y comparar varios modelos es una tarea importante pero usualmente dificil. Los
criterios mds naturales no siempre son accesibles de calcular.

3.2.9.1. Verosimilitud Marginal, Factor de Bayes y probabilidad posterior

Entre los posibles criterios de seleccion estd la verosimilitud marginal que es la cons-
tante de normalizacién de p(0|y),

_. [ p(@)p(x|0)p(y|x,0)
Py) ‘/ Fo(@l0,y)

—2+(6)
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En muchos modelos jerdrquicos la previa p(@) es impropia, lo que dificulta usar este
criterio. La aproximacién dada por INLA es

o - [ 2050

- de.
pa(l0,y)

z=x*(0)

En general, esta aproximacion es bastante precisa. Es interesante que en INLA sea
relativamente f4cil de calcular, con adecuada precision, una cantidad importante que con
otros métodos (MCMC) seria bastante dificil de aproximar.

Recordemos que la verosimilitud marginal puede usarse para calcular la probabilidad
posterior de un modelo ajustado mediante

PWVin|y) o< p(y[Mom)p(Min),

donde p(M,,) es la probabilidad previa de cada modelo.

3.2.9.2. Criterio de Informacion de Devianza
Recordemos que Criterio de Informacion de Devianza (DIC) estd basado en la devianza
D(y;6) = —2) _log(y;z:,6)
y se define

DIC = 2E[D(y; 6)] — D(E[y]; 6*),

donde 0* es la media posterior o bien la moda posterior de 8. Ha sido muy usado pues en
general es facil de calcular si se cuenta con una muestra MCMC.

3.2.9.3. Criterios tipo Leave One Out (LOO)
3.2.9.4. Ordenadas Predictivas Condicionales (CPO)

Para identificar observaciones atipicas y en general evaluar el poder predictivo del mo-
delo podemos emplear validacion cruzada Bayesiana. En particular, mediante el enfoque
de INLA es relativamente fécil calcular

oty = [ { / z_p(yz-me)p(:c@wy2-,9>dxi}p<e|yz->d0

donde (21].6)
b Ty,
p(xily—i, 0) oc ————5
Notemos que sélo requiere una integral unidimensional para cada ¢ y cada componente de
0.
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Recordemos que
CPO; = / p(y™y—i,0)p(Bly—)d6

donde 7™ se refiere al valor en efecto observado, el cual se retira para construir la densidad
predictiva de tipo Leave One Out. El primer término en la integral del CPO; es igual a

obs p(zily, 0)
b y-0) =1/ [ BT,

Esta expresion se aproxima mediante integracion numérica pues ya hemos visto como po-
demos obtener p(z;|y, @) mediante INLA.

obs

3.2.9.5. Transformaciéon Integral Predictiva (PIT)

Podemos también hacer deteccion automatica de observaciones “sorprendentes” al cal-
cular

Py < yily—s)

e identificar valores inusualmente altos o bajos. Notemos que aqui y;"“** denota una variable
aleatoria que queremos predecir, a pesar de conocer el valor 3.

Recordemos que ya hemos visto como podemos calcular de forma aproximada p(z;|y, )
mediante INLA. El denominador p(y?*|y_;, @) ya lo hemos calculado. Tenemos también
ya la aproximacién de p(@|y).

El término p(y°*|y_;) puede calcularse, aproximadamente, con

~/  obs _ ~<0k‘y>
P |y-s) (? T ek)Ak>
Aqui los 6;’s son puntos de soporte de la densidad marginal posterior aproximada p(0|y),
la cudl ya se obtuvo en el primer paso del procedimiento de ajuste de INLA. Los pesos
Ay se escogen de manera apropiada de acuerdo al tipo de aproximacién numérica que se
eligi6 utilizar. Por lo que el estimado p(y?|y_;) es una media arménica ponderada de los
Py ly_s,0r)’s, k = 1,..., K con pesos w, = p(0x|y)A. Ahora ya hemos calculado
todos los términos en las expresiones de los CPO y los PIT. La aproximacion final de
cada PIT; mediante la expresién primera se basa en los puntos de soporte 6, como en la
ultima expresion al remplazar la integral con una suma finita. Respecto a los CPO;, notemos
que p(y™®|y_;) ya es calculada en p(yS*|y_;), por lo que la integracién adicional no es
necesario.

3.3. R-INLA

Podemos ejemplificar el uso de R-INLA mediante una aplicacion sencilla de modelos
con efectos aleatorios. En este trabajo exploraremos especialmente la componente espacial
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del fendmeno de los eventos violentos, pero también podemos plantear un andlisis sola-
mente temporal.

Podemos tomar el total de eventos ocurridos en cierto lapso de tiempo (mes o dia) en
todo el pais. Asi tendremos una serie de tiempo que podemos analizar mediante un efecto
temporal autorregresivo o bien, mediante una caminata aleatoria. Adicionalmente, podemos
ajustar un par de modelos mas sencillos, donde el efecto temporal se incorpora como una
covariable o efecto fijo, ya sea en escala lineal o logaritmica respecto al predictor lineal.

El modelo autorregresivo de orden 1 se define tal que

Xz’¢7 T, Xla '-'7Xi71 ~ Normal((bX‘,l, T),/i = 1, ., n

o bien

7 T
p(x|7) oc 7D 2 exp | —= Z(sz — ¢z 1)?

El modelo caminata aleatoria de orden 1 se define tal que

vi|v_y ~ Normal(v;,1,7,) parat = 1
vg|v_y ~ Normal (W, %) parat =2,..., 7T — 1

vi|lv_y ~ Normal(v;_q,7,) parat = T.
Por ahora, nos concentraremos en el caso de las ejecuciones. Podemos separar por me-

ses o bien por dias. Notemos que, en particular, estamos tratando series de tiempo con
conteos.

Conteo Ejecuciones

200
I

T T T T T T T T
2007 2008 2009 2010 2011 2012 2007 2008 2009 2010 2011 2012

Tiempo Tiempo

Figura 3.3: Ejecuciones a nivel nacional por mes Figura 3.4: Ejecuciones a nivel nacional por dia.

Primero debemos definir la formula (forma del regresor lineal). En este caso nos intere-
san dos modelo con efectos fijos, un modelo de efectos aleatorios autorregresivo o un mode-
lo de efectos aleatorios caminata aleatoria. Ademas, a los cuatro modelos incluimos efecto
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fijo a que es el intercepto. Esta regresion es sobre la log media del modelo Poisson. Los
efectos deben exponenciarse para tener la tasa marginal del efecto. Sea y; ~ Poisson(;)
con respectivamente para cada modelo

1. log(u;) = o + Bt; (Efecto exponencial del tiempo sobre la media)
2. log(p;) = v+ Blog(t;) (Efecto lineal del tiempo sobre la media)
3. log(u;) = o + X; (Efecto autoregresivo)

4. log(p;) = o + v; (Efecto caminata aleatoria)

Recordemos que las salidas son conteos, por lo que las distribuciones predictivas son
discretas. Esto puede suponer dificultades respecto al andlisis de los PIT, cuestion a la que
daremos respuesta en el Capitulo 2.

La funcién summary nos regresa algunos resimenes de la distribucion posterior de los
hiperparametros. También podemos obtener algunos de los criterios para comparar modelos
Bayesianos mencionados en el Capitulo 2. Debemos especificar al llamar a R-INLA que
criterios queremos que calcule.

data<- data.frame(y= STD[TimeD], ID.Time = TimeD)

formula.STl<- y ~ 1 + TimeD

formula.ST2<- y ~ 1 + log(TimeD)
formula.ST3<- y ~ 1 + f£(ID.Time,model="arl")
formula.ST4<- y ~ 1 + f(ID.Time,model="rwl")

modelo.inla.ST <- inla(formula.ST, family="poisson",data=data,
control.predictor=1ist (compute=TRUE),
control.compute=list (dic=TRUE,waic=T, cpo=TRUE))

summary (modelo.inla.ST)
modelo.inla.ST$dicSdic
modelo.inla.STSdicSp.eff
modelo.inla.ST$waicSwaic

modelo.inla.STSmlik

sum (model.inla.STS$cpo$cpo) /length (STD[TimeD])
sum (model.inla.ST$cpo$pit) /length (STD[TimeD])

En la Tabla 3.1 podemos ver que todos los criterios indican que el modelo menos ade-
cuado para los datos es el que llamamos Exponencial. Mientras que los indicadores de los
modelos AR1 y RW1 son muy parecidos. Vale la pena mencionar que ninguna de las prue-
bas de bondad de ajuste para estos modelos rechazaron la hipétesis de que los PIT sean
Uniformes. Esto se debe en parte a que al ser conteos por mes son nimeros grandes y la
aproximacién Normal a la distribucién Poisson es adecuada.
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Modelo DIC Eff(Pp) WAIC logMLIK CPO PIT Dgs p,KM Ty PoX?

Exponencial 1957.1 2.17 20122 -994.2  0.0026 0.4463 0426 1.5e-09 2056 O
Lineal 1206.5  2.18 12342  -614.4  0.0038 0.4539 0.363 2.3e-07 1684 0*
ARI 579.6  50.78  579.2 -356.8  0.0049 0.5100 0.161  0.09 164 0.127
RW1 580.8  50.14 5824 -352.5 0.0050 0.5103 0.159 0.096 164 0.127

Tabla 3.1: Criterios Bayesianos de los modelos temporales para Ejecuciones por mes

Mientras que en la Tabla 3.1 todos los criterios indican que el peor modelo es el Expo-
nencial, luego el Lineal, y muy cercanos siguen los modelos AR1 y RW 1. Todas las pruebas
de bondad de ajuste tienen p-valores muy pequefios, pero podemos emplear los estadisticos
como indices informales de cercania a la hip6tesis nula. Que los PIT no tengan distribucién
Uniforme continua en [0, 1] no necesariamente debe preocuparnos, pues al ser conteos por
dia los ndmeros no son tan grandes la aproximacion Normal a la distribucién Poisson no
siempre serda adecuada.

Modelo DIC  Eff(Pp) WAIC IlogMLIK logCPO PIT Dgs p,KM Tz px°

Exponencial 134719  2.19 13475.4  -6753.1 0.055 0.514 0.124 0* 31785 0"
Lineal 12718.1 2.19 127217  -6369.5 0.064  0.524 0.105 0* 1858.8 0
ARl 11505.0 4433 117342 -5983.1 0.064 0.533 0.066 2.1e-07 717.6 0"
RW1 115534 386.5 11774.1 -5983.4 0.065 0.533 0.068 1.le-07 7304  0*

Tabla 3.2: Criterios Bayesianos de los modelos temporales para Ejecuciones por dia

Comparacion de resultados

A fin de examinar mas a detalle los resultados que puede darnos INLA compararemos
dos modelos. Comparamos el modelo que incorpora el factor tiempo como un efecto fijo
con escala logaritmica del tiempo al modelo con efecto aleatorio de tipo autorregresivo.

Por dia con modelo lineal respecto al valor esperado

Vemos en la Tabla 3.3 que el tiempo empleado es muy poco. Incluso el proceso de correr
INLA, que es usualmente el més tardado, es muy rdpido. Esto se debe a que en general los
efectos fijos requieren menos poder computacional y la dimensién de este problema es muy
pequena.
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Pre-procesamiento Corriendo INLA  Post-procesamiento Total
0.8019 seg 0.6702 seg 0.0788 seg 1.5509 seg

Tabla 3.3: Tiempos de ejecucién en INLA para modelo lineal respecto al valor esperado

En la Tabla 3.4 podemos ver la inferencia hecha para los pardmetros de los efectos fijos.
Podemos decir que el efecto del tiempo es positivo, es decir creciente, y que tiene un efecto
de exp(0.696) = 2.006 respecto al tiempo. Es decir, al mes ¢ el efecto multiplicativo del
tiempo es aproximadamente 2 X 7.

Parametro Media Desv. Est. Cuantil 0.025 Mediana Cuantil 0.975 Moda

Intercepto  -1.8696  0.0670 -2.0016 -1.8694 -1.7385 -1.8691
log(Tiempo) 0.6962  0.0096 0.6773 0.6962 0.7152 0.6961

Tabla 3.4: Estimacion de coeficientes para modelo lineal respecto al valor esperado

El modelo no tiene efectos aleatorios.
El modelo no tiene hiperpardmetros.

Por dia con modelo autoregresivo de orden 1

Vemos en la Tabla 3.5 que el tiempo empleado es también pequefio. Al tratarse de un
modelo con efectos aleatorios tarda un poco mds que su contraparte con efectos fijos, pero
al ser la dimension de este problema es pequeia el tiempo total es corto.

Pre-procesamiento Corriendo INLA  Post-procesamiento Total
1.0242 seg 9.1955 seg 0.1406 seg 10.3603 seg

Tabla 3.5: Tiempos de ejecucion en INLA para el modelo AR(1)

En la Tabla 3.6 vemos la inferencia para el tinico efecto fijo de este modelo, el intercep-
to. Este puede interpretarse como la log media en el tiempo 0.

Parametro Media Desv. Est. Cuantil 0.025 Mediana Cuantil 0.975 Moda
Intercepto  2.5984 0.2091 2.1644 2.603 3.0037 2.6092

Tabla 3.6: Estimacion de coeficientes para el modelo AR(1)
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Mientras que en la Tabla 3.7 podemos ver la inferencia asociada a los hiperparametros
de los efectos aleatorios. Valores pequeifios de la precision indican un efecto reducido de
la componente estrictamente estocastica del modelo autorregresivo. Mientras que un valor
menor a 1 del coeficiente del autorregresivo indica que no crecerd de forma explosiva.

Parametro Media Desv. Est. Cuantil 0.025 Mediana Cuantil 0.975 Moda
Precision del AR(1) 2.0419 0.4885 1.1842 2.0137 3.0869 1.9652
Coeficiente del AR(1) 0.9836 0.0050 0.9725 0.9839 0.9921 0.9848

Tabla 3.7: Estimacion de coeficientes para modelo lineal respecto al valor esperado
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CAPiTULO 4

Andlisis exploratorio de los datos del CIDE-PPD

La seguridad ciudadana y el desarrollo humano mantienen una relacién de mutua re-
troalimentacion. A través de su monopolio del ejercicio legitimo de la violencia, el Estado
es el responsable de proveer la seguridad ciudadana, en tanto que es un bien publico. En
PNUD, 2013 se reportaron hallazgos y comentarios a un estudio comparativo (entre paises
de América Latina) de la violencia debido a distintos factores (politicos, econdmicos y so-
ciales) y como esta afecta a la seguridad ciudadana. El estudio se hace a través de distintos
periodos de tiempo (pues no se tiene informacién homogénea de todos los paises) e incluye
el periodo que es de nuestro interés. Sin embargo, no se ahonda en la informacion espacial
y temporal con la que pretendemos trabajar pues entonces no se tenian los datos de lugar
y tiempo. Ademads, no se pretendia incorporar este tipo de informacién ya que se requirio
usar s6lo los reportes oficiales que los paises proveian, los cuales eran a nivel nacional y
agregados en el tiempo.

En Atuesta, Siordia & Lajous, 2018 se expone la forma en que se integré la base de datos
del CIDE-PPD, con la que trabajaremos. Tuvo un proceso de validacion de los eventos y
los investigadores involucrados consideraron adecuado la clasificacion de los eventos en
tres categorias:

Ejecuciones: Cualquier homicidio intencional de un miembro de una organizacién crimi-
nal. No incluye ninguno de los otros dos casos.

Confrontaciones: Actos violentos contra autoridades o victimas en los que la fuerza pui-
blica responde con armas de fuego o bien enfrentamientos entre grupos criminales.

Agresiones: Actos violentos contra autoridades o victimas que no obtuvieron respuesta
armada por parte de la fuerza publica.

Esta base de datos intenta contabilizar todos los eventos violentos registrados durante el
periodo de interés. Atuesta et al. realizan algunas visualizaciones del total de eventos en el
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4.1. Andlisis exploratorio

pais para cada categoria, en forma de series de tiempo, y también algunas visualizaciones
espaciales por estado, pero no han ajustado un modelo propiamente espacio temporal.

En este trabajo, primero se realizé un andlisis exploratorio en la que se emplearon di-
versas herramientas del andlisis multivariado y de visualizacion (aplicadas en la Seccion
4.1). En seguida, en la Seccion 4.2, se hace la estimacion de la funcién de intensidad para
un proceso puntual Poisson no homogéneo. En la Seccién 4.3 se analizan los datos con
una interpolacién por Kriging ordinario. En esta interpolacién para cada drea se obtiene el
centroide del poligono asociado al 4rea y el valor observado es el total de eventos ocurridos
en dicha drea para cierto intervalo temporal. En la Seccién 4.4 se proponen algunos mode-
los jerarquicos simples, para descomponer los datos en elementos como los temporales y
espaciales.

Todo el codigo usado para generar los distintos andlisis pueden encontrarse en el si-
guiente enlace al repositorio en Github https://github.com/mcarranzba/Tesis_INLA.

4.1. Analisis exploratorio

En la siguiente seccién se mencionan algunas de las herramientas del andlisis multi-
variado y la ciencia de datos que utilizamos para visualizar la base de datos de eventos
violentos, asi como su aplicacién en nuestros datos de interés. Las descripciones de los
métodos asi como demostraciones de sus propiedades pueden encontrarse en Hastie, Tibs-
hirani, Friedman & Franklin, 2005. Entre las herramientas usadas podemos mencionar:

1. Andlisis de Componentes Principales
2. Griéficas de lineas

Para cada uno de los tipos de eventos contamos el total de eventos en cierto periodo de
tiempo, en nuestro caso en un semestre. Tenemos una ventana de tiempo total de 5 afios,
por lo que tenemos 10 periodos temporales (semestrales) para cada area.

Podemos tomar el conteo de fallecidos o de eventos por semestre para todos los estados
para cada uno de los tipos de eventos (ejecucion, enfrentamiento o agresion). De esta forma,
obtenemos sucesiones temporales para cada estado y podemos gratificarlas. En este caso,
estandarizamos por el tamafio de poblacion del estado estimado en el periodo en cuestion.
Para manejar cifras mas interpretables lo manejamos en fallecidos o eventos por millén de
habitantes. Finalmente, conviene evaluar las ejecuciones en término del nimero de falle-
cidos ya que da una medida de la magnitud. En el caso de enfrentamientos y agresiones
conviene considerar el nimero de eventos ya que muchos de ellos no tuvieron fallecidos.
Si tomaramos el nimero de fallecidos no se contabilizarian muchos eventos. En la Figura
4.1 puede observarse que el estado de Chihuahua destaca por su alta tasa (por millén de ha-
bitantes) de ejecuciones. Altas también, aunque en menor medida y especialmente al final
del sexenio, estdn Durango, Sinaloa, Guerrero y Nayarit.

Respecto a la Figura 4.2 observamos que Tamaulipas se destaca especialmente los ul-
timos semestres. Constantes a través del sexenio son los estados de Durango y Chihuahua,
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NUmere de homicidios por ejecucion por millon de habitantes
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Figura 4.1: Series de tiempo (semestrales) estandarizado por millén de habitantes

mientras que Nuevo Ledn, Nayarit y Guerrero tienen en el cierre del sexenio un nimero
ajustado de eventos muy elevado.

Numero de eventos del tipo enfrentamiente por millén de habitantes
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Figura 4.2: Series de tiempo (semestrales) estandarizado por millén de habitantes

Finalmente en la Figura 4.3 se destaca Chihuahua, Nuevo Le6n, Tamaulipas, Guerrero,
Durango y Coahuila. Es interesante notar como es practicamente exclusiva la presencia de
los estados del norte del pais y el caso especial de Guerrero.

Los conteos de eventos por millén por semestre y por estado pueden verse como un vec-
tor. Podemos aplicar las herramientas de anélisis multivariado para visualizar el parecido
de su comportamiento. Se aplicé PCA clasico. En la Figura 4.4 puede observarse el pare-
cido del comportamiento de la series temporales con el de la proyeccién mediante PCA.
Al igual que en las series temporales, observamos que el estado de Chihuahua se distin-
gue mucho del resto respecto a ejecuciones y agresiones. Durango y Sinaloa son cercanos.
Mientras que Nuevo Le6n y Tamaulipas estan més alejados de la media (el centro) respecto
a los enfrentamientos y las agresiones. El tamafio de las letras (que representa los semestres
mads recientes) van creciendo conforme nos alejamos del centro. La excepcion es el dltimo
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4.2. Resultados del andlisis por procesos puntuales

Numero de eventos del tipo agresién por millén de habitantes
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Figura 4.3: Series de tiempo (semestrales) estandarizado por millén de habitantes

semestre que no tiene el conteo completo de los eventos de ese periodo de tiempo.
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Figura 4.4: PCA de eventos por millon de habitantes por semestre-estado

4.2. Resultados del analisis por procesos puntuales

Para cierto periodo, por ejemplo por semestre, podemos graficar los eventos observa-
dos y también la funcion de intensidad estimada mediante kernels. Esto sirve como una
visualizacion similar al Kriging. Ademas, al hacerlo para varios periodos y observarlos en
secuencia nos ayuda a darnos una idea de la dindmica de la aparicién de eventos (para
cualquiera de los tres tipos). Mostraremos los tltimos dos afios de cada uno de los tipos de

evento violento.

En la Figura 4.5d puede observarse que durante el 2010 la funcién de intensidad esti-
mada toma valores mds altos en los estados de Chihuahua, Sinaloa y Durango, seguido por
Guerrero. Mientras que en 2011 como se ve en 4.5¢ los conteos se intensifican en Guerre-
ro. Recordemos que estos datos solo incluyen el tiempo que durd el sexenio, por lo que los

conteos reales del afio seria aun mayores.
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(d) Ejecuciones durante el 2010. (e) Ejecuciones durante el 2011.

Figura 4.5: Funcién de intensidad de un proceso Poisson no homogéneo en Ejecuciones
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4.2. Resultados del anélisis por procesos puntuales

Respecto a los dltimos afios de las Ejecuciones en la Figura 4.5d puede observarse
en el 2010 que la funcién de intensidad toma valores mas altos alrededor del estado de
Monterrey y Tamaulipas. Mds aun, continuando al 2011 en 4.5e vemos que las apariciones
se intensifican en estos dos estados a pesar de que no se contabilizan los Enfrentamientos
fuera del periodo de tiempo del sexenio.

(d) Enfrentamientos durante el 2010. (e) Enfrentamientos durante el 2011.

Figura 4.6: Funcién de intensidad de un proceso Poisson no homogéneo en Enfrentamientos

Finalmente, respecto a las agresiones vemos en la Figura 4.7d en el 2010 las observa-
ciones se concentran en Monterrey y Tamaulipas, similar a lo observado en el caso de las
Ejecuciones. También de forma similar a las Ejecuciones, vemos que las Agresiones en
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Capitulo 4. Andlisis exploratorio de los datos del CIDE-PPD

2011 en 4.5¢ las observaciones se intensifican.

(d) Agresiones durante el 2010. (e) Agresiones durante el 2011.

Figura 4.7: Funcién de intensidad de un proceso Poisson no homogéneo en Agresiones

Estas gréficas de la funcién de intensidad estimada representan la distribucién de los
eventos en el espacio. De este modo la intensidad esta ponderada por la extension geo-
grifica. En las siguientes gréficas se ponderard por el tamafio de la poblacion. Tener en
consideracién ambos enfoques nos permitird tener una imagen mds completa de la distri-
bucioén del fendmeno de la violencia.
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4.3. Centroides para hacer Kriging

Explicamos en la Seccion 1.5 como podemos obtener predictores para puntos en el es-
pacio no observados.Para poder usar Kriging necesitamos una variable aleatoria X, que
esté instanciada en varios puntos del espacio s;. Podemos construir dicha variable consi-
derando el conteo de eventos en un poligono. Esta transformacién tiene la ventaja de que
podemos estandarizar los conteos con respecto a la poblacion. Para cada édrea (estados o
municipios) contamos los eventos que ocurrieron en cierto subperiodo de tiempo o en todo
el periodo de interés. Si consideramos los conteos directamente el codominio de X, es N
(variables discretas). Si estandarizamos respecto al tamafo de la poblacién entonces el co-
dominio es R (variables continuas). Sin embargo, resta asignarle una localizacion espacial
en coordenadas a cada una de las dreas. Por simplicidad, podemos optar por asignarles su
centroide, el cual definiremos a continuacion.

El centroide (también llamado centro de masa o centro de gravedad) de un poligono se
calcula obteniendo la suma ponderada de los centriodes de una particién del poligono en
poligonos maés sencillos, usualmente tridngulos, de modo que

o ZLA@iELA@)
‘T? y = n 9 n )
( ) ( Zi:l A Zi:l A

donde A; es el area del tridngulo 7. El centroide de cada triangulo es simplemente el pro-
medio de sus tres vértices, es decir,

_xa+xb+$c _ _ya+yb+yc

Labe = T Y Yabe = 3

Esto sugiere primero triangular el poligono, después obtener la suma de los centroides pon-
derada por el drea de cada uno de los tridngulos, luego normalizar por el drea del poligono
(es decir, la suma del area de los tridngulos).

El 4rea de un tridngulo con vértices a, b, c es facil de obtener. Notemos que podemos
centrar las aristas AB y AC al restar (z4,¥.) a (2, yp) ¥ (2., y.). Hecho esto, el drea del
triangulo es la mitad del paralelogramo cuyos lados son AB y AC'. Sabemos que el area

del paralelogramo es igual al valor absoluto del determinante de {xl

1 _ _
ol (el )|
Y —Ya  Ye — Ya

[(xb - xa) X (yc - ya) - (xc - xa) X (?/b - ya)]

xﬂ or lo que
Yyr Yo P d

— N = DN

= — [Ta¥b + ToYe + TeYa — TalYe — ToYa — TcYb)

[\

Existe, ademds, un método més eficiente. La triangularizacién no debe ser necesaria-
mente una particion, sino que podemos definir tridngulos con orientacién positiva y nega-
tiva (con dreas positivas y negativas), tal y como se hace al calcular el 4rea de un poligono.

108
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Esta estrategia nos lleva a un algoritmo muy simple para calcular el centroide, basado en la
suma de los centroides de los tridngulos ponderados por su drea con signo. Los tridngulos
pueden tomarse de tal modo que sean los formados por cualquier punto fijo, por ejemplo
el vértice vy del poligono, y los dos puntos vértices opuestos de dos aristas consecutivas
del poligono: (v, v2), (v2,v3), etc. Hecho esto, s6lo resta estandarizar respecto al drea del
poligono, que puede calcularse de forma sencilla empleando

n

1

Arn =5 Y (Tilis1 = Ti1y;) CON Ty = 21 Y Yo = Y.

i=1

También podemos generar una visualizacion de los datos por semestre a través de pre-
diccién por Kriging. Tomaremos los centroides de los municipios asi como los conteos
de eventos violentos observados en tal municipio en cierto semestre y dividiremos por el
nimero de habitantes estimados en el municipio en dicho semestre.

En la Figura 4.8 podemos observar la ubicacion de los centroides para cada uno de
los municipios. Destacamos que en general todos parecen ser buenos representantes de la
localizacion espacial de sus respectivos municipios, salvo un municipio en Yucatdn que al
tener una parte en la peninsula y otra en una isla el centroide queda en el océano. Esto no
es necesariamente incorrecto, pues puede seguirnos dando informacién razonable respecto
a la localizacion espacial.

Figura 4.8: Centroide calculado para cada municipio

Como vimos en la Seccién 1.5, antes de poder calcular los ponderadores de los pre-
dictores lineales de Kriging debemos elegir un modelo de semivariograma sensato para
los datos y estimar sus pardmetros. Al principio, se propuso ajustar los semivariogramas
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4.3. Centroides para hacer Kriging

esférico, Gaussiano y exponencial, pero al ajustar los semivariogramas esférico y exponen-
cial aparecieron errores numéricos al estimar los parametros. Por ello, nos limitaremos a
analizar el ajuste del semivariograma esférico para los tres tipos de eventos violentos.

En la Figura 4.9 podemos ver que en distancias cortas el semivarigrama empirico esta
por debajo del estimado y en general la forma es muy diferente. Esto nos hace sospechar
que el ajuste no es muy bueno y no debemos tomarnos muy en serio las predicciones del
mapa de calor para este modelo.

2000000

400

1500000

\
Goordenada Y (km)

100
\

1000000

500000

Coordenada X (km)

Figura 4.9: Semivariograma y prediccion de Kriging Esférico para Ejecuciones noveno semestre

Mientras que en la Figura 4.10 podemos ver que la forma del semivariograma estimado
es un poco mds parecida a la del estimado, al menos respecto al caso de Ejecuciones. Las
zonas de mayor riesgo de enfrentamientos parecen conglomerarse en la regién del noroeste
del pafs.
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Figura 4.10: Semivariograma y prediccién de Kriging Esférico para Enfrentamientos noveno se-
mestre

Por ultimo, en la Figura 4.11 podemos ver que la forma del semivariograma estimado
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también es parecida a la del semivariograma empirico. Al igual que en el modelo para
Enfrentamientos, las zonas de riesgo se encuentran en la region del noroeste.
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Figura 4.11: Semivariograma y prediccion de Kriging Esférico para Agresiones noveno semestre

En la Tabla 4.1 podemos ver los pardmetros estimados del modelo de semivariograma
exponencial para los tres tipos de eventos violentos. Recordemos que este ajuste se hace
minimizando el error cuadratico o lineal que describe el semivariograma empirico y la
curva que describe el semivariograma teérico (modelo esférico). Es interesante observar
que el efecto nugget y silla en ejecuciones es muy alto en relacién a los enfrentamientos y

agresiones.
Evento Efecto-Nugget (c¢/100,000 hab.) Rango (km) Silla (¢/100,000 hab.)
Ejecuciones 85.81617 1132806 458.3475
Enfrentamientos 7.44779 1132806 29.82825
Agresiones 2476736 1132806 11.04786

Tabla 4.1: Cantidades de interés del variograma estimadas

4.4. Modelos jerarquicos preliminares propuestos

Como se menciona en el Capitulo 1, los datos espaciales se definen como realizaciones
de un proceso estocdstico indexado por el espacio

Y(s) ={y(s),s € D}

donde D es un subconjunto (fijo) de R? (d = 2). Los datos observados son representados
por una coleccién de observaciones y = {y(s1), ..., y(s,)}, donde el conjunto (s, ..., Sy)
indica las unidades espaciales en las que fueron hechas las mediciones. Notemos que D

111



4.4. Modelos jerarquicos preliminares propuestos

puede ser una superficie continua o bien un conjunto contable de unidades espaciales
d—dimensionales.

Por ejemplo, podrian representar la localizacién puntual en la que se encuentran medi-
dores o bien podrian tratarse de areas (distritos, municipios o estados) en lugar de puntos.
En nuestro ejemplo a nivel estatal n = 32, para la ¢-ésima area, el numero de eventos
violentos (en un periodo de tiempo) y; puede ser modelado como

y; ~ Poisson()\;),

donde la media ); se define en término de la tasa p; y el nimero esperado de eventos F;
como \; = p; E;.

El modelo se considera
O; ~ Poisson(y;),7 =1,...,32

lOg(:uZ) = lOg<Ez) + 507i = 17 s 32

Aqui, O; es el nimero de eventos violentos en el estado i, F; es el nimero esperado de ca-
sos. El nimero de casos se incluye con un peso (offset) para tomar en cuenta la distribuciéon
desigual de la poblacién a través de los estados (o municipios). Notemos que estd asociado
al valor esperado de la variable Y; y tiene un efecto multiplicativo. Podriamos llamar offset
neutro al caso particular donde F; = 1 para todo : = 1,...,n. En el caso de los eventos
violentos, la poblacién por drea puede jugar un papel importante, por lo que debemos fijar
los offset’s de forma adecuada. Una posibilidad es fijarlos de modo que multipliquemos la
tasa total (nacional) de eventos por la poblacion del estado i (F;), es decir,

Ly = Py X 3
> e b

Igual que como se hace en los modelos lineales generalizados, el predictor lineal se
define en la escala logaritmica

w; =log(p;) = a+v; + v,

donde « es el intercepto que cuantifica la tasa de eventos promedio en los 32 estados;
v; = f1(i) y v; = f2(i) son dos efectos especificos del drea; i = {1,...,n} es el indicador
de cada estados (4reas espaciales).

Suponemos una especificacion Besag-York-Mollie (BYM) (Besag et al. 1991), tal que
v; es el residual estructurado espacialmente modelado usando una estructura autorregresiva
condicional intrinseca (iCAR)

;|vi ~ Normal(m;, s7)

112



Capitulo 4. Analisis exploratorio de los datos del CIDE-PPD

donde

m, — Zjew@ Yj y 8= o2 _

#N(i) #N(i)

y #N(7) es el nimero de dreas que comparten bordes con la i-ésima drea. El pardmetro

v; representa el residual no estructurado, modelado usando una previa intercambiable v; ~
Normal(0, 02).

Vale a pena destacar que R-INLA parametriza con §; = v;+v; y v;. Sino se especifica de

otra forma, por defecto se fijan previas minimo informativas en el logaritmo de la precision

del efecto no estructurado (1, = 1/02%)

log 7, ~ log Gamma(1,0.0005)
y también en el logaritmo de la precision del efecto estructurado
log 7, ~ log Gamma(1, 0.0005).

Asi, los pardmetros estimados por INLA son representados por § = {a, &, v} y los hiper-
pardmetros estdn dados por las presiones ¢ = {7,, 7, }.

Puede ser de interés evaluar la proporcion de la varianza explicada por la componente
estructurada espacialmente. La cantidad o2 es la varianza de la especificacion autorregresi-
va condicional, mientras que o2 es la varianza de la componente marginal no estructurada.
Por lo tanto, estas dos variables no son directamente comparables. Sin embrago, es posible
obtener un estimado de la varianza posterior marginal para el efecto estructurado empirico

a través de . .
2 Zi:1(vi — )

S =
n—1

v

donde © es el promedio de las v; y luego se compara con la varianza posterior marginal del

efecto no estructurado, dado por 03

2

Sy

fraceg jal — 5%
spacial .
S% +o 12,

A continuacién se describen los modelos que serviran como andlisis exploratorio de los
datos de nuestro problema de violencia en México. Estos han sido propuestos en Blangiar-
do, Cameletti, Baio & Rue, 2013.

Modelo A: La formulacién cldsica de modelos con componente espacial y temporal
asume que el predictor lineal se puede escribir

nzt:a%—vl#—l/z—i—(ﬁ—l—éz)xt

Al igual que en el modelo tnicamente espacial, la componente espacial se agrega en
& = v; + v;; tenemos una tendencia lineal 3 que representa el efecto temporal global, y
una tendencia diferencial ¢;, que identifica la interaccion entre tiempo y espacio.

Con el propésito de tener identificabilidad, imponemos una restricciéon de suma-cero
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en d y v, por lo que el término J§; representa la diferencia entre la tendencia global 3 y la
tendencia del drea en cuestion. Si §; < 0 entonces el drea ¢ tiene menos pendiente que la
tendencia media, mientras que J; > 0 implica una tendencia mas inclinada que la media.
Asumimos §; ~ Normal(0, 75) pero también es posible usar una estructura autorregresiva
condicional.

Este modelo supone un efecto lineal del tiempo para cada area (¢;). Los pardmetros a
estimar son @ = {«, 3, €, v, 48} y los hiperpardmetros ¥ = {7,,7,, 75 }.

Modelo B: El supuesto de linealidad en ¢; puede relajarse usando una formulacién

dindmica no paramétrica para el predictor lineal

Vit = 0+ U + Vi + Y + ¢y

El término ~; representa el efecto temporal estructurado, modelado de forma dindmica
(por ejemplo, usando una caminata aleatoria) en una estructura de vecinos.

Ye|y—+ ~ Normal(y;41,7,) parat = 1

Yer1 + -1 Ty
2 )

Y|y ~ Normal(vy,_1,7,) parat =T

Ye|v—+ ~ Normal ( > parat =2,...,T — 1

Aqui ¢; se define como una previa Normal intercambiable
¢+ ~ Normal(0, 7).

Asi 0 = {o, &, v,7, ¢}y los hiperparametros ¢ = {7, 7, 7, 75 }.

Modelo C: Es ficil expandir este modelo para que considere una interaccién entre
espacio y tiempo. La especificacion es

Vit = o+ U + Vi + % + ¢ + 0.

Existen varias formas de definir el término de interacciéon. Aqui, asumimos que los dos
efectos no estructurados v; y ¢, interactian. Reescribimos la matriz de precisiéon como el
producto escalar 7, (0 7,) y la llamada matriz de estructura F, ( Fj), que identifica la
estructura vecindante; aqui la matriz de estructura Fs puede factorizarse como el producto
de Kronecker de las matrices de estructuraparavy ¢: Is = F, @ Fy, = I ® I = I (yaque
ambos v y ¢ son no estructurados). Consecuentemente no asumimos estructura ni espacial
ni temporal en la interaccién y por lo tanto ¢;; ~ Normal(0, 75).

Por lo que en este modelo sus pardmetros son 8 = {«, &, v,~, @, 8} y sus hiperparé-
metros corresponden a ¥ = {7, 7, Ty, Ty, Ts }-
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Resultados de modelos preliminares propuestos

Implementamos los modelos A, B y C, con lo que podemos hacer la inferencia de los
pardmetros e hiperpardmetros se hizo a través de R-INLA. Podemos obtener las distribu-
ciones marginales de cualquier pardmetro de interés y cualquier integral que nos interese.
En este caso, vamos a modelar el fenémeno de Ejecuciones.

Con el fin de poder comparar el ajuste de los modelos podemos usar el DIC descrito en
la seccion de metodologia. Como el AIC, preferimos modelos con bajo DIC, y tenemos que
es notablemente menor el DIC del modelo C respecto al DIC de los otros dos modelos A
y B. Ademads, tenemos el nimero de pardmetros efectivos calculado, que nos indica que el
modelo C es mucho mds complejo que los otros dos, sin embargo, el mejor ajuste compensa
este aumento en la complejidad, pues el DIC es bastante menor.

Observemos en la Tabla 4.2 que el nimero de pardmetros efectivos estimados (Eff/ Pp),
es decir que tantos “grados de libertad” tiene el campo aleatorio latente, es mucho mayor en
el modelo C'. Esto se debe a que es un modelo mds flexible respecto a los efectos aleatorios.
También vemos que el valor de la log-verosimilitud es mds negativo en los primeros dos
modelos. Estas medidas apoyan el uso del modelo C'. Por dltimo, en las dltimas columnas
aparecen los estadisticos de pruebas y p-valores de pruebas de bondad de ajuste aplicada a
las PIT’s respecto a una Uniforme(0, 1). Los detalles de estas pruebas, que son la prueba
x? de Pearson y la prueba de Kolmogorov-Smirnov, se encuentran en el Capitulo 2. Como
vemos, todos los p-valores son tan pequefios que las computadora los reporto como ceros
numéricos (menores a 2.2e — 16). Sin embargo, podemos comparar los valores de los esta-
disticos de prueba para ver que tan distantes son de un buen modelo. Tanto el estadistico de
la prueba x? de Pearson como estadistico de la prueba de Kolmogorov-Smirnov son mucho
mads cercanos al que esperariamos si se cumple la hipétesis de venir de una distribucién

Uniforme(0, 1). Los modelos no son buenos, pero definitivamente el menos malo es el mo-
delo C.

Evento DIC Eff(Pp) WAIC logMLIK  Dgkg Py KM

Modelo A 5250.58 62.05 7488.73 -3371.676 0.257 < 2.2e-16
Linealen T

Modelo A 7770.01  34.19 10565.27 -4835.26 0.330 < 2.2e-16
Linealen T

Modelo C 2330 273.60 2275 -1535.68 0.164 6.082e-08
RW en T (Int.)

Tabla 4.2: Criterios de seleccion de modelos para Ejecuciones

Respecto a Enfrentamientos en la Tabla 4.3 vemos que los modelos tipo B tanto con
salida Poisson como ZIP tienen un pobre ajuste y sus PIT’s distan de ser normales. Los
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modelos con tiempo lineal (A) y espacio temporales con interaccién (C) son parecidos
tanto en ajuste como en bondad de ajuste segin los PIT’s. En general el modelo Poisson se
comporta mejor que el ZIP, lo cudl es razonable ya que la proporcién de ceros no es muy
alta. De modo que el mejor modeo para este conjunto de datos es el Modelo C con variable
de salida Poisson, tanto en ajuste como por prueba de uniformidad de los PIT’s.

Evento DIC Eff(Pp) WAIC logMLIK Dks P, KM

Modelo A Poisson  1638.38  54.45 1715.75 -921.43 0.1024 0.0024
Linealen T

Modelo A ZIP 1764.69 48.24 1838.53 -972.81 0.1142 0.0004
Linealen T
Modelo B Poisson 214999  31.19 2258.64 -1126.11 0.1472 1.889e-06
RWen T (Int.)

Modelo B ZIP 2182.86 2993 2284.78 -1140.22 0.1249 9.188e-05
Linealen T

Modelo C Poisson  1485.45 190.97 1463.85 -883.32 0.1188 0.0002
Linealen T
Modelo C ZIP 1606.08 161.73 1586.30 -930.94 0.10093 0.0029
RWen T (Int.)

Tabla 4.3: Criterios de seleccion de modelos para Enfrentamientos

Finalmente, al modelar las Agresiones vemos en la Tabla 4.4 que el mejor ajuste es
dado por el modelo C con variable de salida Poisson. En este caso, vemos que los criterios
de seleccion de modelos no coinciden ya que si bien el ajuste es relativamente mejor sus
PIT’s modificados distan mucho de una distribucion uniforme. En el caso de agresiones, los
modelos con variable de salida ZIP tienen un ajuste peor, sin embargo los PIT’s modificados
se acercan mucho mads a la uniformidad. Esto tltimo es muy razonable ya que el porcentaje
de ceros en Agresiones es considerablemente mayor respecto al de los otros fendmenos;
cerca de la mitad de las observaciones son ceros.
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Evento DIC Eff(Pp) WAIC logMLIK Dksg py, KM

Modelo A Poisson 1190.76 4584  1265.30 -673.81 0.1212 0.0001
Linealen T

Modelo A ZIP 1374.78  39.17 1446.81 -751.68  0.0830  0.0245
Linealen T
Modelo B Poisson 1302.78  29.43 1367 -686.27  0.1234  0.0001
RWen T (Int.)

Modelo B ZIP 1457.55 27.93 1518.92 -762.95 0.0880 0.0140
Linealen T

Modelo C Poisson  1000.5 128.69 987.8 -587 0.18647 4.33e-10
Linealen T
Modelo C ZIP 1202.35 9893 1192.68 -677.82 0.1150  0.0004
RWen T (Int.)

Tabla 4.4: Criterios de seleccién de modelos para Agresiones
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4.5. Ajuste de modelos jerarquicos espacio-temporal con
covariables para datos de violencia en México

En contraste con la Seccidn 4.4 en ésta exploramos las covariables socio-econémicas
de las que disponemos y las usaremos en modelos con efectos fijos y aleatorios (espacio
temporales) ajustados mediante INLA. Como en la seccién anterior, el c6digo usado para
generar los distintos anélisis pueden encontrarse en el siguiente enlace al repositorio en
Github https://github.com/mcarranzba/Tesis_INLA.

Hasta ahora solo habiamos considerado modelos con efectos aleatorios. Al introducir
covariables para cada uno de las dreas (estados) para cada una de las divisiones temporales
tenemos un modelo con efectos mixtos.

Es interesante para los investigadores dentro del drea de politicas publicas el efecto que
tienen algunos factores socio-econdmicos. Se recolectaron datos sobre indicadores socio-
econdmicos en el periodo de interés en repositorios de datos abiertos de instituciones como
el INEGI y CONAPO. Las que consideramos de interés incluyen incluyen: Coordenadas
espaciales y su interaccion; porcentaje de desempleo; porcentaje de ocupados en los giros
de: Agricultura, Extraccion y electricidad, Manufactura, Construccion, Comercio, Restau-
rantes y hoteles, Transporte y comunicaciones, Servicios profesionales, Servicios sociales,
Servicios diversos, Gobierno; Cohesién Social (Coeficiente de Gini); Pobreza alimentaria,
Pobreza de capacidades, Pobreza de patrimonio.

Es util poder visualizar las covariables para identificar que areas (estados) se parecen
entre si. En la Figura 4.12 empleamos gréficas de estrella (o telas de arafna) para visuali-
zar la distribucién en los distintos giros de la actividad econdmica para todos los estados.
En general es dificil encontrar estados que tengan la misma distribucién en los giros sin
embargo existen algunos que se parecen entre si. Por ejemplo, Chiapas y Oaxaca tienen
diagramas parecidos.

Como en cualquier modelo de regresion lineal (donde se tiene una componente del
modelo que es combinacién lineal de las covariables) debemos procurar que las covaribles
no presenten multicolinealidad, es decir, que una o mds covariables puedan ser expresadas
como combinaciones lineales del resto. Incluso si esta relacion lineal no es perfecta, estar
cerca, digamos con un ruido pequefo, puede dar problemas numéricos (particularmente al
invertir la matriz de varianza empirica en la solucién de méxima verosimilitud o de minimos
cuadrados para el modelo lineal). Esto puede considerarse como un caso particular de no
identificabilidad.

Sea P = {F, : € ©} un modelo estadistico donde el espacio parametrico O es finito
o infinito dimensional. Decimos que P es identificable si el mapeo 6 — Fj es inyectiva o
uno a uno, es decir,

Py, = Py, = 0, = 0y paratodo 60,0, € O.

En este caso, diferentes combinaciones de coeficientes pueden dar predictores similares,
y por tanto la variabilidad en la inferencia de estos coeficientes puede ser innecesariamente
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Figura 4.12: Diagrama de estrella para las proporciones de giro industrial en los estados

alta (medida como varianza de los estimadores o bien la varianza de las distribuciones
posteriores). Podemos identificar las dependencias lineales dos a dos graficando la matriz
de correlacion (de Pearson) de las covariables. Sin embargo, esto no detecta cuando una
variable puede expresarse como combinacion lineal de varias covariables.

En nuestro ejemplo practico, este problema se soluciona al retirar las variables que
estdn muy correlacionadas entre si en el sentido dos a dos, y respecto a las proporciones de
ocupacion basta quitar la categoria de no especificado (que esta determinado por el resto
de componentes). Adicionalmente, es posible que debido a ligeras variaciones variables
que son, linealmente, muy parecidas entre si (tienen una correlacion lineal cercana a 1
o -1) se prefieran unas sobre otras. Sin embargo, estas pequefias variaciones no son muy
importantes para nuestro problema de linealidad multiple y conviene quedarnos con aquella
que tenga mayor sentido de interpretacion. Por ejemplo, en nuestro ejercicio solo incluimos
la variable de pobreza alimentaria, ya que tanto la pobreza de capacidades y la pobreza
patrimonial estdn muy correlacionadas.

Por otro lado, recordemos que para los eventos de enfrentamientos y agresiones muchos
de los conteos resultaron cero incluso a nivel estatal. Por ello conviene considerar modelos
(a nivel de observaciones) que tengan mayor probabilidad de ceros, tales como los modelos
Poisson Cero Inflados (ZIP) o los modelos Hurdle.

Respecto a la especificacion de la componente espacial decidimos apegarnos al modelo
de Besag. Mientras que para la parte temporal comparamos los modelos autoregresivos de
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orden 1 contra un modelo de caminata aleatoria de orden 1. Por ejemplo, en el caso de un
modelo con componente temporal de tipo caminata aleatoria el modelo es de la forma:

Nivel Nombre Especificacién
I Poisson Cero Inflado Pr(y;; = 0) = pir + (1 — pir)e™ con Ay = exp(vy)
(exceso de ceros) Pr(yy, =k) = (1— pit)/\ﬁi!m, k>1

I Campo aleatorio latente v = a+ X +v; + v; + V¢ + ¢ + 6ir, ¢ ~ Normal(0, 7,)

. > i) Vi Ty
(Efectos fijos, Besag v;|vjzi ~ Normal(m;, T}), m; = % yT; = ey
y caminata aleatoria) Ye|y—¢ ~ Normal (233=L 2} parat =2,...,T — 1
I Hiperpardmetros p(B) ~ Normal(u, Xo), 7% ~ Gamma(ay, 5;) para k = v, 7y, ¢,

4.6. Resultados a nivel estatal

A continuacién veremos los resultados de los modelos con covariables aplicados a los
tres fendmenos de interés. Respecto a los niveles de pobreza, estos tienen una muy al-
ta correlacion por pares, por lo que basta y es mejor tomar sélo la pobreza alimentaria.
Deseamos poder comparar estos modelos en términos de indicadores de ajuste como la log-
verosimilitud marginal y los criterios basados en distribuciones predictivas de tipo "Leave
One Out", tales como indicadores de la uniformidad de los PIT reflejado por el estadistico
de Kolmogorov-Smirnov.

Vemos en la Tabla 4.5 que los criterios DIC y WAIC dan en general valores muy pareci-
dos. Adicionalmente, la log verosimilitud marginal también mantiene una relacién constan-
te con estos valores. Esto es de esperarse ya que todas estas cantidades tratan de aproximar
un mismo valor comun. Observamos que en general este valor es alto para los modelos
ZIP. Esto se debe a que por la forma en que se implementan los modelos ZIP en INLA
consideran el doble de datos en la verosimilitud (uno para la parte Bernoulli y otro para la
parte de la Poisson). Esto puede tiene solucidn clara en la teoria, pero implementarlo en la
practica requiere modificar los algoritmos dentro de INLA debido a complicada estructura
del modelo. Una alternativa a estas cantidades es la suma de los logaritmos de los CPO.
Ya que tenemos la contribucion de cada una de las observaciones por separado facilmente
puede encontrarse el CPO y PIT correspondiente al modelo ZIP.

Podemos usar el DIC, WAIC y logMLIK para comparar los modelos segun sus diferen-
cias en cuanto estructura, mientras que la suma de log CPO’s (SLCPO) y el estadistico D
de Kolmogorov-Smirnov permite comparar las dos variables de salida. Tras comparar DIC,
WAIC y logMLIK, vemos que suelen dar las mismas conclusiones sobre la comparacion
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Evento Estructura Salida DIC Eff PD WAIC logMLIK SLCPO D_KS Ipv_KM

1 Ejec Fijos Pois 751.06 17.00 739.61 -457.60  -369.83 0.19 -9.25
2 Ejec Fijos ZIP 27733.98 18.23 40370.87 -18333.82 -1113.91 0.46 -Inf
3 Ejec Aleat Pois 709.03 30.63 682.30 -381.06  -341.18 0.29 -Inf
4 Ejec Aleat ZIP 2376.05 27194 2318.05 -1566.53 -1101.69 0.18 -Inf
5 Ejec Ambos Pois 719.04 22.75 700.70 -442.33  -350.38 0.25 -Inf
6 Ejec Ambos ZIP 2374.08 269.85 231649 -1628.85 -1094.67 0.15 -12.16
7 Enfr Fijos Pois 754.22 17.00 747.22 -457.45  -373.68 0.13 -4.24
8 Enfr Fijos ZIP 3388.03 18.02 379577 -1874.74  -528.05 0.20 -Inf
9 Enfr Aleat Pois 665.74 29.03 644.06 -357.58  -322.08 0.23 -14.81
10 Enfr Aleat ZIP 1627.57 173.06 1613.45 -950.20  -555.04 0.12 -7.54
11 Enfr Ambos Pois 674.09 24.00 657.29 -421.77  -328.69 0.19 -9.64
12  Enfr Ambos ZIP 1629.66 169.09 1614.95 -1014.23  -548.72 0.11 -6.88
13 Agre Fijos Pois 578.14 17.00 572.52 -365.44  -286.39 0.08 -1.27
14 Agre Fijos ZIP 2149.04 18.01 228541 -117497 -266.29 0.19 -Inf
15 Agre Aleat Pois 536.13 19.61 525.21 -285.38  -262.66 0.10 -2.74
16 Agre Aleat ZIP 1269.04 127.92  1261.70 -728.30  -293.51 0.24 -Inf
17 Agre  Ambos Pois 543.80 2231 532.57 -350.22  -266.39  0.11 -3.29
18 Agre Ambos ZIP 1236.04 145.21 1223.97 -794.40  -314.56 0.26 -Inf

Tabla 4.5: Criterios de seleccion de modelos para Ejecuciones, Enfrentamientos y Agresiones

de los modelos, por lo que nos limitaremos a comentar lo observado con logMLIK que es
la mejor aproximacion al aprovechar toda la sofisticacién de las aproximaciones de INLA.

Vemos en la Figura 4.13 que los modelos solo con efectos aleatorios son generalmente
mejores que el resto de modelos, incluso que aquellos que incluyen ambos tipos de efectos.
En el caso de variables de salida Poisson esta diferencia es moderada, mientras que en el
caso de la variable de salida ZIP la ventaja de los modelos con efectos espacio-temporales
respecto de los que sélo tienen efectos fijos es muy grande.

Mientras que en la Figura 4.14, que si admite comparacion a través de variables de sali-
da, vemos que el ajuste es considerablemente mejor con el modelo Poisson en ejecuciones.
Esto posiblemente debido a casi no hay ceros en los datos de ejecuciones cuando se toman
al nivel de agrupamiento considerado en estos anélisis. El ajuste es mejor del modelo Pois-
son en el caso de enfrentamientos y parecido en el caso de agresiones, debido a la mayor
presencia de ceros. Aqui el ajuste también es mejor con los modelos que solo tienen efec-
tos aleatorios. Sin embargo, en el caso de agresiones hay un modelo sélo con covariables y
salida ZIP que tiene un valor similar a sus contrapartes con efectos aleatorios.

En la Figura 4.15 vemos que en general los PIT modificados estdn lejos de distribuir-
se cerca a una Uniforme(0, 1). Estos indicadores no son tanto un indicador del ajuste del
modelo sino que tan razonablemente se cumplen los supuestos en cuanto distribucién de
los modelos. Curiosamente los PIT de las ejecuciones con modelo ZIP tienen una distri-
bucién mas cercana a la normal, pero debido al pobre ajuste de estos modelos no los hace
buenos candidatos. En cuanto a enfrentamientos los que mds se acercan con los modelos
Poisson con efectos aleatorios y el modelo ZIP sélo con covariables. Finalmente respecto
a agresiones, los mds cercanos son los modelos Poisson, y en especial aquel que sélo tiene
covariables.
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Tras comentar los indicadores parece que los modelos que tienen solo efectos aleato-
rios son mejores para predecir los datos observados y la incorporacién de covariables con
efectos fijos no aumenta esta poder predictivo. Sin embargo, conviene recordar que en un
modelo estadistico otra caracteristica deseable de un ajuste es la interpretabilidad de su
modelo.

Una razén de porque la inclusién de covariables no aumenta el poder predictivo es
que en realidad no puede predecirse mucho del fendmeno (debido a su complejidad) y
lo poco que puede predecirse se puede explicar bien en términos espacio-temporales o de
variables demogréficas y econdmicas. Ademads conviene recordar que estas variables no son
independientes y su contribucidn individual no es facilmente separable. Esta incapacidad
de separar la contribuciéon de las covariables se ve acentuado por el nimero limitado de
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datos con los que contamos.

Por otro lado, es interesante observar que tipo de informacién nos dan los coeficientes de
covariables y tratar de darles una interpretacién desde el punto de vista econémico-social.

Vemos en la Figura 4.16 que la incertidumbre es mucho mayor cuando se tienen ade-
mas efectos aleatorios. Esto es debido a que parte de la informacidén que buscan explicar
estas covariables es igualmente (o incluso mejor) explicada por los efectos aleatorios. Un
ejemplo de esto es la covariable “ycoord” en el modelo ZIP, ya que se explica mejor por el
efecto espacial local aunque hay una tendencia espacial a nivel nacional. Notemos que en el
modelo Poisson las covariables no cambias mucho segun la estructura, pero si lo hacen en
el caso del modelo ZIP. En general los servicios (sociales y profesionales) y el coeficiente
de Gini tienen un efecto negativo de forma consistente.

Ejecuciones

Poisson ZIP
xcoord - i {
ycoord - I 'l H
PobAlimentaria - } < H
CoefGini- '{ H
desocupacion - H }
agricultura_ganader - |> r I H
comercio - I '1 +
construccion - - :
gobierno_y_organismao - I *
industria_exractiva - J| {
industria_manufactur - > I H
restaurantes_y_senvi- }( I +
senicios_diversos - |>° }
senicios_profesiona - } - I H
senicios_sociales - tl })
transportes_comunic - I | H
-EI.D -2I.5 0.0 2.‘5 E.ID -EI.D -2I.5 0.0 2.I5 E.ID
Estructura Ambos efectos —= Solo Covariables

Figura 4.16: Comparacién de los coeficientes de efectos fijos estandarizados en Ejecuciones

En cuanto a enfrentamientos, en la Figura 4.17 vemos que también los servicios profe-
sionales y sociales tienen un efecto negativo consistentes. Ademds, en el caso del modelo
Poisson vemos que al incluir los efectos aleatorios la agricultura y ganaderia asi como la
industria y manufactura tienen potencialmente efectos negativos (reducen el nimero de
enfrentamientos) importantes.

Finalmente, respecto a las agresiones en la Figura 4.18 vemos que en el modelo ZIP la
pobreza alimentaria tiene un efecto positivo (a mayor pobreza mds agresiones) y el coefi-
ciente de Gini un efecto negativo (a mayor desigualdad menos agresiones). Este resultado
es algo contra intuitivo pero parece que en este caso concreto se da esta relacion.

Vale la pena destacar el caso de la pobreza alimentaria en el caso de los ZIP, cuyo efecto
es positivo en ejecuciones y agresiones. Mientras que el Coeficiente de Gini tiene un efecto
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Enfrentamientos

FPoisson ZIP
¥coord - I l H
ycoord - -| H
FPobAlimentaria - |~ - I H
CoefGini - I 0{ H
desocupacion - H +
agricultura_ganader - l— 4 I |—o—|
comercio - : '-| P
construccion - o +
gobierno_y_organismo - d | :
industria_extractiva - - | +
industria_manufactur - |> - I H
restaurantes_y_servi- |~' : H
senvicios_diversos - |-' : H
senvicios_profesiona - |» » I H
senicios_sociales - o I H
transportes_comunic - I -<| 4
EID 25 0.0 2.I5 50 -5.0 25 0.0 25 5.0
Estructura Ambos efectos —*— Solo Covariables

Figura 4.17: Comparacién de los coeficientes de efectos fijos estandarizados en Enfrentamientos

negativo, también en el caso de ejecuciones y agresiones. Otra variable con un efecto re-
levante en los enfrentamientos y ejecuciones son los servicios profesionales y sociales. En
la Figura 4.19 vemos la relacion de Coeficiente de Gini y pobreza alimentaria, asi como
su evolucioén a través del tiempo. En general los estados con mayores eventos violentos
(estados del norte) tienen coeficientes de Gini més bajos. La excepcién es Guerrero, que
a pesar de tener un indice de Gini y pobreza alimentaria altos también registro alto nu-
mero de eventos violentos. Esta observacion puede ayudarnos a darle sentido a la curiosa
observacion de los modelos para ejecuciones y agresiones.
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Discusién y trabajo futuro

En este trabajo, con el fin de analizar la base de datos asociada a los eventos violen-
tos en México se proponen diversos modelos que permiten extraer distintas caracteristicas
de los fendmenos que nos interesa estudiar. Para ello desarrollaremos las definiciones y
propiedades de estos modelos para asi poder interpretarlos de forma adecuada.

De este modo, destacamos los dos grandes objetivos de este trabajo:

= Explicar teéricamente los modelos empleado para asi entender las implicaciones de
sus parametros.

= Aplicar estos métodos a los datos de interés para proponer conclusiones a través de
la interpretacion correcta de sus parametros y otros indicadores.

Respecto al primer objetivo pondremos especial atencién al caso de la Aproximacién
de Laplace Integrada Anidada, ya que es un esquema relativamente nuevo y su método
de inferencia es complejo, aunque el modelo puede describirse de forma relativamente
sencilla.

Comentarios generales sobre INLA

En particular mencionamos como la forma rala de la matriz de covarianza (también de
la matriz de precision) permite emplear herramientas algoritmicas que reduzcan el tiempo
de calculo de las densidades marginales. Estos cdlculos rdpidos en INLA para modelos
complejos supone una gran ventaja frente a los métodos MCMC. Sin embargo, en INLA
los modelos estan restringidos a los Campos Gaussianos Markovianos Latentes (CGML),
mientras que los métodos basados en simulacion son mas flexibles. Esto puede representar
un reto si se busca aplicar un modelo particular, pero al ajustar datos el catdlogo de modelos
disponibles en INLA es suficientemente amplio. Destacamos lo relativamente facil que se
pueden hacer los cdlculos de criterios de selecciéon de modelos, con principal interés en
la aproximacion de INLA de los criterios de tipo Leave One Out (LOO) tales como la
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Ordenada Predictiva Condicional (CPO) y la Transformacién Integral Predictiva. Vemos
algunas ventajas que tienen sobre los otros criterios cominmente usados, en especial su
ventaja respecto al sobre-ajuste.

Una de las grandes ventajas que ofrece INLA es su velocidad de ejecucion para modelos
sumamente complejos. Su libreria de modelos disponibles es muy completa pero de vez en
cuando nos saldremos de lo que esta disponible de forma directa. A través de algunas
opciones avanzadas como los modelos con funciones de verosimilitud conjunta es posible
implementar modelos como los cero-inflados donde la probabilidad de tener ceros también
depende del predictor lineal.

Comentarios generales de los datos y modelos

El segundo objetivo de la presente tesis es aplicar los modelos propuestos para anali-
zar los datos de eventos violentos y asi hacer posible la comprension de las caracteristicas
del fenémeno a nivel global. Se propusieron tres enfoque principales, dos de ellos usan-
do herramientas comunes de modelos espaciales y un enfoque que permite agregar una
componente temporal y de covariables socio-econémicas.

El enfoque de procesos puntuales y Kriging permiten visualizar el desarrollo del fe-
némeno en el espacio. Usando procesos puntuales podemos usar directamente los datos
geolocalizados y mediante Kriging a nivel de conteos por municipio. Calculando los co-
rrespondientes mapas de calor vemos como hay una concentracion (hacia el fina del se-
xenio) en el norte (Chihuahua) y suroeste (Guerrero) respecto a ejecuciones. Mientras que
respecto a enfrentamientos y agresiones la concentracion es principalmente hacia el noreste
(Nuevo Leodn y Tamaulipas).

El enfoque de los modelos espacio temporales en INLA se ve limitado a un andlisis a
nivel de estados por dos factores, la dificultad de obtener todas las covariables a un nivel
de desagregacion mayor y el hecho de que a pesar de las estrategias de INLA para hacer
posibles los célculos el nimero de municipios de toda la nacién es demasiado grande y
las matrices de precision de los efectos aleatorios no pueden manejarse. En este enfoque
ajustamos los datos de eventos violentos por poblacién a través de offsets. Al comparar
los modelos con covariables y sin covariables vemos que mucha de la informacién que lo-
gra explicar las covariables socio-econdmicas también pueden explicarse con los efectos
espacio-temporales. Esto no debe extrafiarnos ya que la cercania entre estados claramente
afecta sus variables socio-econdmicas (flujo de personas, bienes y capital). Debemos tener
cuidado al interpretar los interceptos de cada uno de los modelos, ya que el coeficientes
dado por un modelo s6lo con covariables socio-econémicas y el dado por otro modelo que
ademads incluye efectos aleatorios espacio temporales pueden ser diferentes para una mis-
ma covariable. Esta hecho no indica que exista contradiccidn, sino que se puede explicar la
variabilidad de distintas formas, pero la correlacion de las variables sigue estando presente.
Este hecho debe hacernos muy cautos al proponer medidas de politica econdmica, ya que
se trata del estudio de una caso particular en el y tiempo y por otro la causa real no puede
obtenerse con este tipo de datos. Estudios de causalidad requeririan datos experimentales
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y debido a la naturaleza del fendmeno dificilmente podremos controlar las variables que
tendriamos que fijar para llevar a cabo el experimento, por no mencionar las considera-
ciones éticas del mismo. Por otra parte la introduccién del modelo ZIP no parece mejorar
mucho el ajuste de los modelos. En particular s6lo se alcanzan ajustes similares en el caso
de agresiones, donde la cantidad de ceros es cercana a la mitad de los casos. Esto nos hace
pensar que los modelos inflados en cero solo son necesarios cuando la proporcion de ceros
es considerablemente mayor a la de casos observados. Esto puede ser relevante si se aplican
estos modelos a nivel municipal.

Trabajo futuro

Una de las limitantes constantes que surgieron en el desarrollo de este trabajo fue la
limitada ventana de tiempo observada, restringida al sexenio de Felipe Calderdn. Serd im-
portante poder ver la evolucion de estos fendmenos de eventos violentos hacia adelante o
bien hacia atrds en el tiempo. Respecto a la capacidad de cdlculo de INLA para matrices
muy grandes de vecindad y disponibilidad de las covariables, otra aproximacién que quedd
sin desarrollar pero serd interesante ver es la aplicacién de los modelo con efectos aleato-
rios (espacio-temporales) y fijos (covariables socio-econdmicas) a nivel municipal. Aqui la
limitacion es que al considerar todos los municipios la matriz de precision e del CGML
es tan grande que no puede manejarse dentro de INLA. A este nivel de resolucién serd
de especial interés los modelos cero-inflados ya que la cantidad de ceros (en especial en
enfrentamientos y agresiones) serd sustancialmente mayor que la de no-ceros.
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APENDICE A

Notas adicionales

A.1. Notaciéon O grande

La notacién O, O grande, es una notacién matematica usada para describir el comporta-
miento limite de una funcién cuando el argumento tiende a un valor particular o al infinito.
Es cominmente usada para clasificar algoritmos ya que describe el nimero de operaciones
que requiere y por tanto su tiempo de ejecucion o espacio en memoria requerida.

Definiciéon Sea f una funcién que toma valores en R o C y g una funcién en los reales.
Decimos que f es O(g) o bien f(z) = O(g(x)) conforme = — oo si existe un ndimero real
positivo M y un nimero real z tales que

|f(z)| < Mg(x) para todo = > .

Esta notacién también puede ser usado para describir el comportamiento de f cerca de un
ntmero real a (usualmente ¢ = 0) de modo que escribimos f(x) = O(g(z)) conforme
x — a si existen un nimero real positivo M y un nimero real positivo ¢ tales que

|f(z)| < Mg(x) para todo z tal que 0 < |z — a| < 0.

Una definicién alternativa para funciones ¢g(.X) que no toma el valor 0 es f(x) = O(g(x))
conforme r — a si
(z)

lim sup —‘ < 00.

z—a | 9(7)
También, la definicién de otra notacidn relacionada , o chica, para funciones g(X') que no
toma el valor O es f(x) = (¢g(z)) conforme x — oo si

@)

im —= = 0.
2= ()
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La notacién O grande tiene dos principales aplicaciones
= Resultados asintéticos infinitos: Andlisis de algoritmos.

= Resultados asintdticos infinitesimales: Andlisis de aproximacion de series truncadas,
en especial series de Taylor.

En el caso del andlisis infinito y en particular para andlisis de algoritmos en lugar de
T'(n) = O(n?), una notacién mds precisa seria 7'(n) € O(n”) pues O(n”) denota una clase
de equivalencia de algoritmos.

Algunas propiedades ttiles que justifican su uso para simplificar las cuentas son

= Producto
fi=0(q1)y fo =0(g2) = fife = 0(g192)

f-0(g) =0(fg)f-0(g9) = O(fg)

= Suma

fi=0(gq1)y fo=0(g2) = fi + fa = O(méx(g1, g2))

Esto implicaque si f1 = O(g) y fo = O(g9) = f1 + f2 € O(g) por lo que O(g) es un
CONO CONVEXO.

= Multiplicacién por una constante

Sea k una constante, entonces

O(|k|g) = O(g) si k es distinto de 0.

[=0(g) = kf=0(g).

Podemos decir que en el contexto infinitesimal, z — 0 potencias grandes de O(z™) im-
plican mejores aproximaciones (el error es menor), mientras que en el contexto infinito
potencias pequeiias de O(z™) implican mejores algoritmos pues el nimero de operaciones
es asintéticamente menor.
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APENDICE B

Lista de funciones en R-INLA

B.1. Manejo de marginales

Funcion Descripcion
inla.emarginal() Calcular la esperanza de una funcion.
inla.dmarginal() Calcular la densidad.
inla.pmarginal() Calcular una probabilidad.
inla.qmarginal() Calcular un cuantil.
inla.rmarginal() Simular de la marginal.
inla.hpdmarginal() Calcular un intervalo de probabilidad de alta densidad (HPD).
inla.smarginal() Interpolar la marginal posterior.
inla.mmarginal() Calcular la moda.
inla.tmarginal() Tranformar la marginal.
inla.zmarginal() Calcular cantidades de resumen.

inla.models()

B.2. Elementos de un modelo

Valor Descripcion

latent Modelos latentes disponibles.

group Modelos disponibles al agrupar observaciones.

link Funciones liga disponibles.

hazard Modelos para base de funcién de riesgo en modelos de superviviencia.
likelihood Lista de verosmilitudes disponibles.

prior Lista de previas disponibles.
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B.3. Libreria de efectos aleatorios

B.3. Libreria de efectos aleatorios

Efecto Descripcién

exchangeable Efecto intercambiable.

exchangeablepos Efecto intercambiable.

arl Modelo autoregresivo de orden 1.

ar Modelo autoregresivo de orden p.

rwl Caminata aleatoria de orden 1.

w2 Caminata aleatoria de orden 2.

besag Modelo espacial de Besag.

iid Efectos aleatorios independientes e identicamente distribuidos.
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