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Resumen

En este trabajo se investiga el problema del apareamiento (match-
ing) de conjuntos de puntos para la determinacién de transformaciones
lineales (traslaciéon, movimiento, transformacién afin). Sean dados dos
conjuntos de puntos que son relacionados por una transformacién afin
general (mé6dulo desviaciones pequerias en las coordenadas). Entonces
podemos determinar los seis pardmetros a;;, de la transformacién a par-
tir de los invariantes de Hu. El algoritmo trabaja en tiempo O(n) y
podemos usar el método en casos de traslaciones, movimientos rigidos,
transformationes homotéticas y transformaciones afines generales

En el caso que hay "puntos de perturbacién”, es decir puntos
del conjunto C'; que no tienen puntos correspondientes en el conjunto
(5, entonces se deben determinar las correspondencias ¢ptimal. Para
lograr esta meta, usamos dos enfoques nuevos: En el primer enfoque
mostramos un teorema sobre distancias geométricas entre dos conjun-
tos que es vélido para transformaciones afines con una matriz simétrica
y positiva definida. El segundo enfoque se basa en el método de opti-
mizacién lineal para eliminar los puntos de perturbacién.

La optimizacién lineal trabaja tan bien que usamos este méto-
do también para el ajuste de figuras geométricas (lineas rectas, circu-
los, elipses,...) en lugar del ajuste con medio del método de minimos
cuadrados.

En la parte dltima investigamos el método de acumulacién como
generalizacién de la transformacién de Hough. Mostramos que tanto el
ajuste de conjuntos de puntos para lograr figuras geométricas como la
determinacién de transformaciénes se pueden realizar a partir de este
método de acumulacién.
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1 Introduccién

El apareamiento de conjuntos (' y Cy de puntos (point pattern matching)
es un problema muy importante en el campo de procesamiento de imégenes.
Ya en 1993, Cox y Jager han escrito un articulo de revisién sobre distintos
tipos de transformaciones y métodos [3]. Por un lado han diferenciado las
siguientes tareas:

e apareamiento (matching): hay una correspondencia biunfvoca entre
los puntos de los dos conjuntos C' y Cf,

e deteccién (detection): hay puntos adicionales en los conjuntos C y Co
los cuales no tienen una correspondencia en otro conjunto (disturbing
points, DP),

e reconocimiento (recognition): hay muchos DP’s en conjunto C y en
conjunto (.

Por otro lado podemos investigar el problema del apareamiento de puntos
para tipos distintos de transformaciones como

e traslaciones ({ranslations): desplazamiento de todos los puntos en la
direccién z y en la direccién y,

e movimientos rigidos (rigid motions): traslacién y rotacfon,

e transformaciones homotéticas (similarity transformations): traslacién,
rotacién y escalamiento isotrépico,

e transformaciones afines especiales (restricted affine transformations):
traslacién, rotacién, escalamiento anisotrépico y estiramiento (shear-
ing, stretching), siempre con determinantes positivos,

e transformaciones afines generales (general affine transformations):
traslacién, rotacién, escalamiento anisotrépico y estiramiento. Tam-
bién las reflexiones se permiten.

Hasta hoy hay sélo unos pocos trabajos que se dedican al problema de
la transformacién affn general (affine point pattern matching, APPM). Un
primer articulo fue escrito por Hong and Tan [8] y describe un algoritmo
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de la complejidad O(n) con n como el mimero de los puntos basado en la
forma candnica de conjuntos de puntos sin DP’s. Pero en ese articulo la
investigacién de las rotaciones no fue tratado correctamente. Mds tarde,
en 1996, fue descrito un método que proporciona la determinacién de la
forma candnica a partir de la normalizacién. Este enfoque usa los momentos
invariantes de conjuntos de puntos en donde los momentos son invariantes
bajo transformaciones afines [1]. Ambos métodos trabajan solo sin DP’s y
dan por resultado la transformacién correcta entre los dos conjuntos C7 y
(' en tiempo de orden O(n).

Contraria a estos enfoques, el nuevo método descrito en la primera
parte (seccién 2) del presente trabajo, soluciona el problema APPM por
apareamiento de puntos en el espacio de invariantes afines de Hu. El algo-
ritmo es numéricamente muy estable bajo perturbaciones de las coordenadas
de los puntos y también estable bajo DP’s.

En seccién 3 introducimos un nuevo enfoque para la determinacién de
una transformacién afin. Como tnica restricciéon requerimos que la matriz de
la transformacién homogénea sea simétrica y positiva definida (por ejemplo
en casos de traslacién y escalamiento anisotrépico). Este método permite
la separacién de las determinaciones de la correspondencia correcta y de los
pardmetros de la transformacioén afin. La buisqueda de una correspondencia
correcta se realiza por medio de la optimizacién lineal (linear programming).

El método de la optimizacién lineal (método Simplex) es adecuado tam-
bién para el ajuste de figuras como lineas rectas o circulos a conjuntos de
puntos y para la determinacién de transformaciones afines a partir de con-
juntos de puntos con DP’s. Estas tareas son investigadas (por primera vez
en la literatura) en la seccién 4.

Finalmente en la seccién 5 describimos nuevos enfoques para el ajuste de
figuras y para la determinacién de transformaciones. El método de la acu-
mulacién conocido como transformaciéon de Hough para el ajuste de lineas
rectas es extendido aqui a muchas otras tareas.

2 Invariantes afines e invariantes de Hu

2.1 Transformaciones afines

En esta seccién investigamos las transformaciones geométricas bidimension-
ales, en especial las traslaciones, los movimientos rigidos, las transforma-
ciones de similaridad (transformaciones homotéticas) y las transformaciones
afines. En cada caso transformamos un punto p al punto p’, es decir trans-
formamos las coordenadas (z,y) a las coordenadas (2/,y'). Las transforma-
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ciones més simples son las traslaciones:

eyt o (5)=(5)4(0)
7y y y/ y d

Aqui y en lo siguiente las simbolos ¢ y d son los coeficientes de la traslacién.

Los movimientos rigidos describen en forma general las transformaciones
de los cuerpos rigidos y especialmente las transformaciones de las figuras
bidimensionales:

(x’) <cosgo —singp)(x) (c)

;)= . +

Y sing cose Y d

Aqui el dngulo ¢ describe una rotacién con respecto al origen (0,0) y los
pardmetros ¢ y d determinan un desplazamiento. Un movimiento rigido (o,
més simple, un movimiento) no cambia las distancias entre dos puntos cua-
lesquiera y tampoco cambia los dngulos entre dos lineas rectas cualesquiera.

También las transformaciones homotéticas conservan los dngulos, pero
todas las distancias se escalan por el mismo factor a:

x cosp — si
(v) = S) () (3)
Y sing cos Y d
<cosgo —singp><a~x> <c>
sing cos a-y d
De esta manera una transformacién homotética describe un escalamiento
isotrépico (un cambio de escala isotrépico).

Como generalizaciéon de estas transformaciones especiales usamos las
transformaciones afines

()=o) G (i) =a(y )+ () o

las cuales son descritas por 6 pardmetros a;, (4 pardmetros pertenecen a
la matriz A). Esta férmula (1) describe como caso particular también los
escalamientos anisotrépicos

()=(a5) () (2)

y los estiramientos (shearing, stretching), por ejemplo en la direccién x:
x 1 ~ x c
()= )=o)
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Desde el punto de vista algebraico, las transformaciones afines son las trans-
formaciones lineales méds generales. Por simplicidad podemos escribir la
férmula (1) con de una unica ecuacién matricial:

x’ /an a19 alo\ /x x\

y | =1 az az ax y | =Bl vy (2)
1 0 0 1 1 1
Si los pardmetros a1g v agg desaparecen, entonces se llama a la transfor-

macién (2), una transformacién homogénea. La férmula (2) nos permite
invertir simplemente la transformacién por la ecuacién

X X
_ -1 !
y | = B y (3)

1 1

/

1 Qg  —Qlz a12G20 — (22010 T

/

= —Qa21 a11 21010 — A11420 Yy

a11Q92 — 12021 0 0 1 1

El término aj1a99 — a12a91 es el determinante de la matriz A y asimismo el
determinante de la matriz B:

a ail a2 Qo
det A = = as  agy  azp = ajjagy —a1za9  (4)
as  a 0 0 1

Para que sea posible invertir una transformacién afin B es necesario que la
inversa B! exista, es decir que el determinante det (B) = |B| no sea cero.
Finalmente una férmula mads para completar esta seccién: la férmula para
las transformaciones proyectivas es

U ai1 a1z alo T p

x u/w

v = a1 a92 a0 ) ) / =
y v/w

w az1 azz  asp 1

donde designamos las coordenadas u, v, w como ”coordenadas homogéneas”.

Cada transformacién afin se puede descomponer en un producto de trans-
formaciones mds simples (separacién de transformaciones). Tales separa-
ciones son relativamente faciles de encontrar para las transformaciones afines
homogéneas. Siempre puede encontrarse una traslacién T, un estiramiento
D, un cambio de escala anisotrépico S y una rotacién R, de manera que la
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transformacién afin puede expresarse como el producto de dichas transfor-
maciones:

/all a2  aio

B = ags1 a92 a9 = RSDT (5)
0 0 1
cosp —sing 0 a 0 0 1 ~ 0 1 0 ¢
= sing cose 0 0 6 0 0 1 0 0 1 d
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

A — ajy arp \ _ [ cose —sing a 0 1 ~
o asy asy /  \ sing cosg 0 3 0 1
_ <acosg0 a’ycosgo—ﬁsingp)

asing  avysing 4+ Gcos ¢

La prueba para la factorizacion A = RSD se puede hacer simplemente.
Primero se determinan los pardmetros de la transformacién y a partir de las
ecuaciones aj; = acos @ y ag; = asing se obtiene

/ . a21 a1
2 2
a=\/aj;+ay , sSinp= , COosp =

Posteriormente, con las dos ecuaciones
a9 =aycosp — @sing |, asy = aysing + Gcosp
se pueden determinar univocamente los pardmetros restantes:

_ar1a12 + 012692
- 2 2
afy +ay

a11a22 — a12021

2 2
Vap +ay

2.2 Normalizacién e invariantes afines de conjuntos

, B0=

Usamos el método de la normalizacién desarollada para el teoria de invari-

antes afines de objetos planares [19]. Este método usa la factorizacién de
la matriz B de una transformacién afin general como B = RSDT segin
la férmula (5). Primero, definimos los momentos A del conjunto P de
puntos:

M= > a/y (6)

p=(x,y)cP
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Aqui Mpo = n = |P| es el nimero de puntos y (Z,7) es el centroide del
conjunto P:

he

o

Sl
I
=
(=)
|
3=
8
<
I
=
(o=l
I
S 1=

>y
p=(z,y)eP

Los momentos centrales m; ;, estdn dados por una traslacién T con x —7 —
',y —7 — 1y de los puntos, es decir

mi= Y @) @)=Y -3 -@-7 (7)

(' y")ep! (zy)epP

Llamando P’ al conjunto de los puntos transformados, obtenemos m’LO =0
y m{)’l = 0 después del primer paso de la normalizacién. Los pardmetros c
y d de la traslacién T en la férmula (5) estdn dados por ¢ = —T y d = —7.

En el segundo paso de la normalizacién se realiza un estiramiento D con
' +~vy — 2’ yy — ¢y en la direccién x. De esta manera,, se transforman
los momentos viejos m; , @& uevos momentos m;.”k:

m;‘/’k _ Z (x//)j ) (y//)k _ Z (x/ +7y’)j ) (y/)k
(m//’y//)ep// (m/’y/)ep/
Obtenemos la siguiente f6rmula para m7 4
mii= > (@ +v) -y =mh+ymo, (8)
(m/7y/)€P/

Imponiendo la restriccién m’l”l = 0 se determina el pardmetro ~ del esti-
ramiento:

_ ! !
Y= —ml,l/m0,2

Ahora podemos calcular todos los momentos centrales m;.’ . bajo los valores
normalizados (mf o, mg 1, m{ ;,) = (0,0,0) medio de las férmulas (7) y (8).

Al final obtenemos los momentos m;-”k por un escalamiento anisotrépico
?

S con az” — 2"y By”" — y"a partir de la férmula siguiente:

m;‘/,/k _ Z (x///)j . (y///)k _ Z (Ozx”)j . (ﬁy”)k _ ajﬁkm;/’k

(m///’y///)ep/// (m//’y//)ep//
(9)
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Se normalizan los momentos mf, y my's a los valores 1, de modo que los
pardmetros a y (3 se determinan como

1 1

" ’ /O - 1
A/ 2.0 A/ 2
En resimen, los momentos de érdenes més pequefios se normalizan a los
valores estdndares

o =

(m/l/:mmg:lvm/l/,/lvmg,/07m3:2) = (070707 L, 1) (10)
v todos los otros momentos normalizados se pueden determinar medio de
las férmulas (7), (8) v (9).

En la figura 0 se muestra un ejemplo. Un conjunto Cfy de 20 puntos
(arriba a la izquierda) se transforma affnmente muchas veces (estas trans-
formaciones también contienen errores pequenos en las coordenadas trans-
formadas). Todos los conjuntos transformados C; con ¢ = 1,2, ... son acumu-
lados (arriba a la derecha). Si se desplazan los conjuntos C; de manera que
todos los centroides estdn en el origen (es decir, en la mitad de la imagen),
se obtiene la tercera imagen parcial que muestra la acumulacién de todas
las imédgenes desplazadas. La eliminacién de los estiramientos para todos
los conjuntos Cf proporciona la cuarta imagen parcial. Esta imagen de la
acumulacién ya tiene un poco més de estructura.

La eliminacién de los escalamientos anisotrépicos y la acumulacién de to-
das las imagenes transformadas proporciona la quinta imagen parcial. Aqui
los lugares de los puntos dependen solamente de los dngulos de rotacién. Si
eliminamos a partir de la férmula (12) estos dngulos, entonces obtenemos
los resultados de la sexta imagen parcial. Reconocemos que los puntos es-
tén colocados en posiciones que son independientes de las transformaciones
afines en regiones restringidas, es decir, las influencias de las transforma-
ciones son aproximadamente eliminadas.

En la séptima imagen "parcial se muestran los momentos mjz'y y m{’3 son
distribuidos en el plano de estos momentos (hay relaciones algebraicas entre
ellos momentos). Pero si eliminamos la influencia de la rotacién, entonces
los invariantes de Hu son més o menos estables como muestra el ejemplo de
la octava imagen parcial para los invariantes Hg y Hyy (ver tabla 1).
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conjunto original

conjuntos sin traslaciones

conjuntos sin estiramientos

conjuntos sin escalamientos

conjuntos sin rotaciones
-

mi 3

ma31

H1

H8
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Figura 0: Normalizacién de conjuntos de puntos
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2.3 Momentos complejos e invariantes de Hu

El sexto pardmetro ¢ de la transformacién B = RSDT es un dngulo de
rotacién. Para obtenerlo, se debe realizar la transformacién

1" 1"

i . /e i
2" =2"cosp —y"sing , Yy =2"sinp+y" cosp (11)
obtienen los nuevos momentos

TTL;”]/€ = E (x/” COS Y — y/” S11 SO)J . (ﬂc”/ sin @ + y/” COS SO)
(" y"ye P!

v en especial los momentos de orden tres:

mjly = mjly cos® o — 3mf; cos® psin ¢ + 3mf’y cos @ sin® p — myls sin® ¢
m’Q’:’l = m’Q”’l cos® o — (mgfo — 2m’1’:2) cos? psin @

+ (mgls — 2mjy'}) cos g sin® p 4+ mf’y sin® ¢
ml'y = m’l’:2 cos® o — (mg”?, - 2m’2’:1) cos? psin ¢

+ (myly — 2mY’y) cos g sin® ¢ — mjy/, sin® @
mgly = m's cos® ¢ + 3mf’y cos® psin ¢ + 3my'| cos g sin® ¢ + mf sin® ¢

Usamos como restriceién de normalizacién la ecuacion

mn mr o __ 1 mn mn 1 . _
mgg +my g = (m3,0 + m1,2) CoOS @ — (m0,3 + m2,1) sing =0

(descrita en [17] y [20]) de donde puede obtenerse ¢. Sin embargo la ecuacién
(12)

para la determinacién del pardmetro ¢ es numéricamente muy inestable
cuando los momentos de orden tres son pequenos. Este caso puede ocurrir,
por ejemplo si los puntos estdn distribuidos méds o menos simétricamente
(ver [16, 18, 19]).

Por esta razén buscamos combinaciones algebraicas de los momentos
que no dependan del dngulo ¢ de rotacién. Tales combinaciones fueron
introducidas por Hu ([10]). La derivacién de estas combinaciones por Hu
es muy complicada, as{ que usamos en su lugar el método de los momentos
complejos (ver [18] y [21]). Los momentos complejos estan definidos, para
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puntos del plano complejo como

Com = Z 2" (") = Z (x +1iy)" (x —iy)"

z=x+i1yepP z=x+1yepP
n m n m
_ Z Z <k> < l > (_1)m7lin7k+m7l Z xk+lyn7k+m7l(13)
k=0 [=0 (z,y)eP
n m n m
= Z Z <k> < ] ) (_1)m*l inik+mile+l,n7k+m7l
k=0 [=0

donde z* es el conjugado del mimero complejo z. Supongamos que los cen-
troides de los conjuntos estédn en el origen asf que M, , = m,, En este
caso se pueden expresar los momentos Cp, ,, por medio de sumas sobre los
momentos M, , (ver férmula (6)).

La rotacién descrita por las férmulas (11) se puede escribir de manera
compleja usando una tinica ecuacién con €*¥ = cos ¢ + 7 sin ¢

Z/ — x/ +Zy/

= (zcosyp —ysing) +i(xsing +ycos) = (x + iy) ¥ = ze¥
Entonces obtenemos para los momentos complejos nuevos la ecuacién

Crm=D_ (&) ()" =3 (26")" ("¢ )" = Come’"™™% - (14)

z'eP zeP

Aquf el sfmbolo 7 describe la unidad de los ntimeros imaginarios. Vemos que
los momentos complejos se transforman de manera muy simple. Para los
momentos nuevos de los ordenes hasta 4 obtenemos a partir de (13) y (14)
las férmulas siguientes:

!
CO,O - MO’O

o = (Mg +iMoy) ¥
Coy = (Mo —iMoa)e ™

Cho = (Mo +2iMi,1 — Mog) €%
11 = Mo+ Moy ‘
06’2 = (MQ’O — QiMLl — MO’Q) e~ 2
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Ci;,O = (M?,,O + 3iM2’1 - 3M1’2 - iM0’3) 631130
Ch 1= (Mg +iMy1 + My +iMo ) '?
Cl o= (Mso —iMyy + Mg —iMos) e
06’3 = (ng() — 3iM2’1 — 3M1,2 + iM0’3) e 31

Cho= (Myo + 4iMzy — 6Map — 4iMy 3 + Moa) €4
Cé,l = (Myo+ 2iM31 + 2iM;1 3 — Mo,a) 21

Ch o= Mao+2Mss + Moy

05,3 = (Myp — 2iMs1 — 2iM13 — Mo 4) e 2%

Coa= (Myp —4iMz1 — 6Myp + 4iMy 3 + Moa) e 1%

Por la estructura especial de estas ecuaciones puede eliminarse muy sim-
plemente el dngulo ¢ de rotacién. Obtenemos por ejemplo los invariantes
”clédsicos” descritos por Hu como

Hy = C1 1= Mo+ Moy

Hy = Gy 4Clp = (Mo — Moo)” +4M3,

Hy = 5 (Ch3 = (M3 — 3M12)? + (3Ma — Mo s)?
Hy=C) O 5 = (M3 + My 2)? 4 (My1 + Mo3)?
Hy; = (5 (Ci,2)3 +Coz (05,1)3

He =i <C:/~:,0 (01,2)3 - 06,3 (Cé,l)3>

H; = C4 (Ci,2)2 + Ch o (05,1)2

Hemos derivado otros cinco invariantes que describimos como Hg hasta Higy
(ver [18]):

Hg = 05,105,3

Hy = CA/L,OC(/)A

Hyp = 05,106,2 + 05,305,0

Hyp =Ch,

Hyp = C (06,2)2 +Cha (05,0)2

Debido a la normalizacién (10) de los momentos centrales, algunos momentos
son triviales o desaparacen, como por ejemplo

Hy = My + Moz =2
Hyg=2(Myo — Moa) (Moo — Moo) +8(Ms 1My + MysM ) =0
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orden | invariantes de Hu

4 Hyy = mljy +2miy'y +mg),

6 = (m3 o — 3m/! 2)2 + (37””/1 _ m853)2
6 = (o +mis)" + (mfy +mis)’

i = (mfly = mga)" 44 (g, + mfy)”
e = (o +mila)” + 16 iy — )’

_ 12m/2”2 (m8/4 3m/// + m/// )

Tabla 1: Invariantes de Hu hasta el orden &

Hasta el orden & en las potencias de las coordenadas x y y tenemos solo cinco
invariantes no triviales (ver la tabla 1). Si insertamos los momentos (9) que
son invariantes bajo traslaciones, estiramientos y escalaciones anisotrépicas,
entonces las expresiones Hs, Hy, Hg, Hg y Hyq son invariantes también bajo
rotaciones y por consdiguiente invariantes bajo todas las transformaciones
afines.

2.4 Invariantes de puntos

A partir de las férmulas de la tablal, podemos determinar los invariantes
de Hu Hj (P) de conjuntos P que son invariantes bajo transformaciones
afines generales B (ver férmula (5)). La ecuacién Hiy(P) = Hg(Q) es
vélida para cada transformacién = BP, también en el caso de una re-
flexién (z,y) — (—=z,y). Si tenemos las relaciones Hy(P) = Hy(Q) para
k= 3,4,8,9,11 entonces la suposicién ¢ = BP es correcta con alta prob-
abilidad. Sin embargo, queda la cuestién de cudl punto g € Q) es el punto
correspondiente al punto p € P. Fsta es la pregunta que queremos solu-
cionar en la presente seccién. Si se elimina un punto p; € P, entonces se
obtiene otro conjunto P, = P — {p;}. Este conjunto P; tiene su propios
invariantes

hy, (pi) = Hy(F;) = Hp(P — {pi})
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|| puntos p = (:Ii,y) ” h3(p) | h4(p) | hg(p) | h9<p) | h11<p) "

(164,320) 0.014 ] 0.645 [ 0.084 [ 0.134 | 0.755
(422,314) 127 | 531 042 104 609
(150,425) 232 687 020 182 732
(89,75) 345 | 544 | 081 .123| 670
(242,398) 324 | 855 | 033 505 | .87
(324,431) 288 | 776 | 049 | 399 | .85l
(01,189) 334 609 117 | 200 | 721
(339,417) 184 | 739 | 045 297 834
(263,355) 242 693 .031| 481 877
(148,112) 323 | 483 037 | .107 | 561

Tabla 2: Valores de los invariantes de Hu

y estos valores hy (p;) se asocian univocamente al punto p; € P. Es claro
que de Q = BP resultan también las relaciones {¢;} = B{p;} o

Q —{a} =BP - B{p;} = B(P - {ps})

y por tanto obtenemos la invariancia hy (p;) = hy (¢;) para puntos corre-
spondientes p; € Py ¢g; € (). De esta manera asociamos a cada punto
p; € P su propios invariantes de Hu hy, (p;).

Teorema 1

Sean dados dos conjuntos de puntos P y () que se asocian por la
transformacion afin ) = BP. Para cada punto se definen los invariantes
puntuales hy (pi) = Hp(P —A{pi}) ¥ hn (¢5) = Hp(Q — {g;})-

Dos puntos p € Py g € ( son puntos correspondientes si y solamente

si (hs (p),ha(p),hs (p),...) = (h3(q),ha(q) hs(q),-..)-

La tabla 2 muestra valores numéricos de los invariantes de Hu para un
conjunto de 10 puntos. Es importante tener en cuenta que cada transforma-
cién afin de este conjunto de 10 puntos conserva los valores de los invariantes
de Hu.

Mostramos un ejemplo en figura 1. Los puntos del conjunto P (caracter-
izados por el stmbolo o) son distribuidos en una imagen del tamartio 256 x 256
pixeles y las coordenadas x y y de los puntos tienen una distribucién normal
con errores de +1.0 pixeles. Los puntos del conjunto ¢} son caracteriza-
dos por el simbolo . Ambos conjuntos se relacionan por transformaciones
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afines, en un caso con una rotacién adicional de —119° (arriba a la izquier-
da en la figura 1) y en otro caso con una rotacién de +40° y una reflexién
adicional (abajo a la izquierda). Es muy dificil buscar las correspondencias
entre los puntos, aunque los errores de coordenadas son pequenios y no hay
DP’s (puntos de perturbacion).

Pero si calculamos los invariantes puntuales, entonces en el espacio de
invariantes (hs, hs) es muy simple detectar las parejas de los puntos corre-
spondientes (arriba a la derecha y abajo a la derecha).

sin reflexion h
rotacién; -118° 3
L ]
- =]
& toe - .. @
o o .« © - o
08 o o] » @ h4
S
. o
- L ]
* . « F :o ¢
- -
con reflexion h
rotacion: +40° 3
o' . o« o .
L]
L] L]
. o e e h4
==} o *
% ., rS C
=] [s]
€ @
-
> < (o] - ‘.
L] L]

Figura 1: Invariantes puntuales de Hu h3 y hy4 para los puntos de dos con-
juntos transformados afinmente

2.5 Determinacion de correspondencias

Ahora tenemos solucionar la tarea de la determinacién de puntos corre-
spondientes. Sea Lp = (p1,P2,...,Pn) la lista de las caracterfsticas ¢;
de los puntos p; € P resumidas como un vector p; = (¢i1,¢.2, .., Ci k) Y
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Lo = (q1,92, .., qn) la lista de las caracterfsticas c¢;;, de los puntos g; € Q
resumidas como un vector q; = (¢;1, ¢ 2, ..., ¢,k ). En nuestro caso las car-
acterfsticas son los invariantes puntuales de Hu. Definimos p; y g;como
puntos vecinos si la distancia

K
d(pi,a;) =Ipi — il = | > (cie — cn)”

k=1

es menor que todas de las demds distancias |p — q;| entre los vectores p € P
y q; y menor que todas de las deméds distancias |p; — q| entre los vectores
qEQ Yy pi

Una busqueda de puntos correspondientes en las partes izquierdas de la
figura 1 es dificil, pero la bisqueda por puntos vecinos en las partes derechas,
es decir en el espacio de invariantes puntuales, es mucho més simple. Dado
que en la préctica las caracterfsticas de dos puntos correspondientes no son
iguales necesitamos una definicién precisa:

Definicién 1

Si el punto q es el vecino mds préximo del punto p y al mismo tiempo
el punto p es el vecino més préximo del punto q, entonces decimos
que p y q son puntos vecinos y se escribe p = q.

Una transformacion afin estd determinada si conocemos tres parejas de
puntos correspondientes. Sean p; = (x;,y:) ¥y ¢ = («},y;) para i = 1,2,3
puntos correspondientes. Entonces las siguientes ecuaciones son vélidas:

/] /

Tp = aio + 61121 + a12y1 Y1 = A20 + a2171 + a2y
/ /

Ty = @10 + Q1122 + @12Y2 Yy = Q20 + a21T2 + a2y (15)
/] /

T3 = a1o + 1123 + a12yY3 Y3 = Q20 + @213 + a22Y3

Podemos escribir estas ecuaciones en forma matricial:

1 21 wn aio x I 1 wn aso Y

1 x9 ann |=[ 25 |, | 1 22 u agr | =1 v

1 z3 y3 a2 xly 1 x3 3 a9 Y3
(16)

La solucién de estas ecuaciénes matriciales proporciona los coeficientes
a;, de la transformacién afin. Dado que necesitamos solo tres parejas de
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puntos correspondientes y la biisqueda de un vecino més préximo requiere
n operaciones (con n como el nimero de los puntos), la complejidad para la
determinacién de una transformacion afin es O (n).

Debido aque siempre hay errores pequenos de las coordenadas de los
puntos, los coeficientes a;;, son dependientes de las tres parejas de puntos
correspondientes escogidos. La determinacién de la transformacién afin es
més precisa si tenemos en cuenta todas las parejas de puntos correspondi-
entes. Entonces obtenemos en lugar de (15) un sistema sobre-especificado
de 2n ecuaciones para los 6 coeficientes a;:

/

Tp = a1o+ anx1 + ayy Y = a0 + 2121 + G221

_ /]

Ty = @10 + G11%2 + Q12Y2 Yy = Q20 + @212 + A22Y2
/

Ty = 1o + 1173 + @12Y3 Y3 = Q20 + @213 + A22Y3 (17)
/

T, = alo + anxn + a12Yn T, = a20 + a21Tn + a22Yn

La ecuacién matricial para los coeficientes aqg, a11, a12 €s

1 z1 x
1z o a0 xt
Ma, = 1 23 3 a;; | =1 25 | =%
a19 .
1 xn yn x;“b

Aqui M es una matriz con 3 columnas y NN filas y X' es un vector con n
componentes. El vector d = Ma; — x’ de desviaciones es en el caso ideal
igual al vector o todos cuyos coeficientes son ceros. Pero en realidad las
desviaciones no son ceros, sino valores pequenos. Por eso requerimos
n
S = ’Mal — x”Q = Z (alo + a11x; + a19y; — x;)Q — minimo (18)
i=1
La suma S es dependiente de los coeficientes a9, a11 y a12. Para solu-
cionar esta tarea de optimizacién S — minimo se tiene que derivar parcial-
mente la funcién S con respecto a los coeficientes a1, a11 v a19:

oS oS oS

= = =0
daip  Odain  Oaiz

Z 1 Z Xy Z Yi a1o Z 96;
Z €g Z 963 Z L3l a1 = Z 96;961
SNy Swyi Syr a2 oz
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o en forma matricial

o fao
MM | ay | = MTx (19)
\onr )

Los coeficientes agg, a1 y agy se determinan de la misma manera (19) donde
se reemplaza el vector X' por el vector y’.

Este enfoque para la determinacién de los coeficientes de la transforma-
cién affn se llama método de minimos cuadrados .

3 Apareamiento por optimizacién lineal

3.1 Minimizacién de las distancias geométricas

En el caso del apareamiento de puntos bajo transformaciones afines pode-
mos solucionar dos problemas: la deteccién de los puntos correspondientes
y la determinacién de los pardmetros de la transformacién. Si conocemos
los puntos correspondientes, entonces podemos calcular los pardmetros de la
transformacién por ajuste (ver seccién 2.5). Por otro lado, si conocemos la
transformacién correcta, entonces podemos determinar las parejas de pun-
tos correspondientes (por ejemplo a partir del método de los vecinos més
cercanos). §Pero cudl es la solucién si ambas informaciones faltan? La exis-
tencia de los muchos trabajos que se ocupan del problema de apareamiento
de puntos tiene su razén en esta conexién entre las correspondencias y la
transformacién [1, 3].

En la presente seccién mostramos que hay una propiedad de dos con-
juntos de puntos, la medida de correspondencia, que es invariante bajo casi
cada transformacion afin. La tinica proposicién es que la matriz de la trans-
formacién tiene eigenvalores (valores propios) positivos. Basados en esta
propiedad podemos determinar primero los puntos correspondientes y de-
spués los pardmetros de la transformacion.

Sean dados dos conjuntos de puntos P y @ con el mismo nimero n
de puntos. Sean los puntos p; = (x;,y;) € Py gy, = (ug,;,vg,) € Q dos
puntos correspondientes (pero no conocemos cual indice k; del conjunto
se asocia al ndice ¢ del conjunto P). En adelante supondremos que existe
una transformacion afin entre las coordenadas de los puntos:

U ailr  a12 x a10
= (0)= (i) () () =
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Para solucionar el problema del apareamiento tenemos que determinar la
transformaciéon B =(A,t) y la correspondencia €. La correspondencia €
describe cualquiera de las n! permutaciones posibles entre los indices k; y
los indices .

Sean dados B y €. Entonces obtenemos la suma de los cuadrados de las
distancias geométricas entre los puntos correspondientes como

n n
)= Ipi — =D |pi — Apy, — t ’
-1 i

es decir, la suma S (B,€) es dependiente de la transformacién B y de la
correspondencia €. Ahora podemos formular el problema de optimizacién

Z’Pz qH Z’pz Apy, —t’ — minimo (20)

n n n n
SB.O)=>p/pi—2Y piAp,—2) p/t+ > |Apy, +t|" —minimo
=1 =1 =1 =1
(21)

Sin pérdida de la generalidad podemos desplazar ambos conjuntos P y () por
un vector comun de modo que el centro de la gravedad del conjunto P esté en
el origen del sistema de coordenadas, es decir Y p; = > px, = 0. Entonces
el primer término de la férmula (21) es independiente de B y € y el tercer
término es cero. El cuarto término proporciona, bajo una transformacién
fija, un valor constante (es decir, este término no depende de €):

n

c=c¢(B)= Z (pEiAT + tT) (Apy, +t) = ZpEiATApki +nt't
=1 =1

Para una transformacién dada B =(A,t) sélo el segundo término en la
féormula (21) es dependiente de la correspondencia €. Asf{ obtenemos el
problema de maximizacién (bisqueda de un méximo sobre todas las corre-
spondencias bajo una transformacién dada)

Sh (€)= ZpZTApki — maximo (22)
=1
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3.2 Puntos correspondientes

Si la matriz A es simétrica y positiva definida, entonces ambos eigenvalores
de A son positivos y podemos escribir la matriz A como un producto A =
C!'C con C' = C. La férmula (22) se cambia por la férmula

n

Sa(€) = ZP?CTCpki = Z (Cpi)T Cpy, — maximo
=1 i—1

La transformacién C transforma todos de los puntos p €P a puntos r = Cp
as{ que se obtiene

S3(€) = rlry, — maximo (23)

=1

Esta ecuacién requiere una buisqueda por correspondencias r; < ry, de
modo que S% (€) sea un méximo. Si escribimos (23) con rT = (&, 1) como

n n n
Sa(€) = Zr?rki = Zﬁszz + anki — mazrimo
i=1 i=1

=1

entonces podemos usar la desigualidad general

2
S Y (z)

Ahora obtenemos para el término con £ la desigualidad

n n n n n 2
D& =) 8 ) 8> (Zf@)
=1 =1 =1 =1 =1

(la suma sobre todos de los éi, es igual de la suma sobre todos de los 5? )y
finalmente obtenemos

a8,
=1 =1

La misma desigualidad es correcta para las coordenadas n; y n.. En
otras palabras: S} (€) es un méximo si y solo si las correspondencias r; <
ry, son las identidades r; < r;. Esta proposicién es correcta sin informacién
adicional sobre la transformaciéon afin B, aparte de que la matriz A es
simétrica y positiva definida.
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Dado que S% (€) en la férmula (22) alcanza su maximo para r; <> r; 0
p:i < Pi, también S (B,€) en la férmulas y (20) alcanza su minimo para las
correspondencias p; < q;.

Teorema 2

Sean dados dos conjuntos de puntos Py () que son equivalentes hasta
una transformacién afin con una parte homogénea simétrica y positiva
definida. Entonces podemos obtener las correspondencias correctas entre
los puntos p; € P y los puntos ¢; € () mediante una minimizacién de la
suma de las distancias cuadradas de los puntosN

n
¢ es correcta si S (B,C) = 3 |ps — aqy,|> — minimo
=1

3.3 Apareamiento y optimizacion lineal

Dado que la suma S (B,€) es dependiente de la correspondencia €, tenemos
que calcular el valor minimo de la funcién S (B,€) para todas las n! per-
mutationes entre los puntos p; € Py los puntos ¢, € ). Sin embargo la
estructura relativamente simple de nuestro problema permite usar un algo-
ritmo que trabaja en un tiempo polinomial O(n®) con un pequeno valor de
s. BEste algoritmo trabaja por ayuda del método de la optimizacién lineal
(linear programming, ver [13]).
Definimos las distancias cuadradas

D(p,q) = (zp — xq)Q + (yp — yq)2

entre los dos puntos p € Py ¢ € () asi como un "peso de correspondencia”
w(p, q) = So — D(p, ¢) con una constante positiva Sy, de modo que tenemos
que buscar un méximo de la funcién W:

n n

W (€)= Zw(pi, qr;) = Z (So — D(pi, qi,)) — maximo (24)

Para solucionar el problema (24) definimos un "peso de punto” y el "peso
permitido”.

Definicién 2

Sean dados dos conjuntos de puntos P y ). Asignamos a cada uno
de los puntos un "peso de punto” g(p) y ¢g(g). Entonces decimos
que estos pesos son "pesos permitidos” si g(p) 4+ g(q) = w (p, q).
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Teorema 3

Sean dados dos conjuntos de puntos Py Q). Si todas las parejas (p;, ¢,)
de puntos correspondientes p; € Py g, € ( de una correspondencia €*
cumplen la ecuacién g(p;) + g(qx;) = w (pi, gx,; ), entonces €* es una
correspondencia maximal con W (€*) = W* — mdazimo o €* garantiza
que S (B, €*) de la f6rmula (20) es un minimo.

La prueba de este teorema es bastante simple: Para una correspondencia
arbitraria € tenemos

W)= Y wpg< D ap)+9e) =D g9p)+> g(g)=W*

(p.9)c€ (p,9)e€ peP qeQ

es decir, todos los valores W (€) son menores o iguales que W*. Por otro
lado la correspondencia €* minimal tiene por el teorema 3 el valor

W)= Y () +g(d)=w"
(v',q')ee~

y por tanto obtenemos el hecho que todas de las correspondencias € tienen
valores de la funcién W menores o iguales que W (€*):

W (€) < W (€*) para todas las correspondencias €

Ahora buscamos la solucién méds pequena de todos los valores maximales
W*. De esta manera obtenemos un problema de optimizacién lineal:

1. Sean dadas todas las distancias cuadradas D(p, q)
parap € P, ¢ € Q.
2. Busca pesos permitidos g(p;) v g(g;) con g(p;) + g(q;) = w(pi, g;)
y w(p, q) = So — D(p, q) de manera que
Zg(pi) + g(qx,) — minimo
7

3. Entonces la correspondencia €* tiene la suma méds pequena
de las distancias cuadradas entre los puntos.

4. Si los conjuntos Py @ estén relacionados por una transformacion
affn con una matriz A homogénea simétrica y positiva definida,
entonces las correspondencias p; «— g, dados por €* son las
correspondencias entre los puntos correspondientes.
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Como ejemplo sean dados los dos conjuntos P = {(1,1),(1,5),(3,2} y
Q = {(5,6),(6,4),(9,3)}. Entonces obtenemos los pesos w(p,q) = 100 —
D(p, q) de la tabla siguiente:

Dp,g9) @1 @ @3
p1 59 66 32

pp 83 T4 32
p3 80 87 63

Asignamos a los puntos del conjunto P los pesos puntuales x,y,z y asig-
namos a los puntos del conjunto @ los pesos puntuales r, s, . Ahora podemos
formular el siguiente problema de optimizacién lineal:

fz+y+2z+r+s+t— minimo
xr+r =959
T+ s >66
r+t>=32
y+r =83
y+s=74
y+t>=32
z+r >80
z+s>87
z4+1>63

La solucién de esta tarea W = z+y + 2+ 7 + s+t — minimo es
(x,y,2,7r,8,1) = (66,74,87,9,0, —24) con W* = 212, asi que surge la tabla

glp)+g9lg) r s

x 75 66 42
Y 83 74 50
z 96 87 63

Las correspondencias con pesos permitidos, es decir las relaciones con w (p, ¢) =
g(p) + g(q), estan marcados. Con las sumas =z + s = 66, y +r = 83,

z 4+t = 63 hemos determinado también la correlacién éptima p; < ¢o,
P2 > g1, p3 < q3, es decir €* y la suma minima de las distancias es
D(€*) =88 con W (€*) = 212,

3.4 Determinacién de transformaciones afines

En ambos casos de la determinacién de puntos correspondientes, por los
invariantes de Hu (ver seccién 2) y por el teorema S (B,€) — minimo, hay
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posiblemente puntos de perturbacién (DP’s). Entonces es necesario deter-
minar los coeficientes de la transformacién por un método de optimizacién
(minimizacién de los errores).

La minimizacién de los errores se suele realizar por el método de minimos
cuadrados (ver el parrafo 2.5). Pero si usamos este método con la norma
Lo, es decir trabajamos a partir de los cuadrados de los errores, entonces
hay una gran inestabilidad. Se sabe que la norma I, es decir utilizando
los valores absolutos de los errores, es més estable con respecto a valores
fugitivos (outliers). Un ejemplo demuestra este hecho.

Sean dados n puntos unidimensionales (o valores) xj...x, distribuidos
estocdsticamente con una distribucién normal (distribucién de Gauss) con
un valor medio de . = 0 y una desviacién estdndar ¢ = 1 (sin pérdida de
generalidad podemos eligir también otra desviacién). En adelante sean m
puntos de los n puntos distribuidos por una distribucién normal con g =0
y o = 10. Estos m puntos son con una probabilidad alta puntos fugitivos
o puntos atipicos. Si usamos la norma Lp para la determinacién del valor
medio T de la muestra (sample) de los n puntos, entonces tenemos que
solucionar el problema de optimizacién

n

1
1 2
S(z) = ~ Z |z —Z|" | — minimo

=1

Esta tarea es solucionable analfticamente solamente en el caso de p = 2
y - como mostraremos - en el caso p = 1. Sin embargo, siempre podemos
determinar numericamente un valor éptimo aproximado Z. Para un conjunto
dado de puntos, este valor 6ptimo depende de p y de n, es decir T = Z(p, n).

En la figura 2 se muestran los resultados de estos experimentos para
n —m = 95 puntos normales y m = 5 puntos fugitivos. Los valores tedricos
T*(p) = nlLHOIO Z(p,n) deben ser cero. Para un mimero finito de puntos, se vé

que los valores Z(p, n, m) estan distribuidos para cada valor p en torno del
cero (la linea negra horizontal). Si la influencia de los puntos fugitivos es
grande, entonces las curvas se desvian fuertemente de cero. Reconocemos
que la norma L es mejor que la norma Ly (ver férmula (18)) porque la
influencia de los puntos fugitivos es menor.

Debido a esta investigacién experimental, usaremos la norma L1, es decir
trabajaremos con el método de la minimizacién de los errores absolutos. Se
puede escribir formalmente un ajuste a partir de los errores absolutos como
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p=0.5 p=1.0

Figura 2: Valores T = Z(p, n, m) dependiendo de la norma L, para conjuntos
de n puntos

sigue:

n
/ P PR Pp—
ZZ; !961 a11%; — a12Y; alOH’ (26)

/ o
+ |yi — ag1; — agey; — ase| — minimo

Una solucién analitica no es posible porque se no pueden calcular derivadas
de funciones como |z|. Sin embargo existe un enfoque de cambiar la tarea
(26) a una tarea de la optimizacién lineal, de modo que podemos solucionar
esta tarea por el método de simplex (ver por ejemplo [11]). Este enfoque es
escasamente conocido (hemos hallado solamente las referencias [14, 12, 7).
Pero la idea es bastante simple. Sea dada la tarea
n

Z |d;| — minimo (27)

i=1
Ahora introducimos en lugar de d; dos nuevas variables d; y d que son no
negativas:

di=d—d , d

(3

>0, d/ >0

7
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Entonces podemos escribir el valor absoluto como

Ny fodi i df =0
= =)= { g i

Si construimos la tarea

1

n
Z d; +d] — minimo con los condiciones d;,d} >0 y d,—d =d;
i=1
(28)

entonces tenemos un problema de optimizacién lineal. Se puede ver sim-
plemente que esta tarea es equivalente a »_ |d, + d; | — minimo porque los
valores |d;| son minimos solamente en los casos d; = 0 o d = 0.

En la tarea (26) podemos separar los dos problemas

n

/ L.
E |z — a11@; — a12y; — a10] —  minimo
i=1

n
/ s .
E ly; — ag1x; — agey; — ase| — minimo
i=1
como en el caso del método de minimos cuadrados en el parrafo 2.5. En-

tonces, con ayuda de las férmulas (27) y (28), obtenemos por ejemplo para
los pardmetros ayy las restricciones (con a;, = al, — al}.)

/ / / 1" 1" " / 4 1! .
allxi ‘I’ a12yi + alo - allxi - a12yi - alo - xi - dl - dl para 1= 17 27 ...7n

(29)

y las variables de holgura d; y d. Finalmente debemos solucionar la tarea

n
Z d, +d! — minimo (30)
=1

bajo las 6 restricciones aq,a}y, ajg, a1, a%5, a7y = 0y las 2n restricciones
d,,d! > 0.

Si tenemos dos listas cada una con n puntos, entonces tenemos n restric-
ciones y 2n + 6 variables (incluido todas de las variables de holgura). En la
gran mayoria de los casos précticos, la complejidad del método simplex es
de orden O(n) como se menciona en [11]. Para determinar los pardmetros
ask, tenemos que solucionar un problema equivalente a las férmulas (29) y
(30) cambiando los pardmetros ay;, — agy v los valores z;, — y.
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4 Ajuste de figuras por optimizacién lineal

4.1 Optimizaciéon lineal

El método de optimizacién lineal (linear programming, linear optimization)
investiga un problema de valores extremos de funciones lineales en muchas
variables y restricciones en forma de ecuaciones lineales y desigualidades
lineales. La forma maés general de un problema de optimizacién lineal es la
siguiente:

Sea dada una funcién lineal

[ =cxi+caxa+ ... +cpmy

de las n variables zy,z9,...,2, con los coeficientes reales cy,cs,...,c,. Ademés
tenemos restricciones en forma de ecuaciones

ar1x1 + ap9xe + ... + appy = ap

o en forma de desigualidades

As1T1 + Ag2T9 + oo + ATy K Ay

con numeros reales arbitrarios a;;. Las desigualidades se pueden reemplazar
por ecuaciones introduciendo nuevas variables:

ag1X1 + ag9T9 + ... + agnxy, < ag esigual a
5171 + @222 + oo + AsnTn + Tpp1 = as  con xpyy =0
Denotamos la variable adicional z,, 1 como variable de holgura (slack vari-

able). De esta manera surge la forma normal de un problema de la opti-
mizacién lineal:

c1x1 + coxo + ... + ¢y, — minimo
a11x1 + a12¢2 + ... + a1pTn = a1
a91x1 + a992%9 + ... + 9Ty = ag

Am1T1 + Amaxo + ... + AmnTn = am
I 2 0
xI9 2 0

Ty =0

Comunicaciones Técnicas CIMAT,05.06.2001, 1-01-06.(CC)



29

Estas ecuaciones describen un subespacio del espacio n-dimensional R" y
se busca un minimo de la funcién f(z1,...,2n) = c121 + ... + crxy, en el
cuadrante positivo del espacio R".

Para solucionar las tareas de este tipo se usa el método de simplex.
El algoritmo de este método es conocido desde 1947 (ver [4]). Hay muchos
manuales sobre el método de simplex y también herramientas en los sistemas
de software con capacidad de cédlculo simbélico, por ejemplo MATHEMATICA
o MAPLE.

4.2 Ajuste de lineas rectas

Para el ajuste de una linea recta a un conjunto de puntos usamos la ecuacién
x4+ aoy +az =0

asi que debemos solucionar el problema de optimizacién

n

S(ay,a2,a3) = Z la1z; + asy; + as| — minimo (31)
i—1

Es claro que la solucién trivial a; = a9 = ag = 0 no es correcta. Necesitamos
una restriccién adicioal lineal como a3 = 1. Pero entonces no podemos
describir lineas rectas que pasan el origen. También la restriccién aj+ag = 1
no es suficiente porque entonces no podemos escribir lineas como las descritas
por la ecuacién y = x + as.

Por eso solucionamos el problema (31) primero con la restriccién ay +
ag = 1 y obtenemos el valor minimo S| para los pardmetros (af7 a;, a;{).
Después calculamos la solucién con la restriccién a; —ag = 1 y obtenemos el
valor minimo S_ para los pardmetros (a;7 Ay , Qg ) Finalmente eligimos los
pardmetros que logran el valor més pequeno, es decir, Sy, = min(S4, S_).
Por supuesto tenemos que escribir los pardmetros a; siempre en la forma
a; = a, —a} con a},a; > 0.

En la figura 3 mostramos un ejemplo. El método del ajuste a partir
de las distancias absolutas (least absolute distance method, LAD) es muy
estable con respecto a puntos fugitivos (outliers). El método de minimos
cuadrados (least square method, LSM) no logra soluciones estables cuando
hay puntos de perturbacién.

Esta diferencia entre de los dos métodos LAD y LSM es tipica para la
optimizacién con respecto a la norma I; con distancias absolutas y la norma
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Figura 3: Ajuste de una linea por los métodos LAD y LSM

Ly con distancias cuadradas (ver figura 2):

n

lez;’fi’ ; L2=Z;’fi’2:z<fi)2

i=1
Hay métodos adaptables para eliminar las influencias de los puntos fugitivos
también en el caso de Ly (ver por ejemplo [18] o [21]). Pero estos métodos
son - al contrario del método simple LSM - méds complicados y por tanto es
recomendable usar el método LAD.

4.3 Ajuste de circulos

Para el ajuste de un cfrculo a un conjunto de puntos usamos la ecuacién
a1 (962 —I—y2) +aox+asy+ag =0
asi que debemos solucionar el problema de la optimizacién
n
S(aq,a9,a3,a4) = Z ’al (963 + y?) + agx; + asy; + ay| — minimo  (32)
i=1

Claro que la solucién trivial a; = ay = a3 = a4 = 0 no es correcta. Nece-
sitamos de nuevo una restriccién lineal adicional, en este caso como aq = 1
(si a; = 0, entonces (32) no describe un circulo). Por supuesto tenemos que
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escribir los pardmetros a; siempre en la forma a; = a — a; con aj,a; > 0.
La figura 4 muestra la calidad y la estabilidad del método LAD comparado
con el método LLSM.

Figura 4: Ajuste de un circulo por los métodos LAD y LSM

Por 1ltimo, en este pdrrafo queremos escribir de nuevo las ecuaciones
de la minimizacién (ver las férmulas (29) y (30)). Las ecuaciones son las
siguientes

(ay —af) (a7 +y7) + (ah — af) xi + (a5 — ay) ys + o)y —af + dj — df =
parat=1,2,...,nYy
n
a’l—I—a/l/—l—a/Q—I—ag—l—ag—I—ag—l—ail—l—aZ—l—Z(d;—l—dg) =5
i=1

Esta ecuacién adicional con un valor s > 0 bastante grande es necesaria para
garantizar que la regién de biisqueda es un dominio acotado. Entonces la
tarea de la minimizacién es

n
> " (d; + d) — minimo
i=1
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4.4 Ajuste de elipses

Para el ajuste de una elipse (como un tipo de una curva del grado 2) usamos
la ecuacién general

a1x2 + aoxy + a3y2 4+ agx +asy +ag =10

asf que debemos solucionar el problema de la optimizacién

n
S(ai,...,ag) = Z ’ale + agry + azy® + agx + asy + ag| — minimo (33)
i—1

Es claro que la solucién trivial a1 = a9 = a3 = a4 = a5 = ag = 0 no es
correcta. Necesitamos de nuevo una restriccién lineal, en este caso a; +az =
1. Cuando hemos calculado los pardmetros a;, entonces debemos probar si
los pardmetros decriben una elipse u otra curva de grado 2, como por ejemplo
una hipérbola. En el caso de una elipse, los pardmetros deben cumplir la
relacién ajas — a% > 0.

La figura 5 muestra la calidad y la estabilidad del método LADcom-
parado con el método LSM. Solo tres puntos fugitivos causan que la elipse
determinada por el método LSM no sea correcta. Atin con muchos puntos
situados en una regién muy cercana a la elipse no podemos evitar que los
pardmetros determinados por el método LLSM sean erréneos.

Los tiempos para realizar el ajuste de lineas, circulos o elipses a partir
de la optimizacién lineal LAD son 0.01 segundos para n = 100 puntos, 0.04
segundos para n = 200 puntos y 0.09 segundos para n = 300 puntos usando
un procesador Pentium a 500 Mhz. Si empleamos el método LSM, entonces
los tiempos se reducen por un factor de 20.

5 Acumulacién en espacios de parametros

5.1 Hough, Radon y acumulacién

Hemos visto en seccién 4 cémo funciona el método de la optimizacion lineal
para el ajuste y que este método da buenos resultados. Pero en la prictica
algunas veces aperecen problemas como los mostrados en la figura 6. En
estos casos tampoco la optimizacién lineal puede lograr lineas rectas.

La solucién de tareas de este tipo se puede realizar a partir de la transfor-
macion de Radon o de la transformaciéon de Hough. La transformacién de
Radon fue introducida en mateméticas en 1917 ([15], ver también [2, 6]). Se
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Figura 5: Ajuste de una elipse a un conjunto de puntos por el métodos LAD
y LSM

integran o suman valores de una funcién bidimensional f(x,y) a lo largo de
una linea recta que es desrita por la forma normal:

Ry (pyg) = / / F(z,y) dzdy

z-cos @+y-sin p=p

Es claro que en las imédgenes de la figura 6 para las lineas ”correctas” esta
integral tiene un valor mayor que para otras lfneas, donde las integrales
proporcionan valores menores. Si interpretamos estos valores como valores
de gris de una imagen (el eje de la abscisa describe los dngulos 0 < ¢ < 180°,
v el eje de las ordenadas describe los distancias —s < p < s con s como el
tamano de la imagen original), entonces obtenemos las imégenes de de la
figura 7 (la distancia p se refiere a el centro de las imégenes). Las lineas
correctas impresionan por los picos marcados en las funciones de valores
de gris de las imdgenes de Radon. Si hemos determinado més o menos
precisamente los lugares (p, ¢) de estos picos, entonces podemos seleccionar
todos los puntos (x,y) de las imdgenes de la figura 6 con una distancia
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Figura 6: Imégenes de lineas rectas con muchos puntos de perturbacién

Figura 7: Imdgenes de Radon de las imédgenes originales (fig. 6)

pequena
d=|z-cosp+y-sing —p|

a la linea provisional (quiza con pesos inversamente proporcionales a las
distancias). Al final obtenemos, por el método de minimos cuadrados o por
la optimizacién lineal, las lfneas rectas precisas.

Por desgracia no tenemos transformaciones del tipo Radon para otras
figuras como circulos o elipses. Pero en 1962 Hough describié un enfoque
por el que se puede extender la transformacién de Radon a otras figuras ([9]).
Hough interpreté la ecuacién x -cos ¢+ y -sin ¢ = p como una ecuacién con
pardmetros (x,y) y variables (p, ¢) en lugar de una ecuacién con pardmetros
(p, ) y variables (z,y). Todas las parejas (p,y) que cumplen la ecuacién
x-cos@ 4y - sin = p para coordenadas dadas x y y describen lineas rectas
que pasan por el punto (z,y). Estas parejas (p,¢) describen en el espacio
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bidimensional de las variables p y ¢ una curva p =z - cosp 4 y - sinp (una
curva de tipo seno o coseno). Ahora se acumulan todas estas curvas en el
espacio de las variables p y ¢ (el "espacio de acumulacién” o "espacio de
Hough”). El resultado es mostrado en figura 8.

Figura 8 Imdgenes de Hough de las imédgenes originales (fig. 6)

Hay muchas instancias en que la transformaciéon de Hough es extendible
a otras figuras como circulos o elipses. Por ejemplo la ecuacién de un circulo
es (x — ) 4+ (y —d)? = 7% con (¢,d) como el centro del circulo y r como
el radio. Si x y y son los pardmetros y (¢, d,r) las variables, entonces esta
ecuacién describe un cono doble en el espacio tridimensional de las variables
(¢,d,r). Usando el método de Hough se deben acumular todos estos conos
para cada pareja de pardmetros (z,y) y la acumulacién resulta en una fun-
cién tridimensional. El pico marcado (¢p, dp, rp) de esta funcién indica més
o0 menos precisamente el circulo que pasa aproximadamente por los puntos
(x,y) del plano euclideano.

La idea de la extensién del método de Hough a més de dos dimensiones
es buena. Pero no conocemos trabajos donde esta idea sea explotada sin
una proyeccién de la tarea a un espacio bidimensional (por ejemplo en una
bisqueda de circulos con un radio r fijo donde tenemos efectivamente solo
dos variables ¢ y d, ver también [5]).

Aqui queremos presentar un método nuevo que se puede generalizar a
muchas otras tareas.

Sean dados dos puntos (z1,y1) v (z2,y2). Entonces podemos determinar
muy simplemente los pardmetros p y ¢ de la linea que pasa por estos puntos:

Tl — X2 Y12 — Y21

) P =
1= \/(961 — 962)2 + (yl — y2)2

¢ = — arctan
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Si tenemos n puntos sobre una linea [, entonces obtenemos este (correc-

to) resultado N. = n(n—1)/2 veces. Si existen m puntos mds que son

distribuidos arbitrariamente en el plano euclideano, entonces obtenemos
(m4+n)(m+n—1)—nn—-1) m(m+2n-1)

N: ot
° 2 2

otros resultados (p/, ¢’) que no estén relacionados con nuestra linea L. Los
N, resultados estan distribuidos sobre el todo espacio bidimensional (p, ¢).
Pero los N, resultados correctos estdn concentrados en un pico semejante a
los picos en los espacios de Radon o de Hough (ver figura 9). Los picos son
més marcados que los picos en las imdgenes de Radon o en las imagenes de
Hough.

Figura 9: Imdgenes de accumulacién de las imdgenes originales (fig. 6)

En la figura 10 acumulamos los resultados (p,¢) en células del tamano
s? (en lugar de las 2562 = 65536 células del tamanio 12 en la imagen media
de la figura 9). A pesar de que la precisién de los picos es menor que en
el caso de s = 1, podemos localizar los picos y por tanto también podemos
determinar los valores (p1,¢1) v (p2, ) para las dos lineas en la imagen
media de la figura 6.

Un beneficio del enfoque con s > 1 es que necesitamos una acumulacién
de solo 7281 o 1820 o 455 o 113 células. Pero la ventaja mds grande del
método de acumulacién es que es generalizable a muchos otros problemas.
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s=3 s=6 $=12 s=24

Figura 10: Accumulacién de los resultados (p, ) en células del tamario s2

5.2 Acumulacién para circulos y elipses

En el caso de la deteccién de circulos tenemos que solucionar tres ecuaciones
porque tres puntos no colineales determinan univocamente un circulo:

(21 =)’ + (= d)* =1
(12— )* + (g2 — d)> = r? (34)
(3 — )’ + (g3 —d)* =1

Obtenemos dos ecuaciones lineales

2¢(x3 — 1) +2d (y3 —y1) = 953 +y3 —951 vi
2¢ (x5 — 22) +2d (y3 — y2) = 5 + Y3 — 75 —

para las incégnitas ¢ y d. Estas ecuaciones proporcionan las soluciones

o o— Llp—ye) (s — 2t — i) — (n —ys) (@3 + 5 — 25 —y3)
2 (3 —21) (y3 — y2) — (23 —22) (Y3 — 11)

d - 1(961—963)(9034'.@3—902 y3) — (o —w3) (2§ +y3 —af — v
2 (3 —x1) (y3 — y2) (3 —x2) (Y3 — y1)

El radio r se puede calcular a partir de una de las ecuaciones (34).

Es claro que debe realizarse la acumulacién en un espacio tridimensional
de los pardmetros (c,d,r) y por eso no es posible mostrar este espacio en
una ilustracién. Pero podemos proyectar el espacio (¢, d,r) a los tres planos
(¢,d), (d,r) y (r,c). Un ejemplo: Si calculamos los pardmetros ¢, d y r para
todas las tripletas de puntos (x1,y1), (22,%2), (z3,y3) de la imagen arriba a
la izquierda de la figura 11, entonces obtenemos los planos de acumulacién
mostrados en figura 11. Los picos son bastante marcados. Pero debemos
tener en cuenta que los planos son afectados por la proyeccién, es decir, la
proyeccién del espacio amplifica los parametros incorrectos. Al contrario de
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(e

{c.r] (ryl

Figura 11: Tres planos de accumulacién para la determinacién de un circulo

esto, las células de acumulacién en el espacio tridimensional se ocupan més
escasamente. Solo la célula del pico acumula muchas soluciones (¢, d,r).

Por tanto, es mejor si acumulamos los pardmetros en el espacio tridimen-
sional (¢,d,r). En la figura 12 puntos circulares y puntos de perturbacién
forman las imdgenes originales. Por el método de la acumulacién determi-
namos los pardmetros del circulo y mostramos los resultados en las imégenes
derechas. Los valores ratio describen la proporcién entre la altura del primer
pico en el espacio de la acumulacién y la altura del segundo pico (si esta
proporcién es més grande de 2, entonces la probabilidad de que el primer
Pico (Cmax, dmax, "max ) describa el circulo es alta). El tiempo necesario para
las acumulaciones estdn entre 0.1 y 0.5 segundos con un procesador Athlon
a 900 MHz.

Comunicaciones Técnicas CIMAT,05.06.2001, 1-01-06.(CC)



39

Figura 12: Ajuste de un circulo con conjuntos diferentes de puntos de per-
turbacién

Una elipse se determina por cinco pardmetros (c, d, a,b,¢), es decir por su
centro (¢, d), sus ejes a,b y por el 4ngulo ¢ del eje mayor contra el eje . Por
tanto necesitamos cinco puntos p; = (x;,y;) que cumplan con la ecuacién de
una funcién del grado dos (ver por ejemplo [21], capitulo 7):

Az} + By + Cxi+ Dy + Bzyyi =1, i=1.5

De estas cinco ecuaciones lineales para las incégnitas A, B, C, D, ¥ podemos
determinar las incégnitas con ayuda del dlgebra lineal. Después determi-
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namos los pardmetros geométricos (¢, d, a, b, p):

_ ED/4—BC/2 d— EC/4— AD/2
 AB - F?/4 ’  AB—E?%/4
Con las variables auxiliares
_ 1 . 2 9
M= s (A+B+\/(A—B) VB )

Dy = %<A+B—\/(A—B)2+E2)

h=1— Ac®> — Bd?> —Cc— Dd — Ecd

obtenemos con A1 < A9 los ejes

p— p—

h h
a:2 /\—1 s b: -—

Al final determinamos el éngulo ¢ por la ecuacién

B—A+4/(A-B)*+ 12
E

Por supuesto no se puede garantizar que con los pardmetros A, B,C, D, I
se haya encontrado una elipse. En caso de una elipse, los valores Ay y Ay
deben ser positivos (de otra manera se ha obtenido una hipérbola o una
pardbola). Si los pardmetros A, B,C, D, F describen una elipse, entonces
acumulamos estos pardmetros A, B, C, D, F/ en un espacio 5-dimensional (o
los pardmetros geométricos ¢, d,a,b,p en otro espacio). La proyeccién a
espacios bidimensionales logra en muchos casos la deteccién de un pico (ver
figura 13).

¢ = arctan

5.3 Deteccién de traslaciones y movimientos rigidos

También para tareas de la deteccién de una transformacién podemos usar
el método de acumulaciéon. Consideremos la transformacién afin unidimen-
sional ' = ax + b. Sean dadas las listas L; y Lo de puntos. Las listas
contienen puntos correspondientes y puntos de perturbacién.

Si tenemos dos parejas (z1,2]) y (r2,75) de puntos correspondientes,
entonces las dos ecuaciones

¥i=a-x1+b y zh=a-xz9+0b
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(D.E) (A.B)

Figura 13: Planos de acumulacién para la deteccién de una elipse

logran las soluciones
/ /
a:—xl—x2 , b=z —a -2y =ay—a- 19

T1 — T
Pero no sabemos cuales de los puntos son puntos correspondientes. Por eso
calculamos todos los valores (a,b) para todas las parejas ((x1,2)) , (22, 25))
y acumulamos estos valores (a,b) en un espacio bidimensional (ver figura
14). En este ejemplo los valores buscados son a = 1.15 y b = 13.81. El
pico en el plano de las coordenadas a (la abscisa en la figura 14 izquierda)
y b estd bastante marcado (ver la parte derecha de la figura 14) e indica los
pardmetros resultantes (ar,br) = (1.14, 13.60). En este ejemplo, la lista 14
tenfa n = 25 puntos con puntos correspondientes en la lista Ly (pero en otro
orden) y ambas listas tenfan p = 20 puntos arbitrarios sin correspondencias.
Por supuesto hay otras posibilidades para solucionar este problema de
transformacién afin unidimensional. Sin embargo hay tareas mds compli-
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a= 115 ar= 1.14
b=13.81 br=13.60
n=25

p =20 e

Figura 14: Determinacién de una transformacién afin unidimensional por
acumulacién

cadas. Sean dadas por ejemplo dos listas L1 = ((z1,y1), (22, 92) s -, (Zr, yr))
y Lo = (&), 4}), (x2,/ ¥y) , ..., (2%, 9,)) de puntos en el plano euclideano.
Las listas contienen parejas ((z,y), (2/,y')) donde las coordenadas son rela-
cionadas por

Zd=x+a y v =y+b

asi que buscamos una translaciéon descrita por los pardmetros (a,b). Para
parejas de puntos correspondientes ((x,y), (2/,y)) calculamos

a=2r —x y b=y —y

Si no conocemos las correspondencias y si hay puntos de perturbacién, en-
tonces calculamos todos los valores (a,b) y acumulamos estos valores en un
espacio de acumulacién. En la figura 15, la tarea consiste en la determinacién
de los pardmetros de la traslacién y en la deteccién de los puntos correspon-
dientes. Los pardmetros de la traslacién son a = 19.36 y b = 18.62. Hay sélo
8 parejas de puntos correspondientes y 40 puntos de perturbacién en cada
una de las listas. ;Cémo podemos detectar los puntos correspondientes?

La solucién de la tarea se muestra en la figura 16. El pico de la acumu-
lacién de todas las soluciones

(aij,bij) = (gc; — $j7y£ — yj) para Z,j = 1,2, A8
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Figura 15: Dos conjuntos de puntos, cada uno con 8 puntos correspondientes
v 40 puntos de perturbacion

estd muy marcado. La posicién del pico describe los pardmetros de la
traslacién y a partir de estos pardmetros podemos superponer los puntos
de la lista Ly (mostrados por el simbolo @) y los puntos desplazados de la
lista Ly (mostrados por el sfmbolo o, arriba a la derecha de la figura 16).
Ahora la deteccién de los puntos correspondientes es una tarea simple y el
resultado mostrado en las dos imédgenes inferiores de la figura 16 comprueba
la eficacia del método de acumulacion.

Para movimientos (traslacién y rotacién) las ecuaciones adecuadas son
las siguientes:

¥ =xcosp —ysing +c
y =xsing +ycosy +d

Dado que tenemos 3 pardmetros, necesitamos 3 ecuaciones para la determi-
nacién de estos pardmetros. Como en el caso de la determinacién de una
traslacién, se pueden determinar k pardmetros a partir de k ecuaciones entre
las nuevas coordenadas x’, 3/ y las coordenadas viejas x, ¥, es decir, debemos
usar por lo menos k/2 puntos para la investigacién de un movimiento.

En lugar de esto trabajamos con un niimero entero de puntos, en este caso
con k = 2 puntos. Entonces tenemos 2k = 4 ecuaciones para 4 pardmetros de
una transformaciéon homotética (similarity transformation). Las ecuaciones

Comunicaciones Técnicas CIMAT,05.06.2001, 1-01-06.(CC)



44

)

. ; . . . ° e,

o° O'c;.o:

: i@t

o g;% o e .
Cae

o fe VO ®o @

Oy ‘o <
®, o

-
* L o
o .o

Figura 16: Pico de la acumulacién (arriba a la izquierda), deteccién de
la translacién (arriba a la derecha) y puntos correspondientes detectados
(abajo) en las dos listas de figura 15

son
i =a-r1cosp —a-ypsing+c
Yy =a-z1sinp+a-ycosp+d
Th=a-Tocosp —a-yasing +c
Yy =a-xzysinp+a-yacosp +d

El d4ngulo ¢ describe la rotacién y el pardmetro a determina la amplificacién
o la disminuacién de las distancias entre los puntos.
Se pueden eliminar los pardmetros ¢, d por sustraccién:

Ty —xy = a-(z1-22)cosp —a-(y1 —ys)sing

v —vyy = a-(z1—x9)sing +a- (y; —ya)cosep

Obtenemos

=@ —20) + =), U =)@ — )+ 0 — ) La=7
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v el dngulo ¢ lo determinamos a partir de las ecuaciones

(x1—m2) (Y1 —v5) — (1 —w2) () —2h) = Using
(21 —x2) (2 —h) + (1 —w2) (Vy —¥h) = Wcosy

Si conocemos los pardmetros a y ¢, entonces podemos determinar la traslacién,
es decir, los pardmetros ¢ y d:

c=x2) —(a-z1c089p —a-ypsiny)
d=yy —(a-z18ine +a-yjcosy)

En la figura 17, la acumulacién de los parejas (a, ¢) se muestra en la parte
de abajo a la izquierda y la acumulacién de los parejas (¢, d) se muestra en
la parte de abajo a la derecha. Vemos que el resultado de la transformacién
(arriba a la derecha) es bueno pese a que los errores de las coordenadas de
los puntos son del orden de +1 pixeles.

rotacion: 104°

factor: 142 °
. ® ¢ ..
o
: e .:QOO'.. OQ c?
s o @,
. * .. °. o
(a,p) (c,d)

Figura 17: Acumulacién en el plano (a,¢) y en el plano (¢,d) para la
determinacién de una transformacién homotética
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5.4 Transformaciones afines

Una transformacién afin estd determinada por 6 pardmetros y por tanto

necesitamos tres puntos correspondientes para una determinacién tnica de

estos pardmetros (ver las férmulas (15) y (16)). La determinacién de los

pardmetros es més simple que en el caso de las transformaciones homotéticas

porque las ecuaciones para las nuevas coordenadas z’ y 4/ no estén acopladas.
Obtenemos las ecuaciones matriciales

-1
ail \ _ [ T2—%1 Y2~ Ty — T
a12 I3 —x1 Y3 — 9 Ty — T

-1 / /
a1 _ To—T1 Y2 — U1 Yo — U3
a2 T3 —T1 Ys— Y1 yé - y’1

para la determinacién de los pardmetros de la transformacién homogénea y
las siguientes ecuaciones para la determinacién de los pardmetros a9 y a9o:

J— /
a10 = 7 — a1171 — a12¥1
/
a20 = Y1 — A2171 — a22¥Y1

Se pueden acumular los pardmetros a;; en un espacio 6-dimensional o en
tres planos de acumulacién. También la acumulacién de los pardmetros de
la descomposicién B = RSDT (ver férmula (5)) es posible. Finalmente hay
una descomposicién de una transformacién afin B en factores que describen
las influencias de las transformaciones bésicas:

acose —asing 0 s s-t 0 1 0 ¢
B=HST=| asing acos¢ 0 0 1/s 0 0 1 d
0 0 1 0 0 1 0 0 1

La transformacién T describe una traslacién (si los pardmetros ¢ y d son
ceros, entonces no hay traslacién). La transformacién S describe una trans-
formacién afin ” pura”, es decir, los pardmetros s y ¢ describen el estiramiento
y el escalamiento anisotrépico que determinan una transformacién afin que
conserva las dreas, porque el determinante de S es 1 (si el pardmetro s es
1 y el pardmetro ¢ es 0, entonces no hay deformaciones afines). La tercera
matriz H describe una transformacién homotética como una rotacién y un
escalamiento isotrépico.
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Figura 18: Acumulacién de los pardmetros de una transformacién afin en
los planos (c,d). (a,9) y (s,1)

Los pardmetros de esta descomposicién describen las transformaciones
geometricamente:

c=0, d=0 no hay traslacién

s=1,t=0 no hay efectos afines
a=1 no hay cambio de tamano
=0 no hay rotacién

Pequenos valores de ¢ y d describen pequenas traslaciones, un pequeno
valor ¢ describe un estiramiento débil, un pequeno valor ¢ describe una
rotacién por un dngulo pequeno. Si la desviacién del pardmetro s de 1 es
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pequeno, entonces el efecto del escalamiento anisotrépico es apenas observ-
able y una desviacién pequena del pardmetro a de 1 indica solamente un
cambio pequetio del tamano geométrico del conjunto de los puntos.

En la préctica sabemos que muchas veces las condiciones (¢, ¢) = (0,0) y
(a,s) = (1,1) se satisfacen. Entonces sabemos que el pico de la acumulacién
estd cerca del punto (a*, s*,t*, ¢*) = (1,1,0,0).

En la figura 18 se muestran las acumulaciones en los planos (¢, d), (¢, a)
y (s,t). Las imdgenes parciales de abajo muestran que la transformacién
afin se determina bien también en el caso que hay puntos de perturbacién
(imagen abaja a la derecha sin translacién).
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Exercicios

Tarea 2.1

Sean dados dos puntos p1 = (3,7) y pa = (6,5). El punto p; se transforma
en el punto pj = (2,10). ;Cudles son los pardmetros de la translacién? ;En
cudl punto p, se transforma el punto po? ;Cudl traslacién se logra en caso
del desplazamiento p; — p4,? Dibuja los vectores de las traslaciones p; — p)

Y p1 — Dh.

Tarea 2.2

Sean dadas las listas de puntos L = ((3.0,7.1),(2.1,7.9),(1.1,5.0),(3.9,2.1))
y I' = ((5.1,9.9), (4.0,11.0), (2.9, 8.1), (6.0.,5.0)) de los puntos correspon-
dientes. Calcula y dibuja los vectores de las tralaciones p; — p) para
1 = 1,2,3,4. Determina una ”traslacién éptima” para la transformacién
L— L.

Tarea 2.3

Describimos un punto p = (z,y) como mimero complejo z = z + iy = re’?.
Determina r y ¢ como funciones de = e y. Describe una traslacién a partir
de nidmeros complejos. ;Coémo se puede formular una rotaciéon? ;Cémo se
puede describir una transformacién homotética?

Tarea 2.4

;Por cudntos pardmetros son determinadas las traslaciones en los espacios
n-dimensionales? ;Cudntos puntos n-dimensionales son necesarios para la
determinacién de una traslacién? jPor cudntos pardmetros son determi-
nadas las transformaciones homotéticas en los espacios n-dimensionales (ca-
da matriz de rotacién con R™! = R’ se puede expresar por R = €5 con
ST = —8)? ;Por cudntas correspondencias de puntos son determinadas las

transformaciones afines generales en los espacios n-dimensionales?

Tarea 2.5

Sean dadas las listas de puntos L y L' de la tarea 2.2. Calcula los momentos
M;y para i,k =0,1,2y i+ k < 2. Determina los centroides cy ¢/ de L'y L
y la traslacién ¢ — ¢. Compara esta traslacién con la ”traslacién éptima”
de la tarea 2.2.

Tarea 2.6
Determina a partir de las férmulas Hy = C3,C153 y Hy = C} oCpy los
invariantes de Hu como se muestran en la tabla 1.
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Tarea 2.7
Escribe un programa para el cdlculo de los invariantes de puntos (ver seccién
2.4) y checa este programa con ayuda de los valores de la tabla 2.

Tarea 3.1

Determina todas las distancias entre los puntos p € L y p' € I/ de la tarea
2.2, ;Cudl de las 24 permutaciones p; <> pg, da una suma minima de las
distancias y una suma minima de los cuadrados de las distancias? Compara
esta permutacién con la ”traslacién éptima” de la tarea 2.2.

Tarea 3.2

Muestra (o busca una demostracién en la literatura) de que la desigualidad
S a2-50,02 > (30, aibs)? es correcta para mimeros reales ay, ag, ..., an ¥ 108
nimeros reales correspondientes by, bo, ..., by.

Tarea 3.3

Determina numéricamente la solucién éptima del problema > D(p,q) —
minimo con los conjuntos de puntos Py @ de la seccién 3.3 y compara con
la solucién éptima de la seccién 3.3.

Tarea 4.1

Sea dada la lista L = ((5,4), (10,11),(13,13), (18,23),(20,21)) de puntos
(x,y). Buscamos numéricamente una linea recta descrita por la férmula
y = ax de tal manera que la suma de las distancias ortogonales absolutas
entre los puntos y la linea sea minima. Dibuja los puntos y la recta. ;Cual
Iinea resulta si usamos para la minimizacién de la suma los cuadrados de las
distancias?

Tarea 5.1

Calcula para todas parejas de puntos (p,q) con p,q € L y la lista L de la
tarea 4.1 la pendiente a y el valor 8 de la recta y = ax + § determinada por
los puntos p y ¢g. Dibuja estas parejas (a,3) en un espacio de acumulacién
v busca una linea recta éptima.
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