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Resumen

En este trabajo se investiga el método de acumulacién como geaéali
de la transformadas de Radon y de Hough y como mejoramiento del método
RANSAC.

Mostramos que tanto el ajuste de conjuntos de puntos parditpgias
geomeétricas (lineas rectas, circulos, elipses) como la det&ion de
transformaciones (traslaciones, movimientos, transformaciones)admes
pueden realizar a partir de este nuevo método de acumulacion.

En caso que no se pueda determinar puntos correspondientes con una
precision suficiente usamos el método SBRf{ detection by restoration
Este método considera un desplazamiento entre dos imaggrgsamo
una convolucién £D*l; con D como la imagen de un impulso unitario
desplazado.

La inversién formal Dsil,* de esta ecuacién se reemplaza por una
solucion obtenida a base de una pseudo-inversa (método de restauracion).
Esta solucién proporciona buenos resultados también para imagenes muy
perturbadas y para grandes desplazamientos.

En caso de transformaciones afines entre dos imagenesdsan leter-
minar desplazamientos locales en pequefas ventanas y a pasta list@
de los vectores de translacion se calculan los coeficientestdmnsdor-
macion afin.
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1 Introduccion

El reconocimiento de lineas rectas es una tarea fundamentalaanps de procesamiento
de imagenes. Por solucionar este problema, se usa la transfatenbldagh desde hace
cuarenta afnos (Hough, 1962): para cada puptq(x,y) de un conjuntd de puntos se
acumulan las parejag,¢) de los valores discretos de la cupwacosp+ysing en el espacio
de parametro$(p) y entonces se detectan los picos mas destacados en este(@spgudr
ejemplo, Gonzalez y Woods, 1993; Pratt, 1991; Setlkd, 1993).

Se puede generalizar la idea fundamental de la transformada de tdogjén para
figuras geométricas con mas de dos parametros (Ballard, 1981¢rPa&gael enfoque se
calculam primeramente unas relaciones geométricas para elomseealmacenan los
valores de estas relaciones en tablas de consulta y se corfipalmente las relaciones
geométricas aparacidas en las imagenes con los valores contenidos en las tablas

Contrariamente a este método de la extension de la transfordeaddough, la
generalizacion directa usa los parametros geométricos de guma. fPor ejemplo, se
describe un circulo pox{c)®+(y-d)?=r2. Con valores yy fijados, esta ecuacion determina
un cono doble en el espacio tridimensional de las coorderada)s Gi acumulamos estos
conos en elq,d,n-espacio para todos de los puntqg)( entonces los picos mas altos en el
espacio tridimensional caracterizan los circulos er,@té¢spacio bidimensional.

No conocemos ninguna publicacién que investiga la acumulacion de conos dalsles en
espacio tri-dimensional. Por eso queremos describir un método gersrahudacion que
trabaja en espacios con mas dimensiones (3 para circulos, Spses,&lipara cuadrados).

Este método es aplicable también en el caso de la determinadi@msfermaciones
geométricas. Usando dos listas de puntos (conteniendo puntos correspongientes ge
perturbacion) tenemos que determinar los parametros de una tra@aoasametros), de
un movimiento (3 parametros) o de una transformacion afin (6 parametros).

Algunos enfoques anteriores usan también la idea de los parameimga®d trans-
formaciones. Pero no se explotan consecuentemente los beneficemsadarulacion
(método RANSAC, ver Fischler y Bolles, 1981) o se emplean métaproximacion
(como el uso de los puntos de la cubierta convexa, ver Goshtasby y Stockman, 1985).

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera: Como pasgteinvestigamos los
métodos de Radon y de Hough, el método RANSAC y el enfoque de la adémylac
medio de la deteccion de lineas rectas. Entonces - para megaratbdos para la practica -
describimos unos procedimientos como el método de la proyeccion yadeufzacion
directa. En el parte siguiente detectamos circulos, elipsesadoadr por ultimo tratamos
la deteccion de las transformaciones geométricas.

Finalmente, en la sexta parte introducimos el mét8d® (shift detection by
restauratior) que se basa en la inversion de convoluciones. A partir de este rsétodo
pueden determinar listas de puntos correspondientes en dos imsigec@socimientos
sobre el tipo o el contenido de las imagenes. Usando estas $isfassible calcular
transformaciones especiales (movimientos, transformaciones &imesambas imagenes.



2 Métodos de acumulacion

2.1 Transformada de Radon

En la practica algunas veces aperecen problemas como los mostréalfigura 1, es decir
gueremos detectar lineas rectas en un fondo ruidoso.

Figura 1: Ejemplo de una imagen
con 6 lineas rectas

La solucion de tareas de este tipo se puede realizar adealditransformacion de Radon
o de la transformacion de Hough. La transformacion de Radon fue introdercida
mateméticas en 1917 (Radon, 1917, ver también Anger y Portenier, 1988; D@3).
Se integran o suman valores de una funcién bidimendianala lo largo de una linea recta
gue es desrita por la forma normal:

R(p.¢) = [f(xy)dxdy

X Cos¢ +ysing=p

Es claro que en laimagen de la figura 1 para las lineasctas" esta integral tiene un valor
mayor que para otras lineas, donde las integrales proporcionan valkmesesn Si
interpretamos estos valores como valores de gris de una imaggdgla abscisa describe
los angulos 0g<180, y el eje de las ordenadas describe los distansig®+s conscomo

el tamafio de la imagen original), entonces obtenemos las imageriasfigura 2 (la
distanciap se refiere al centro de las imagenes).

Las lineas correctas impresionan por los picos marcados en lesésde valores de
gris de las imagenes de Radon. Si hemos determinado mas o meisasaete los lugares
(p,p) de estos picos, entonces podemos seleccionar todos los puytds (as imagenes
de la figura 1 con una distancia pequefia



d =|xcos ¢ + ysin ¢ - p|

alalinea provisional (quiza con pesos inversamente proporcionaeksidacias). Al final
obtenemos, por el método de minimos cuadrados (o por la optimizacion lineal, ver Voss y
Suesse, 2001) las lineas rectas precisas.

Para calcular la imagen de Radgrse cuentan los puntos a lo largo de la linga
contenidos en una franja del anéh@onN como el nimero de todos los puntd3 gomo
el numero medio de las células discretas de las coordengulas¢, se obtiene una
complejidad OND?) para la determinacion de la imagen de Radon (la bisqueda de los picos
mas altos se puede lograr durante la construccidg)de

D Radon

P

Figura 2: Imagen de Radon de las 6 lineas

2.2 Transformada de Hough

Por desgracia no tenemos transformadas del tipo Radon para otras figurag cadosa

elipses. Pero en 1962 Hough describio un enfoque por el que se puede datender

transformada de Radon a otras figuras y se puede reducir la complejidad (Hough, 1962).
Hough interpreto la ecuacifoFxcosp+ysing como una ecuacion con parametreqy) (

y variables |f,¢) en lugar de una ecuacién con paramep@s {/ variablesX,y). Todas las

parejas [f,¢) que cumplen la ecuacigp=xcosp+ysing para coordenadas dadeas/ y

describen lineas rectas que pasan por el puyo (

Estas parejapfp) describen en el espacio bidimensional de las variplyiesuna curva
p=xcosp+ysing (una curva de tipo seno o coseno). Ahora se acumulan todas estas curva
en el espacio de las variabfeyg ¢ (el "espacio de acumulacion” o "espacio de Hough"). El
resultado es mostrado en figura 3.



La imagen de Hough tiene aproximadamente la misma estrugierdga imagen de
Radon, es decil, ~ Iz. El razon de esta igualdad es la siguiente: Usando el método de
Radon contamos todos los punteg)(contenidos en la regidR, , ;, €s decirX,y)U Ry
A partir del método de Hough acumulamos todas las lipgg@sque pasan por el puntqy)
en una célula y que satisfacen aproximadamente la ecuacionimealaels decir otra vez
(X’y)D Rp,(p,é .

Pero la acumulacion en el espacio de Hough necesita sélo una compl@fdD)
porque se puede determinar para cada uno degastos X,y) y cada uno de ld3 angulos
¢ el pardmetr@, asi que se puede aumentar el contenido de la cglp)a (

También se pueden aplicar el método de Hough a otros problemas cotecdadeale
circulos (ver también seccion 4.1): A través de un pug@péasan todos los circulos con
centro ¢,d) y radior que cumplen la ecuacionx {c)*+(y -d)*=r?

D Hough

¢

Figura 3: Imagen de Hougle las 6 lineas

Esta ecuacién describe un cono doble en el espacio tridimensionalcderdsnadas
c,d,r. Se tienen que acumular todos los conos determinados por los pu)Es €l espacio
(c,d,n) y entonces se tienen que detectar los picos en este espammiblajidad de este
enfoque es N\D?).

En caso de que el radio es conocido, se tiene que solucionar el problema restringido, es
decir se tienen que acumular circulos con radioun €,d)-espacio bidimensional (la com-
plejidad es Q{D)).

Por otro lado, se puede usar la transformada generalizada de Holleytl (B881) que
trabaja a partir de rasgos tipicos de las figuras de interés. Pptajemusa el método de
gradiente para determinar primeramente el centro del circulo panto de interseccion
comun de las lineas rectas de gradiente, y entonces se datetmadio (Guil y Zapata,
1997; Kimmeet al, 1975). Otros autores usan también enfoques simplificados del método
original de Hough para la busqueda de circulos, sea por acelerac@@odglutacién o por
superacion de las dificultades de la dimension tridimensional (D4@88; Cao y Deravi,
1990; Liet al,, 1986).




No conocemos trabajos que usan el enfoque directo de la generalizaciatati de
Hough, es decir la acumulacién de conos dobles endef){espacio tridimensional.

2.3 Método RANSAC

Una idea nueva para la determinacion de figuras y transformaei®eeémétod®ANSAC
(random sample consensusFischler y Bolles 1981). Los autores Fischler y Bolles han
formulado su idea como siguiente:

“Given a model that requires a minimum ofdata points to instantiate its free
parameters, and a set of data pdihssich that the number of pointshns greater
thann, randomly select a subs®of n data points fron® and instantiate the model
M. Use the instantiated model to determine the sul&eaf points inP that are
within some error tolerance. The &ttis called the consensus setf

If the numberng of points in St is greater than some threshotduseS* to
compute (possibly using least squares) a new midi ngis less than t, random-
ly select a new subse®* and repeat the above process. If - after some pre-
determined number of trials - no consensus settwitimore members has been
found, either solve the model with the largest consensus set founchioratter in
failure.”

Esta método busca lineas que tienen muchos puntos en sus vecindadesfdPencia del
método de Radon, el métoRANSAC busca las lineas aleatoriamente.

Para eso se eligen dos puntos al azar, se determinan la titzeque pasa estos dos
puntos y se cuentan todos los puntqg) (Que estan situados en el regi&y, ; , es decir
x,yt R,s5- Si el numero de los puntos es suficiente (mayor de un umbral o te)imi
entonces se decide que una linea correcta se ha hallado.

Claro, el método dBANSAC busca aleatoriamente picos en la imagen de Radon (ver
figura 2). La efectividad de esta busqueda depende de la probabilidadakedpgepuntos
eligidos residan en la linea correcta.

A partir de los dos puntgs=(x,,y;) y p.=(X.Y,) determinamos la linea redtg, por las
ecuaciones

XY, =X Y X — X
, = arctan————2
\/(X _Xz) +(y1 yz) ¢ Yi=Y,

En la figura 4 las probabilidades de nuestro ejemplo de la figswa tepresentadas para
cada una de las parejas,,) de los puntos respectivamente para cadauno de los valores
(p,®) correspondientes (por supuesto, el métoddddSAC no calcula todos estos valores).



0 RANSAC

¢

Figura 4: Imagen dRANSACde 6 lineas

Se puede ver que los picos de la probabilidad en la figura 4 son méas destacados que los
picos de la imagenes de Radino de Houghl,,. La raz6n para este hecho es que en lugar
de un punto usamos dos puntos: En las imagépes |, determinamos para cada linea
L,, €l nimero de los puntos. Por otro lado, en la imagede las probabilidades de
RANSAC tenemos que contar todas las parejas de puntos que se hallan eraung,| i
gue logramo$, ~ 12 ~ 1,2

En realidad, los cuadrados de los valores de gris de las imdgenés resultan en una
imagen como figura 4.

La complejidad de la computacion de la imagen de la probabilidas ON?) ya que
tenemoN(N-1)/2 parejas de puntos. El método BANSAC termina el célculo si se ha
obtenido una linea con un nimero suficiente de puntos.

El método originaRANSAC no calcula laimagen completa como en la figura 4. En lugar
de eso se decide si el numero de los puntos de una linea es®ificie la validez de la
linea.

Sin el conocimiento sobre el conjunto de los puntos, no se puede ieapeciflimite
para esta decision asi que la terminacion de la busqueda por doremstas puede
proporcionar resultados falsos. Por otro lado, la imageRAMSAC muestra los picos
apuntandos las lineas correctas mas acertadamente que laesdgRadon o de Hough.

2.4 Método de la acumulacién

Nuestro nuevo método de la acumulacion combina las ventajas del métaaidodeyRiel
método RANSAC: eligimos aleatoriamente parejas de puntos, determinamosea li
correspondiente, calculamos los puntos vecinos a la linea y acumulamos estos nameros.
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De esta manera resulta la imagen de la acumulacion (ver figuraréleRacumulamos
nameros distintos, los picos son mas marcados otra vez: cadaafiaese con una
probabilidad dada por la imagen RANSAC vy el incremento durargteulaulacion es
determinado por la imagen de Radon. Por eso obtenemos el redyltalie 1,2~ I°.

P dccu

¢

Figura 5: Imagen de la acumulacion total de
las 6 lineas

La complejidad por determinar la imagdp es O\ ®). Por eso tenemos que buscar
métodos mejorados y mas efectivos. La idea adecuada ya esta deldagiodRANSAC:
se busca aleatoriamente por lineas (es decir, por parejas de puséscumulan los
resultados. De esta manera no es necesario investigar tobiéN-lBg2 parejas, sino que
los picos ya aparecen si se han investigédm constN parejas.

En caso de las tareas mas complicadas (determinacioncdéogirde elipses, de
transformaciones afines) la acumulacién necesita un espacio 83 dimensiones, es
decir una memoria de Q0" byte. Se puede superar esta problema por el método de la
proyeccion (ver seccién 3.1) o por el método de la “agrupacion en lineaepmodn 3.2).

3 Procedimientos Secundarios

3.1 Método de la proyeccion

En este parte se investiga la acumulacion por el método de poyeEsie método es
necesario ya que se no puede mostrar el resultado de la acumuleziéspa@ios con mas
de dos dimensiones. Pero a partir la nitidez de los picos enganip&s posible proyectar
el espacio de dimension alta a un espacio de menos dimensiones.

Por ejemplo, podemos proyectar las imagérkslas figuras 2-5 al epe(la ordenada)
o0 al ejep (la abcisa). De esta manera se produce un histodiastedos resultados de la
acumulacion (ver figura 6). Podemos escribir esta operacién por ldop® de la
proyeccion comai=PI.



Claro, en el histograma de Hough contamos todas las curvas acunpaleadeada valor
del angulop y por eso obtenemos casi una funcién constante (y obtenemos tatpbién
H,). En el histogram@&ANSAC H,= Pl los picos son mas o menos destacados, y al final
no hay dificultades en la deteccion de los seis picos del histogreiwPl, de la
acumulacion.

Por supuesto, podemos calcular las imagehesgk(p,9) 0 I, = gy(p,) Yy entonces
determinar los histogramék; y H,,, por ejemplo

He (@) = (9:(p.9))"
@

Pero en este caso podemos determinar primeramente la imagedale ¢dn una
complejedad de ®(D?), es decir, la construccion del histograHianecesita también la
complejidad temporal ®(D? en caso de la imagégpo la complejidad QYD) en caso de
laimagenl, asi como (3?) células de memoria.

Al contrario, la determinacion directa de la imagén por el método dRANSAC
necesita solamente una complejidad tempordl3Dy s6lo OP) células de memoria. En
caso del histogramd, de la acumulacion necesitamos\NOy operaciones.

Radaon Hough

RAMNSAC accu

Figura 6: Imagenes de la proyeccion al eje del angulo
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3.2 Método de la agrupacion

El método d&RANSACY el método de la acumulacién proporcionan buenos resultados para
las imagenes y para los histogramas. Pero tanto la deterdmirkeclas imagenes como la
determinacion de los histogramas requieren mucho gasto de tiedgwongmoria. Sin
embargo hay una posibilidad para superar estas dificultades: ptoqiede la agrupaciéon
(clustering en linea podemos ahorrar tiempo y memoria.

El valor v de una medida de calidad depiende del problema actual. En caso de un
circulo no podemos usar el nUmero de los puntos que estan situados agrcaldsgla que
entonces circulos pequefios tienen valores pequeiio$deeso usamos la densidad de los
puntos como la medida de calidad, es decir, el nimero de los puntos \dstinosulo
dividido por el perimetro del circulo.

En caso de una elipse (ver secciéon 4.2) es muy dificil deternaimtistbincia de un
punto a la elipse (ver Voss y Suesse 1995, ¥bak1999, Voset al. 2002). Es mas simple
a contar todos los puntos que satisfacen la ecuacion del segundo ordelipde tzasta un
pequefio error y a referir este nimero al perimetro de la éipseximadamente(a+b)/4
conay b como las longitudes de los ejes de la elipse).

4 Deteccion de figuras mas complejas

4.1 Acumulacién para circulos

En caso de la deteccion de un circulo hay cuatro posibilidades paiarsa@t problema.
Un circulo es descrito por la ecuacion

(x-c) +(y-a) =1°

y por eso la “imagen de Radon” es una imagen tridimensional o un espacio tridmaénsi
de las variablex,d y r. El “valor de gris” en el espacio de Radon es la densiddakde
puntos vecinos del circulo. La determinacién de laimagen tridimend®Radon tiene una
complejidad de QD).

La segunda posibilidad es el calculo de la imagen tridimensiohiwgh. En este caso
investigamos todos los circulasd,r) que pasan un punto fija,f). La ecuacién describe
un cono doble en et(d,n-espacio que es fijjado por los parAmekgsy. Se tienen que
acumular todos estd$ conos dobles en el espacio tridimensional y que buscar por el pico
méaximo de la acumulacion.

El enfoque tercero (no usado en la practica del procesamiento denegsfgisa dos
puntos Xy, Y (X.Y,) Y investiga todos los circulos que pasan ambos puntos. El sistema
de ecuaciones

(g —cf +(y,—d) =r?
(e, =) +(y, —d)* =r*
es igual a la ecuacién

11



2c(x, =x, )+ 2d(y, = ;)= +yi =7 -y;
Esta ecuacion describe una linea recta en,ét€spacio asi que tenemos que acumular
todas de estas lineas. El pico mas destacado sefala las coamdeybdi@l centro del
circulo. La complejidad de este enfoque eN) porque tenemos una linea recta para
cada pareja de |ds puntos.

Por supuesto, podemos usar los tres puntos por la determinacién univocadeéain ci
Esta cuarta posibilidad esta usada por el métod®RARSAC pero también en (Cao y
Deravi 1990) que emplean la idea de la proyeccionc,d-fflano. Ahora tenemos la
complejidad OY3).

En la figura 7 vemos tres ejemplos y los resultados del m&®RBSAC (o también el
método de la acumulacién). El tiempo por la determinacién de los circulos coree2€s e
milisegundos en el primero ejemplo y 150 milisegundos en el tgeoapke (procesador de
1 GHz). El nimero de los puntos circulares es 60, el nUmero de los puptrsutleacion
es 300, 600 y 1200 para los tres ejemplos.

Figura 7: Deteccion de circulos por el método de acumulacion

El valor de la razén de la altura del pico mas destacadotarda dél segundo pico. Si este
valor es mayor que 2 o 3, entonces tenemos una probabilidad muylaldetieccion del
circulo correcto y sélo una parte pequefia de lag®)Qérnas de puntos se tiene que
acumular.
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4.2 Acumulacién para elipses

Una curva de segundo orden (elipse o hipérbola) del plano euclideano @sténdeta por
la ecuacién

Ax? +Bxy+Cy? +Dx+Ey+F =0

Hay algunas posibilidades para reducir el conjunto de los pacsnfear Rosin 1993).
Aqui usamos la condiciof&+C=1 que implica la invariancia del ajuste (con respecto a un
conjunto de puntos) contra traslaciones, rotaciones y escalacionesoPse determinan
los parametros a partir de cinco ecuaciones

(1-C)x?+Bx,y, +Cy?+Dx, +Ey, + F =0
parai =1...5. Si el discriminanté = (1- C)C-B%4 es positivo, entonces hemos hallado una
elipse 6<0 caracteriza una hipérbola).
El proceso de la acumulacion consta de la determinacion derfoagieosA..F a

partir de (todos o suficientemente muchos) quintuplas de puntdsy(de la deteccién de
un pico de la acumulacién (en el espacio 5-dimensional o por la agrupacién en linea).

B

C E

Figura 8: Acumulacién y proyeccion de seis parametros
en planos 4,B), 0.C) y E.F)

Una elipse estéd también definida geométricamente por su ceph 6us ejesgb) y el
angulogp del eje mayor contra la abcisa. Se pueden interpretar estogepasgeométricos
mas sencillamente que los parametros algebraicds
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El método deRANSAC con la proyeccion del espacio de los parametros a los planos
(A,B), (D,C) y (E,F) proporciona resultados como el mostrado en la figura 8. Los picos de
valores grises en las imagenes de la proyeccion dan los pasudgimosA,B,C,D,E,F
La elipse correspondiente esta mostrada en el parte arriba a la izquierdgute & f

En caso de la agrupacion de los parametros geometigna,be y la proyeccion en
los planos 4,b), (X,,Yo) Y (@) se proporciona la figura 9.

yo | phi

X0 d

Figura 9: Acumulacion de los parametrgy,,a,be en tres planos
de proyeccion

4.3 Acumulacion para cuadrados

Se puede usar el método de acumulacion también si no hay sélo uc@recGamo
ejemplo queremos investigar la deteccion de los cuadrados. Un cuaditatirmsnado por
4 parametros:

Xs, Vs las coordenadas del centro
a la longitud de los lados
[0} el &ngulo de los lados (entreyd90)
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Los lados del cuadrado estan situados en lineas rectas que soasdpscsts ecuaciones
en la forma normal:

(x;—xg) cos@ + (¥;-yy) sing = al2
(xy—xg) cos(@+m/2) + (y,~yg) sin(@+m/2) = al2

(x3—xg) cos(@+T) + (y3-yg) sin(@+m) = al2
(x4—x) cos(@+37/2) + (y,~y¢) sin(@+3m/2) = al2

Por la adicién de las ecuaciones I+lll y de las ecuaciones II+IV se obtiene
(x;—x3) cos@ + (y;-y;) sing = a/2
-(x,—x,) sing + (y,-y,)cosq¢ = al2
y por eso
X7V X537,

T V3T,

tangp =

Si el angulop es conocido entonces podemos determinar la longitulds coordenadas
Xs Y Ys Una condicion de la solucién es que los puntos 1,2,3,4 son las esquinas de un
cuadrilatero convexo.

4,

P
pran
N

kY -

34
\/2/

Figura 10: Descripcién de un cuadrado por 4 puntos

La condicion de que los 4 puntos estan situados en los 4 lados de un cuaguadoes
puntos 1 y 3 estan entre las lineas rectay L, y que los puntos 2 y 4 estan entre
las lineas rectas Ly L; (ver figura 11).

En la figura 12 se muestra un ejemplo para la deteccion de dradnaHay muchos
puntos de ruido y también una linea de perturbacion. Sin embargo la aégamdktos
parametros en dos planos,Ys) v (¢,a) nos da picos acertados y por eso la solucion
correcta.
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Figura 11: Cuatro puntos en los lados de un cuadrado (izquierda) y en dos parejas
de lineas rectas que son mutuamente ortogonales (derecha)

V& a

'3;_. i o HS phi

Figura 12: Ejemplo para la deteccion de un cuadrado por el método de acumulacion
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5 Transformaciones geométricas
5.1 Traslaciones

En caso de las transformaciones geométricas tenemos que solwsnproblemas
distintos: Sean dadas dos listagL’ de puntos. Si conocemos las parejas de puntos corres-
pondientes, es decir pgga(x,y))UL y p’=(x,y')UL" latransformaciéorp— p’ es valida,
entonces podemos determinar la transformacion con ayuda del métodonu@iitnes
cuadrados.

Por ejemplo, una traslacién es descrita por los dos ecuaciones

x' =x+c y v =y+d

Si hay muchas parejas de puntos correspondientes y si las coosdsoadzerturbadas
solamente por pequefios errores, entonces se tiene que solucionablesharde la
optimizacion

S(c,d) = ZN:(xi +C—X )2 +(yi +d-vy, )2 — minimo

i=1

ConN como el numero total de los parejas resulta

-y f

Por otro lado, si conocemos la transformacigrentonces podemos calcular los puntos
* . . * ;oo
nuevos P, Fp ybuscaraquel punt6 [’ cuyadistancia@ es unminimo. De esta

™M=
Mz

1 1
ﬁ_l(x‘x) d=N2V

manera obtenemos los puntos correspondigijtes p, .

En casitodos los casos practicos, lainformacion disponible consteesttsen dos listas
L yL de puntos donde estas listas contienen también puntos sin un equivaigete
pondiente.

Esta tarea del apareamiento de purR®sA point pattern matchinge habia investiga-
do muchas veces (por ejemplo, Ranade y Rosenfeld,1980; Cox y De Jagerd€9$; V
Suesse, 2001). Aqui investigamos el probl@misipor el enfoque de la acumulacion.

Sean dadas las dos listas de pubhtgd.’. Entonces calculamos todas las diferencias

(Ci,J ’di,J): (XJ =%, Y| - yi)

para &,y)UL, (xy/)UL" y acumulamos estas diferencias en el plano de las coordenadas
cyd.

En la figura 13 vemos un ejemplo: Estan dados 48 purigsen cada una de las
imagenes del tamario Z56lo sabemos cuales de los puntos de la imagen izquierda y de la
imagen derecha son puntos correspondientes (las coordenadgsson erréneas con un
ruido de 1 pixel.
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Figura 13: Imagenes con 8 puntos correspondientes

El método deRANSAC o de la acumulacion necesita la calculacién de=£304
diferencias ¢,d). Estos resultados son distribuidos sobre todo el planp és decir en
nuestro caso distribuidos arbitrariamente sobre una imagéncpn 256 células (las
diferencias pueden tomar valores enté®6 y +256). Pero las 8 diferenciasdf de los
parejas de puntos correspondientes se concentran en sélo una célutta Dereera
obtenemos el resultado de la figura 14.

El pico de acumulacion (figura 14, parte arriba a la izquierdajugsdestacado ya en
esta imagen. Si acumulamos los valores de la calidad de traasfonn(es decir el nUmero
de los puntos muy cercanos después de la transformacion), entoptms arrecto se
amplifica.

. [ <
.O Op.
OOO [ et ot
O] o, 0 et
.

(o1
o e %@O..@o @

<, o s}
®, O

Figura 14: Pico de acumulacion y el resultadbrid
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Para el pico correcta!,d*) obtenemos la transformacion correcta vy el resultado de la
figura 14, parte arriba a la derecha. Las parejas de los puayosercanos sefalan los

puntos correspondientes de las imagenes de la figura 13 (partes bajas de la figura
14).

5.2 Transformaciones homotéticas

Los movimientos (traslacién y rotacidén) son transformaciones un poammasicadas que

las traslaciones y son determinadas por los coeficientdgle la traslacion y el anguéo
de la rotacion.

Las transformaciones homotéticas contienen también un fac®ta escala asi a partir
de las ecuaciones=f-(xcosp-ysing)+c, y=f- (Xxsinp+ycosp)+d dos parejas de puntos
correspondientes son suficientes para determinar los parametros de la taziéform

x, = f x,cosp - fy,sing +c
y, = f [X;sing + f Oy, cosp +d
x, = f [x,cosp —f y,sing +c
y, = f X,sing +f Oy,cosp +d

Se pueden eliminar los parametros de la traslacion por una sustraccion

Xi_xlz = f E(Xl—xz)005¢ - f [qyl _yz)Sin¢
y, -y, = f x, - x,)sing + f [y, - y,)cosg

y el factor de la escala por la ecuacion

f:\/(xl_x2)2+(yl_y2)2 _ |l

.2_|

(=) + (v -vs)
Al final obtenemos el &ngulp a partir de las relacions
(% =% )y: = ¥3)= (%1 = v, )% = ;) =11 "sing

(%, =% )% = %)= (v = v )vi - v2) =1l " cosg

En la figura 15 se puede ver los resultados de la acumulaciére¢piayes a los planos
(f,p) y (c,d) alos 13 parejas de los puntos corespondientes.

19



rotacién: 104"

factor: 1.42 . o
+ - € -
o ;O °
. 1] - e o]
. R
- ' - . ° .
(f,p) (c,d)

Figura 15: Puntos transformadas homotéticamente

5.3 Transformaciones afines

Una transformaciéi afin es definida por

X &, &, dp| (X B a
. 0
Y =lay &, a,|lly 0 X = (OT 1 ]X
1 O 0 1/\1

es decir, por 6 parametros. La transformadidescribe traslaciones, rotaciones, escala-
ciones no-isotrépicas y estiramientsbhdaringy. Se tienen que usar 3 parejas de puntos
correspondientes para determinar los 6 parametros:

X =aptagX tapy . Y =antayXtayy, para il{123}
Las diferencias entre estas ecuaciones proporcionan las formulas siguientes:

a; X=X Yoo Wi -1_ X‘z'XiJ
a,, X3-X% Y3- Y1 Xlg'xi

ay _ X=X YoV _ylz'yllJ

Ay, X3-X% Y- Y1 y:o, - yll
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Qo = X - X - ALY,

Qo = Y17 X - Y
En lugar de la descripcion de una transformacion afin por los sémgtans algebraicos
a, podemos usar también seis parametros geométricos descomponieati@la oomo
un productd=HAD con una transformacion homogéhtg@otacion y escalacion isotropica
con respecto al origen), una traslacion o desplazamizetm dos parametros,d y una

“transformacién afin puraA que describe la escalacion no-isotropica por un parametro
y el estiramiento por un parametro

fcosgp -fsing O)(s st 0)(1 O c
T=| fsing fcogp O|JO 1/s O|JO 1 d
0 0 1){0 0 1){0 0 1

En la mayoria de los casos practicos podemos asumirarQues~1 asi que el pico mas
destacado en el espacio 6-dimensional de la acumulacion esdiZaticaerca del punto

(fopv(popt’ 1 ' 0 popt’ dopt) .

(e.d)

(f.o) (sit)

Figura 16: Determinacién de una
transformacion afin

21



En la figura 16 mostramos un ejemplo con las proyecciones de lallacign a los
planos {¢), (.9 y (c,d).

La imagen arriba a la izquierda muestra la tarea: se g@aeletectar las parejas de
puntos correspondientes y la transformacion afin que mapea optimalpenteeconjunto
de los puntos al segundo conjunto.

Las dos imégenes de abajo contienen el resultado sin traslad&izdaierda) y el
resultado completo de la transformacion determinada (a la der8ehpuede ver que las
15 puntos correspondientes son hallados mas o menos exactamente ybigre 3amn5
puntos sin comparfieros son determinados.

6 Deteccion de desplazamientos
6.1 Convoluciones y operadores lineales

Un operador lineal que transforma funciones discretas perideid&s,F,,...Fy 1) por
G=LF con F,GeF es caracterizado por

L(aF+b'G) = L(a*F) +L(#'G) = a'LF +b-LG

con a,b como numeros realesy como la longitud del periodo. Si una funciBnes
deserollada como una suma sobre funcionas baBitasntonces tenemos

N-1 N-1
LF =L| Y. £,B®| =Y £, LB®).
n=0 n=0

con los coeficientef. Las funcionas. (B™) podemos escribir como

N-1
LB® =} A,SZ)B(m)

m=0

Por eso obtenemos que la aplicacion de un operadorllinaalna funciom es lo mismo
gue la multiplicacion de esta funciércon una “matriz circulantel con los coeficientes
(L)n,m: Ln,m: A‘m(n?' i L.

Una convolucionF*G entre dos funciones es definida por la formula

N-1
F*G), = kz_;fn—kgk

y tiene las propiedades
Fx(G+H) = FxG + FxH

FxG = GxF , Fx(G*H) = (F+xG)xH
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Se llama un operador line@} comooperador de convoluciési hay una funcién discreta
periddica de tal manera que

CyG = FxG

para todas las funcion&:F.
El desplazamiento de una funciénpor k lugares proporciona una funcién nuéfa
con los coeficientes

.frlk = Jok

Se llama un operaddr como “operador shift invariant” si

LF* = (LF)*

Cada operador de convolucidy esshift invariantpor que podemos comprobar que

(CrG¥), = (FGF), - X gl
" m=0

N-1

= megn—k—m = <F*G)n—k = ((F*G)|k)n - ((CFG)|k)

=0 n

Operadores lineales que sehift invariantse llaman “operadotSI”, y por eso cada
operador de convolucidn es un operadsir

Si desarrallamos una funciénen una suma sobre las funcionas basiE#scon coefi-
cientesE =3, , (cond,=1y 5,.=0 param=0) entonces obtenemos a partir de la relacion

( E (k))n - ( E (0))n_k

el resultado

=
Z

LG), = Y g (LE®), = ¥ g (LEOJ), = ¥ g (LEY), , = (G+LEO),
0 0 k=0

=
Il

bl
I}

La funcionLE @ se llama tiscrete point spread functibo PSF por que en el campo del
procesamiento de imagenes los operad&®slas mas veces son operadores con
coeficientes muy pequefios (0 mas aun ceros) afuera de un ranggidestie los indices.

La convolucién F*G de dos funcionad-,GeF es equivalente a la aplicacion de un
operador,SI C. a la funcionG y también equivalente a la multiplicacion del vector
G=(G,,G,,... Gy 1) por una matriz circulante: :
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fo fya fyua - - - )| Go
Lo Lo foa - - B L G
LA f - fi A6,

LG = C;G = CzG =
fN—2 fN—3 fN—4 st f(‘) fN—l GN—2
Iy Ty fys - - - fi Jo )\ Gy

6.2 Inversion de convoluciones

Ahora investigamos el problema general de la solucién de la ecFN6E ©, es decir la
determinacion de la inversa de una funcién (en el sentido de las convoluciones).

No es necesario desarrollar una funcién en una suma sobre lamésenitariag @
sino usamos funciones béasicas genemésEntonces escribimos una convolucion como
sigue:

N-1 N-1 N-1 N-1
FxG = kEkak *lz:ngz = ;;fkngk*Bl
=0 =0 =0 I=0

La convolucion de dos funciones basiBay B, es

N-1
By *B; = Z%Yg,'? B,

por que podemos desarollar también la nueva furlid) en una suma sobre las funciones
bésicas. Entonces el resultado es

N-1 N-1 N-1 N-1 N-1

FxG = szkngk*Bl = E e & Yg,'? B,
=0 7=0 =0 10 m=0

=

S
i

Llamamos los coeficientesconstantes de la estructurllos dependen de las funciones
bésicas elegidas. Para urase candnicastos coeficientes tienen los valores siguientes:

m _ |1 para k=I=m
Yk 0 para todos otros casos

En este caso obtenemos

N-1
FxG =k§j figB, o (FxG), = 1, &
=0
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es decir, que los coeficientes del resultado son definidos simplepeemigoroducto de los
coeficientes de las dos funcionas originales. Funcionas béasicestedépo tienen la
estructura

B, = 1 (2% a7 a%, ... a@W-Dn)

con una variable algebrieaque tiene que satisfacer las condiciones (ver Voss 1993)
, N Lexiste
(a¥ - 1) existe para ke{1,2,...N-1}
Un ejemplo de estas condicioneseg™", es decir la base de la transformacion de Fourier.

La inversa de una funcidh con respecto a la convoluciét X=E © esta dada por los
coeficientest, de la funcion transformada de la funcion descono€ida

0) N-1 N-1 )

€ i 2mwikl/ N
£, = — 1 , szi Y g 2mHIN - 1 e

(Pk (Pk N 1=0 N 1=0 q)l

Pero hay problemas si cualquiera de los coeficiemtes cero. Ademas estaria bien si una
inversa de una funcion restringida localmente de nuevo estuvstriagela localmente.
Normalmente no hay una solucién de estos deseos (por ejemplo endegas)). Por eso
buscamos una solucion aproximadeon la condicionF* X~E ©,

Una soluciénX de este tipo es caracterizado por la condicién que el producto escalar

S =(FxX-EO® FxX-E®)
obtiene un valor minimo. Con la suposicion de ¥@s una solucion optima, una pequefia
variacion AX no cambia el valdg hasta expresiones del grado dos, es decirSjes=S
y AS=0. Por eso obtenemos
AS =(F+X-EO FxAX ) + (FxAX,F+X-E©) + (AX ,AX ).
Si abandonamos la expresioXAX> y consideramos la férmula

<F+xG,H>x =<G,F°xH>
para la combinacién de convoluciones y productos escalares, entonces obtenemos
AS =2((FxX-E®)xF~ AX)=0

con F~ como la funcion reflejadd("),=F ,. Porque las variacioneAX, son arbitrarias
podemos decir que los coeficientes del lado izquierdo del producto éssakaren que ser
cero:
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(FxX-E®)xF~) =0 for qeQ.

Aqui Q es el conjunto de todos los puntos para que los coefici¥ptmseden ser distintos
de cero, es decir el dominio acotado de la solukidfinalmente obtenemos

(FxF=xX), =(F~), for geQ
y por eso

FxF°xX = F*©

conX como la funcién pseudoinversa que buscdbamos.
Ahora podemos determinar la funcién pseudoinvetsaor la transformacion Fourier
por sus coeficiente§,:

*

& = % (A)

Q. 0r +P

Con =0 tenemos la solucion “exacta” de la ecua¢idhk “* X=F ~. Pero cor>0 no hay
problemas si cualquiera de los coeficiertess cero: El producte, @, nunca es negativo
y por eso el denominador siempre es positivo si eligimos un pequeio véaioogsa el
parametrg.

6.3 El método SDR

Es mas simple si escribimos todas las férmulas para solo upasiém. Seahy f ’ dos
imagenesy la funcion del impulso unitario 8, el operador del desplazamiento por la
distanciad. Entonces obtenemos la formula béasica

f = Sy f = (S f)*d = f*8,; = 9,

Para los coeficientes de Fourier obtenemos el siguiente te@gfaon los coeficientes
discretos de Fourier de la funcibh

2mi

“k(f/) = “k(f)'e N

Este teorema del desplazamierstoift theoremes la base de todos los métodos basados en
las fases (se por ejemplo Fleet y Jepson, 1990; Fleet y Jepson, 19911 984@ngiong y
Shafer 1997). Pero el teorema del desplazamiento usa solamente we\alfrecuencia

(un valor de&k). Por eso el efecto integral de la convolucién (empleo de muchasti@as)

se pierde.
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Aqui presentamos un método nuevo que tiene en cuenta no solo el degpiavedemi
las imagens sino también cambios de la funcién de gris y ruidoeffmsmesultados se han
descrito en Voss et al., 1998).

En cierto sentido el métodeDR es similar al método clésico de “matched filtering

random signal processing technique ” (ver Pratt, 1991). Pero el ng&ibédwo determina
un maximo de la relacion sefial/ruido, sino restaura el imguldesplazado. Porque
determinamos el desplazamienshiff) por un método de la restauracion, llamamos el
métodoSDR (shift detection by restoration

Porque las imagendsy f’ contienen perturbaciones y ruido, completamos la ecuacion
basica por una imaggnque representa todos estos efectos adicionales:

f/ :f*6d+p

Si investigamos la solucién de la tar8ajpf —minimo con p=f'- f*x (conx como una
imagen aproximada del impuléodesplazada), entonces obtenemos otra vez como en la
seccion 6.2 una ecuacion

AS =2((frx -f')*f",Ax ) = 0

Sxf"xx = flxf"
La ecuacion siguiente corresponde a la ecuacion (A) de leisde@ (también aqui es
introducido un términ@ para tener en cuenta las perturbaciones):

/ *
P, P;
& = ——— (B)
@9 + B

El método BR logra resultados buenos también en el caso de perturbaciones grandes
como en la figura 17 (desplazamiento grande, rotacién por 5 grados, cambforaédia
de gris, ruido). La imagen arriba derecha muestra la simple “decaiopura” corp=0
Y &=l 9.

Las imagenes en la mitad de figura 17 se determinaron con vdletd®, p=10° y
B=10" (los circulos pequeiios sefialan los picos en los imaggrigs/alor apropiado d@
depiende de la normalizacién de los coeficientes Fourier.

La tercera linea de la figura 17 muestras las imagenés $IgR parap=1C, de la
“correlacion cruzada purap{>«) y de la “correlacion de fase”.
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Figura 17: Dos imagenes (con deplazamiento, rotacion y cambio de los
valores de gris) y la deteccién del desplazamiento por el métrRo

En muchos casos no hay solo una traslacion sino transformaciones rpégaentre
dos imagenes:

x'=Exy) , y' =n(xy)

Pequefias alteraciones en los coordenagisé¢sultan en pequefios cambios{dgy. En
caso de que no hay una rotacion por un angulo mas grande de unos gradosuy fiachary
de escalamiento muy diferente de 1.0, cada punto y su entorno son diespfarauna
traslacion aproximada. Bajo estas condiciones es posible deteehtiagplazamiento entre
dos imagenes en ventanas pequefias (por ejemplo con un tamafio de 32x32 pixeles):

- imagen 1 del tamaifi@n con ventana del tamafwk al lugar &,,,)
- imagen 2 del tamafixn con ventana del tamaf®k al lugar &,,y,)

Para cada ventana hay generalmente otro desplazamiento, y por eso obienesnyso
de desplazamientos (ver figura 18).

28



| i
) e N . i
D g A 55 4 o
. : . W1aiger T i rI
: A v (i \‘J*
. N . AD LM DR
/ - i - 5 el |
oz A \ ‘::Lv”i.;le ]'
£ 3 - 4 f - B G e b
\ . \ A ._._._l.f./f/f./].-.—.l“l
A X ) AL |
o < ” FeE i A RS
¢ i lig! e le) L o
— g il e S

Figura 18: Dos imagenes (con rotacion, traslacién y escalamiento) y el campo de
desplazamientos (depiendente de lugar)

Si determinamos el desplazamienix,Ay) de las ventanas por el métosibR, entonces
obtenemos una lista de puntos correspondientes en las dos imagenes coadasig)

y (v:

imagen 1x,y,) < (u,v,) imagen 2
Y = (V)

é(rmym) hnd (um1vm)

Ahora se puede calcular la transformacion supuesta icaslanovimiento, transformacién
afin etc.) porque las correspondencias puntuales son conocidas.

6.4 Investigaciones experimentales

Como aplicacion practica queremos mostrar un ejemplo bidimensional gsi@yestigado
en el caso tridimensional por (Botello y Marroquin, 2003):

“El problema de registro en imagenes consiste emngnac la transformacion
geométrica que ponga dos imagenes dadas en la o@jaspondencia
posibl€.

En la practica de la tomografia computerizada (imagenetinressionales del tipo CT,
MRT, MRI) los coordenadax y y de un lado yz de al otro lado tienen resoluciones
distintas (hasta factores de 3). Por eso un movimiento de una cabeza erdapatisnes
(o rastreos) no corresponde a un movimiento de las imagenes captadas.

Cada una de los dos objetos movidos (por ejemplo de las cabezas)msdefoor una
compresion en la direccidon del coordenada
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movimiento

x|:>u

rastreo rastreo
o o

transformacion afin

Hasta una traslacion, el movimiento esta realizado por una rotaciore(deatotacion
R). La transformacionT entrex’ y U’ es una transformacioén afin especial:

100

x x

x-(y] - x'={010 '(y = Cx
z 00 «
x u x

x=|yl = u=|{v|=R+y| = Rx
z w z

y por eso
100
u - u'=|1010|lu=CRx = C-RCx’ = Tx'

00 o

En la figura 19 se puede ver la efectividad del méginR (fue realizada una compresiéon
de un factor 1.6 en la direccion del ordenada). EI campo de desplazamahtterminado
por ventanas del tamafio 32x32, y a partir de estas desplazamientassfoamacion afin
fue calculado. Las imagenes de diferencia muestran, que la traasfon fue determinada
casi correctamente.
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Figura 19: Dos imagenes bidimensionales (con rotacién, traslacion,

compresion y ruido), campo de desplazamiento, diferencias
originales y diferencias después el registro
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7 Conclusiones

Hemos desarollado un enfoque Unico para la deteccion de figuras geasstriples como
lineas rectas, circulos y elipses por imagenes o listas de pluatogrcion de los puntos
perturbados puede ser bastante grande, por ejemplo considerablemente mayor de 50%.

Este enfoque se funda en la acumulacién de los parametros detlEsnénpartir un
conjunto minimo de puntos (dos puntos para lineas, tres puntos para circulos etc.). En este
sentido el enfoque es similar al métaNSAC (Fischler y Bolles, 1981).

Pero al contrario dBANSAC no calculamos solamente un resultado Unico y suficiente
sino un conjunto de resultados (eligidos arbitrariamente) y detenosal resultado
Optimo por la acumulacién de los resultados elementales. Se puededr hosjoesultados
por la acumulacion de valores de calidad (numero de los puntos aoldéalaylinea etc.).

La idea de la acumulacion se puede extender también a |laléal@aeterminacion de
transformaciones geométricas. Para parejas de puntos (0 par@asejds de puntos,
parejas de tripletas de puntos) podemos determinar la transférmagiraslacion,
transformacion homotética, transformacion afin) y las parejas de mpamtespondientes.

La porcion de los puntos de ruido (puntos sin equivalentes correspondientes)anpérn
aqui el porcentaje de 50%.

En el parte 6 el métodiDR (shift detection by restorati@mes descrito. A partir de este
método se puede determinar puntos correspondientes en dos imagenes y después por estos
parejas de puntos se determina la transformacion entre ambos imagenes.

Agradecemos a Dr. Humberto Sossa (CIC, México DpBr)su apoyo en preparacion y
realizacion del trabajo. Igualmente queremos agexde Dr.J.L.Marroquin (CIMAT) por su
ayuda continua durante la estancia de K.Voss em&uw@to (de enero hasta junio 2004).
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