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Resumen

La necesidad de reducir costos y elevar la calidad de los productos en la industria, ha
llevado a las empresas a la dindmica de ahorrar y mejorar la calidad de sus productos
continuamente. Un factor muy importante en esta tarea son los proveedores de los
componentes que se utilizan como materia prima. Por esto es que con gran frecuencia
se tiene el problema de seleccionar el mejor proveedor de entre varios que ofrecen un
componente determinado. De acuerdo a las nuevas iniciativas de calidad, el costo ha
dejado de ser el criterio unico para esta seleccién, agregéndose ahora la confiabilidad
como un factor muy importante. En este articulo se presenta un procedimiento de
seleccion para la distribucién Weibull. La eleccién de esta distribucién fue de acuerdo
a un criterio de confiabilidad, por ser esta distribucién una de las mas comunes en
la modelacién de tiempos a la falla.

1 Introduccién

El problema de selecciéon de poblaciones se encuentra en diferentes contextos de aplicacion,
en donde contamos con varias poblaciones y debemos elegir una de ellas, que sea la mejor
de acuerdo a algin criterio de comparaciéon. En la industria es comin disponer de varios
proveedores de un determinado componente y tener que elegir al proveedor cuyo producto
sea el mejor, de acuerdo a algin criterio de comparaciéon. Cuando la confiabilidad del pro-
ducto es la caracteristica determinante, entonces la comparacién de los proveedores debe
llevarse a cabo considerando métricas de confiabilidad, como por ejemplo, la vida media o la
confiabilidad a un cierto nivel determinado. Los datos de los componentes que nos dan infor-
macién de su nivel de confiabilidad, son los tiempos de vida, razén por la requerimos conocer
procedimientos de comparacién de poblaciones, para poblaciones cuyas distribuciones corres-
pondan a distribuciones de tiempos de vida. Tomando en cuenta que una distribucién de
tiempos de vida muy frecuente es la distribucién Weibull, en este trabajo desarrollamos un
procedimiento para determinar el tamano muestral necesario de las diferentes poblaciones
que comparamos, cuando la distribucion es Weibull.

En la seccién 2, se expone el planteamiento general del problema de selecciéon de poblaciones.
En esta seccién se dan los elementos necesarios para poder obtener el tamano muestral
necesario para lograr una determinada probabilidad de seleccién correcta.



En la seccién 3, se desarrolla el procedimiento que nos permite determinar el tamano mues-
tral requerido para seleccionar las mejores s poblaciones de entre un grupo de k (k > s)
poblaciones con distribucién Weibull. La comparacién se hace en términos del pardmetro
de escala de las distribuciones Weibull, considerando que estas tienen el mismo pardmetro
de forma. También se muestra el funcionamiento general del programa elaborado (T'amano
Muestral) para este trabajo para el calculo de los tamanos muestrales.

En la seccion 4, se muestra un ejemplo de seleccién de proveedores de bolsas de aire para
automoviles, aqui se comparan seis proveedores y se elijen a los dos mejores.

En la seccién 5, se exponen las conclusiones del trabajo y se describe el trabajo a desarrollar
posteriormente como continuacién del presente estudio.

2 Planteamiento general

Supongamos que tenemos k poblaciones, y que dentro de estas existe una que es la "mejor"
poblacién, donde "mejor" es definido por el investigador de acuerdo al contexto del problema.
Nuestro objetivo es identificar esa poblacién, a la mejor poblacién. Como cualquier proce-
dimiento estadistico, las técnicas de seleccién estdn basadas en los resultados de muestras
aleatorias tomadas de las k poblaciones. Para poder identificar a la mejor poblacién necesita-
mos establecer un procedimiento o regla. Este procedimiento estard sujeto a la distribucion
de las k poblaciones y al pardmetro de interés que tomamos como referencia para definir y
seleccionar a la mejor poblacién. Para esto, establecemos una medida de discrepancia entre
los pardmetros de referencia de las poblaciones bajo comparacion.

Debido a que las discrepancias entre las poblaciones se estiman por las discrepancias mues-
trales correspondientes y estas tienen una variabilidad aleatoria natural, requerimos que las
discrepancias muestrales entre dos poblaciones sea mayor que un valor umbral para identi-
ficar una diferencia entre estas poblaciones. Este valor umbral lo definird el investigador de
acuerdo al contexto del problema o los instrumentos. Asi, si la mejor poblacién difiere de
las demds cuando menos en un valor minimo preestablecido podremos identificarla. Existe
la posibilidad de que la poblacién de la cual se obtuvo el mejor pardmetro estimado (de
acuerdo al procedimiento establecido) no tenga en realidad el mejor pardmetro. Por este
motivo es que se necesita cuantificar la posibilidad de cometer errores. Primero analizaremos
la naturaleza del error que se puede cometer en un procedimiento de seleccién estadistico,
después estableceremos una medida de discrepancia y en base a esta y a la naturaleza del
error se basard nuestra cuantificaciéon de los errores.



2.1 La filosofia de la seleccion de poblaciones

El establecimiento de un procedimiento de seleccién induce la definicion de una variable
aleatoria X. Esta variable aleatoria dependerd de la muestra que obtengamos de cada
poblacién y del pardmetro de interés con el cual efectuaremos la seleccién. Vamos a suponer
que esta variable aleatoria, para simplificar el problema del procedimiento estadistico de se-
leccién, tiene alguna distribucién F'(x;#). Las diferencias que se registren en la obtencién de
las k£ mediciones en X, reflejan las diferencias entre los k pardmetros respectivos, 01,05, ..., 0,
Las observaciones son tomadas de manera independiente y estdn distribuidas de la siguiente
manera:

Poblacién 1 2 . k
Distribucion || F(x;01) | F(z;0s) | ... | F(x;0k)

Hay que tener en consideracién que se estd construyendo toda una metodologia de seleccion
alrededor de un pardmetro totalmente desconocido en cada una de las poblaciones, los 6;,
para poder hacer inferencia sobre su comportamiento.

Para poder establecer el error que se puede cometer en un proceso de seleccién, supongamos
que la mejor poblacién tiene el pardmetro 6. Esta notacién esta sujeta a la definicién de
mejor poblacién y al procedimiento de seleccién. Ahora, intuitivamente es razonable obtener
el estimador 6, para cada 6; de las observaciones correspondientes y establecer que la mejor
poblacién es la que tenga é(k). Este procedimiento parece razonable pero la posibilidad de
cometer un error siempre existe, puesto que podemos saber de que poblacién proviene é(k),
més no sabemos si esa poblacién es la "mejor".

Con el fin de establecer el tipo de error que se puede cometer en un procedimiento estadistico
de seleccion, analicemos los errores en el caso del paradigma de Neyman-Pearson en la teoria
de pruebas de hipétesis. No se puede hacer una comparacién directa por la diferencia filoséfica
entre estos procedimientos. En teorfa de prueba de hipétesis, bajo el paradigma de Neyman-
Pearson, la idea filoséfica radica en que el investigador tiene una hipétesis acerca del fenémeno
en cuestion y utilizard la maquinaria de este paradigma para corroborar o no la hipétesis. En
un procedimiento estadistico de seleccion, la filosoffa es muy distinta, el investigador utiliza
lo que ya sabe de las poblaciones para inferir cual es la "mejor" poblacién, méds el nunca
establecié hipétesis alguna. Es por esto, que lo mas que se puede hacer es una analogia, y eso
es lo que haremos. Los errores que se pueden cometer en una prueba de hipétesis aplicando
el paradigma de Neyman-Pearson son: el de rechazar Hy (la hipétesis nula) cuando es cierta,
llamado error Tipo I o el de no rechazar Hy cuando esta es falsa, llamado error Tipo II.



Situacion Real

H, verdadera Hy falsa

Decision del | No rechazar Hy | No hay error | Error (Tipoll)

Estadistico | Rechazar Hy | Error (Tipol) | No hay error

En una prueba clésica con la hipétesis nula de homogeneidad entre los pardmetros, el error
de Tipo I solamente se puede cometer en el subconjunto del espacio parametral en donde
0, =0, = ... =0, y el error de Tipo II solamente se puede cometer en el subconjunto del
espacio parametral en donde la igualdad no se mantiene. En un procedimiento de seleccién,
la seleccion es correcta si el valor de ¢ de la poblacién seleccionada es el "mejor", esto es 6.
Hay que tener en cuenta que nuestro objetivo no es estimar ), ni tomar decisién alguna
sobre el valor de ;) sino solamente seleccionar a la poblacién que tiene el valor de ¢ igual
a 0. Por lo que solamente se comete error si la seleccién es incorrecta, esto es, afirmar que
el valor de 6 de la poblacién seleccionada es el "mejor" cuando no lo es. Es por esta razén
que en los procedimientos de seleccion existe el andlogo del error de Tipo II pero no existe
el andlogo del error de Tipo I. Supongamos que la poblacién de la cual proviene 6y es la j
ésima.

Situacion Real

Decision del e(k) =0; e(k) # 0;

Estadistico | Afirmar que é(k) proviene de la j ésima poblacion v X

2.2  Aspectos analiticos del problema de seleccion de la mejor poblacion

2.2.1 Zona de Indiferencia y Zona de Preferencia

Recordemos el planteamiento general. Supongamos que tenemos k poblaciones y que nuestro
objetivo es seleccionar a la "mejor" dentro de éstas. (Estamos suponiendo que k > 2). Dadas
estas suposiciones, el espacio parametral es © C R¥4m() pues el pardmetro 6 no necesaria-
mente es unidimensional. Podemos tener varios procedimientos de seleccién, h = 1,2, ..., m.
Estos procedimientos de seleccion estardn en funcién del o de los pardmetros sobre los que se
hara la seleccién. Para elegir el procedimiento que nos de el menor error de seleccién, cuan-
tificaremos los procedimientos mediante una probabilidad de seleccién correcta. Definamos
a P, como la probabilidad de una seleccién correcta utilizando el procedimiento de seleccién
h. El procedimiento ¢ serd el mejor procedimiento de seleccion si satisface que:

Pg Z Ph,Vh € {1,2, ...,TTI,},

Sin embargo, como el espacio parametral consta de una infinidad de elementos, habra zonas
de éste en donde g sea el mejor procedimiento y otras zonas en las que k sea el mejor



procedimiento, donde k € {1,2,...,m}—{g}. Esta manera de proceder no es del todo eficiente,
pero nos proporciona una manera de proceder. Para poder establecer el mejor procedimiento
analizaremos el espacio parametral, dividiéndolo en zonas de valores de § € © en donde
podamos establecer la preferencia de hacer una seleccién correcta y en otras en donde no
podemos establecer preferencia entre distintas selecciones. Estas zonas estardn en funcién de
la limitacién y la existencia de errores en la medicién o en el umbral fijado por el investigador.
Las regiones son:

1) una en la cual las distancias entre los pardmetros de las poblaciones sean grandes o
distinguibles del umbral, llamada zona de preferencia (ZP) 'y

2) otra en donde la distancias entre los pardmetros de las poblaciones sean pequenas o
indistinguibles, llamada zona de indiferencia (ZI).

Para ejemplificar como se particiona el espacio parametral veamos lo siguiente:

Supongamos que tenemos k poblaciones y que nuestro objetivo es seleccionar a la "mejor"
dentro de éstas, donde la mejor serd la poblacién que tenga el pardmetro  méas grande (Es-
tamos suponiendo que k > 2). Es decir, en notacién de estadisticas de orden: py, 0y, ..., O
tal que ;) < 041 y queremos seleccionar 0. Bajo esta notacién estamos considerando a
todos los pardmetros 6,0y, ..., 0. Ahora, como queremos seleccionar a la poblacién que
tenga 0, es natural considerar nada més la diferencia entre 0 y 0},_1), pues si la diferencia
entre estas nos permite diferenciar a la mejor, también lo hard la diferencia entre las demas.
Asi, por las propiedades de las estadisticas de orden, hemos reducido la dimensién del espacio
parametral. El espacio que ha resultado es

E = {(Op-1,0w)|0; € R} C R%.
Pero, ;c6mo podremos dividir al espacio parametral en las zonas ZP y Z17 Definamos como
0(O—1),0p)) = Oy — Oy,

la medida de discrepancia que utilizaremos. Debido a nuestras limitaciones en los procesos
de medicioén, errores en los experimentos o las condiciones impuestas por el contexto del
problema del investigador, se fija un umbral. A partir de este umbral se definen las zonas de
preferencia (ZP) y de indiferencia (ZI), de la siguiente manera:

VAY H Q[k] — 0[14:—1] > 6"
VA H Q[k] — Q[k:—l] < 0*

en donde 6" es el umbral.



Puntos
Inexistentes

O — Ope—) = 9"

Fig. 1. Ejemplo de la representacion gréfica de las zonas de preferencia (ZP) y de indiferencia (ZI)
inducidas por la medida de discrepancia

2.2.2 Probabilidad de una seleccion correcta

De aqui en adelante denotaremos a la seleccién correcta por SC. Entonces, la probabilidad
de una seleccién correcta bajo cualquier configuracién 6 € © es

P(SCh).

Esta probabilidad debe de ser grande si § € ZP y pequenasi § € Z1. Siendo nuestro objetivo
seleccionar a la mejor poblacién, centraremos nuestra atencién de SC en ZP. Aunque puede
suceder que en la ZP existan infinitas configuraciones lo que complicaria en gran medida
el problema de encontrar P(SCf). Sin embargo, puede existir una configuracién en ZP en
la cual P(SC|f) sea minima. A esta configuracién le llamaremos la configuracién menos
favorable (CMF) y se denotard 6yp = (01,mr, O2.01F, -..0k mr). Cuando esta configuracién
exista centraremos nuestra atencién solamente a ella, puesto que nos brinda una cota inferior
a todas las probabilidades de una seleccién correcta. De esta manera habremos simplificado
el problema.

Es importante aclarar que la 0,7 puede no ser un vector sino también puede ser un con-
junto de vectores, lo que explica el porque de su nombre: configuracion menos favorable, sin



embargo, es importante notar que P(SC|f) = P* para V0 € CMF.

Hasta aqui tenemos todos los elementos necesarios para poder implementar un procedimiento
de selecciéon estadistica. Vamos a ilustrarlo.

Supongamos que tenemos k poblaciones con cierta distribucién conocida, y dentro de estas
queremos seleccionar a la mejor de acuerdo al valor méds grande de un cierto pardmetro o
ciertos pardmetros de un vector de parametros 6. El primer paso es establecer una estadistica
apropiada T'. Esta estadistica deberd ser apropiada de acuerdo al pardmetro o parametros de
interés, asf como también a la distribucién de las poblaciones y al objetivo del procedimiento.
Denotemos a T; como el valor de la estadistica de la poblacién i ésima con i € {1,2,...,k}.
Denotemos a T};) a los estadisticos de orden, entonces tendremos

Ty =T < ... = Tjgy.

Como nuestro objetivo es seleccionar a la poblacién que tenga ), entonces el procedimiento
de seleccién R es simplemente escoger a la poblacién de la que provenga Tj;. Esta manera
de proceder es bastante aceptable, aunque surgen de manera natural dos puntos cruciales
que estan ligados.

1) Estimacién del tamanio de las k muestras, elegidas de las poblaciones correspondientes.

2) Estimacién de la verdadera probabilidad de una seleccién correcta.

En este trabajo centraremos nuestra atencién en la estimacion del tamano minimo muestral
de las k poblaciones de tal manera que podamos tener una confiabilidad establecida.

2.2.8 Determinacion del tamano de muestra

Para determinar el tamano de muestra asumimos que el experimento estd en la etapa de
diseno, donde requerimos determinar el tamano de muestra de cada poblaciéon para poder
establecer que el procedimiento de seleccién que hemos descrito nos lleve a una seleccién
correcta con una probabilidad determinada. Sea k el nimero de poblaciones con las que
contamos. Nuestro objetivo es el determinar los tamanos de muestra, n;, i € {1,2,...,k} de
tal manera que la probabilidad de una seleccién correcta sea al menos un P* especificado.
Por lo que, para poder implementar esta metodologia el investigador necesita establecer P*
y como se ve en la seccién anterior, se necesita también la especificaciéon del umbral 6*. Hay
que notar que se debe tener P* > %, pues si no lo es, podemos alcanzar tal confiabilidad sin
siquiera tener la necesidad de obtener datos. Utilizando la notacién de la seccién anterior
tenemos que nuestro objetivo es obtener los tamanos de muestra minimos para poder asegurar
lo siguiente:
P(SC|9) > P,

para V6 € ZP.



2.8 Generalizacion de los aspectos analiticos del problema de seleccion de las s mejores
poblaciones

La filosofia del problema de seleccién de las s mejores poblaciones es andloga al contexto
de la seleccién de la "mejor "poblacién. El contexto en este caso es el siguiente: queremos
seleccionar al "mejor" grupo de poblaciones, en donde, este grupo esta constituido por s
poblaciones de un total de k. Dada esta situacion, el espacio parametral cambia, pues la
zona de preferencia (ZP)y la zona de indiferencia (ZI) son modificadas, veamos porque:

tenemos k poblaciones y nuestro objetivo es seleccionar a las s "mejores" dentro de és-
tas, donde las s mejores serdn las que tengan los pardmetros ¢ mas grandes (Estamos
suponiendo que k£ > 2). Es decir, en notacién de estadisticas de orden, queremos selec-
cionar a 0, 01, ..., Ojx—s+1)-Bajo esta notacion estamos considerando a todos los pardmet-
ros O, 02, ..., 0. Como queremos seleccionar a las s "mejores" es natural considerar nada
més la diferencia entre 0;,_1) y 0jx—s), pues si la diferencia entre estas nos permite diferen-
ciar a la mejor, también lo hard la diferencia entre las demds. Asi, por las propiedades de las
estadisticas de orden, hemos reducido la dimensién del espacio parametral. El espacio que
ha resultado es

= = {((9[]4_5+1],9[k_s]>’9[i} eER,z € {]ﬂ —s+1,k— S}} c R%

Al igual que en el contexto de la seleccién de la mejor poblacién, definiremos como la medida
de discrepancia a:

O(Op—s11]5 Ok—s)) = Opi—s1] — Op—s

Por lo ya antes mencionado, por nuestras limitaciones en la metodologia de medicién y
también por las condiciones impuestas por el contexto del problema del investigador, se fija
un umbral, a partir del cual se definen las zonas de preferencia (ZP) y de indiferencia (ZI),
de la siguiente manera:

Zp H Oh—s41) — Opp—s) = 0"
71 H Oh—s41) — Opp—s) < 07

en donde 6" es el umbral definido por el investigador de acuerdo al contexto del problema.

El establecimiento de la probabilidad de seleccién correcta serd andloga al caso de la seleccion
de la "mejor" poblacién, puesto que el espacio parametral =, es solamente una proyeccién
distinta del espacio paramatral =.



3 Selecciéon de las s mejores poblaciones con distribucién Weibull, con los s
pardametros de escala mas grande con parametros de forma conocidos

En esta seccién desarrollaremos la idea general de la obtencién del tamano muestral que
nos permitird seleccionar las s poblaciones dentro de un conjunto de k poblaciones, con
distribucién Weibull, que tengan el pardmetro de escala mds grande. El desarrollo de este
procedimiento de seleccién esta basado en los trabajos para la seleccion de las s poblaciones,
con distribucién normal, que tengan la media mas grande dentro de un conjunto de %k pobla-
ciones. ( [1], [2],[3] ¥ [4]). En el contexto de las poblaciones con distribucién normal, se
supondra que las varianzas son conocidas. En este contexto, en que las poblaciones tienen
distribucién Weibull, suponemos que los pardmetros de forma son conocidos e iguales.

La seleccién de la mejor poblacién dentro de un conjunto de k£ poblaciones es un caso par-
ticular del caso general que aqui se muestra, ya que este caso se tiene cuando s = 1.

3.1 Planteamiento del problema

Se tienen k poblaciones independientes con distribucién Weibull. De estas se han recolectado
las observaciones T ; ~ Weibull(n;, ) donde 1 <i < ky1l<j<ngAquing es el tamafo
de la muestra que elegimos de la k — ésima poblacién. En este contexto, estamos asumiendo
que el pardmetro de escala 7); es desconocido y que el pardmetro de forma, (3, es conocido.
Caracterizaremos a cada poblacién por su pardmetro de escala y definiremos como las s
mejores poblaciones a las que tengan los s pardmetros de escala méds grandes. Esta seleccion
se deseard con una probabilidad de al menos P* y de acuerdo al contexto del problema en
general se desea que los s pardmetros de escala mas grandes se diferencien de los restantes
k — s en al menos 9.

Dado que las observaciones tienen distribucién Weibull se tiene lo siguiente

T&—ZZTi%NF(n?,nj), (1)

donde 1 < j < k. A partir de lo anterior se tiene que

Para la seleccién de las s mejores poblaciones, necesitamos una manera de medir las dis-
crepancias. Una manera de hacerlo es tomando la diferencia de los valores esperados de las
estadisticas. Pero si procedemos de esta manera nos enfrentaremos a una complicacién, que
la distancia estard dependiendo, ademds del pardmetro de escala, del tamano de la muestra;



y eso es algo que no se desea. Evitamos esta complicacién, tomando el cociente de los valores
esperados e introduciendo la restricciéon de que en todas las poblaciones tomaremos el mismo
tamano de muestra. Procediendo de esta manera y teniendo en cuenta el andlisis hecho en
la seccién 1.3, tendremos lo siguiente:

B B
5*( )_ Hi—s)  ™Mk—s)  Mg—s)
Hik—s+1] Mlk—s] ) = = B =73
Pl—s+1]  MMp_gp1) Mr—st1)

Notemos que §° : R2 — (0,1]. Teniendo en cuenta de que el objetivo es seleccionar a
las s "mejores" poblaciones que difieran, en cociente, un cierto valor J;, con respecto a los
pardmetros de escala de la distribucién Weibull de las k£ — s poblaciones restantes, el umbral
elegido fue: (6%)° .

Antes de seguir, introduciremos una restriccién mas, que consiste en que las varianzas mues-
trales sean todas iguales: Var (1}) = ¢, para 1 < j < k.

3.2 Obtencion del tamano de muestra bajo la probabilidad de una seleccion correcta

El objetivo es determinar el tamano muestral de las poblaciones para seleccionar a las s
"mejores" poblaciones, que difieran de las demds en un cierto umbral. Esta seleccién se hara
tomando en consideracion el error que se pueda cometer, establecido en la seccién 1.1. Este
error se cuantificard con la probabilidad con la que se quiera hacer la seleccién correcta.
Por esta razon la probabilidad de seleccién correcta serd funcién del tamanio muestral (n)
y dependerd del umbral que se fije ((526 ) v de la probabilidad con la que se quiera hacer la
seleccién correcta (P*).

La manera de identificar las s "mejores" poblaciones serd mediante las estadisticas 7; dadas

en (1). Denotaremos por 7{;) a las estadisticas de orden, que satisfacen F (T(j)> = py;), con
1 <4 < k. Como se quiere seleccionar a las s "mejores" poblaciones que difieran en un
umbral dado, queremos calcular la probabilidad de que

max (T(l), T2)y s T(k—s)) < Tk-s+1) < min (T(k—s+2)a Tk—s43)s s T(k)) ;

puesto que lo tinico que nos importa es seleccionar a las s "mejores" poblaciones sin importar
el orden de éstas siempre y cuando difieran de las k£ — s restantes en un cierto umbral que se
fijard con respecto a la poblacién k — s + 1. A partir de esto se tiene la expresién siguiente:

sP [max (T(l), T(g), ey T(k;—s)) < T(k—s—l—l) < min (T(k—s+2)7 T(k:—s—‘,—?)); ceey T(k))} = P (2)

Es fécil ver que (2) es equivalente a

SP[(T(1)7T(2), .-‘,T(k;—n,T(k)) eCl=r" (3)

10



en donde C' = {( 2)7 ey T(k—l)7T(k)) € Rk|0 < T(l) < T(k—s+l) /\T(k:—s—i-l) < T(]) < OOA...

0 < Tijospry <oo},conl<i<k—syhk—s+2<j<k. Desarrollando (3) tenemos lo
siguiente:

SP[(T(l),T(z), ---7T(k—1),T(k)> €] =

o ton k OO IR
(k—s+1) (k—s+1) t,. e J
) . =
/ / - / / o o O gyt =
L(g— s+1) tk—s+1) j=1 (n¢) M1

_tl—st1)

S/o o N S)H H F(”[ ") (=) H+2 [1 - F("[le’") (t(k_SJrl))] e =

I'(n) ("[k s+1]

j=k—s

k

8/207(775 ) (k—s+1) H F(n[ o ) (t (k— s+l)) H |:1 — F(ﬂ[)’ n) (t(ks+1))] dt(kferl) = P,

[k—s+1]° j=1 j=k—s+2 FIN

donde 7 es la funcién de densidad de la distribucién Gama y I' es la funcién de distribucion.
Ahora por la restricciéon de que las varianzas muestrales son todas iguales a una constante ¢
tenemos que:
2 C
nnjﬂ:cénf =\
Por el establecimiento de §; y por el establecimiento de la medida de discrepancia, tenemos

que el desarrollo anterior se reduce a:

0o k—s k
P = / tes r fes 1-T teaan) | dte o4
s/, W(W*fk,sﬂ]m)((’“ +1))l:[ (n[ﬁﬂ’n)((k +1>)j£+2[ (n@],n)((’“ +1>)] (k—s(4)
k—s k

= S/ZO '7(\/%’”) (t(k—s-‘rl)) H F((%)ﬁ\/%,n) (t(k—s+1)) H

j=1 j=k—s+2

At (k—s41)

1-— F(\/%,n) (t(k—s—i-l))

s—1
Al (k—s41)-

h [1 — Tz n) ta—s+n)

:S/:O ’Y(ﬁ’n)(t(k—&‘rl ) (5*)5\/_ )(t(k s+1) )

El tamano muestral n que deseamos conocer, es la solucién a esta ecuacion, la cual no tiene
forma cerrada y por lo tanto debemos obtenerla en forma numérica. Para esto, definamos a
la siguiente funcion:

s—1

G(n) = S/:O Y(\/Zn) (th—s+1)) T (6207 /=, )( k—st1)) o [1 - F(\/%n) (thest1)) | Atr—st1)-
(5)

Reparametrizamos ésta funcién de la siguiente manera: sea t(,_s41) = F(_\l/?n) (z(k_sﬂ)). Por

la regla de la cadena sabemos que (f~1(z))" = 717 d“i( . Aplicando este cambio de variable
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a la funcién de distribucién Gama, tenemos que:

rt . (x) /: e = “ ’
(e ) N (Tl ®) vz (zn®)

por lo que (5) se reduce a lo siguiente:

h [1 T /zn) (t(h—s+1))

G(n) = S/:O V(/zm) b)) | T 5y /2 ) Eks41))

7 (o) frarvea((ggmaee)]| -
(/) F(i/E,n)(z(““)))

[ )(F(f U

(Z(k— s+1))>

/1 [ (6% /) (F(\l/— )(Z(ks+1))>:|k_s [1 - z(k,sﬂ)]s_l dz(e—or1) = P*.

A partir del comportamiento de la funcién G(n), el célculo numérico de n se obtiene me-
diante algoritmos de integracién y biseccion, estableciendo inicialmente los valores de el
umbral de separacién de las poblaciones (5%7), el mimero de poblaciones de interés (k y s),
la probabilidad con la que se desea hacer la seleccién correcta (P*) y el conocimiento de
los pardmetros de forma de las poblaciones (). Estos algoritmos fueron implementados el
programa Tamano Muestral, codificado en C++.

3.8 Bl programa Tamano Muestral

El desarrollo de la subseccion anterior deja en claro que no existe una expresién cerrada
para el cédlculo del tamano muestral para la seleccién de las s poblaciones con distribuciones
Weibull con el pardmetro de escala mas grande, dentro de un conjunto de %k poblaciones.
Es por esta razon que se implementé el desarrollo de la seccién anterior en un programa
llamado T'amano Muestral, en el cual los cédlculos se desarrollan de manera numérica. Se
presenta una figura de la ventana del programa para la obtencién del tamafnio muestral para
distribuciones Weibull con el mismo pardametro de forma. Para la determinacién del tamano
muestral, al igual que se mostré en la subseccién anterior, el programa necesita como entradas
lo siguiente:

1) La probablidad P*, con la cual se requiere realizar la seleccién correcta de las s poblaciones
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0.97

Fig. 2. Ejemplo del comportamiento de la funcién G(n).

con el pardmetro de escala mas grande. En la ventana del programa este pardmetro estard
representado mediante P*.

2) Pardmetro de forma de las poblaciones Weibull, 3, que en este caso puede ser una esti-
macién de este. En la ventana del programa este pardametro se representard como: Pardmetro
de forma.

*

., €l cual en la ventana del programa serd representado

3) El pardmetro de discrepancia, 0
como Delta.

4) El nimero total de poblaciones con el cual se cuenta, K, que tiene la misma representacién
en la ventana del programa.

5) El nimero de poblaciones que se quiere seleccionar, .S, que tiene la misma representacion
en la ventana del programa.

Una vez que se ha establecido los pardmetros de entrada en la ventana del programa, se
procede a calcular el tamano muestral requerido. El programa, una vez que calcula este
tamano muestral da como resultados una grafica de la variacion de la probabilidad en funcién
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Fig. 3. Ejemplo de la ventana del programa para la determinacién del tamano muestral para la
seleccién de las s poblaciones Weibull con mayor pardmetro de escala dentro de k£ poblaciones. En
el ejemplo las entradas del programa son del ejemplo presentado

del tamano de muestra. El usuario especifica los limites de la grafica, estableciendo el limite
superior de la probabilidad hasta donde uno quiere ver la grifica al igual que establece
el limite inferior de la probabilidad. También el programa da como resultado el tamano
muestral como funcién de los pardmetros de entrada. Se anexa una figura en donde se presenta
en funcionamiento el programa Tamano Muestral con los pardmetros del ejemplo que se
presentard a continuacién.

4 Ejemplo

Supongamos que el departamento de asuntos legales de una compania automovilistica en la
que trabajamos, nos pide seleccionar a los 2 activadores de las bolsas de aire que duren el
mayor tiempo posible en buenas condiciones, para después, haciendo un estudio de mercado
se seleccione al activador de bolsas de aire que mas convenga para poder despues, determinar
el tiempo de garantia del automévil al cliente. En el laboratorio, tenemos 6 sistemas de
activacién de bolsas de aire y los tiempos de vida de los activadores tienen distribucion
Weibull. Se asume, por la naturaleza del experimento y por los sistemas de activaciéon que

14



hay en el mercado, que los pardmetros de forma de los 6 activadores que se tienen son iguales
a 3. Como el departamento legal junto con el departamento financiero han determinado que
si se tiene una diferencia en tiempos de vida de un activador o a otro de a lo méds en 1 mes y
medio, les dard igual seleccionar a uno u a otro, entonces elegimos un valor umbral igual a
1.5 meses. Como no se quiere tener pérdidas de dinero innecesarias y tampoco se quiere un
desprestigio a la marca del automévil, han fijado que se requiere una seleccién correcta con
una probabilidad del 98.5%. ; Cuantos activadores se necesitan de cada modelo de activadores
de bolsas de aire disenados, para poder hacer una seleccién correcta?, teniendo en cuenta que
para realizar este experimento el costo de todo el inmobiliario del chasis es de $2000 USD.
Los valores de entrada en el programa T'amano Muestral son en este ejemplo los siguientes:

1) La probabilidad de seleccion correcta: P* = 0.985.
2) Pardmetro de forma =3 (8 = 3).

3) Como la diferencia que queremos observar es de 1.5 meses, tenemos que J, = Delta =
6666 (que es el inverso de 1.5).

4) El nimero total de poblaciones con las que se cuenta es K = 6.
5) El nimero de poblaciones que se quiere seleccionar es S = 2.

La solucién arrojada por el programa es 11.59375, lo cual fue redondeado a 12 activadores
para cada poblacién. Asi, deberdn someterse a una prueba de vida 12 activadores de cada
proveedor y se eligen como los 2 mejores activadores, a los activadores con mayor tiempo de
vida caracteristica.

5 Conclusiones

El objetivo de este trabajo es determinar el tamano muestral necesario para la seleccién
de las mejores poblaciones, cuando estas tienen distribucién Weibull. Se consideran proced-
imientos de seleccién para la distribucién Weibull y se obtiene un procedimiento numérico
para determinar el tamano muestral necesario.

Debido a que en el caso considerado no hay expresiones cerradas para obtener el tamano
muestral, se desarrollé un software (T'amanoMuestral) para obtener el tamano muestral
necesario para la seleccion correcta de poblaciones.

Como trabajo a futuro se desprende de aqui el estudio de la determinacién del tamano
muestral para la seleccién correcta de las s de k£ poblaciones distribuidas como Weibull, con
mayor vida caracteristica para pardmetros de forma tanto distintos. Una tarea a futuro de
interés es investigar la obtencién del tamano muestral para la seleccién correcta de las mejores
poblaciones, en donde la comparacién se haga no a través de la vida caracteristica, sino a
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través de los cuantiles o a través de la confiabilidad a un tiempo de referencia determinado,
que puede ser un tiempo de garantia o un tiempo de vida 1til del producto.
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