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Resumen

Las pruebas de vida acelerada de un producto o material son usadas para obtener
informacion rapida de su distribucion de vida. Las unidades en prueba se someten a
niveles de esfuerzo alto y fallan méas tempranamente que en condiciones de diseno.
La informacién que se obtiene en condiciones aceleradas se analiza en términos de un
modelo y después se extrapola en condiciones de diseno para estimar la distribucién
de vida. Los esfuerzos se pueden aplicar de diferentes maneras, los métodos mas
comunes son esfuerzo constante y esfuerzo escalonado. En este articulo se obtienen
planes 6ptimos para pruevas de vida acelerada con esfuerzos escalonados suponiendo
que los tiempos de falla de unidades expuestas a esfuerzos constantes siguen una

distribucién Weibull.

1. Introducciéon

Hoy en dia los fabricantes enfrentan una presién fuerte para desarrollar nuevos pro-

ductos con alta tecnologia en un tiempo especifico, mejorando la productividad, la
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confiabilidad del producto y sobre todo la calidad. Esto ha motivado al desarrollo de
métodos en el area de la ingenieria y el uso mas extenso de disenos de experimen-
tos para el producto y mejorar el proceso. Estos requerimientos de alta confiabilidad
han aumentado la necesidad de adelantar la prueba de materiales, componentes y
sistemas. Esto estd en linea con la filosofia de la calidad moderna para producir pro-
ductos de alta confiabilidad: lograr alta confiabilidad mejorando el diseno y el proceso
de fa-bricacion. Estimar la distribucion del tiempo a la falla o la duracién a largo plazo
de productos con alta confiabilidad, es particularmente dificil. Los productos més mo-
dernos son disenados para operar sin fallas por anos, decadas o mucho mas. Asi pocas
unidades fallaran o se degradaran en una prueba en un tiempo adecuado a condiciones

normales de uso.

Las pruebas de vida acelerada de un producto o material son usadas para obtener
informacion rapida de su distribucion de vida. Las unidades en prueba se someten a
niveles de esfuerzo alto y fallan mas tempranamente que en condiciones de diseno.
La informacién que se obtiene en condiciones aceleradas se analiza en términos de
un modelo y después se extrapola en condiciones de diseno para estimar la distribu-
cién de vida. Tales pruebas reducen tiempo y costo. Algunos niveles de esfuerzo alto
involucran, temperatura, voltaje, presion, o algunas combinaciones de estos.

Los esfuerzos se pueden aplicar de diferentes maneras, los métodos mas comunes son
esfuerzo constante y esfuerzo escalonado. En una prueba de vida acelerada (PVA) ba-
jo esfuerzo constante, cada unidad se somete a esfuerzo constante durante el estudio,
y la vida a nivel de diseno se estima por métodos de regresién. En una prueba con es-
fuerzo escalonado, una unidad se somete sucesivamente a esfuerzos de nivel creciente.
Primero una unidad se somete a un nivel de esfuerzo constante por una duracién de
tiempo especificada, si no falla, se somete a otro nivel de esfuerzo mas alto por otra
duracion de tiempo especificada y asi sucesivamente. De esta forma, el esfuerzo sobre
una unidad incrementa paso a paso hasta que falla. Usualmente todas las unidades

siguen el mismo patrén de niveles de esfuerzo y tiempos de prueba especificados.

2. Modelo de dano acumulado

Para cada esfuerzo escalonado, hay una distribucién Fy(t) al tiempo ¢ de fallas en
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Figura 1: Esfuerzo escalonado (x falla, — no falla).

la prueba. Usualmente uno quiere la distribucién del tiempo a la falla bajo esfuerzo
constante de la unidad la cual esta en uso. Asi, uno necesita un modelo de dano acu-
mulado para un modo de falla que relacione la distribucién bajo esfuerzo escalonado

y la distribucién bajo esfuerzo constante. A continuacion se describe tal modelo.

2.1. Supuestos

El modelo para el modo de falla supone que la vida restante de las unidades sélo
depende de la fraccion de fallas que se han acumulado hasta ese momento y del
esfuerzo actual (la propiedad de Markov). Sin embargo, al esfuerzo actual, las unidades
que no han fallado lo haran de acuerdo a la distribucién acumulada para el esfuerzo,
pero empezando en la fracciéon de fallas acumulada previamente. También, el cambio
en el esfuerzo no tiene efecto sobre la vida, solo el nivel de esfuerzo.

Las Figuras 1-3 presentan el modelo de dano acumulado para un modo de falla.
La Figura 1 muestra un patrén escalonado con cuatro escalones, fallas y tiempo de
censura de las unidades. La Figura 2, las cuatro distribuciones para los esfuerzos
constantes Vi, Vo, V3 v V4, lo que representa que las unidades siguen la distribucién
acumulada dada por V; hasta el tiempo ¢, cuando el esfuerzo se incrementa de V; a Va,
las unidades que no han fallado siguen la distribucién de V5 empezando en la fraccién
de fallas acumulada, lo mismo pasa cuando se incrementa el esfuerzo de V5 a V3, etc.,
las unidades que no han fallado siguen la funcién de distribucién acumulada siguiente

empezando en la fraccion de fallas acumulada. Finalmente la funcién de distribucién
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Figura 2: Funcion de distribucién para cada uno de los esfuerzos constantes (Vi, V5, Vs
y Va).
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Figura 3: Funcion de distribucién acumulada.

acumulada bajo esfuerzo escalonado se muestra en la Figura 3, la cual consiste de
segmentos de distribuciones para esfuerzos constantes. En resumidas cuentas, este

modelo va tomando la informacion previa acumulada de cada unidad.

2.2. Formulacion matematica

El modelo de dano acumulado para un modo de falla se describe matematicamente
como sigue. Supongase que para un patrén en particular, el escalén i corre al esfuerzo
Vi, empezando al tiempo ¢;_; hasta el tiempo t; (to = 0). La funcién de distribucién
acumulada para unidades a esfuerzo constante V; es Fj(t).

Paso 1. La fraccién acumulada de unidades que fallan en el paso 1 es



Paso 2. El paso 2 empieza a un tiempo equivalente s; el cual podria producir la

misma fraccién de fallas acumuladas de la poblacién. Asi, s; es la solucién de

Fy(s1) = Fi(ty).

La fraccion de fallas acumuladas en el paso 2 al tiempo total ¢ es

Fity=FR[(t—t)+s], t<t<t.

Paso 3. Similarmente, el paso 3 empieza al tiempo s dado por

Entonces

Fg(Sg) = Fg(tg — tl + 81>.

F(t):Fg[(t—tQ—i—Sg], t2§t§t3

Paso . En general, el paso ¢ empieza al tiempo s;_; dado por

Entonces

Fi(si—1) = Fioq(ticg — tio + si—2).

F(t) = Ei[(t — tic1 + si—1], tiog <t <t.

Asi F(t) para un esfuerzo escalonado consiste de segmentos de las distribuciones

acumuladas Fi(), Fy(), etc., como se muestra en la Figura 3.

3. Planes 6ptimos modelo log-lineal Weibull

Notacion

n
Lo, L1, T2

ﬁO:ﬂl

Yo, M1

T

T

D1: D3, Py

Tamano total de la muestra

Esfuerzos transformados, de diseno, bajo y alto, respectivamente
Pardmetros de la funcion loglineal entre el esfuerzo y la vida caracteristica n
Parametros del modelo reparametrizado

Factor de extrapolacién

Longitud de tiempo al esfuerzo bajo

Tiempo de prueba 6ptimo al nivel x;

Tiempo de censura

Proporcién de fallas esperada al nivel x1, x5 y después de T’



Suposiciones basicas.

1. Sélo se usan dos niveles de esfuerzo x; y xs (21 < x3), los cuales estan dados.

2. Para cualquier nivel de esfuerzo, la distribucion del tiempo a la falla es Weibull
con parametro de escala n(x) = exp(fy + (1x) y pardmetro de forma [ constante
y es independiente del esfuerzo, es decir, los log-tiempos a la falla siguen una dis-
tribucién de valores extremos (VE) para minimos con pardmetro de localizacién
w(x) =Inn(z) = By + Pz y pardmetro de escala o = 1/0.

3. El modelo de dano acumulado es valido.
Criterio de optimizacion.

El criterio de optimizacién usado aqui es minimizar la varianza asintotica del esti-
mador de méxima verosimilitud (EVM) del cuantil P de la distribucién a un nivel de

diseno especificado.
Planteamiento de la prueba.

Supongase que se tiene n unidades al inicio de la prueba y trabajan hasta un tiempo
7 si la unidad no ha fallado, se cambia al esfuerzo x5 y la prueba continua hasta que

todas las unidades fallan o hasta un tiempo de censura especificado.
Modelo reparametrizado.
Es conveniente reparametrizar el modelo, definamos el factor de extrapolacion como,

(7j — @)
= ——= 7=0,1,2,
5] (:C() . l’g) Y j )
donde zy y x5 son los niveles de esfuerzo de diseno y alto, respectivamente. Notese
que para el nivel de esfuerzo alto x = x4, & = 0; y para el nivel de diseno = = x,

& = 1. Entonces, el pardmetro de localizacion p(z) de la distribucién de VE puede

escribirse en términos de §; como

M(fj) =% + 71£j7 .7 = 07 17 2. (1)



donde los nuevos parametros vy y 1 se relacionan con 3y y [3; por

Yo = Bo + Bixa

Y1 = Bi(wo — x2) = (o) — pu(w2).
El EMV del cuantil P de la distribucion es

Yp =% + 1& + upo,
por lo que a nivel de diseno xg, es decir, cuando & =1, es
Yp =% + 7 + upo,

donde 4y, 41 y 6 son los EMV y up = In[— In(1 — P)] es el cuantil P de la distribucién

de VE estandar. La varianza asintOtica de éste estimador es el valor de la forma

cuadratica

Var(yp) = [1, 1, up]2[1, 1, up], (2)

donde la “ denota el vector transpuesto y X es la matriz de varianzas y covarianzas
de los pardmetros 4y, 41 y &, por lo que se necesita dicha matriz para minimizar la
funcién objetivo.

Ahora procedamos a escribir la funcién de verosimilitud para este problema. Asi, por
el supuesto 2, (1) y las suposiciones del modelo de dano acumulado, la funcién de

distribucién acumulada de una unidad en prueba bajo esfuerzo escalonado es,

Int —
Fl(t)zl—exp{—exp It = pl&) ) —oco<Int<lInrt

" (45— 7) - le)

F(t) =

Fyt+s—7)=1—exp —exp( >}, InT <Int<InT.

(3)

donde s es la solucién de Fy(s) = Fi(7), es decir,
s = 7 exp[—p(&)] exp[p(&2)] = T exp[fi(&2 — &),
asi,

In(t + 7exp[Bi(§ — &) — 7) — u(&2)

o

Fg(t—i—s—T):l—eXp{—exp( )},1n7<lnt§lnT.



En consecuencia, la funcion de densidad es,

( Fi(t) = iexp [lnt — &) exp (hlt — M(ﬁl))]
ot o o
—%@/E (z1(¢)), —oco<Int<Inr
ft) = ) - PR
) ht) = 1 exp {ln(t +s—71)—pulé) exp (ln(t +5s—7)— u(&)
ot +13 —7) o o
\ = m¢VE (z2(1)), InT<Int<InT,
(4)
donde 2z (t) = [Int — (&)l /oy 22(t) = [In(t + s — 1) — u(&)]/o.
Sean
B [ 1, st te]o,7]
L= 5t) _{ 0, si t¢][0,7].
1, st te(n,T]
Iy = Iy(t) _{ 0, si té¢(rT]
n-n-{y 3 00"
Con esto la funcién de log-verosimilitud para una observacion es
1 1
| =l(an, B1,0) = Ln [#VEW»] L [m¢VE<zz<t>>

+ Iin[l — @, (2(T))]

(5)

donde, @, (-) es la funcién de distribucién acumulada de valores extremos estandar

y 22(T) = [I(T + s — 7) — (&) /]o

Sustituyendo las cantidades de interés, después de algunas simplificaciones se tiene

I =1(ay, Br,0) = 11[—1n0—1nt+z1(t)_621(t)]
+ L[-Ino—In(t+s—7)+ 2(t) — e2Y)]

-+ I3[-6z2(T)].

(6)

Supéngase que a la i-ésima observacion t; le corresponde el valor {;;, j = 1,2 y la

correspondiente funciéon de log-verosimilitud es [;. Entonces la log-verosimilitud [
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para las n observaciones independientes es

lo = Zn: l;
=1

la cual es funcién de ¢;, T, §;; y de los pardametros vy, 71 y 0.
Antes de calcular las primeras derivadas de (6) con respecto a cada uno de los paramet-

ros del modelo, notemos lo siguiente,

821 (t) . _l 821 (t) . _é 821 (t) . _l (t)
o o oy o’ b0 o W\

D25 (t) _ 1 Dz (t) _ gt) & Dz (t) _ _lz )
9o o’ o o o’ do o
0z5(T) _ 1 029(T) _ 9(T) & 0z(T) _ —lz (1)
9o o’ o o o’ do o P

donde

g(y) _ 7—(52 - 51) eXp[ﬁ1(§2 — 51)} .

y+s—r7

Por tanto, para una sola observacion, las primeras tres derivadas de la funcién log-

verosimilitud para cada uno de los parametros, después de algunas simplificaciones

son,

o
00
a
om

ﬁ
Jo

[11(621(t) _ 1) + 12(632(75) _ 1) + ISBZQ(T)] ’

SY,

= — [1&(eV = 1) + L [—og(t) + (9(t) — &)(1 — e2O)] = LD (g(T) - &)] ,
= IR {A0E0 — 1) = 1+ B {00 1)~ 1} + (1))

Estas tres expresiones, cuando se suman sobre todas las unidades en prueba, se igualan

a cero, se resuelve el sistema de ecuaciones y se obtienen los EMV de los pardmetros.



Y las seis segundas derivadas parciales son,

92l 1<
- Les® LT z2(T)
N [X_Z A
Pl A e
P L0 B0 (- o) 1 )
1 Z /
2 {ILse XDy (T) + (9(T) — )%}
92l 1ol 1|
- = _-Z_ = L(22(t)es® , zi(t) _ I z2(T) T)e?2(T)
do? ocdo o2 [;{ (2 (e + zi(t)(e }+ 3{25(T)e + 22(T)e }
ol 1 ) o 1w 2 (T)
o = = (R + e — gl6) + Ee (s — (7))
0l — _lﬁ _ i i:]‘Z‘(t)ezi(t) + Lz (T)€Z2(T)
oo ~ o00a; o2 — o 872
0%l 1 0l 1
oo :‘gaz—gUﬁm@fm+h@MU+@—ﬂm@®W@H+
1
+ ;fszz(T)GZQ(T) (& —g(1))
donde
o dglt
g(t) = o)

Estas seis expresiones estan dadas en términos de las siguientes cantidades aleatorias
I, k=1,2,3
[2ent
L&z (t)ezl(t),
L2t (e O k=12, m=0,1,2, n=0,1,
Lg (t)e"=® . n=0,1,

L(& — g(t))z2(t)e>"),

10



Ly(& — g(1))%e,

IZQ(t)'

Sean

In7 — (&)

g

Cc1 =

In(T +s—7) — (&)

g

Cy =

= 7—(52 51) e H(&)+u(&2)
= 7(& — &)%)

=7(& — gl)efu(ﬁl)ﬂt(ﬁz)

by = 1(& — 51)6_."‘(51)

wp = e*W k=12

Las elementos de la matriz de informacién de Fisher para una obsevacién a §;; se
obtienen tomando las esperanzas negativas a las segundas derivadas de la funcion de

log-verosimilitud, que después de algunos calculos son,

11



0%l 1 et et
Fy3=FE <—W> = - { fa(wy)dws + f2(w2)dw2} +
o g 0 ec2
1
+ 52 ) (2 (T) + 1) @, (2(T))

+ i {/ (621U2 + blw;"“) ewzde + GZQ(T) (52 — g (T)) (I)VE (ZQ(T))}

o2 e
9%l 1 v o
Fis=FE|(—- = = wi Inw e dw, + wo In woe™ ?dwy p +
00 o 0 2
1 22(T)
t 5% (T) e, (22(T))
0%l I
Fos=F[-— = — wy Inwie” " dw, +
oyi0 a2 Jo
1
+ = . (blw;” + &Suwolnwy — by In wgw;‘”l) e 2dwy +
1 22(T)
+ D) (62 -9 (T)) Z2 (T) € (I)VE (ZQ(T))a

g

donde
fi(ws) = [(6% = o)bwy " + obwy "™ + b*wy 7T — 26 bjwy 7T 4 Gws) e,
fo(wy) = (wr Inwy, + wy, + 1) Inwge™ ", k=1,2.
Aqui, Fi; se calcula notando que

0?1 1 0l 1
—=————-—6L+ 1)
M o O 02( 1+ 1)
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Y los demés elementos se calculan con cambios de variables adecuados y con la ayuda

ol ol ol
#(an) -0 ()0 2 ()

E<]1) = (I)VE(ZQ(T))J E<]2) = (I)\/E(ZQ<T)) - q)VE(Z2<T))7 E(I3) =1- q)VE(Z2<T))7

de que

donde @, (+) es la funcién de confiabilidad de la distribucién de VE estandar.
Con lo anterior, la matriz de informacion de Fisher para cualquier plan éptimo con

una muestra de n observaciones independientes es

Fi Fio Fig
F=n Fy  Fy F23
Fy F3y Fg

en donde Fi3 = F31, Fio = Fb v Fy3 = F3o, la cual es funcion de 7, T', &1, &, Y0, 11 Y
o. Por lo que la matriz de varianzas y covarianzas asintética X de los EMV g, 41 y

0 es la inversa de la correspondiente matriz de informacion de Fisher, esto es,

V&I‘(’S/()) COV(’S/O, ’71) COV(’A}/O, (3')
Y= Cov(%,%) Var(¥) Cov(y1,0) | = F L
Cov(dp,0) Cov(41,0)  Var(o)

Por lo que la varianza asintética del EMV del cuantil P de la distribucién a nivel de

diseno dada en (2) toma la forma,

Var(yp) = Var(fo) + Var(i1) + upVar(é) + 2Cov(fo, %1) +

+ 2upCov(dy, &) + 2upCov (91, d), (7)

la cual sigue siendo funcion de 7, T, &1, &, Yo, 71 ¥ O

Notese que la varianza minima para una muestra de tamano n tiene la forma

Var(yp)

Para el plan éptimo considerado aqui, se quiere el 7 éptimo que minimiza (7) del

cuantil yp estimado en condicién de diseno, dados los valores de x, =1, x2, Y0, V1, O,

13



T y P. La probabilidad P corresponde al cuantil yp de interés, como sabemos, los
valores de los parametros del modelo de vida acelerada g, 71 ¥ 0 se suponen conocidos
y los niveles de esfuerzo de disenio ¢ y los de prueba x; y x5 se fijan previamente, al
igual que el tiempo de duracion de la prueba.

Una vez que encontramos el valor de 7 que minimiza (7), hemos determinado el plan
6ptimo para el modelo log-lineal Weibull.

El cédigo de las funciones programadas en S-plus determinan la varianza asintética
de (7), es decir, la varianza asintética del cualtil yp en condicién de diseno. La funcién
se minimiza con respecto a 7 utilizando la funciéon nlmin de S-plus.

En la siguiente seccion, se presenta la determinacién de un plan éptimo para una
prueba acelerada con esfuerzos escalonados, utilizando la informacion generada por
un estudio piloto de la confiabilidad de interruptores, en el laboratotio de confiabilidad

del Centro de Tecnologia y Desarrollo del consorcio MABE.

4. Ejemplo de determinaciéon de un plan 6ptimo

Con el interés de obtener la informacién necesaria para determinar un plan éptimo
para una PVA con esfuerzos escalonados, para un tipo de interruptores, se llevo a
cabo una prueba piloto acelerando la falla con temperatura, iniciando con 120°C' y
terminando con 200°C, ya que el ingeniero de confiabilidad que realiz6 la prueba,
comentd que con esfuerzo mayor se podrian generar otros modos de falla diferentes

al de diserio.

El esfuerzo de prueba se fué elevando en forma escalonado cada 10 Kciclos y posteri-
ormente cada 5 Kciclos, la prueba terminé a los 125 Kciclos.
El modelo de vida acelerada ajustado fue el Arrhenius-Weibull, los parametros esti-

mados fueron,
Go=099, /=013 y =022

De acuerdo a la experiencia del estudio piloto, elegimos los siguientes valores de las

tempraturas para la determinacién del plan 6ptimo,

To =80°C, 1Ty =145°C y T, =200°C,

14



T;, 7 = 0,1,2 son las temperaturas de diseno, primer y segundo nivel de esfuerzo, y

una duracion de la prueba de 200 Kciclos, es decir, el tiempo de censura es T" = 200.
En el modelo de vida acelerada log-lineal requerimos el esfuerzo transformado dado
por,

11605

= =012,
YTy T

Asi, se tiene

ro =32.86, x1,=27.75 y x9=24.53.

De xg, x1 v 2o se obtienen los factores de extrapolacion y los nuevos parametros,
dados por,
=039 y & =0,

J9=4.23 y A =1.12.

Esta informacién se introduce en la funcion Splus que nos da la varianza del cuantil
¥p como funcién de 7. Se minimiza Var(yp) para diferentes valores de P. En el Cuadro
1 se exhibe el valor de 7* de T que minimiza la varianza y también exhibe Var(yp),

para diferentes valores de P.

Cuadro 1: Tiempos de Permanencia Optimos
P ™  Var(@p) pi ps D
0.005 92.00 0.071  0.31 0.68 0.001
0.010 95.79 0.068 0.37 0.56 0.70
0.050 106.70  0.061  0.54 0.24 0.22
0.100 113.65 0.058 0.64 0.11 0.25
0.200 125.70 0.054 0.80 0.016 0.18

Los resultados anteriores nos indican que por ejemplo, si se esta interesado en el
cuantil 0.1, dada la informacién previa, las unidades en prueba estarian en el primer
nivel de esfuerzo hasta aproximadamente 114 Kciclos para después cambiar al segundo
nivel de esfuerzo y continuar la prueba hasta el tiempo de censura, es decir, hasta
T = 200, asi, también se observa que al aumentar el valor de P, el tiempo 6ptimo de
permanencia de las unidades en prueba en el nivel de esfuerzo bajo aumenta, mientras

que con la varianza del cuantil estimado ocurre lo contrario, va disminuyendo.
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En la Figura 4, se muestra la relaciéon entre el tiempo de permanencia de las unidades
en el nivel de esfuerzo bajo y la varianza del cuantil estimado. En todos los casos
tenemos una funcién convexa donde el minimo se va desplazando a la izquierda a

menudo que crece la probabilidad P del cuantil yp.
Varianza

0.10
|

Varianza

Tau
Figura 4: Efecto de la varianza para el diferentes valores de P

En las Figuras 5 y 6 se exhibe la relacién entre los valores de P y de 7" y entre Py

la varianza minima.
Tau Optimo para Diferentes Valores de P

Tau Optimo
110
.

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura 5: 7* para valores de P =0.005,0.01,...,0.9,0.1,0.2

5. Conclusiones

Los planes 6ptimos aqui estudiados son adecuados en la medida en que se tenga una

buena aproximacién de los verdaderos valores de los parametros del modelo, los cuales
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Varianza Minima para Diferentes Valores de P

0.068

o

Var*
0.064

0.060

0.056
*

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura 6: Var(yp), P =0.005,0.01,...,0.9,0.1,0.2

se pueden obtener a partir de informacién previa o de un estudio anterior, tal como
se hizo en el ejemplo.

Se hace una revision de los modelos de vida acelerada y de dano acumulado que son
necesarios para modelar el tiempo de vida de unidades que se someten a una prueba

acelerada con esfuerzos escalonados.

Se estudian planes éptimos para el modelo log-lineal exponencial con diferentes con-
sideraciones. Inicialmente se supone que la prueba termina hasta que fallan todas
las unidades y después se considera el caso en el que la prueba tiene una duracién
predeterminada.

Se desarrolla un plan éptimo para una prueba acelerada con esfuerzos escalonados,
para el modelo log-lineal Weibull. Es este caso se obtiene el tiempo 6ptimo de apli-
cacion del esfuerzo bajo de prueba, para el caso en que la prueba tiene una duracion
T, predeterminada.

Apartir de una prueba piloto de vida acelerada con esfuerzos escalonados, se obtuvo la
informacion necesaria para determinar el plan 6ptimo para una prueba acelerada con

dos esfuerzos escalonados, siguiendo el procedimiento desarrollado en este trabajo.
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