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Resumen
El propósito de este artículo es dar una demostración elemental del Teorema de

Wigner, el cual es un resultado central de la teoría de matrices aleatorias, usando
herramienta de combinatoria, álgebra lineal y probabilidad de nivel licenciatura.

1 Introducción

El Teorema de Wigner nos dice que la distribución espectral empírica de ciertas matrices
aleatorias converge a la distribución del semicírculo cuando la dimensión de éstas tiende a
in�nito. Existen varias demostraciones no elementales de este resultado básico de la teoría
de matrices aleatorias, sin embargo en este artículo se pretende exponer una demostración
detallada usando herramienta elemental de nivel licenciatura.
Las variables aleatorias que aquí consideraremos estarán de�nidas en un espacio de pro-

babilidad (
;F;P) donde 
 es el espacio muestral y P es la medida de probabilidad de�nida
sobre la �-álgebra de eventos F:
Una matriz aleatoria es una matriz cuyas entradas son variables aleatorias. Llamaremos

matriz aleatoria hermitiana a una matriz aleatoria con entradas complejas que coincide con
su transpuesta conjugada (el caso real corresponde a las matrices aleatorias simétricas). Una
propiedad importante de las matrices aleatorias hermitianas es que sus valores propios son
reales y son aleatorios.
Sea AN una matriz aleatoria hermitiana de N �N y sean las variables aleatorias reales

�N1 ; �
N
2 ; :::; �

N
N sus valores propios. La función de distribución espectral empírica de AN ,

FAN (x) =
1

N
#
�
i : �Ni � x

	
x 2 R,
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determina la proporción de valores propios menores o iguales que x. El término espectral se
usa para hacer referencia a los valores propios. Ésta es una función de distribución aleatoria,
por lo tanto para cada ! del espacio muestral FAN (!) es una función de distribución y
es precisamente la función de distribución empírica correspondiente a los números reales
�N1 (!); �

N
2 (!); :::; �

N
N(!). La función de distribución espectral empírica se puede interpretar

como una función de distribución aleatoria uniforme en los valores propios �N1 ; �
N
2 ; :::; �

N
N ,

donde cada uno de estos valores propios tiene la misma probabilidad 1
N
de ocurrir.

El Teorema de Wigner establece, bajo ciertas condiciones sobre AN , que para cada x 2 R
cuando N �!1

FAN (x)
c:s:�! F (x) =

xZ
�1

1

2�

p
4� t21[�2;2](t)dt, (1)

donde F (x) es la función de distribución del semicírculo cuya función de densidad está dada
por f(t) = 1

2�

p
4� t2, �2 � t � 2. Esta convergencia es la convergencia casi segura, es decir

salvo en un conjunto de probabilidad cero, se cumple que para cada ! del espacio muestral
la distribución espectral empírica converge puntualmente a la distribución del semicírculo.
Este resultado lo obtuvo E. P. Wigner [9] durante la década de los 50�s para el caso de

matrices aleatorias simétricas con entradas reales, independientes (salvo simetría), simétri-
camente distribuidas, centradas, con varianza constante y con momentos de cualquier orden
uniformemente acotados. Su trabajo estuvo motivado en mecánica cuántica, donde logró ex-
plicar el comportamiento estadístico de los niveles de energía de un sistema físico en términos
de los valores propios cuando la dimensión de las matrices es grande.
Existen varias versiones de este resultado dependiendo de las matrices aleatorias que se

consideren, [1], [3], [4], [5], [6], [7], [8].
En este trabajo se demostrará la convergencia (1) por el método de momentos. Con-

cretamente, una función de distribución F tiene momento de orden k si
R
xkF (dx) existe.

La función de distribución F está únicamente determinada por sus momentos si existen
sus momentos de orden k; k = 1; 2; :::; y si G es cualquier función de distribución tal queR
xkF (dx) =

R
xkG (dx) entonces F = G: El método de momentos establece lo siguiente:

sean FN y F funciones de distribución para las cuales existen sus momentos
R
xkFN (dx)

y
R
xkF (dx), para k = 1; 2; :::; respectivamente. Si F está únicamente determinada por

sus momentos y
R
xkFN (dx) �!

R
xkF (dx) ; cuando N �! 1; para k = 1; 2; :::; entonces

FN (x) �! F (x) cuando N �!1 para cada punto de continuidad de F:
Por un lado, los momentos de la función de distribución espectral empírica cumplen la

relación Z
xkFAN (dx) =

tr(AkN)

N
c:s: k = 0; 1; 2; :::; (2)

donde tr(AkN) es la traza de la potencia k de la matriz AN , ya queZ
xkFAN (dx) =

NX
j=1

�
�Nj
�k �
FAN

�
�Nj
�
� FAN

�
�Nj �

��
=
1

N

NX
j=1

�
�Nj
�k
=
tr(AkN)

N
:
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Por otra parte, como veremos más adelante, la distribución del semicírculo está única-
mente determinada por sus momentosZ

xkF (dx) = C k
2
si k par ó 0 si k impar, (3)

donde Ck son los números de Catalan los cuales están de�nidos como

Ck =
1

k + 1

�
2k

k

�
k = 0; 1; 2; ::: (4)

Por lo tanto, de acuerdo al método de momentos, para demostrar la convergencia (1) es
su�ciente demostrar la convergencia casi segura de (2) a (3), esto es

tr(AkN)

N

c:s:�! C k
2
si k par ó 0 si k impar. (5)

Más aún, probaremos la convergencia en esperanza

E

�
tr(AkN)

N

�
�! C k

2
si k par ó 0 si k impar (6)

y usaremos este resultado para probar (5). Esta última convergencia la probaremos usando
el enfoque combinatorio de grá�cas conexas. Aquí la clave es que la traza presenta una
estructura cíclica que permite asociarle grá�cas conexas, de manera que al tomar el límite
en (6), quedarán sólo aquellas grá�cas conexas correspondientes a los árboles con raíz, los
cuales vienen dados por los números de Catalan.
Las condiciones bajo las cuales se probará (6), y por lo tanto el teorema de Wigner, son

las siguientes: la matriz aleatoria AN es compleja de N � N , hermitiana (AN)ij =
�
�AN
�
ji
,

con entradas independientes (AN)ij 1 � i � j � N , centradas E (AN)ij = 0, con varianza
Ej (AN)ij j2 = 1=N y momentos de todos los órdenes Ej

p
N (AN)ij jk uniformemente acotados

en i; j y N por una constante que sólo depende de k.
Estas condiciones son esencialmente las mismas que considera Wigner [9] para matrices

aleatorias simétricas reales, salvo por la varianza constante y la distribución simétrica de las
entradas.
Este artículo está organizado como sigue. En la Sección 2 se prueba que la distribución

del semicírculo está únicamente determinada por sus momentos (3) a través de los números
de Catalan. En la Sección 3 se prueba que los números de Catalan (4) cuentan el número
de árboles orientados con raíz. Luego se usa este resultado en la Sección 4 para probar la
convergencia en esperanza (6) y ésta se usa para probar la convergencia casi segura (5).
Finalmente en la Sección 5 se comentan algunas variantes de Teorema de Wigner.

2 Distribución del semicírculo y números de Catalan

Recordemos que cualquier función de distribución que tiene soporte acotado está únicamente
determinada por sus momentos, por lo tanto la distribución del semicírculo está únicamente
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determinada por sus momentos, sólo resta ver que sus momentos están dados por los números
de Catalan.

Proposición 1 Los momentos pares de la distribución del semicírculo están dados por los
números de Catalan (4) Z 2

�2
x2k

1

2�

p
4� x2dx = 1

k + 1

�
2k

k

�
.

Es claro que los momentos impares son cero por la simetría de la distribución.

Demostración. Sea

m2k =
1

2�

Z 2

�2
x2k
p
4� x2dx

=
1

�

Z 2

0

x2k
p
4� x2dx simetría

=
22k+1

�

Z 1

0

yk�
1
2 (1� y)

1
2 dy cambio x = 2

p
y

=
22k+1

�

�
�
k + 1

2

�
�
�
3
2

�
� (k + 2)

Beta (�1; �2) �1 = k + 1=2 �2 = 3=2,

luego � (k + 2) = (k + 1)! y aplicando iterativamente la propiedad � (� + 1) = �� (�) para
� > 0,

� (k + 1=2) =
(2k � 1)

2

(2k � 3)
2

(2k � 5)
2

� � � 3
2
�

�
3

2

�
,

y

�

�
3

2

�
=
1

2
�

�
1

2

�
=
1

2

p
�,

de donde

m2k =
22k+1

�(k + 1)!

(2k � 1) (2k � 3) (2k � 5) � � � 3 � 1
p
�

2k

p
�

2

=
2k

(k + 1)k!
(2k � 1) (2k � 3) (2k � 5) � � � 1

=
2k

(k + 1)k!

(2k)!

2kk!
.
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3 Árboles y números de Catalan

Ahora veremos que los números de Catalan enumeran los árboles orientados con raíz.
Para esto recordaremos algunos elementos de combinatoria como grá�cas, árboles y

trayectorias de Dyck. La idea es identi�car a los árboles con las trayectorias de Dyck para
realizar el conteo sobre estas últimas.
Una arista es un par ordenado de puntos llamados vértices. Una grá�ca es un conjunto

�nito de vértices V y un conjunto de aristas E formadas con dichos vértices

V = fi1; :::; ikg
E = feigi2I ei = (il; im) (l;m) 2 f1; 2; :::; kg2 :

Una grá�ca conexa es una grá�ca (V;E) tal que cualquier par de vértices v1; v2 en V
se pueden conectar por una trayectoria, esto es, existe una subcolección de aristas (i1; i2),
(i2; i3), :::, (in�1; in) de E tal que v1 = i1 y v2 = in.
Una grá�ca conexa tiene un bucle si existe una subcolección de aristas (i1; i2), (i2; i3), :::,

(in�1; in) de E tal que i1 = in. Un árbol es una grá�ca conexa sin bucles.

El siguiente resultado que se puede ver en [4] y que usaremos en la Sección 4 nos dice
que las grá�cas conexas no pueden tener más vértices que aristas; salvo el caso de los árboles
cuyo número de vértices supera exactamente en uno a su número de aristas. Una arista no
dirigida es una arista en la que el orden de los vértices no importa, esto es (il; im) = (im; il).
En cambio, una arista dirigida es simplemente una arista, aquí sí importa el orden de los
vértices, (il; im) 6= (im; il).

Lema 2 Si G = (V;E) es grá�ca conexa con aristas no dirigidas entonces

jV j � jEj+ 1.

Además, jV j = jEj+ 1 si y sólo si G es árbol.

Un árbol con raíz es un árbol al que se le ha �jado una arista dirigida la cual llamaremos
raíz. Nos interesa contar el número de árboles con raíz que se pueden formar con k aristas.
Una manera de contarlos es identi�cándolos con 2k-tuplas de entradas dicotómicas. Para
esto es importante pensar en un árbol como si estuviera en un plano, con la idea de recorrer
su contorno partiendo de su raíz y �nalizando en ella. Así pues, a cada árbol con raíz de k
aristas lo identi�camos con la 2k-tupla (�1; :::; �2k) construida de la siguiente manera, si en
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el i-ésimo paso del recorrido la arista en turno es recorrida por primera vez entonces �i = 1
y si ya se había pasado ella entonces �i = �1.
Esto nos da una biyección entre los árboles con raíz de k aristas y el subconjunto T2k de

f�1; 1g2k que consta de los elementos (�1; :::; �2k) tales que

�i = �1
�1 + �2 + :::+ �2k = 0

�1 + �2 + :::+ �j � 0 j = 1; 2; :::; 2k:

Estas tres condiciones garantizan que el recorrido inicia y termina en la raíz, que al término
del recorrido se recorra la misma cantidad de aristas de ida que de vuelta y que el recorrido
se realice sobre el contorno del árbol, de manera que en cada paso del recorrido no se tengan
más aristas recorridas de vuelta que de ida.

Ejemplo 3 (k = 3) Con tres aristas se forman cinco árboles con raíz (indicada con �echa),

los cuales corresponden a (1; 1; 1;�1;�1;�1) ; (1; 1;�1;�1; 1;�1) ; (1;�1; 1; 1;�1;�1) ;
(1; 1;�1; 1;�1;�1) ; (1;�1; 1;�1; 1;�1), respectivamente.

Por otra parte, se puede ver a su vez que el conjunto T2k está en biyección con el conjunto
de trayectorias de Dyck de 2k pasos. Una trayectoria de Dyck de 2k pasos es una caminata
que inicia en el origen del plano cartesiano y sin bajar nunca del eje x termina en el punto
(2k; 0). La identi�cación consiste en asociar a cada trayectoria de Dyck de 2k pasos la 2k-
tupla (�1; :::; �2k) construida de la siguiente manera, si en el i-ésimo paso la caminata avanza
hacia arriba entonces �i = 1 y si avanza hacia abajo entonces �i = �1. En este caso, las tres
condiciones del conjunto T2k nos dicen que la caminata empieza subiendo y termina bajando,
que la caminata avanza el mismo número de veces hacia arriba que hacia abajo y que en
cada paso la caminata se encuentra encima del eje x.

Ejemplo 4 (k = 3) Hay cinco trayectorias de Dyck de 2k = 6 pasos,

las cuales corresponden a (1; 1; 1;�1;�1;�1) ; (1; 1;�1;�1; 1;�1) ; (1;�1; 1; 1;�1;�1) ;
(1; 1;�1; 1;�1;�1) ; (1;�1; 1;�1; 1;�1), respectivamente.

Así pues, para contar el número de árboles con raíz que se pueden formar con k aristas
sólo necesitamos contar el número de trayectorias de Dyck de 2k-pasos.
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Proposición 5 El número de árboles con raíz que se pueden formar con k aristas coincide
con el k-ésimo número de Catalan

Ck =
1

k + 1

�
2k

k

�
k � 1.

En otras palabras, los números de Catalan cuentan el total de árboles con raíz que se pueden
formar con un número �jo de aristas.

Demostración. Primero contamos el número de trayectorias que inician en (0; 0) y terminan
en (m;n). Cualquiera de ellas que avance u pasos hacia arriba y v hacia abajo termina en
el punto (u+ v; u� v) de donde

u =
m+ n

2
v =

m� n
2

.

El número de trayectorias de (0; 0) a (m;n) que dan u = m+n
2

pasos hacia arriba (y
por lo tanto v = m�n

2
pasos hacia abajo) es el número de m-tuplas de f�1; 1gm que tienen

exactamente m+n
2
elementos 1, �

m
m+n
2

�
.

En particular el número de trayectorias que van de (0; 0) a (2k; 0) es�
2k

k

�
,

sin embargo muchas de estas trayectorias no son de Dyck (las que bajan del eje x).
A�rmación: El número de trayectorias que van de (0; 0) a (2k; 0) que no son de Dyck es

igual al número de trayectorias que van de (0; 0) a (2k;�2).
Tal número está dado por �

2k
2k�2
2

�
=

�
2k

k � 1

�
.

Por lo tanto el número de trayectorias de Dyck de 2k pasos es�
2k

k

�
�
�
2k

k � 1

�
=

1

k + 1

�
2k

k

�
.

Resta probar la a�rmación. Sea  una trayectoria que va de (0; 0) a (2k; 0) que no es de
Dyck. Sea j el mínimo de f1; 2; :::; 2k � 1g tal que (j;�1) 2 . Escribamos

 = 1 _ 2 yuxtaposición

1 trayectoria de (0; 0) a (j;�1)
2 trayectoria de (j;�1) a (2k; 0)
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y sea ~2 la re�exión de 2 sobre la recta horizontal y = �1, la cual es una trayectoria de
(j;�1) a (2k;�2), como se muestra en la �gura.

De�namos
'() = 1 _ ~2

la cual es una trayectoria que va de (0; 0) a (2k;�2). Es obvio que ' es uno a uno. Suponga-
mos ahora que � es una trayectoria que va de (0; 0) a (2k;�2). Entonces existe un mínimo
j 2 f1; 2; :::; 2k � 1g tal que (j;�1) 2 �. Escribamos

� = �1 _ �2 yuxtaposición

�1 trayectoria de (0; 0) a (j;�1)
�2 trayectoria de (j;�1) a (2k;�2)

y tomemos la re�exión ~�2 de �2 sobre y = �1, la cual es una trayectoria que va de (j;�1) a
(2k; 0).
Sea  = �1 _ ~�2 yuxtaposición, la cual es una trayectoria que va de (0; 0) a (2k; 0) que

no es de Dyck ya que (j;�1) 2 . Observemos que

'() = �1 _ �2 = �,

lo cual prueba que ' es sobre.

4 El Teorema de Wigner

Unamatriz de Wigner es una matriz aleatoria AN de N�N con elementos reales o complejos
tales que ANij 1 � i � j � N son independientes y AN hermitiana ANij = �ANji .
Consideraremos en adelante sólo matrices de Wigner que cumplen las siguientes tres

condiciones:
EANij = 0, (7a)

E
��ANij ��2 = 1=N , (7b)

Mk := sup
N2N

max
1�i;j�N

E
���pNANij ���k <1. (7c)
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4.1 Resultados

Teorema 6 (Teorema de Wigner) Si AN , N � 1 es una sucesión de matrices de Wigner
que cumplen las tres condiciones en (7) entonces la distribución espectral empírica de AN

converge casi seguramente a la distribución del semicírculo, es decir, para cada x 2 R, cuando
N �!1

FAN (x) :=
1

N
#
�
i : �Ni � x

	 c:s:�!
xZ

�1

1

2�

p
4� t21[�2;2](t)dt:

Como se mencionó anteriormente, para demostrar el Teorema de Wigner es su�ciente de
acuerdo al método de momentos demostrar los siguientes dos resultados.

Teorema 7 Bajo las mismas condiciones del Teorema 6 sobre las matrices aleatorias AN

se cumple la convergencia en esperanza

E

8<:tr
h�
AN
�ki

N

9=; �!
�
C k

2
si k es par,

0 si k es impar.

Teorema 8 Bajo las mismas condiciones del Teorema 6 sobre las matrices aleatorias AN

se cumple la convergencia casi segura

tr
h�
AN
�ki

N

c:s:�!
�
C k

2
si k es par,

0 si k es impar.

4.2 Traza y grá�cas conexas

Para las demostraciones de los Teoremas 6, 7 y 8, introduciremos cierta notación y haremos
algunas consideraciones preliminares acerca de la traza de potencias de matrices.
Sean

BN :=
p
NAN y Bij :=

p
NANij .

i := (i1; :::; ik) 2 f1; 2; :::; Ngk , ik+1 := i1.

Q (i) := E [Bi1i2Bi2i3 � � �Biki1 ] .X
i

:=
NX

i1;:::;ik=1

:=
NX
i1=1

� � �
NX
ik=1

.

Teniendo en cuenta la regla (CD)ij =
Pm

k=1CikDkj del producto de dos matricesm-compatibles
C y D, podemos escribir la traza de la k-ésima potencia de BN como

tr
��
BN
�k�

=
NX
i1=1

��
BN
�k�

i1i1
=

NX
i1;i2=1

Bi1i2

��
BN
�k�1�

i2i1

= � � � =
NX

i1;:::;ik=1

Bi1i2Bi2i3 � � �Biki1 ;
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de donde

E

�
1

N
tr
h�
AN
�ki�

= E

�
1

N
tr

��
N� 1

2BN
�k��

=
1

N
k
2
+1

NX
i1;:::;ik=1

E [Bi1i2Bi2i3 � � �Biki1 ]

=
1

N
k
2
+1

X
i

Q (i) . (8)

Vemos de aquí que la estructura cíclica que la traza induce a Q (i) permite identi�car a
cada índice i = (i1; :::; ik) de la suma anterior con una grá�ca conexa G (i) = (V (i) ; E (i))
de�nida como

V (i) = fi1; :::; ikg vértices.
E (i) = f(i1; i2) ; :::; (ik; i1)g aristas dirigidas.

donde V (i) y E (i) admiten elementos repetidos. Esta grá�ca conexa se puede representar
por la siguiente �gura que ilustra la estructura cíclica.

A cada una de estas grá�cas conexas G (i) le asociamos su esqueleto ~G (i) de�nido como

la grá�ca conexa ~G (i) =
�
~V (i) ; ~E (i)

�
donde ~V (i) y ~E (i) no admiten elementos repetidos,

esto es ~V (i) es el conjunto de los distintos vértices de V (i) y ~E (i) es el conjunto de aristas
no dirigidas que se obtiene de quitar las repeticiones de E (i).

Ejemplo 9 Si G (i) = (V (i) ; E (i)) con V (i) = i = f1; 2; 3; 1; 2; 1g y E (i) = f(1; 2) ; (2; 3) ;
(3; 1) ; (1; 2) ; (2; 1) ; (1; 1)g entonces su esqueleto es ~G (i) =

�
~V (i) ; ~E (i)

�
donde ~V (i) =
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f1; 2; 3g y ~E (i) = f(1; 2) ; (2; 3) ; (3; 1) ; (1; 1)g.

Las dos primeras �guras corresponden a distintas representaciones de la grá�ca G (i) mien-
tras que la tercera es una representación de su esqueleto ~G (i).

Podemos descomponer la suma (8) clasi�cando sus términos de acuerdo al número de
vértices que tienen los esqueletos de las grá�cas

1

N
k
2
+1

X
i

Q (i) =
1

N
k
2
+1

X
G(i)

Q (i)

=
1

N
k
2
+1

X
G(i)

1�j ~V (i)j�[ k2 ]+1

Q (i) +
1

N
k
2
+1

X
G(i)

j ~V (i)j�[ k2 ]+2

Q (i) .

Los dos lemas siguientes muestran que esta última suma es cero, ya que sus corres-
pondientes Q(i) no contribuyen a ella. Una arista (il; il+1) de E (i) es una arista ais-
lada si para cualquier otra arista (im; im+1) de E(i) se tiene que (il; il+1) 6= (im; im+1) y
(il; il+1) 6= (im+1; im). En el Ejemplo 9 las aristas (2; 3), (3; 1) y (1; 1) son aristas aisladas de
E(i) mientras que (1; 2) y (2; 1) no lo son.

Lema 10 Si E (i) tiene una arista aislada entonces Q (i) = 0.

Demostración. De la de�nición de BN es claro que EBij = 0 para cada i; j y que Bij y Blm
son independientes cuando (i; j) 6= (l;m) ó (i; j) 6= (m; l). Luego si (il; il+1) es una arista
aislada de E (i),

Q (i) = E
�
Bi1i2 � � �Bil�1ilBilil+1Bil+1il+2 � � �Biki1

�
= E

�
Bilil+1

�
E
�
Bi1i2 � � �Bil�1ilBil+1il+2 � � �Biki1

�
= 0.

Lema 11 Si
��� ~V (i)��� � �k2�+ 2 entonces E (i) tiene por lo menos una arista aislada.
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Demostración. De acuerdo al Lema 2 j ~E (i) j + 1 � j ~V (i) j de donde j ~E (i) j �
�
k
2

�
+ 1.

Dado que se tienen jE (i)j = k aristas y hay por lo menos
�
k
2

�
+ 1 aristas no dirigidas

distintas, entonces E (i) debe tener una arista aislada, ya que de lo contrario E (i) tendría
por lo menos 2

��
k
2

�
+ 1
�
= k+2 aristas cuando k es par o por lo menos k+1 aristas cuando

k es impar, lo cual en ambos casos no es posible.
Como consecuencia de los Lemas 10 y 11 la expresión (8) se reduce a

E

�
1

N
tr
h�
AN
�ki�

=
1

N
k
2
+1

X
G(i)

1�j ~V (i)j�[ k2 ]+1

Q (i) . (9)

Por otra parte, se tiene una cota uniforme para los Q (i) al usar la desigualdad de Hölder
generalizada y (7c)

jQ (i)j = jE [Bi1i2Bi2i3 � � �Biki1 ]j �
h
E jBi1i2 j

k
i 1
k � � �

h
E jBiki1j

k
i 1
k �M

1
k
k � � �M

1
k
k =Mk.

4.3 La convergencia en esperanza

Para la demostración del Teorema 7 usaremos los resultados preliminares de la sección an-
terior.
Demostración del Teorema 7. Partiendo de (9)����E � 1N tr

h�
AN
�ki����� � 1

N
k
2
+1

X
G(i)

1�j ~V (i)j�[ k2 ]+1

jQ (i)j � 1

N
k
2
+1

X
G(i)

1�j ~V (i)j�[ k2 ]+1

Mk

� 1

N
k
2
+1

NX
i1;:::;i[ k2 ]+1

=1

Mk �
N [

k
2 ]+1

N
k
2
+1
Mk

=

8<: Mk si k es par,
Mk

N
1
2

si k es impar,

de donde si k es impar se obtiene el resultado

E

�
1

N
tr
h�
AN
�ki� �! 0, cuando N �!1.

Consideremos ahora el caso k par. Retomemos (9) para expresarlo como

E

�
1

N
tr
h�
AN
�ki�

= S1 + S2

donde
S1 =

1

N
k
2
+1

X
G(i)

1�j ~V (i)j� k
2

Q (i) y S2 =
1

N
k
2
+1

X
G(i)

j ~V (i)j= k
2 +1

Q (i) :
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El término S1 converge a cero ya que cuando N �!1

jS1j �
1

N
k
2
+1

NX
i1;:::;i k

2
=1

jQ (i)j � N
k
2Mk

N
k
2
+1

�! 0.

Resta demostrar que S2 converge a C k
2
. En este caso j ~V (i) j = k

2
+ 1 lo cual implica, de

acuerdo al Lema 2, que j ~E (i) j � k
2
.

Si j ~E (i) j > k
2
entonces E(i) tiene al menos una arista aislada y por el Lema 10 Q(i) = 0.

Si j ~E (i) j = k
2
por el Lema 2 ~G (i) es un árbol, por lo tanto cada arista en E (i) tiene su

arista opuesta en E(i). En este caso Q (i) es de la forma

Q (i) = E

�
jBe1j

2 jBe2j
2 � � �

���Be k
2

���2� = Y
e2 ~E(i)

E jBej2 =
Y
e2 ~E(i)

E
���pNANe ���2 = 1.

Cada colección de vértices distintos i =
�
i1; :::; i k

2
+1

�
origina C k

2
colecciones de k

2
aristas

no dirigidas (Proposición 5), digamos ~E1 (i) ; :::; ~EC k
2

(i). A su vez, cada una de estas C k
2

colecciones de aristas genera PNk
2
+1
árboles, ya que al correr el índice i sobre 1 � i1; :::; i k

2
+1 �

N , se generarán todas las permutaciones de N en k
2
+ 1. Por lo tanto

S2 =
1

N
k
2
+1

X
~G(i)

j ~V (i)j= k
2 +1

Q (i)

=
1

N
k
2
+1

C k
2X

j=1

X
i2 ~Gj(i)

Q (i)

=
1

N
k
2
+1

C k
2X

j=1

X
i2 ~Gj(i)

1

=
PNk
2
+1

N
k
2
+1
C k

2
,

de donde S2 �! C k
2
cuando N �! 1, en virtud de que PNk

2

=N
k
2
+1 = N !

(N� k
2
�1)!N

k
2 +1

=�
N
N

� �
N�1
N

�
� � �
�
N� k

2

N

�
�! 1 cuando N �!1:

Observación 12 Si en el Teorema 7 las diagonales de las matrices de Wigner son cero,
ANii = 0; 1 � i � N , se mantiene la conclusión de la convergencia en esperanza (y también
la conclusión del Teorema 8 de la convergencia casi segura).
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Esto se puede ver siguiendo los mismos pasos la demostración anterior, ya que los árboles
no tienen aristas de la forma (im; im+1) con im = im+1, en otras palabras los árboles no tienen
lazos. Observe que la grá�ca del Ejemplo 9 , la cual no es árbol, tiene a la arista (1; 1) como
lazo.

4.4 La convergencia casi segura

Con el �n de demostrar la convergencia casi segura del Teorema 8 usaremos el Lema de
Borel-Cantelli, el cual establece que si C1; C2; ::: son eventos tales que P (C1) + P (C2) + � � �
converge entonces P (

T1
n=1

S1
N=nCN) = 0:

Demostración del Teorema 8. Más abajo probaremos que la varianza está acotada por

Var

�
1

N
tr
h�
AN
�ki� � Mk +M

2
k

N2
. (10)

Si de�nimos

CN;" =

�
! 2 
 :

���� 1N tr
��
AN (!)

�k�� E� 1
N
tr
h�
AN
�ki����� � "�

la desigualdad de Chebyshev nos lleva a

P (CN;") �
Mk +M

2
k

"2N2
; para " > 0,

de donde
1X
N=1

P (CN;") �
�2 (Mk +M

2
k )

6"2
<1

y por el Lema de Borel-Cantelli [2]

P

 1\
n=1

1[
N=n

CN;"

!
= 0;

es decir, para cada " > 0 la probabilidad de que los eventos CN;" ocurran para una in�nidad
de índices N es cero, por lo tanto cuando N �!1���� 1N tr

��
AN
�k�� E � 1

N
tr
��
AN
�k������ c:s:�! 0.

Luego del Teorema 7 y la desigualdad del triángulo se obtiene 1
N
tr
��
AN
�k� c:s:�! C k

2
ó 0 de

acuerdo a si k es par o impar.
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Resta probar (10).

Var

�
1

N
tr
h�
AN
�ki�

= E

"�
1

N
tr
h�
AN
�ki�2#� � 1

N
E tr

h�
AN
�ki�2

= E

"
1

N
k
2
+1

X
i

Bi1i2Bi2i3 � � �Biki1

#2

�
"

1

N
k
2
+1

X
i

E [Bi1i2Bi2i3 � � �Biki1 ]
#2

=
1

Nk+2

X
i;i0

E
�
Bi1i2Bi2i3 � � �Biki1Bi01i02Bi02i03 � � �Bi0ki01

�
� 1

Nk+2

X
i;i0

E [Bi1i2Bi2i3 � � �Biki1 ]E
�
Bi01i02Bi02i03 � � �Bi0ki01

�
=

1

Nk+2

X
i;i0

[Q (i; i0)�Q (i)Q (i0)] (11)

donde i = (i1; :::; ik), i
0 = (i01; :::; i

0
k) y

Q (i; i0) = E
�
Bi1i2Bi2i3 � � �Biki1Bi01i02Bi02i03 � � �Bi0ki01

�
.

De nuevo identi�camos a los índices i; i0 de la suma anterior con la grá�ca

G (i; i0) = (V (i; i0) ; E (i; i0))

V (i; i0) = fi1; :::; ik; i01; :::; i0kg , 2k vértices

E (i; i0) = f(i1; i2) ; :::; (ik; i1) ; (i01; i02) ; :::; (i0k; i01)g , 2k aristas.

Observemos que la grá�ca G (i; i0) no necesariamente es conexa, sin embargo cuando G(i)
y G(i0) comparten por lo menos un vértice sí es conexa, como lo muestran las �guras (a) y
(b). Además, si los esqueletos ~G(i) y ~G(i0) no tienen arista en común, por independencia se
sigue que Q (i; i0) = Q (i)Q (i0).
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De manera similar analizamos los términos de la suma (11) agrupándolos de acuerdo al
número de vértices de ~G (i; i0).
Caso j ~V (i; i0) j � k + 2. Si G (i; i0) no es conexa entonces ~G(i) y ~G(i0) no tienen arista

en común, por lo tanto Q (i; i0) = Q (i)Q (i0). Por otro lado, si G (i; i0) es conexa, entonces
E(i; i0) tiene por lo menos una arista aislada, la cual estará en E(i) o E(i0), obteniéndose
Q (i; i0) = 0 y Q (i)Q (i0) = 0.
Caso j ~V (i; i0) j = k + 1. Por el Lema 2 j ~E(i; i0)j � k. Analicemos por separado estos

dos casos:
Si j ~E(i; i0)j = k entonces ~G(i; i0) es un árbol, luego los árboles ~G(i) y ~G(i0) no tienen arista
en común, por lo lo tanto Q (i; i0) = Q (i)Q (i0).
Si j ~E(i; i0)j > k por lo menos E(i; i0) tiene una arista aislada (sígase la demostración del
Lema 11), la cual estará en E(i) o E(i0), por lo que Q (i; i0) = 0 y Q (i)Q (i0) = 0.
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Finalmente, en el caso
��� ~V (i; i0)��� � k la suma (11) se reduce a

Var

�
1

N
tr
h�
AN
�ki�

=
1

Nk+2

NX
i1;:::;ik1

=1

i01;:::;i
0
k2
=1

[Q (i; i0)�Q (i)Q (i0)] k1 + k2 = k

� 1

Nk+2

NX
i1;:::;ik1

=1

i01;:::;i
0
k2
=1

[jQ (i; i0)j+ jQ (i)Q (i0)j]

� 1

Nk+2
Nk
�
Mk +M

2
k

�
=

Mk +M
2
k

N2
.

Observación 13 El Teorema 6 es válido tanto para matrices de Wigner reales como com-
plejas, ya que su demostración no distingue el caso real del complejo. Siendo el caso real, el
de las matrices aleatorias simétricas.
Si en el Teorema 6 se relaja la condición (7b) sobre las varianzas por la condición asin-

tótica

lim
N!1

E
���pNANij ���2 = lim

N!1
min
i;j�N

E
���pNANij ���2 = lim

N!1
max
i;j�N

E
���pNANij ���2 = 1 (12)

se sigue manteniendo la conclusión.
En [4] se considera, en lugar de la condición (7b), la condición

lim
N!1

1

N2

X
1�i;j�N

����E ����pNANij ���2�� 1���� = 0 (13)

y también se obtiene la conclusión del Teorema 6.
Observe que (7b) cumple trivialmente (12) y (13).

5 Notas

Las condiciones (7a), (7b) y (7c) son esencialmente las mismas que considera Wigner [9] para
matrices aleatorias simétricas reales, con la diferencia de que considera la varianza constante
y las entradas con distribución simétrica.
Existen varias versiones del Teorema de Wigner dependiendo de las matrices aleatorias

que se consideren. Los trabajos que a continuación señalamos consideran otras condiciones,
aunque invariablemente trabajan con matrices aleatorias simétricas o hermitianas, centradas
y con entradas independientes (salvo simetría).
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Por ejemplo, Hiai y Petz [6] trabajan con matrices aleatorias simétricas reales, emplean
el enfoque combinatorio, sólo que en lugar de grá�cas conexas, utilizan el concepto de par-
ticiones que no se cruzan para obtener los números de Catalan.
Nica y Speicher [8] consideran matrices aleatorias con entradas gaussianas complejas

y también utilizan particiones que no se cruzan para el conteo. Trabajan el método de
momentos con elementos de probabilidad libre y aplican el teorema del límite central libre
para obtener el resultado.
Haagerup y Thorbjønsen [5] también consideran matrices aleatorias con entradas gaussia-

nas complejas. Mediante el enfoque analítico derivan una fórmula para la función generadora
de momentos de las matrices aleatorias vía polinomios ortogonales, con la cual deducen el
resultado.
Bai y Silverstein [3] consideran matrices aleatorias con entradas complejas a las que les

remueven los elementos de la diagonal. Utilizan el enfoque combinatorio de grá�cas y la
técnica de truncamiento.
Guionnet [4] trabaja con matrices aleatorias hermitianas complejas mediante el enfoque

combinatorio de grá�cas, de manera similar a como lo presentamos en este trabajo.
Arnold [1] considera matrices aleatorias simétricas con segundo momento �nito en la

diagonal y cuarto momento �nito fuera de diagonal y demuestra la convergencia en probabi-
lidad. También demuestra la convergencia casi segura, pidiendo cuarto momento �nito para
los elementos de la diagonal y sexto momento �nito fuera de la diagonal. En ambos casos
emplea el enfoque combinatorio y la técnica de truncamiento.
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