Algebra 11 para bachillerato, CIMAT, ene-jun 2020

Tarea num. 1

(para entregar el jueves 23 ene)

Nota: esta tarea es sobre polinomios. El material de apoyo para esta tarea es (ver
en la seccién de bibliografia de la pdgina del curso):

= Seccion 5.1 y 5.2 del libro de Angel.
= Seccién 28 (p. 44) del Libro de Gelfand.

Resumen de los conceptos més importantes que se vieron en la primera clase (21
ene, 2020):

» Polinomio: es una expresién (“férmula”) que contiene letras (las variables)
y ntumeros reales, combinados mediante suma, resta y multiplicacién.

Por ejemplo: x* + 23y + 3, (5 — 2)(3 + 2?), —V/2z, (z — y)201, 7.

Las letras z,y,... se llaman las variables del polinomio. Las potencias que
aparecen, como x*, son abreviaciones de multiplicacién, z* = zzzz, asi que se
permite. Potencias negativas, como ', o fraccionales, como z'/? = \/Z, no
estan permitidas, ya que implican division. Potencias negativas, raices etc de
numeros se permiten, como en el 3er ejemplo, ya que estos son ntimeros reales,
que son permitidos. El nimero de variables de un polinomio es el nimero de
letras distintas que aparecen. Asi que el ler y 4to ejemplos arriba son de dos

variables, el 2ndo y 3ero de 1 variable, el iltimo de 0 variables.
Todo polinomio de una variable se puede escribir en su forma estandar
p(z) = ap + a1w + agx® + ...+ a,2”, a, #0,
donde ay, . . ., a, son nimeros (reales) arbitrario, los coeficientes del polinomio.

Al multiplicar, sumar o restar dos polinomios se obtiene otro polinomio. En
cambio, el resultado de la division de un polinomio por otro es una operaciéon
mas delicada; no es un polinomio, en general, sino una expresion racional,
pero a veces si es un polinomio; esto lo veremos mas adelante.

= Monomios: es un polinomio especial, en donde no se usa suma o resta, solo
multiplicacién (o cémo se dice en el libro, un polinomio con un solo término).
Todo polinomio se puede expresar como suma de monomios.

Por ejemplo: 22, 2z, /3z%y, —5.



= Grado: para un monomio, su grado es la suma de las potencias de las variables
que aparecen en él (o sea el numero de letras que aparecen, si expandemos las
potencias a multiplicacién).

Por ejemplo, los grados de los monomios z2, 2z, v/3z%y, —5 son 2, 1, 3, 0
(resp.).

El grado de un polinomio es el grado de su monomio de mayor grado.

Por ejemplo: el grado de zy'® — %y es 11.

Nota: el grado del polinomio 0 (el polinomio “nulo”) no estd definido.

Terminologia: un polinomio de grado 1 es polinomio ‘lineal’, de grado 2 es
un polinomio ‘cuadratico’, polinomio de grado 3 es un polinomio ‘ciibico’, de
grado 4 es ‘cuartico’; etc.

Hecho importante (un ‘teorema’): el grado del producto de dos polinomios
no nulos es la suma de sus grados.

Por ejemplo: el grado de (5 — x)(3 + 2?) es 1+ 2 = 3. El grado de (1 + 22)*°
es 200.

» Evaluacién: “evaluar” un polinomio de una variable en un ntmero es el
resultado de la sustitucién del niimero en lugar de la variable.

Por ejemplo: evaluando el polinomio #? —3z+2enz = —1 da (—1)*—3(—1)+
2 =60.

Notacién: si un cierto polinomio de una variable, x, se denota por p(zx) (se
lee: “p de z”), entonces el resultado de la evaluacién de p(x) en un nimero
a se denota por p(a). Por ejemplo: si p(x) = 2% — 3z + 2 entonces p(1) = 0,
p(—1) = 6, etc.

» Raices: una raiz de un polinomio de una variable p(z) es un nimero r tal que
p(r) = 0 (es decir, al evaluar el polinomio en el nimero da 0). Por ejemplo
2?2 — 1 tiene dos raices (1 y -1). En cambio z* + 1 no tiene raices (;porqué?).
Se sabe que un polinomio de grado n tiene a lo méas n raices. Esto no es obvio,
pero lo vamos a ver un poco mas adelante (el caso especial de grado 2 lo
deberian conocer).

Nota: el término “raiz” es raro, admito. No se cual es su origen.

» Factorizaciéon: factorizar un polinomio de grado > 1 significa expresarlo
como un producto (multiplicacién) de dos polinomios de grado menor que él.
Por ejemplo: 2 —1 = (z+1)(z—1) es una factorizaciéon de z2—1, un polinomio
cuadrético (de grado 2), en un producto de dos polinonios lineales (de grado
1). Otro ejemplo: 22 — y® = (x — y)(2? + 2y + 3*). Hay polinomios que no son
factorizables, por ejemplo 22 + 1. En general, no es facil factorizar polinomios
o saber si un polinomio es factorizable. Por ejemplo: ;puedes factorizar el
polinomio % + 17 (S{ se puede, pero no es tan facil).



Los problemas

Nota: Problemas marcados por * son opcionales.

1. Convertir los siguientes polinomios en una suma de monomios y simplificar .
Ejemplo: (1+2—y)(1—22) = 1+2—y—22x—22*+2xy = 1 —x—y—22*+22y.
a) (1+x—y)(12 — zz — 3?)

(1+2)(1+ 2?)

(1+xz+ 2%+ 232

*Al+z+a?+ 23+ ..+ 20)2

Fl—2)1+z+22+ ... + 2.
) F -+ -+t — .+ 2 +ar+22+ 23+t + .+ 210

2. En cada caso se especifica un polinomio p(z) y se pide encontrar algunos
nimeros.
Ejemplo cémo hacer el inciso a): p(1) = 12 — 4 = —3. Luego, si p(r) =
0=7r*-4=0=r>=4= r =2 -2 (el polinomio tiene dos raices). Si
p(ry=1=r-4=1=r>=5=1r=1+/5-5.

p(z) Encontrar

2 — 4 p(1); los r tal que p(r) =0, p(r) = 1.
bla2—2z+1 p(1); los r tal que p(r) =0, p(r) = 1.
clat—222 41 p(1); los r tal que p(r) =0, p(r) = 1. (Ayuda: factorizar el polinomio)
d| (14 z)° p(0); los r tal que p(r) =0, p(r) = 1.

e | (2e —3)(4x +5) |los r tal que p(r) =0, p(r) = 1.

glad—x los r tal que p(r) = 0.

0
f | z(z*—1)(2® —5) | los r tal que p(r) = 0. (Ayuda: hay 5 tales ).
0. (Ayuda: hay 3 tales r).



