Juegos de Azar y Probabilidad/Estadistica

Dia 1.
Puro Azar Mixtos Estrategia
Ruleta Poker Ajedrez
Dados Bridge Damas
Loteria Domind Damas Chinas
Blackjack Go
Ludo
Backgamon

Loteriatradicional: Se compra un boleto con nimeros impresos. Poca variedad de eleccion.
Premio fijo.

Melate, loto o loteria primitiva: Se seleccionan 6 nimeros de 56 (melate) o 49 (lamayoriade los
lotos). Durante €l sorteo se escogen 6 nimeros al azar y gana el o los bol etos que tengan esos
numeros (premio principal). Este tipo de |oteria parece haberse originado en Genova, Itaia, en €l
siglo XVII y se havuelto muy popular en todo el mundo.

¢Cudl eslaprobabilidad de ganar?
Tenemos que calcular el nimero de boletos distintos que se pueden hacer, seleccionando 6
nimeros a partir de 56:
56* 55* 54 * 53* 52* 51
6*5*4*3*2*1

= 32,468,436

Por lo tanto la probabilidad de acertar es el inverso de este nimero:

0.00000000308
Para hacernos unaidea de cuan peguefio es este nUmero, es mas probable lanzar 24 Aguilas
seguidas con una moneda que ganar al Melate.

Numer os Combinatorios.
En general, si tenemos un conjunto de n objetos y deseamos seleccionar un subconjunto de
tamano k, ¢de cuantas manera podemos hacerlo si no repetimos ningun objeto?

Con orden. Si nosinteresa el orden en el cual aparecen |os objetos, el primero puede ser
cualquiera de los objetos, es decir, tenemos n maneras de escogerlo. Una vez escogido éste nos
guedan (n-1) maneras de escoger el segundo, porque no se permiten repeticiones. Para el tercero
tendremos (n-2) y asi sucesivamente. Estos nimeros los multiplicamos porgue a cada seleccion
del primero le puede corresponder cualquier seleccion del segundo, y asi sucesivamente.
Resumiendo tenemos

n!
(n- k)’
donde nl=n" (n-1)" ---~ 3" 2" 1. Este nimero se conoce como |as variaciones de n objetos
tomados de k en k.

n"(n-1° --"(n-k+1=




Un caso particular es aguel en el cual queremos seleccionar todos los objetos, es decir k=n. En
este caso el denominador de la expresion anterior es 1 (por convencién 0!=1) y tenemos n!
maneras de ordenar |os objetos del conjunto. Hablamos entonces de |as permutaciones de los n
objetos.

Sin orden. Si nos interesan |os objetos sel eccionados pero no el orden en e cudl fueron escogidos
(es @ caso del Méelate) cualquier permutacion de |os objetos seleccionados tiene 1os mismos
numeros. Por |o tanto, el resultado anterior, correspondiente al niUmero de variaciones, lo
debemos dividir entre el nUmero de permutaciones de k objetos:
n"(n-1" - " (n- k+1) _ nl
k! Ki(n- k)

. . , . ano
Estos ndimeros se conocen como nimeros combinatorios y se denotan gk: Hablamos de las
a

combinaciones de n objetos tomados de k en k.

Triangulo de Pascal.

n=0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1

n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

n==6 1 6 15 20 15 6 1

n=7 1 7 21 35 35 21 7 1

n=8 1 8 28 56 70 56 28 8 1
n=9 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

. e . : . a|o .
Los nimeros en la n-ésima fila son los nimeros combinatorios gki para0 £ k £ n. El método de
o}

construccion del triangulo se basa en la siguiente propiedad:
amo_awm-10 am- 16
== =t =
Bo 815 § k5
que podemos demostrar de la siguiente manera. El lado izquierdo representa el nimero de
subconjuntos de k objetos que podemos formar con |os e ementos de un conjunto de tamario n. Si
fijamos uno de estos elementos, €l primer sumando del lado derecho es el nimero de

subconjuntos de tamario k que incluyen el elementos que fijamos, mientras que el segundo
representa el nimero de subconjuntos de tamafio k que no lo incluyen.

El tridngulo de Pascal tiene numerosas propi edades interesantes. Como €jemplo mostramos una
solade ellas. Si sumamos las filas obtenemos los nimeros 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512,
etc. Esdecir, lasumade lan-ésimafilaes 2"y por lo tanto tenemos



2n:w9+w9++a§]9
505 %15 Tng

Esta relacion se puede demostrar también a partir de laformula para el binomio de Newton.

NUmer os Consecutivos

Con frecuencia en los resultados se encuentran dos 0 mas numeros consecutivos. Por eiemplo, si
los nimeros ganadores son 2 14 15 16 38 45, tenemos tres nimeros consecutivos. Con frecuencia
se piensa gque esto es unaindicacion de que hay algun tipo de sesgo al seleccionar [os nimeros.
Veamos si esto es cierto.

Supongamos que escogemos r nimeros a azar de una sucesion de n, ¢Cudl es la probabilidad de
gue haya dos nimeros consecutivos? Para resolver esto basta contar de cuantas maneras s
podemos seleccionar r objetos de n en sucesion, de modo que haya al menos un objeto no

sel eccionado como separacion entre cualquier par de objetos seleccionados. La observacion
crucial esesta: Si ignoramos los r-1 separador es necesarios, tenemos una situacion de seleccion
sinrestricciones der objetos entre n — (r — 1). Reciprocamente, cualquier seleccion der objetos
entren — (r — 1) se puede convertir en una selecciéon der objetos de n sin nimeros consecutivos,
anadiendo los r-1 separadores. Por |o tanto el niUmero que buscamos es

_am-(r-1o
G
Por lo tanto, la probabilidad de que no haya niUmeros consecutivos en |os nimeros ganadores es
am-(r-1)o0amo
P=g ( )g/g :
r gélg

En el caso del Méelate esto es 0.5547, es decir que en el 45% de |os casos, aproximadamente,
esperariamos tener nlmeros consecutivos.

Ejercicio. ¢Puedes calcular |a probabilidad de tener a menos tres nUmeros consecutivos? ¢y de
tener dos pares de nimeros consecutivos?

S

Estrategias.
¢Hay estrategias que nos permitan aumentar |as probabilidades de ganar?
Si, jcomprar mas boletos! El problema es que mientras més compramos, més arriesgamos 'y en
promedio mas perdemos. Pero no siempre.
Lasloteriastipo Loto, en general no tienen un premio fijo paralos boletos ganadores. Se basan en
un sistema mutual de reparto, por medio del cual se distribuye una proporcion del dinero
apostado entre |os ganadores. Sin embargo, Si en un sorteo no hay ganadores el dinero se acumula
para el préximo sorteo. Esto permite garantizar montos (minimos) para el premio mayor del
sorteo. Sin embargo, el monto que esperamos ganar por boleto debe ser negativo. ¢Qué quiere
decir esto?
Para simplificar supongamos que hay un solo premio, digamos 160,000,000 y el boleto cuesta
$15. Supongamos también que el premio no se comparte. Entonces, con probabilidad
1/32,468,436 ganamos 160,000,000 y con probabilidad 1- 1/ 32,468,436 perdemos 15. El valor
esperado es, entonces

160000000 32468435, 1

32468436 32468436

5=-10.07




El monto que esperamos ganar por boleto es negativo, es decir, el monto total de los premios
dividido entre el niUmero de boletos vendidos debe ser menor que el costo del boleto.
Sin embargo, hay ocasiones (muy raras) en las cuales €l ‘valor esperado’ de un boleto es positivo.
En 1992 se dio una situacion de este tipo. Unos inversionistas australianos observaron que la
Loteriade Virginiano satisfacia el principio gue mencionamos. Esta loteria requiere seleccionar
6 numeros de 44, de modo que hay 7,059,052 boletos distintos posibles. El precio de cada uno es
de US$ 1, de modo que para comprar todos |os boletos posibles se requieren algo mas de 7
millones de ddlares. El premio por acertar 6 niUmeros era de 27 millonesy sumando |os premios
secundarios €l total erade 27,918,561. Si dividimos
27918561 _

7059052

de modo que si compramos todos |os boletos posibles, esperariamos ganar 2.955 ddlares por cada
ddlar invertido, siempre que no tengamos que compartir con nadie mas.
Los australianos consiguieron 2500 personas dispuestas ainvertir 3,000 dolares en promedio
cadauna. Si e esquema funcionaba, cada unarecibiria unos 11,800 ddlares.
Sin embargo, existia el riesgo de tener que compartir € premio con otro ganador. Revisando la
historia del sorteo observaron que de 170 veces que se habia jugado laloteria,

en 120 de ellas no hubo ganadores,

en 40 hubo un solo ganador y

en las 10 restantes dos ganadores compartieron el premio.
Si consideramos solo el premio mayor de 27 millones, podemos recalcular e monto que
esperamos ganar de la siguiente manera:

120, 27000000 + 40 13500000 + 10 6750000 = 22632352.95
170 170 170

3.955

y dividiendo por el nimero de bol etos tenemos una ganancia esperada por boleto de 2.20 ddlares.
Lacomprade los boletos fue una pesadillay al fina sdlo lograron comprar unos 5 millones de
boletos. Sin embargo ganaron, aunque tardaron semanas en encontrar € boleto ganador! Luego
de una batalla legal lograron que les pagaran el premio.

En el caso del Melate ¢cuén grande deberia ser el premio para que haya un valor esperado
positivo?

Tenemos 32,468,435 de boletos y cada boleto vale $15, de modo que haria falta un premio de
$487,026,525. Actualmente e premio es de 130 millones para Melate y 166 para Revancha.

Hay otro punto interesante que observar en relacion alas posibles estrategias. La gente no
seleccionalos nimeros a azar y por |o tanto, no todos |os boletos tienen igual probabilidad de ser
comprados.

Para ver un g emplo de esto consideramos una loteria mas simple que el Méelate, y por o tanto
mas sencilla de analizar. Se trata de Pick3 de laloteria de New Jersey. El juego consiste en
seleccionar tres nimeros entre los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8y 9. Es posible repetir nUmeros de
modo que hay 1,000 combinaciones posibles: los nimeros de 000 a 999. Para ganar es necesario
acertar |os tres nimeros en orden, aungue hay una opcion de apostar a cualquier permutacion de
los nimeros sel eccionados ganando menos.

Estaloteria comenzo € afio 1975. Vamos a explorar |os nimeros ganadores en todos |0s sorteos
de ese afo. (el resto del andlisis se hizo usando €l software R)



Dia 2.

Juego de Dados (Chuck-a-luck).

Escoges un niumero del 1 a 6y apuestas 10 pesos. Si no sale el nimero que escogiste, pierdeslos
10 pesos. Si sde el numero te devuelven tus 10 pesos 'y ganas 10 pesos multiplicados por €l
nlimero de veces que salgatu nimero, 0 seaque s tu nUmero sale tres veces, ganas 30 pesos.
¢Deberiasjugar este juego?

Es imposible predecir s vamos a ganar o no, ni cuanto vamos a ganar S ganamos. Para tomar una
decision debemos calcular cuanto esperamos ganar o perder en un juego en promedio s jugamos
muchas veces. Esto se conoce como €l valor esperado del juego. Para esto debemos multiplicar
cada ganancia o pérdida posible por |a probabilidad de que ocurray luego sumar todos los
resultados.

En este juego hay cuatro resultados posibles: perder $10 o ganar $10, $20 0 $30. Las
probabilidades respectivas son

1ol 1. o506 Ao, 5 Ao

2 =05787; 3 = &2 =03472; 3 &2 2=00694; &2 =0.0047
&6 g 6 é6g ebg 6 é6g

El valor esperado es
-10" 0.5787 + 10 0.3472 + 20" 0.0694 + 30" 0.0047 = -0.645
O sea que en promedio perdemos 64.5 céntimos cada vez que jugamos 10 pesos es decir, 6.45%.

El valor esperado se calcula multiplicando cada resultado posible por su probabilidad de ocurrir y
luego sumando estos productos. Por gjemplo, si los resultados posibles y sus probabilidades estén
descritos por la siguiente tabla

Valores X1 | Xo | X3 | .. | Xn
Probabilidades | p1 | p2 | P3| ... | Pn

el valor esperado sera
E(X) = é X I3,

i=1

Un juego esjusto s el valor esperado es 0. Es desfavorable si €l valor esperado es negativo y
favorable si es positivo.

En un casino todos |os juegos de azar puro son desfavorables. En |0s juegos que permiten una
estrategia no es fécil calcular € valor esperado.

Célculo de valores esperados para varios gjempl os (gjercicio)



La Ruina del Jugador.

A 'y B juegan una sucesion de juegos en los cuales A gana con probabilidad p y pierde con
probabilidad g = 1 - p. El capital inicial de A esn, el de B m, de modo que €l total esm+ n. Ay
B deciden jugar hasta que alguno de los dos se arruine

Llamemosr(n,n+m) = r(n) la probabilidad de que A se arruine si tiene capital inicial ny B tiene
capital inicial m.
Consideramos los posibles resultados del primer juego. Si A gana, o que ocurre con probabilidad
p, su capital esahoran+1, y su probabilidad de ruinaesr(n+1). En cambio si A pierde (con
probabilidad 1-p), su capital pasaan-1y su probabilidad de ruina es ahorar(n-1). Por o tanto
tenemos la siguiente ecuacion
r(n)=p” r(n+)+q” r(n- 1,

pero como p + q= 1 esto eslo mismo que

(pta)” r(n)=p° r(n+H+q” r(n- 1.
Reagrupando términos,

p” (r(n+1)-r(n)=q" (r(n)- r(n- 1)).
Llamamos ahora Dn =r(n +1) - r(n), laecuacion anterior se escribe ahora

p” B(n)=q” B(n- 1),

de donde obtenemos la siguiente relacion recursiva:

D(0),

D(n)=ﬂ' D(n - 1):%3&_12 " D(n- 2):...:83_q
Y Po Y

QIIO

y vemos que tenemos que determinar el valor de D(0) . Para esto necesitamos determinar [o que
se conoce como las condiciones iniciales. Observamos que si A comienza con capital 0O, la
probabilidad deruinaes 1: r(0) =1, mientras que s el capital inicial de A es m+n, es decir, €
capital inicial de B es 0, laprobabilidad deruinaes0: r(m+n) =0. Vamos ausar estas dos
ecuaciones para determinar la solucion.
Observamos en primer lugar que B(0) =r(2) - r(0) =r(2) - 1. Por otro lado,

DO+ +---+DN-D)=rD)-1+r2D)-r@Q+r-r(2+---+r(n)- r(n-1
Vemos que la suma de la derecha es una suma telescopica: todos los términos, menos el segundo
y e penultimo, aparecen dos vecesy con signos diferentes, de modo que se cancelan. Despejando

obtenemos
r(n)=1+D(0)+D() +---+D(n- 1)

=1+D(0) + gq Do) +- g_; D(0)

1u

e I
=1+ D(O)ét+§—”3+---+g—+
g ePg Pa g
Aun nos faltadeterminar D(0) . Para esto usamos la segunda condicién inicial y la ecuacion
anterior:



o=r(n+m)=1+D(0)§L+§l§+.. L3 g
g éPg P g
é .. -1y
D(0)=-1/§1+§al§+---+a&l§ a
g éPg Pg  §
y sustituyendo en la ecuacion parar(n) obtenemos
.. ,n-1
1+@2++@2
(y-1._ &5 &p
. ,m+n-1
1+@2++@2
Pa Pa
Casol. p=q=0.5,juegojusto. Enestecasog/p=1y
r(n) =1- n_ -_Mm

m+n m+n

Vemos que en este caso la probabilidad de ruina es la proporcion del capital total que tiene
nuestro oponente. Quizas es mas claro decir que la probabilidad de ganar (y que nuestro oponente
se arruine) eslaproporcion del capital total que tenemos.

Caso 2. p! q.Alguno delosjugadorestiene laventgja. Es el caso si jugamos agun juego de

puro azar en un casino, que siempre tiene la ventgja. Paraver cuanto vale r(n) en este caso
necesitamos la férmula para la suma de una sucesién geomeétrica.

Llamemosa= ¢/p y S,alasumade los primeros n+1 términos de la sucesion:
S =l+a+a’+---+a" =1+a[1+a+---+a“‘1]=1+asn_l
y por otro lado sabemos que

Sn - Sn-l =a".
Combinando las dos ecuaciones tenemos que
1+aS,,- §.,=2a"
de donde obtenemos que
_1-a"
T,

Regresando ala expresién parar(n) tenemos
f(n)=1- —m =1. 2= @P__(alp)" - (/P77
Sen-1 1-(9/p) 1- (a/p)

L as siguientes tablas presentan |a probabilidad de ruina como funcién del capital inicial paratres
juegos, ruleta americana, ruleta europeay dados (craps).



p=0.474 p = 0.486 p = 0.493

n | ntm r(n) n | ntm | r(n) n | n+tm r(n)

1 10 0.94 1 10 | 0.92 1 10 0.91
10 | 100 | 0.99995 10 | 100 | 0.997 10 | 100 0.98
100 | 1000 1 100 | 1000 | 1 100 | 1000 1

5 10 0.63 5 10 | 0.569 5 10 0.535
50 | 100 | 0.995 50 | 100 | 0.942 50 | 100 0.8
500 | 1000 1 5001000 1 500 | 1000 | 0.9999992

9 10 | 0.153 9 10 | 0.127 9 10 0.113
90 | 100 | 0.647 90 | 100 | 0.43 90 | 100 0.26
900 | 1000 | 0.99997 900 | 1000 | 0.996 900 | 1000 0.939

¢Cuanto Apostar ?

Laseccién anterior nos dice que si tenemos n unidades, nuestro oponente tiene my jugamos una
serie de juegos con probabilidad de ganar p, hasta que alguno de los dos se arruine, la
probabilidad de ruina esta dada por laférmula anterior. ¢Qué sucede s cambiamos de unidad? Es
decir, ¢si cambiamos el monto de la apuesta?

Vamos allamar unidad de apuesta a monto que apostamos en cada juego. Este monto debe estar
fijo alo largo de la sucesién de juegos y lo vamos a denotar por u. En términos de esta unidad,
nuestro capita inicial ahoraesn/u, €l capital total es (n+m)/uy la probabilidad de ruina es

n/u )(n+m)/u

_@/p)""-(alp
r(n/U) - 1- (q/ p)(n+m)/u

Como gjemplo consideramos la siguiente situacion. Tenemos 500 pesosy jugamos hasta ganar
1,000 o arruinarnos. La siguiente tabla muestra la probabilidad de ruina segin la unidad de
apuesta para las distintas probabilidades que hemos considerado.

p=0.474 p = 0.486 p = 0.493
u r(n) u | r(n) u r(n)
1 1 1 1 1 | 0.9999992
5 |0.99997 5 |0.996 5 0.943
10 | 0.995 10 | 0.943 10 0.8
100 | 0.627 100 | 0.57 100| 0.535
500 | 0.526 500 | 0.514 500 | 0.507

V emos que aumentar |a apuesta disminuye nuestra probabilidad de ruina. Esto es consecuencia
de que la expresion anterior es una funcion decreciente de u. En una situacién como la que hemos
descrito, en la cual estamos decididos ajugar hasta lograr nuestro objetivo o arruinarnos, una
estrategia Optima es apostar en cada juego |o necesario paralograr nuestro objetivo, 0 s no
tenemos suficiente paralogarlo en un solo juego, apostar todo nuestro capital. Esta estrategia,
conocida como de juego arriesgado, es siempre Optima.



Estrategias.
Vamos a considerar € siguiente juego. Y o tengo un juego de cartas (52) bien mezclado y voy

volteando las cartas una a una. En cualquier momento que quieras tu puedes apostar que la
proxima cartaesroja. Si no apuestas hunca se toma gque apostaste a la Ultima carta en salir.

En promedio, como lamitad de |as cartas son rojas, debes ganar la mitad de las veces, de modo
gue se trata de un juego justo si decides al azar cuando apostar. ¢Hay alguna estrategia que te
permita hacer este juego favorable?

Larespuesta es no, salvo que podamos ver el futuro (como en Flash Forward). Hay un famoso
teorema con un nombre complicado (Teorema de Paro Opciona de Martingalas) que dice que
ninguna estrategia basada en la informacion que tenemos del pasado puede hacer favorable un
juego justo, o hacer justo un juego desfavorable. La demostracidn no es sencilla, pero en el caso
del juego que hemos planteado hay una demostracién simple.

Supongamos que hemos adoptado una cierta estrategia E para el juego, y la aplicamos al juego
anterior modificado de la siguiente manera. De nuevo las cartas se van volteando unaaunay de
acuerdo ala estrategia E interrumpimos para apostar, pero ahora en lugar de apostar ala proxima
carta, estamos apostando ala Ultima. Esta claro que en cualquier momento del juego, la
probabilidad de que la préoxima carta sea roja es la misma que la probabilidad de que la Gltima
cartasearoja, asi que si la estrategia E funciona para la apuesta original también deberia
funcionar para esta version modificada del juego. Pero si es asi, la estrategia no puede funcionar
porgue ahora solo se gana si la Ultima cartaesroja, y esto sucede con probabilidad 0.5.

Como quebrar labanca en Monte Carlo...

Joseph Jagger http://es.wikipedia.org/wiki/Joseph Jagger

Grupo Eudaemons o Chaos Cabal http://www.roul ette2002.com/es/estafas2.php
Edward Thorp http://es.wikipedia.org/wiki/Edward O. Thorp

MIT Blackjack group http://lacomunidad.el pai s.com/apuntes-cientificos-desde-el -
mit/2008/3/21/Ios-millonarios-del-mit-blackjack-team

GarciaPelayo http://es.wikipedia.org/wiki/Gonzalo Garc%C3%ADa-Pelayo
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