
BREVIARIO DE COSMOLOGIANotas de Luis A. AguilarInst. de Astronom��a, UNAMaguilar@astrosen.unam.mxVerano del 2000I. INTRODUCCION\Existen siete ventanas en la cabeza, dos fosas nasales, dos oidos, dos ojos y una boca;de igual manera, en los cielos hay dos estrellas favorables, dos no propicias,dos luminarias, y Mercurio solitario, indeciso e indiferente.De lo anterior y muchos otros fen�omenos similares de la Naturaleza,tales como los siete metales, etc., que resulta tedioso enumerar,concluimos que el n�umero de planetas es necesariamente siete ....Adem�as, los Judios y otras naciones antiguas, asi como europeos modernos,han adoptado la divisi�on de la semana en siete d��as, y los han nombradode acuerdo a dichos planetas; si ahora incrementamos el n�umero de planetas,entonces todo el sistema es destruido ....Por si esto fuese poco, los sat�elites son invisibles al ojo y por tanto no puedentener inuencia alguna sobre la Tierra y son compl�etamente in�utilesy por tanto no existen."Francesco Sizzi (1611)Comentario sobre el descubrimiento hecho por Galileode sat�elites alrededor de J�upiter.El pro�osito de estas notas es el de dar un panorama razonablemente completo del estado actual dela Cosmolog��a moderna. Estas notas van dirigidas a estudiantes del �ultimo a~no de bachillerato que esteninteresados en estas cuestiones. Siendo la Cosmolog��a un tema muy popular, existen muchas obras dirigidasal p�ublico en general. Sin embargo son pocas las obras existentes en nuestro idioma. Mas a�un, dado ladi�cultad del tema, la gran mayor��a de estas obras se limitan a hacer una relator��a de los hechos sin dar unsentido de lo que se encuentra detr�as de los resultados. Si bien esto es algo comprensible en obras dedicadasal p�ublico en general, el prop�osito de estas notas es el de tratar de ir mas all�a de una descripci�on. Estasnotas suponen conocimientos de �algebra y geometr��a. Un conocimiento somero de c�alculo diferencial de unavariable es deseable, mas no necesario. Los resultados requeridos del c�alculo se introducen en un ap�endice ydeben hacer autosu�cientes las presentes notas para estudiantes del nivel indicado.



2 Luis A. AguilarII. EL UNIVERSO DE NEWTON\Monsieur Laplace, me dicen que usted ha escrito este enorme libro sobreel sistema del Universo y que en ning�un lado ha mencionado su creador."\No necesito de esta hip�otesis"Di�alogo entre Napole�on Bonaparte y Pierre Simon Laplace,comentando sobre la publicaci�on de la obra \Mec�anica Celeste" (1799)En este breviario no consideraremos teor��as o concepciones cosmol�ogicas previas a la formulaci�on delm�etodo cient���co moderno, que podemos decir inicia con el trabajo de Galileo Galilei (1564{1642) en Italia aprincipios del siglo XVII. Esto debido a que concepciones anteriores corresponden mas a la Mitolog��a (comolas concepciones cosmol�ogicas de los antiguos Griegos), o son de caracter puramente especulativos (como losmodelos del Universo de algunos �l�osofos Griegos).En 1687 Isaac Newton (1642{1727) publica en Inglaterra su obra Philosophiae Naturalis PrincipiaMathematica (Principios Matem�aticos de Filosof��a Natural), que marca el inicio de la F��sica Moderna. Enesta obra, Newton propone la forma matem�atica de la fuerza de gravedad:\ Planetas omnes in se muto graves esse jam ante probavimus,ut & gravitatem in unumquemque seorsim spectatumesse reciproce ut quadratum distanti� locorum a centro planet� .Et inde consequens est gravitatem in omnes proportionalemesse materi� in iisdem".Isaac Newton,Proposici�on vii, Teorema VII.Philosophi� Naturalis Principia Mathematica;o en un lenguaje mas moderno, que la fuerza de atracci�on entre dos cuerpos es proporcional al productode las masas de esos cuerpos e inversamente proporcional al cuadrado de las distancias entre ellos:F = Gm1m2r2 : (1)En esta ecuaci�on las masas de los cuerpos son m1 y m2, la distancia entre ellos es r y G es la llamadaconstante universal de gravitaci�on que nos da la magnitud de la fuerza de gravedad y tiene un valor igual a:G = (6:670� 0:015) � 10�11Nm2=kg2 (2)donde este valor esta expresado en el sistema de unidades MKS (ver ap�endice I).La publicaci�on de los Principia representa el punto de partida de la Cosmolog��a moderna, ya que comoveremos mas adelante, aunque es la m�as d�ebil de las 4 fuerzas que se cree existen en el Universo, como lagravedad es siempre atractiva* y adem�as afecta a todo lo que existe en el Universo, la contribuci�on de todasestas partes se suma y hace que la fuerza de gravedad sea la fuerza dominante a nivel estelar, gal�actico ycosmol�ogico; de hecho es la fuerza de gravedad la que moldea y da su curvatura global al Universo.Hay dos teoremas que Newton demostr�o y que facilitan el c�alculo de la fuerza de gravedad debida adistribuciones esf�ericas de masa. Dado que usaremos estos resultados mas adelante, los presentamos aqui:Primer Teorema de Newton: Un cascar�on esf�erico de masa no ejerce fuerza de gravedad sobreobjetos en su interior.Segundo Teorema de Newton: Un cascar�on esf�erico de masa ejerce una fuerza de gravedad sobreobjetos en su exterior, igual a la fuerza que produciria una masa puntual situada en su centro geom�etrico.Estos resultados son ilustrados en las �gura (1).* Existe una circunstancia muy particular en el que puede ser repulsiva, sin embargo esto s�olo ocurri�o enuna etapa llamada Universo Inacionario que veremos mas adelante.
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Figura 1. En esta �gura se muestra un cascar�on esf�erico con un objeto en su interiory otro en su exterior. De acuerdo al Teorema 1 de Newton, el objeto en el interior no sientefuerza alguna. De acuerdo al Teorema 2 de Newton, el objeto en el exterior siente una fuerzacomo si todo el cascar�on estuviese concentrado en un punto situado en el centro geom�etricodel cascar�on. En la �gura hemos quitado una parte del cascar�on esf�erico para poder ver suinterior. Los teoremas de Newton s�olo son v�alidos cuando el cascar�on esta completo.La demostraci�on de estos dos teoremas se muestra en el ap�endice II.Estos dos teoremas nos permiten calcular la fuerza debida a cualquier objeto esf�erico, a�un cuando noeste hueco, su densidad var��e con el radio y el punto en el que nos interesa calcular la fuerza este dentrodel objeto esf�erico. Esto es debido a que cualquier objeto esf�erico puede dividirse en cascarones esf�ericos.De acuerdo al Teorema 1 de Newton, todos los cascarones externos al punto donde nos interesa calcular lafuerza no ejercen fuerza alguna. Por otro lado, todos los cascarones internos pueden sustituirse por un solopunto masa situadio en el centro y cuya masa es igual a la de todos los cascarones internos. Esto se ilustraen la �gura 2.El trabajo de newton representa un paso fundamental en la consolidaci�on de la ciencia moderna ycomplementa la transici�on iniciada por Galileo: Galileo mostr�o que la luna, lejos de ser un cuerpo celeste denaturaleza completamente ajena a la Tierra, tenia monta~nas y valles, y por tanto similar a nuestro planeta.Newton mostr�o que la misma ley de gravedad que describe el comportamiento de objetos en la Tierra,como una manzana que cae de un manzano, describe tambien el movimiento de los planetas. Asi pues, losobjetos que pueblan los cielos, lejos de ser objetos celestes de una naturaleza especial y sujetos a leyes decomportamiento ajenas a nuestra experiencia com�un, resultan ser objetos en cierto modo comunes y sujetosa las mismas leyes f��sicas de nuestra experiencia cotidiana. Este paso fundamental hace que por ves primera,sea posible tratar de entender el universo en el que vivimos por medio del m�etodo cient���co, sin necesidadde la especulaci�on o la mitologia.El trabajo de Newton di�o lugar a una descripci�on muy precisa del movimiento de los planetas en elSistema Solar y permiti�o incluso, el descubrimiento de planetas no vistos a�un, en base a las perturbacionesque provocan en el movimiento de planetas conocidos. Tal fu�e el caso del descubrimiento de Neptuno en elsiglo XIX, cuya posici�on fu�e predicha por Urbain Jean Le Verrier en Francia y por John Couch Adams enInglaterra.El entendimiento del Universo mas all�a del Sistema Solar preocup�o desde un principio a Newton. Laidea de un Universo estacionario era muy poderosa. Newton cre��a en un Universo as��, sin embargo, se di�ocuenta de que lograr un estado estacionario en un Universo dominado por una fuerza que es siempre atractivarequer��a de circunstancias especiales. Newton razon�o que un Universo de extensi�on in�nita, pero donde lamasa ocupa una porci�on �nita de �este, no pod��a ser estacionario. Aplicando los teoremas que hemos visto
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Figura 2. C�alculo de la fuerza que ejerce un objeto esf�erico sobre un punto interior a�el. Imaginamos el onjeto esf�erico dividido en cascarones esf�ericos. En la �gura se muestranalgunos cascarones externos, los cuales han sido cortados para poder ver el punto sobre el quenos interesa calcular la fuerza (disco negro). Por el Teorema 1 de Newton todos estos cascaronesno ejercen fuerza alguna. Los cascarones internos (aqui s�olo se muestra el mas externo) puedenser sustituidos por un punto de masa igual al de todos los cascarones interiores y situado en elcentro geom�etrico de �estos.es f�acil ver que toda porci�on �nita de masa atraer��a a todos sus componentes hacia su centro produciendoas�� un Universo en contracci�on.En una carta a Richard Bentley, Newton escribi�o (1692):\ ....; pero si la materia estuviese distribuida de manera uniforme por todoel espacio in�nito, no podr��a concentrarse en una masa. Parte de ellase concentrar��a en una masa y otra parte en una masa diferente; de manera talque tendriamos un in�nito de grandes masas, dispersas a gran distancia unasde otras por todo el espacio in�nito. De esta manera podria ser que el Soly las estrellas �jas se hayan formado, suponiendo que la materia fuese denaturaleza luc��fera".Isaac Newton,Diciembre 10 de 1692;Newton concluy�o que s�olo un Universo in�nito donde las estrellas y dem�as objetos materiales ocupantambi�en un volumen in�nito era el �unico Universo que permitir��a un estado estacionario: Al no haber uncentro de�nido, la materia se colapsar��a en direcci�on de m�ultiples centros mas no como un todo. Newtonasoci�o estos centros de atracci�on con las estrellas. Tambi�en aqui podemos observar la creencia todav��a com�unen esa �epoca, en el sentido de que el Sol y las estrellas estaban compuestas de una sustancia \luc��fera",diferente a la que compone los objetos en la Tierra.
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Figura 3.En retrospectiva, esta visi�on de Newton de un Universo dominado por la fuerza de gravedad y que semantiene est�atico, no es posible, a�un en el caso de una extensi�on sin frontera y limit�andonos a las leyes dela Mec�anica de Newton. Para ver como es esto posible, imaginemos que dividimos el Universo de Newtonen una serie de cascarones esf�ericos. Centremos nuestra atenci�on en dos regiones conc�entricas, una de radior1 y otra del doble de radio r2 = 2 � r1 (�gura 3). Dado que la segunda regi�on tiene el doble de tama~no,su volumen es ocho veces mayor (recordemos que el volumen de una esfera depende del cubo del radio), ydado que el Universo de Newton es homog�eneo, la segunda esfera tendr�a 8 veces mas masa (M2 = 8�M1).Usando los teoremas de Newton, vemos que puntos situados en el borde de estas regiones no son afectadospor la masa exterior a ellas, y solo importa la fuerza ejercida por la masa interior a estas regiones, pudiendoconsiderar esta fuerza igual a la que ejerce un punto de masa igual a toda la masa contenida en la regi�on ysituada en el centro de la misma. Como la fuerza de gravedad ejercida por un punto masa depende de lamagnitud de la masa y el inverso del cuadrado de la distancia al mismo (F1;2 / M1;2=r21;2) y tomando encuenta el hecho de que r2 es dos veces mayor que r1 mientras que M2 es ocho veces mayor que M1, llegamosa la conclusi�on que la fuerza, y por tanto la aceleraci�on que existe sobre un punto en la super�cie de lasegunda esfera, es dos veces mayor que la que existe sobre un punto en la super�cie de la primera esfera.Dado que la distancia que el punto sobre la super�cie de la segunda esfera tiene que recorrer para llegaral centro es tambi�en el doble de la distancia que debe recorrer el punto sobre la primera esfera, llegamos ala conclusi�on que ambos puntos llegar�an al centro com�un en el mismo tiempo. Repitiendo este argumentopara cualquier regi�on esf�erica es claro que el Universo entero de Newton se colapsar�a sobre s�� mismo todoal mismo tiempo en un tiempo �nito. Lo que es un poco di�cil de entender es que este colapso se puedeefectuar sin que exista un centro de colapso de�nido, siendo cada punto dentro del Universo de Newton unpunto de atracci�on.Asi pues, bajo las leyes de la mec�anica de Newton, un universo est�atico y eterno no es posible, con-trariamente a lo que Newton y todo mundo pensaba. El Universo de Newton es producto de las leyes de laMecanica Cl�asica; al terminar el siglo XIX e iniciar el siglo XX, este mundo cl�asico se encontraba asediadopor un n�umero cada vez mayor de fen�omenos que no pod��a explicar. El tiempo de hacer una revisi�on mayorde este mundo cl�asico hab��a llegado.



6 Luis A. AguilarIII. EL UNIVERSO DE EINSTEIN\Cuando has eliminado todo lo imposible,lo que queda, sin importar lo improbable que parezca,debe ser la verdad".Arthur Conan Doyle,\Las Aventuras de Sherlock Holmes" (1884).Las grandes revoluciones en la ciencia parten muchas veces de llevar a sus �ultimas consecuencias in-vestigaciones que parten de preguntas aparentemente triviales. Tal fu�e el caso de la revoluci�on iniciada porAlbert Einstein (1879{1955). En 1905 Einstein public�o un art��culo titulado \Sobre la Electrodin�amica deCuerpos en Movimiento" en el que introduce la llamadaTeor��a Especial de Relatividad. Diez a~nos mas tarde,publica en varios art��culos el trabajo en el que introduce la Teor��a General de Relatividad. En el primertrabajo la noci�on de un tiempo absoluto desaparece, en el segundo se interpreta la fuerza de gravedad comouna curvatura del espacio. Estos dos trabajos rompen con el mundo cl�asico de Newton y nos llevan a unsistema de ecuaciones con el que es posible describir la evoluci�on del Universo entero.III.1 El Mundo de la Relatividad Especial.\En realidad existen cuatro dimensiones,tres de las cuales llamamos Espacio, y la cuarta, Tiempo.Hay sin embargo, una tendencia a hacer una distinci�on no realistaentre la primeras tres dimensiones y la �ultima,porque sucede que nuestra conciencia se mueve inexorablemente en un sentidoa lo largo de esta �ultima, desde el principio hasta el �nal de nuestras vidas."H. G. Wells,La M�aquina del Tiempo.En el mundo de Newton, la fuerza de gravedad ejerce su inuencia de manera instant�anea, sin importarla distancia a la que se encuentren los objetos sobre los que se ejerce la misma. La acci�on a distancia de lagravedad, sin un agente f��sico aparente que transmita esta fuerza, preocup�o mucho a Newton. De hecho, alpublicar su trabajo, Newton es cuidadoso de decir:\Hasta ahora no he podido descubrir la causa de las propiedades de la gravedada partir de fen�omenos observados o experimentos, y no propongo hip�otesis alguna ..Para nosotros es su�ciente que la gravedad existe, y act�ua de acuerdo a las leyesque hemos mostrado, y que describe ampliamente los movimientos de todos los cuerposcelestes y de nuestro oc�eano."Libro III,Philosophi� Naturalis Principia Mathematica;Es claro que Newton pensaba que su trabajo nos da una descripci�on, mas no necesariamente unaexplicaci�on, sobre la manera de actuar de la fuerza de gravedad.Durante los siguientes dos siglos existi�o un gran debate entre los f��sicos sobre la manera en que podriaexplicarse esta aparente \acci�on a distancia". A principios del siglo XIX el f��sico ingl�es Michael Faraday



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 7introdujo el concepto de \l��neas de fuerza" para describir el efecto a distancia del campo magn�etico. Seg�unFaraday, el espacio a�un vac��o, esta lleno de l��neas de fuerza producidas por un im�an y que transmiten de alg�unmodo el efecto magn�etico del im�an. Este concepto fu�e pronto generalizado a la fuerza el�ectrica y descritocomo un \campo de fuerza". Para Faraday estas l��neas de fuerza eran reales y como ejemplo mostraba lo quesucede cuando acercamos un im�an a una super�cie en la que se ha esparcido limadura de hierro (�gura 4).Sin embargo, para la mayor parte de sus contempor�aneos, el concepto de campo de fuerzas era un merotruco que facilitaba el c�alculo de los efectos a distancia de las fuerzas el�ectrica y magn�etica.
Figura 4. Ilustraci�on de l��neas de fuerza por medio de la inuencia de imanes sobrelimadura de �erro.En 1864, el f��sico escoc�es James Clerk Maxwell (1831{1879) presenta un sistema de ecuaciones que llevasu nombre y que describen a los fen�omenos el�ectricos y magn�eticos como manifestaciones de una mismafuerza electromagn�etica. Un punto crucial de estas ecuaciones es que, en el vac��o, pueden escribirse comouna ecuaci�on de onda en el que la transmisi�on de las llamadas \ondas electromagn�eticas" ocurre a unavelocidad constante que coincide con la velocidad de la luz. Esto di�o lugar a una gran controversia al �naldel siglo XIX, >qu�e exactamente eran estas ondas electromagn�eticas?, >en qu�e medio se transmit��an? y m�asimportante para nostros aqu��, >por qu�e siempre se transmiten a una velocidad constante cuyo valor no parecedepender del movimiento de quien mide la propagaci�on de estas ondas?La respuesta a la primera pregunta aparece con el trabajo del f��sico alem�an Heinrich Hertz (1857{1894) qui�en fu�e el primero en generar y detectar lo que ahora llamamos ondas de radio. Pronto los f��sicosreconocieron que la luz visible son tambi�en ondas electromagn�eticas. Hoy en d��a sabemos que tanto los rayos producidos por sustancias radioactivas, como los rayos X empleados en la medicina, los rayos ultravioleta,responsables de quemaduras cuando nos exponemos mucho tiempo al sol, asi como la luz infrarroja y lasmicroondas, son todas tambi�en ondas electromagn�eticas.La cuesti�on del medio de propagaci�on de la ondas electromagn�eticas di�o lugar a la aparici�on de la teor��adel �eter. Se pensaba que el �eter era una substancia que permeaba todo el universo y cuya presencia no podiadetectarse de manera directa. Siendo el �eter el medio que oscilaba al pasar una onda electromagn�etica.Sin embargo todos los experimentos que fueron dise~nados para encontrar de alguna manera evidencia de suexistencia resultaron infructuosos.Uno de estos experimentos, el realizado por los f��sicos norteamericanos Albert Michelson (1852{1931)y E. Morley merece un poco de atenci�on. Michelson y Morley partieron del hecho aparentemente trivial, deque la velocidad de propagaci�on que medimos de algo (que puede ser una onda), depende de la velocidadrelativa entre nosotros y el medio en el que se propaga ese algo. En la �gura 5 vemos un ejemplo concreto:se tiene una ola que se propaga sobre la super�cie del mar a una cierta velocidad y dos barcos que se muevencon otra velocidad y en direcciones opuestas. Es claro que los marineros medir�an una velocidad diferentepara la misma ola dependiendo del barco en que esten. Es mas, si la velocidad del barco que se mueveen direcci�on de la ola es igual a la de �esta, los marineros en este barco ver�an a la ola estacionaria. En suexperimento, Michelson y Morley realizaron comparaciones muy precisas de la velocidad de transmisi�on de



8 Luis A. Aguilarla luz en direcciones distinas. En este experimento el mar ser��a el �eter, la ola ser��a un rayo de luz y el barcoser��a la Tierra que se mueve a trav�es del �eter en su movimiento por la Galaxia. Al comparar la velocidad dela luz en varias direcciones ellos esperaban medir una peque~na diferencia, tal como sucede con los marinerosen el ejemplo anterior. Por mas que intentaron, nunca pudieron encontrar diferencia alguna.Figura 5. La velocidad de una ola medida desde un barco, depende no s�olo de la velocidadde la ola con respecto al mar, sino de la velocidad del barco con respecto al mar. Desde elbarco de la izquierda se medir�a una velocidad mayor que desde el barco de la derecha, que semueve en el mismo sentido que la ola.La conclusi�on inescapable es que las ondas electromagn�eticas se propagan con una velocidad constante(c = 2:997294� 108m=s), <independientemente del movimiento del observador! (en el ejemplo de los barcoses como si marineros en ambos barcos midieran la misma velocidad de la ola). Esto en contradicci�on a loque nos dice nuestra experiencia cotidiana, pero de acuerdo con las ecuaciones de Maxwell, en las que lavelocidad de la luz aparece como una constante universal.Einstein reexion�o sobre el signi�cado de esta conclusi�on y pens�o que si la inuencia de la fuerzaelectromagn�etica no es instant�anea, tampoco lo deb��a ser el de cualquier otra fuerza, incluida la gravedad.Einstein introdujo tambi�en un principio que consideraba muy razonable: las leyes de la F��sica deb��an ser lasmismas para todos en el Universo. Este llamado Principio de Relatividad es la opci�on mas sencilla para unUniverso sujeto a leyes f��sicas: si estas leyes dependieran del observador, no ser��a posible describir al universoen base a un conjunto de leyes universales, sino que ser��a necesario construir una f��sica diferente para cadaobservador. Partiendo de este principio, Einstein lleg�o a la conclusi�on de que la �unica manera de cumplir elprincipio de relatividad es que la velocidad de propagaci�on de toda fuerza sea constante y tener el mismovalor para todos los observadores.
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o’o’Figura 6. En el cuadro de la izquierda se presenta la situaci�on descrita en el texto: unaexplosi�on ocurre en el punto A y es escuchada poco despu�es por tres personas. Las personasOy O' se encuentran en reposo mientras que O" se mueve junto con la explosi�on de izquierdaa derecha. En el cuadro intermedio se ilustra la situaci�on percibida por O": el sonido de laexplosi�on se expande de manera sim�etrica con respecto al punto A. El cuadro de la derecha esla descripci�on de los observadoresO y O': para ellos el sonido de la explosi�on se ha propagadode manera elipsoidal.Esta conclusi�on se ilustra en �gura 6. En el recuadro de la derecha se muestra la siguiente situaci�on:una explosi�on ocurre en el punto A y la llegada del sonido producido por la explosi�on es reportada por laspersonas O y O0 situadas a la misma distancia, pero en direcciones opuestas del punto de la explosi�on. Unatercera persona O", se mueve junto con la explosi�on, misma que ha ocurrido a partir de una fuente que se



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 9mueve de izquierda a derecha. Para la persona que se mueve junto con la explosi�on es claro que la ondasonora se propaga de manera sim�etrica con respecto al punto de la explosi�on, como aparece en el recuadromedio. Para O y O", la onda se propaga de manera asim�etrica ya que O percibe una onda sonora que sepropaga en su direcci�on a una velocidad inferior a la que registra O', ya que en el primer caso la velocidaddel punto O se le resta a la velocidad de propagaci�on del sonido mientras que en el segundo caso se suma.Aunque este ejemplo es claro y acorde a nuestra intuici�on f��sica, Einstein concluy�o que era contrarioal principio de relatividad tratandose de la propagaci�on de una fuerza. En este caso llegar��amos a la con-clusi�on de que la forma de propagaci�on de la fuerza (propagaci�on sim�etrica vs asim�etrica), depender��a delestado relativo de movimiento entre fuente y observador, haciendo que la ley de fuerza dependiese de estemovimiento.Einstein se di�o cuenta de que, o sacri�caba la simplicidad de una f��sica �unica y v�alida para todos losobservadores, o de que el sentido com�un no es aplicable al experimento de la �gura 6 cuando se trata dela propagaci�on de fuerzas, y que necesariamente la velocidad de propagaci�on deb��a ser constante para todoslos observadores, como demandan las ecuaciones de Maxwell y acorde con los resultados del experimentode Michelson y Morley. Una vez que Einstein renunci�o a la l�ogica del experimento descrito y se puso aconsiderar la manera en que ser��a posible lograr que todos los observadores midieran la misma velocidad dela luz lleg�o a unas conclusiones aparentemente descabelladas, pero que son la base de la Teor��a especial dela Relatividad, teor��a que ha sido corroborada por un gr�an n�umero de experimentos.Para entender algunas de las consecuencias de la universalidad de la velocidad de la luz, debemosrecordar que la manera de medir la velocidad de algo, es midiendo el tiempo en el que ese algo recorre unadistancia dada. La velocidad es simplemente el cociente de la distancia recorrida entre el tiempo empleado.En el mundo de Newton, el espacio constituye un marco de referencia absoluto que puede usar cualquierobservador para describir un movimiento dado. De similar manera, el tiempo uye de manera uniforme paratodos. Son estas nociones de un espacio y un tiempo absolutos los que nos llevan a las conclusiones de la�gura 6. El genio de Einstein radica en haberse dado cuenta de que la �unica manera en que pod��a hacer queobservadores distintos pudiesen medir el mismo valor para la velocidad de la luz, era si las dos propiedadesf��sicas necesarias para la determinaci�on de velocidades: el espacio y el tiempo, son relativas y dependen delobservador. Esto rompe completamente con el mundo Newtoniano y va en contra de nuestro sentido com�un:<las mediciones espaciales y la velocidad a la que uye el tiempo dependen del observador! Por absurdoque esto pueda parecer, debemos recordar que insistir en lo que nos dice el sentido com�un tr�ae consigo unaconsecuencia nefasta: Las leyes de la f��sica depender��an del observador. Ante esta elecci�on: invarianza de laf��sica vs invarianza de las mediciones espacio{temporales, Einstein no dud�o en elegir la primera opci�on. Unavez libre de las ataduras del sentido com�un, Einstein pudo derivar todas las consecuencias y desarrollar as��la Teor��a Especial de la Relatividad.Para �nalizar, mencionaremos otra consecuencia de la Teor��a Especial de la Relatividad que no de-sarrollaremos aqu��, pero que es de fundamental importancia para describir el Universo: En el mundo deEinstein, la masa y la energ��a, dos cantidades fundamentales y diferentes en el mundo de Newton, resultanser equivalentes, siendo la constante de conversi�on la velocidad de la luz al cuadrado. Esta es la famosaecuaci�on: E = mc2 de Einstein. El hecho radical que representa esta ecuaci�on es que la energ��a, al igual quela materia, estar�a sujeta a la acci�on de la gravedad.III.1 El Mundo de la Relatividad General.\Un peso dado se mueve una cierta distancia en un cierto tiempo;un peso que es mayor se mueve la misma distancia en un tiempo menor,siendo este tiempo inversamente proporcional al peso."Arist�oteles



10 Luis A. AguilarAlgo que omitimos se~nalar en nuestra discusi�on de la secci�on anterior, es que el principio de relatividades v�alido s�olo para una familia de observadores llamados marcos de referencia inerciales y que tienen lapropiedad de s�olo diferir entre s�� a trav�es de un movimiento rectil��neo uniforme. Asi pues, la Teor��a especialde la Relatividad no es aplicable en un marco de referencia acelerado, como por ejemplo el de un observadorque cae libremente bajo la acci�on de la gravedad. Durante la d�ecada posterior a la publicaci�on de la Teor��aEspecial de Relatividad, Einstein se dedic�o a extender su trabajo a marcos de referencia acelerados. Esto lollev�o a considerar la fuerza de Gravedad.Einstein parte de un hecho tan trivial que poca gente lo nota a�un hoy en d��a: todos los objetos c�aen ala misma velocidad cuando estan sujetos a la fuerza de gravedad. Arist�oteles cre��a que la velocidad de caidadepend��a de la masa del objeto: objetos mas pesados caer��an mas r�apido. Existe la historia de que Galileosubi�o a la torre inclinada de Pisa para dejar caer objetos de masa distinta y notar que, contrariamente a lacreencia aristot�elica, todos ca��an de igual manera. Aunque esta es una historia no comprobada, es claro queGalileo estaba familiarizado con este resultado.
Figura 7. Cuando el tr�a�couye por una carretera, la veloci-dad de los veh��culos depende en gen-eral de las caracteristicas del veh��culo. Figura 8. Cuando todos losveh��culos circulan a la misma ve-locidad, por ejemplo en un embotel-lamiento, lo mas probable es que lacausa est�e en la carretera y no enlos veh��culos.Investiguemos en detalle las consecuencias de este hecho aparentemente trivial por medio de una ana-log��a. En la �gura 7 se presenta una vista a�erea del tr�a�co que circula por una intersecci�on de autopistas.Bajo circunstancias normales, la velocidad de los veh��culos es funci�on del tipo de veh��culo: camiones pe-sados avanzar�an mas lentamente que los autos familiares y estos a su ves ir�an un poco mas lento que losautos deportivos. Contrastemos esta situaci�on con la que vemos en la �gura 8. En este caso tenemos unembotellamiento y todos los veh��culos avanzan a la misma velocidad, exasperadamente lento en este caso. Ladiferencia crucial con el primer caso, es que en el segundo caso, la causa que determina la velocidad del tr�a�cono est�a en los veh��culos individuales, sino en la calle misma (e.g. existe un bache, hay un accidente o hayuna cuadrilla de trabajadores). La conclusi�on anterior podr��a parecer trivial, sin embargo un razonamientosimilar llev�o a Einstein a la Teor��a General de Relatividad.Volviendo a la gravedad, si todos los objetos caen a la misma velocidad, independientemente de sutama~no, masa, color, textura, carga el�ectrica o material del que estan hechos, esto nos dice que la gravedaddebe ser mas bien una propiedad inherente del medio en que se mueven, el espacio en este caso. Asi pues,<la gravedad debe consistir en \algo" que modi�ca al espacio mismo!Einstein se di�o cuenta de que la gravedad afecta de igual manera, no solo la velocidad de objetos encaida libre, sino que tambi�en hace que estos recorran trayectorias id�enticas. Esto pudiese parecer absurdo,despu�es de todo una pelota que es arrojada a gr�an velocidad seguir�a una trayectoria mas recta en el aire que



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 11
Figura 9. Se arrojan dos pelotas a velocidades diferentes, de un extremo a otro de uncuarto. La trayectoria de �ambas es �lmada contra el fondo de una pared con repisas horizontalesque sirven de referencia espacial.una pelota arrojada con menor ��mpetu. Examinemos en detalle este ejemplo. En la �gura 9 se muestrandos pelotas que son arrojadas con velocidades distintas de un extremo a otro de un cuarto. En las paredesdel cuarto existen una serie de repisas horizontales que nos sirven de referencia y el vuelo de las pelotas es�lmado. En la �gura es aparente que la trayectoria de la pelota lenta es mas curvo que el de la pelota r�apida.>C�omo puede entonces Einstein a�rmar que �ambas trayectorias son id�enticas? En base al trabajo anterioren Relatividad Especial, Einstein sab��a que es necesario analizar los fen�omenos, no en t�erminos espacialesy temporales por separado, sino de manera conjunta en lo que llamamos ahora el \espacio{tiempo". Enla �gura 10 se muestra el resultado de la �lmaci�on del vuelo de ambas pelotas. Se presentan una seriede cuadros que representan la posici�on de las pelotas en el cuarto a un instante dado. Poniendo cuadrossucesivos, uno al lado del otro, podemos examinar la trayectoria en el espacio{tiempo. Cuando comparamosla secuencia seguida por la pelota r�apida (serie inferior), vemos que esta es id�entica al segmento central dela trayectoria seguida por la pelota lenta (secuencia superior). <Es s�olo la proyecci�on de las trayectorias enlas coordenadas espaciales las que aparecen diferentes a la vista!
Figura 10. An�alisis de la forma de las trayectorias seguidas por las pelotas del experimentode la �gura 9 en el espacio{tiempo. Para esto examinamos cuadros sucesivos de la �lmaci�onque nos indican, como funci�on del tiempo, la posici�on de las pelotas.El resultado anterior se resume en la �gura 11. Aqui se muestran las trayectorias espacio{temporalesde la pelota r�apida (l��nea gruesa verde) y la pelota lenta (l��nea gruesa roja), en el espacio tridimensionalformado por los ejes espaciales x (distancia a lo largo del piso), z (altura) y el eje temporal t. Aunquelas proyecciones de estas trayectorias en las coordenadas espaciales (trazos delgados) son muy diferentes, la



12 Luis A. Aguilartrayectoria espacio{temporal de la pelota r�apida es id�entica al segmento central de la trayectoria correspon-diente de la pelota lenta. Asi pues aunque nuestra percepci�on espacial nos hace ver trayectorias diferentes,el genio de Einstein lo hizo descubrir que la Naturaleza es mas sencilla cuando consideramos el tiempo juntocon el espacio.
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Figura 11. Trayectoria en el espacio{tiempo de las pelotas del experimento de la �gura 9.Aunque las proyecciones de las trayectorias de las pelotas en los ejes espaciales x y z son muydiferentes, cuando consideramos el eje temporal resultan id�enticas: La trayectoria de la pelotar�apida (trazo verde) es id�entica al segmento central de la trayectoria de la pelota lenta (trazocombinado rojo y verde).De lo anterior, Einstein concluy�o que la gravedad deb��a ser una propiedad del espacio{tiempo producidapor todas las masas y que afecta de manera id�entica las trayectorias de todos los objetos que pasan por lamisma regi�on. No tom�o mucho tiempo a Einstein deducir que esta propiedad es la curvatura del espacio{tiempo. Para ver como una curvatura afecta las trayectorias de objetos examinemos el caso de un avi�on quevuela de la Cd. de M�exico a Mosc�u. En la �gura 12 se muestra en la izquierda un mapa de la Tierra en el quese ha superpuesto una trayectoria que une ambas ciudades. Esta trayectoria resulta extra~na e inusitadamentelarga. >Porqu�e no simplemente unir ambas ciudades por medio de una l��nea recta? La respuesta es que alser la Tierra un objeto esf�erico, la proyecci�on plana que vemos en este mapa es enga~nosa. Cuando vemosa la Tierra directamente desde arriba del Polo Norte, vemos que la trayectoria indicada es el camino mascorto entre �ambas ciudades.El ejemplo anterior nos lleva a la pregunta: >Cu�al es el camino mas corto que une dos puntos arbitrariossobre una super�cie curva? Una trayectoria recta no es la respuesta, ya que la trayectoria debe seguir la
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Figura 12. La trayectoria de distancia mas corta que une a las ciudades de M�exico yMosc�u es mostrada con un trazo rojo en una proyecci�on plana de la Tierra (panel izquierdo), yen una vista de la Tierra desde un punto arriba del Polo Norte (panel derecho). N�otese comola curvatura de la trayectoria depende de la proyecci�on empleada.super�cie curva. En el caso de una esfera, la respuesta es el segmento de c��rculo que une a ambos puntos ycuyo centro coincide con el centro de la esfera. A estas trayectorias que minimizan distancias se les conocecomo geod�esicas.Einstein descubri�o que las trayectorias que siguen los objetos cuando se mueven sujetos a fuerzas gravi-tacionales son geod�esicas del espacio{tiempo. Si el espacio{tiempo estuviese vac��o, �este no tendr��a curvaturay las trayectorias ser��an rectas. La presencia de una masa curva el espacio{tiempo y las geod�esicas se apartande una trayectoria recta. Esto se muestra en la �gura 13, donde se hace una representaci�on del espacio{tiempocomo una super�cie, en principio plana, en la que la presencia de un objeto masivo crea una depresi�on. Latrayectoria de un objeto se ve desviada de la que hubiese seguido en l��nea recta si el espacio{tiempo hubiesepermanecido plano.
Figura 13. Ilustraci�on del efecto producido por un objeto masivo en las trayectorias deobjetos que se mueven en su vecindad, cuando interpretamos a la fuerza de gravedad como unacurvatura del espacio{tiempo. La trayectoria del objeto (l��nea roja) se desv��a de la trayectoriaque hubiese seguido en ausencia del objeto masivo (l��nea verde).En la secci�on anterior, mencionamos que una consecuencia de la Teor��a Especial de la Relatividad es que,al ser la energ��a equivalente a la masa, esta es afectada tambi�en por la gravedad. Las ondas electromagn�eticas,



14 Luis A. Aguilaral ser un desplazamiento de energ��a, son afectadas por la gravedad y siguen geod�esicas del espacio{tiempo aligual que los objetos masivos. S�olo que al ser su velocidad muy alta, la curvatura aparente de su proyecci�onespacial resulta ser muy peque~na y di�cil de medir (recordar el ejemplo de la �gura 11). Una predicci�onde la Teor��a General de Relatividad es que la luz deben ser desviada al pasar cerca de objetos masivos. Amayor masa del objeto, mayor ser�a el efecto. Una situaci�on ideal para detectar este efecto ocurre cuandoobservamos estrellas que se encuentran muy cerca del Sol en el cielo. Normalmente el brillo del Sol nosimpide ver estrellas en su vecindad. Sin embargo, durante un eclipse total de Sol, la Luna bloquea el brillodel Sol y nos permite examinar el cielo aleda~no. Una comparaci�on de las posiciones relativas de las estrellascercanas al Sol ocultado, con sus posiciones cuando el Sol no esta presente, nos permite medir desviaciones.Los astr�onomos ingleses Arthur Eddington y Andrew Crommelin realizaron estas observaciones durante uneclipse de Sol en 1918. Aunque pobres en su precisi�on, los resultados eran congruentes con la predicci�on deEinstein. Esto fu�e la primera prueba de validez de la Teor��a General de Relatividad. Observaciones masmodernas han con�rmado esta predicci�on con una gran precisi�on. A �nales de la d�ecada de los setentas sedescubri�o un nuevo fen�omeno en el cielo: el primer lente gravitacional. En este caso se observan dos im�agenesmuy cercanas entre s�� en el cielo del mismo objeto estelar. La presencia de un objeto masivo muy cerca dela l��nea de la visual entre el observador y el objeto, desv��a rayos de luz que pasan a ambos lados del objetomasivo y los desv��a de manera que convergen en el observador, produciendo as�� dos im�agenes en el cielo.



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 15IV. LA TEORIA DE LA GRAN EXPLOSION\Existe una teor��a que dice que si alguien alguna ves descubreque exactamente es el Universo y por qu�e existe,este desaparecer�a inmediatamente y ser�a reemplazado por algomucho mas extra~no e inexplicable.Hay otra teor��a que dice que esto ya ha ocurrido."Douglas Adams,El Restaurant al Fianl del Universo.IV.1 El Nacimiento de la Cosmolog��a ModernaToda descripci�on moderna del Universo y su evoluci�on parte de las llamadas ecuaciones de campo de laRelatividad General. En el contexto de esta teor��a, el espacio{tiempo es un entorno de cuatro dimensionescuya curvatura esta determinada por la masa y energ��a que contiene. Las ecuaciones de campo describenesta situaci�on: R�� � 12g��R +�g�� = 8�Gc4 T�� : (3)La curvatura del espacio{tiempo esta dada por el tensor de curvatura R�� . El llamado tensor m�etricog�� determina distancias e intervalos temporales. El tensor T�� describe el contenido de masa y energ��a. Laconstante de gravedad es G y la velocidad de la luz c. � es la constante universal que mencionaremos masadelante. Este es un sistema de ecuaciones obviamente complicado que no pretendemos estudiar aqui. Noslimitaremos a presentarlo y hacer notar que este sistema establece la relaci�on matem�atica entre la presenciade masa y energ��a por un lado, y la curvatura del espacio{tiempo por la otra.Inmediatamente despu�es de la publicaci�on de su trabajo sobre la Teor��a General de Relatividad, Einsteinaplic�o las ecuaciones de campo a la tarea de describir el Universo como un todo. En 1917 public�o unart��culo titulado \Consideraciones Cosmol�ogicas de la Teor��a General de Relatividad". Al realizar estetrabajo, Einstein descubri�o que las ecuaciones de campo, en su forma original, no admit��an como soluci�on unUniverso estacionario. Al igual que Newton, Einstein estaba convencido de que el Universo era estacionarioe inmutable en el tiempo. Ante esta situaci�on, Einstein modi�c�o las ecuaciones de campo introduciendoel llamado t�ermino cosmol�ogico, que describe una fuerza universal de repulsi�on que tiene la propiedad deaumentar en magnitud con la distancia. De esta manera, la descripci�on del Universo en el entorno vecino noes modi�cada, mientras que a grandes distancias, la repulsi�on cosmol�ogica se opone a la gravedad y permiteobtener un Universo estacionario. La magnitud de esta repulsi�on esta dada por la constante cosmol�ogica �que aparece en la ecuaci�on 1. Cabe hacer notar que, aunque motivado por un deseo ajeno a la motivaci�onoriginal de la Teor��a Genera lde Relatividad, el t�ermino cosmol�ogico es consistente con esta teor��a y representauna generalizaci�on natural.Ajustando cuidadosamente el valor de la constante cosmol�ogica, Einstein pudo obtener una soluci�on quedescribe un Universo est�atico, que adem�as resulta ser homog�eneo e isotr�opico. Lo primero nos dice que elUniverso aparece igual desde cualquier punto que lo observemos, lo segundo nos indica que el Universo apareceigual en cualquier direcci�on que lo miremos. Sin embargo, el Universo est�atico de Einstein tiene un serioproblema del que Einstein no se percat�o: es inestable. Imaginemos que perturbamos este Universo haci�endola distancia entre las Galaxias ligeramente mayor; al aumentar la separaci�on, la repulsi�on cosmol�ogica (querecordemos aumenta en magnitud con la distancia), dominar�a a la gravedad y har�a que las galaxias seseparen a�un mas produciendo asi un Universo en expansi�on. Si por el contrario, imaginamos que reducimosligeramente las distancias entre galaxias, la gravedad (que recordemos disminuye con la distancia), dominar�ay har�a que las galaxias se acerquen a�un mas, produciendo as�� un Universo en contracci�on. Asi pues, la �unicasoluci�on estacionaria de la ecuaciones de campo resulta ser inestable. La inestabilidad de este modelo fu�ediscutida por el astr�onomo ingl�es Arthur Eddington. Este resultado implica que debemos renunciar a lanoci�on de un Universo est�atico.



16 Luis A. AguilarEntre 1922 y 1924 aparecier�o en una revista cient���ca alemana el trabajo de Alexander Friedmann(1888{1925), un meter�ologo y matem�atico Ruso poco conocido. Friedmann renunci�o desde un principio ala idea de un Universo estacionario, sin embargo, retuvo las condiciones de homogeneidad e isotrop��a delUniverso. Con estas condiciones, Friedmann descubri�o que las ecuaciones de campo se reduc��an a un sistemamas simple, que en el caso en que no incluimos el t�ermino cosmol�ogico, s�olo admiten dos tipos de soluciones.La primera familia de soluciones describe un Universo inicialmente en expansi�on pero en el que la fuerzade gravedad eventualmente detiene dicha expansi�on para eventualmente producir un colapso y regresar aun estado singular de densidad in�nita. Este tipo de Universos tienen una curvatura positiva, an�aloga ala que presenta en dos dimensiones la super�cie de una esfera. En este caso el Universo es �nito mas notiene frontera; las geod�esicas en este Universo convergen. La segunda familia de Universos presentan unacurvatura negativa, an�aloga a la que presenta una silla de montar. En este caso el Universo se expande parasiempre, siendo in�nito y sin frontera; en este caso las geod�esicas convergen. Existe una tercera soluci�on queFriedmann no consider�o pero que es f�acil obtener como el caso intermedio entre las dos familias de solucionesanteriores. En este caso la fuerza de gravedad y la expansi�on se encuentran equilibradas, y aunque el Universose expande para siempre, lo hace a una velocidad que tiende a cero. En este caso la curvatura es cero, locual implica que el espacio{tiempo es plano. Las curvaturas y propiedades geod�esicas de las tres familias desoluciones son ilustradas en la �gura 14.
Figura 14. Las propiedades de una super�cie con curvatura nula (izquierda), positiva(centro) y negativa (derecha) son ilustradas y las propiedades de sus geod�esicas correspondientesmostradas con el camino seguido por dos insector sobre la super�cie.Independientemente de estos esfuerzos te�oricos para describir el Universo, en 1912, Vesto M. Slipher(1875{1969) hab��a descubierto y medido un desplazamiento en la posici�on de ciertas l��neas producidas porciertos elementos en el espectro de la luz visible de algunas galaxias. Los elementos qu��micos en estadogaseoso, emiten luz de ciertos colores o longitudes de onda muy espec���cos. En este sentido son comodiapasones que al ser perturbados emiten una sola nota musical. Las longitudes de onda, o posici�on en elespectro electromagn�etico, de estas l��neas espectrales depende de la estructura at�omica del elemento emisory pueden ser caluladas te�oricamente o medidas en un laboratorio. El desplazamiento medido por Slipher esdebido a un movimiento entre la fuente emisora de luz y el observador. Volviendo al caso de la �gura 6, elmovimiento de los observadores con respecto a la fuente que produjo la explosi�on hace que la longitud deonda del sonido se alargue para el observador O y disminuya para el observador O0. En el primer caso, elsonido tiene que alcanzar a un observador que se aleja de la fuente, aumentando asi la distancia recorriday por tanto la longitud de onda. En e lsegundo caso, el observador se acerca a la fuente, produci�endoseel efecto contrario. Este fen�omeno, llamado efecto Doppler, es el causante de un efecto bastante familiar:cuando escuchamos una fuente sonora, como una ambulancia o el motor de un auto de carreras, el sonidoes agudo cuando la fuente se acerca (longitud de onda menor) y cambia s�ubitamente a un sonido mas graveuna ves que la fuente se aleja (longitud de onda mayor). El mismo fen�omeno afecta a la luz, produciendo undesplazamiento hacia longitudes de onda mayores (regi�on roja del espectro visible) para fuentes que se alejan,y un dezplazamiento hacia longitudes de onda menores (regi�on azul del espectro) cuando la fuente se acerca.La velocidad entre la fuente y el observador puede ser calculada en base a la magnitud del desplazamientoespectral.



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 17En 1917, Slipher hab��a acumulado mediciones para 15 galaxias, todas las cuales, con excepci�on de dos,mostraban corrimientos al rojo en sus l��neas espectrales. Once a~nos mas tarde, Slipher ten��a datos para 40galaxias, los cuales mostraban una tendencia muy clara: las galaxias se alejaban de nosotros. El a~no de1929 es probablemente uno de los mas importantes en la historia de la cosmolog��a moderna. En ese a~no, elastr�onomo Norteamericano Edwin Hubble (1899{1953) public�o el diagrama que aparece en el recuadro dela izquierda de la �gura 15. Aqui aparecen las distancias y velocidades de un grupo de Galaxias. En todoslos casos, las galaxias se alejan de nosotros; muy signi�cativamente, la velocidad con que se alejan pareceaumentar linealmente con la distancia. Esta tendencia es con�rmada en el recuadro derecho de la misma�gura, que representa una versi�on mas moderna del mismo diagrama, donde aparecen galaxias a distanciasmil veces mayores.
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Distancia (parsecs) Distancia (Megaparsecs)Figura 15. La g�ra�ca de la izquierda es el diagrama original de Hubble en el que descubrela expansi�on del Universo. En este diagrama, la distancia a varias galaxias (medida en parsecs,ver ap�endice I), es gra�cada contra la velocidad a la que estas galaxias se alejan (medida enkm=s). Las dos rectas representan dos ajustes a los datos. La gr�a�ca de la derecha representauna versi�on mas moderna. N�otese que los datos modernos extienden los resultados a unadistancia mil veces mayor.La conclusi�on es clara: el Universo est�a en expansi�on siguiendo una ley de expansi�on lineal:v = Hr (4)la constante de proporcionalidad, que es una medida de la tasa de expansi�on presente del Universo, se leconoce como constante de Hubble (es importante resaltar que H es una constante espacial, mas no temporal,a medida que evoluciona el Universo, su valor cambia). El valor moderno de esta constante esta entre 15y 30 km=s por cada mill�on de a~nos{luz (en el sistema MKS esto corresponde a (1:5{3) � 10�18 s�1). Eldescubrimiento de la expansi�on del Universo termin�o por completo los intentos de Einstein y otras personaspor obtener soluciones est�aticas para el Universo. Se dice que al enterarse del descubrimiento de Hubble,Einstein dijo que la introducci�on de la constante cosmol�ogica constitu��a \el error mas grande de mi vida".El hecho de que la ley de expansi�on sea lineal es de gran importancia. La raz�on se ilustra en la�gura 16. Supongamos un observador O que observa puntos vecinos alejarse de acuerdo a una ley lineal(diagrama superior). Este observador pensar�a que su posici�on constituye el centro de expansi�on. Veamosahora la misma situaci�on desde el punto de vista del observador O0, vecino de O. Para pasar a su marcode referencia, debemos restar la velocidad de O0 a la situaci�on que observa O. Al hacer este ejercicio paracada echa en el diagrama, obtenemos lo que percibe O0 (diagrama inferior). La situaci�on es completamentean�aloga a la anterior, pudiendo O0 a�rmar que es su posici�on constituye el centro de una expansi�on lineal. Deesta manera, todos los observadores son equivalentes. S�olo una ley de expansi�on lineal tiene esta propiedad.Esto es mostrado en la �gura 17, donde se comparan una ley lineal y una ley cuadr�atica de expansi�on. La�gura muestra una g�ra�ca de distancia vs velocidad, an�aloga a la �gura de Hubble. Si ahora pasamos almarco de referencia de otro observador (segundo conjunto de ejes en la �gura), es claro que la situaci�on esid�entica cuando se trata de la ley lineal de expansi�on, mas no para el caso de la ley cuadr�atica.



18 Luis A. AguilarEl hecho de que el Universo se expanda de acuerdo a una ley lineal es muy importante, ya que garantizaun Universo homog�eneo, acorde a los modelos de Friedmann. Ante el descubrimiento de Hubble, los modelosde Friedmann pasaron a ocupar un papel central en la cosmolog��a moderna. Es lamentable el hecho de quela muerte prematura de Friedmann le haya impedido conocer el resultado de Hubble que trajo reivindicaci�ona su trabajo, mismo que hab��a generado una gran controversia al ser publicado. De hecho, al aparecerpublicado el trabajo de Hubble, las soluciones de Friedmann debieron ser redescubiertas. Este trabajo lorealiz�o George Lemâ�tre (1894{1966), un sacerdote Belga con un gran inter�es en la cosmolog��a. Cabe hacernotar que una propiedad nueva y radical de las soluciones de Friedmann, el hecho de que tienen un origentemporal, atrajo la atenci�on de autoridades religiosas que ve��an en este origen un principio creador.
O’

OFigura 16. Invarianza trasla-cional de una ley de expansi�on lin-eal. El observador O ve que todoslos objetos a su alrededor se ale-jan de �el, siendo la velocidad pro-porcional a la distancia (diagramasuperior). Para ver lo que observaO', vecino de O, es necesario restarla velocidad de O'. El resultado semuestra en el diagrama inferior. Esclaro que ambos observadores creeranque ellos son el centro de expansi�ony mediran la misma ley lineal de ex-pansi�on.
Distancia

Velocidad

Cuadratica

Lineal

Formas de ExpansionFigura 17. Comparaci�on deuna ley lineal (trazo rojo) y unaley cuadr�atica (trazo azul) de ex-pansi�on. Es claro que un segundoobservador, cuyo marco de medici�ones indicado por el segundo conjuntode ejes, medir�a la misma expansi�onen el primer caso, pero una expansi�ondiferente en el segundo caso.IV.2 Los Modelos de Friedmann y Lemâ�treAunque la obtenci�on de los modelos de Friedmann se hace a partir de las ecuaciones de campo deEinstein, es posible obtener muchas de sus propiedades a partir de un tratamiento puramente cl�asico. Estoes posible gracias al llamado Teorema de Birkho�. Este resultado de la Teor��a General de Relatividadobtenido por G. Birkho� en 1923, es equivalente a los dos teoremas de Newton que vimos en la secci�on IIy ap�endice II. Recordemos que el primer teorema de Newton nos dice que podemos despreciar la fuerza degravedad ejercida por toda distribuci�on esf�erica de masa exterior al punto de inter�es; el segundo teorema nosdice que la fuerza de gravedad ejercida por una distribuci�on esf�erica de masa interior al punto de inter�es esequivalente a la producida por un punto de igual masa situado en el centro de dicha distribuci�on (�gura 2).Este resultado pudiese parecer que introduce un punto privilegiado en nuestra descripci�on del Universo (elcentro de la distribuci�on esf�erica), sin embargo recordemos que en los modelos de Friedmann, cualquierpunto es equivalente a otro. El hecho de que un resultado equivalente a los dos teoremas de Newton existaen Relatividad General es bastante sorprendente, debido a la diferencia enorme entre ambas teor��as. Paranosotros resulta afortunado, pues podemos realizar la siguiente derivaci�on.



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 19
F

r

m

Nosotros

����
����
����

����
����
����

Figura 18. Teorema de Birkho�. El movimiento con respecto a nosotros de un objetode masa m y situado a una distancia r, solo depende de la masa del Universo contenida enuna esfera de redio r centrada en nosotros (azul p�alido). Todo el resto del Universo (amarillo)puede ser ignorado.Consideremos un objeto de masa m situado a una distancia r de nostros en un Universo de densidadconstante � (�gura 18). El teorema de Birkho� nos dice que s�olo es necesario considerar la masa interior auna esfera de radio r centrada en nosotros para obtener el movimiento de m visto por nosotros. La fuerzaF ejercida sobre m esta dada por (ecuaci�on 1), F = GMmr2 ; (5)donde la masa M contenida en la esfera de radio r esta dada porM = (V olumen de la esfera) � (densidad) = 43�r3�: (6)Las energ��as cin�etica y potencial de m estan dadas porEcin = 12mv2; Epot = �GMmr : (7)La energ��a total es entonces Etot = 12mv2 � GMmr= 12m(Hr)2 � GMr �43�r3��:= 12mr2 �H2 � 8�3 G�� (8)donde hemos usado la ley de expansi�on Universal (ecuaci�on 4) en el t�ermino de la energ��a cin�etica, y laecuaci�on 6 en el t�ermino de la energ��a potencial.Si la energ��a total es mayor que cero, la part��culam se alejar�a para siempre de nosotros, esto correspondeal modelo de curvatura negativa de Friedmann; por el contrario, si esta energ��a es negativa,m caer�a �nalmente



20 Luis A. Aguilarsobre nosotros, esto corresponde al modelo de curvatura positiva. Veamos cual es el valor cr��tico �c quecorresponde al caso intermedio. Haciendo Etot = 0 en la ecuaci�on anterior obtenemos:�c = 3H28�G ; (9)usando los valores de G y H reportados en el ap�endice I y secci�on IV.1, respectivamente, obtenemos �c = (4{16)� 10�27 kg=m3. Esto es equivalente a la masa de entre 2.5 y 10 �atomos de hidr�ogeno por metro c�ubico.Esta es una densidad muy inferior al vac��o mas grande alcanzado en laboratorios terrestres, o la densidadmedia del gas existente en el espacio entre las estrellas de nuestra Galaxia. Recordemos sin embargo, que �representa la densidad media del Universo, raz�on por la que es necesario promediar sobre los vastos espaciosque hay entre galaxias.El siguiente paso es obtener una ecuaci�on que describa el movimiento de la masa m. Para esto esnecesario conocer el concepto de derivada y saber obtener la derivada de polinomios. Para bene�cio dellector que no est�e familiarizado con estas nociones de C�alculo Diferencial, en el ap�endica III se presentan demanera simpli�cada estas nociones.Partimos del hecho de que una ley universal de expansi�on lineal e isotr�opica no cambia las posicionesrelativa de puntos en el espacio, s�olo introduce un cambio de escala. Dicho de otra manera, si existen tresgalaxias que forman un tri�angulo equil�atero con cierta orientaci�on, la expansi�on del Universo preservar�ala forma de tri�angulo equilatero y su orientaci�on, variando �unicamente la separaci�on entre galaxias por unfactor constante. Esto hace conveniente introducir un sistema de coordenadas llamado coordenadas en co{movimiento que especi�can las posiciones de los objetos en el Universo a un tiempo dado que tomamoscomo referencia, y dar las coordenadas a cualquier otro tiempo como las coordenadas en co{movimientomultiplicadas por un llamado factor de escala del Universo, igual a la raz�on entre la distancia de dos puntoscualesquiera al tiempo de inter�es, y la distancia correspondiente al tiempo de referencia. Esto puede escribirseentonces como: r(t) = R(t) s; (10)donde r(t) es una distancia particular que mide la separaci�on entre dos puntos al tiempo t, s es la coordenadaen co{movimiento, igual al valor de r al tiempo adoptado como referencia, y R(t) es el factor de escala delUniverso, que nos da el cociente de r y s. La ventaja de esta representaci�on, que pudiese parecer circular,es que nos permite expresar distancias f��sicas como el producto de dos factores, uno que var��a en el tiempoy depende de la din�amica del Universo, y otro constante que s�olo depende de la disposici�on relativa entrepuntos.Tomando la derivada temporal de la ecuaci�on anterior obtenemos la velocidad de m con respecto anosotros (derivadas temporales ser�an indicadas por medio de un punto en la parte superior, a la manera deNewton): _r(t) = _R(t) s = " _R(t)R(t)# [R(t)s] = " _R(t)R(t)# r(t); (11)donde en el segundo paso hemos multiplicado y dividido entre R(t) (R es una cantidad positiva), y en el�ultimo paso hemos usado la ecuaci�on 8.La ecuaci�on obtenida, nos dice que la velocidad a la que se aleja de nostros el punto m es proporcionala la distancia r que nos separa, siendo el coe�ciente de proporcionalidad dependiente s�olo del tiempo.Comparando con la relaci�on emp��rica obtenida por Hubble (ecuaci�on 4), descubrimos queH(t) � " _R(t)R(t)# ; (12)lo que con�rma que la constante de Hubble es una constante espacial, mas no temporal.Incorporando la descripci�on en t�erminos de la coordenada en co{movimiento (ecuaci�on 10) en la ex-presi�on obtenida para la energ��a total de m (ecuaci�on 8), obtenemosEtot = 12ms2R2(t) �H2(t) � 8�3 G�(t)� : (13)



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 21De�nimos ahora la siguiente cantidad: k � � 2Etotmc2s2 ; (14)lo primero que notamos es que, dado que la energ��a total del sistema se conserva y tanto c como s sonconstantes, k es independiente del tiempo. Empleando ahora la forma de Etot dada por la ecuaci�on 13,podemos escribir k como: k = R2(t)c2 �8�3 G�(t) �H2(t)� ; (15)escrito de esta forma, vemos que k no var��a con la posici�on, dado que todas las cantidades del lado derechoson constantes o funciones del tiempo unicamente. Asi pues, k es una constante tanto espacial como temporaly la combinaci�on de funciones que aparecen en la ecuaci�on anterior debe cancelar su variaci�on temporal.Volviendo a la de�nici�on de k (ecuaci�on 14), vemos que el caso del Universo que se colapsa �nalmente(Etot < 0), corresponde a k positiva; por el contrario, el Universo en expansi�on eterna (Etot > 0), correspondea k negativa. Dado que la coordenada en co{movimiento s que aparece en la de�nici�on de k depende denuestra elecci�on del tiempo de referencia, podemos escoger este de tal manera que s2 = 2Etot=mc2, haciendoque k sea igual a 1 o -1. El caso intermedio del Universo de curvatura nula (Etot = 0) corresponde a k = 0.Asi pues k es una constante absoluta que indica la curvatura del modelo y se le conoce como consatne decurvatura: k = (+1; Universo de curvatura positiva que se expande y luego cont�rae;0; Caso intermedio de curvatura nula;�1; Universo de curvatura negativa de expansi�on eterna. (17)Al primer caso se le conoce comoUniverso cerrado, ya que es de extensi�on �nita y acotado temporalmente(tiene un inicio y un �n). El segundo caso es el Universo plano que corresponde a un espacio no curvo oEuclidiano (el de nuestra intuici�on). El tercer caso es el Universo abierto, in�nito en extensi�on y sin cotasuperior en el tiempo (tiene un origen, mas no un �nal).El paso �nal para obtener la ecuaci�on que describe la evoluci�on temporal del Universo (a trav�es delcambio en el tiempo del factor de escala) consiste en eliminar H(t) de la ecuaci�on 15, usando su de�nici�on(ecuaci�on 12) y despejando _R(t): " _R(t)R(t)#2 = 8�3 G�(t)� kc2R2(t) (18)Esta ecuaci�on es la primera ecuaci�on que describe las soluciones de Friedmann. Sin embargo, es necesariouna ecuaci�on adicional, ya que desconocemos la relaci�on entre �(t) y R(t) por lo que tenemos una ecuaci�oncon dos inc�ognitas.Obtendremos primero una relaci�on entre � y R para el caso de la �gura 18 (e.g. una expansi�on libre enun Universo cl�asico. Partiendo de la ecuaci�on 6 que de�ne la densidad,� = 3M4�r3 = 3M4�s3R3 (19)donde hemos usado la de�nici�on de coordenada en co{movimiento (ecuaci�on 10). Tomando la derivadatemporal logar��tmica (ap�endice III) de esta relaci�on y recordando que tanto M como s son constantes,obtenemos: _� = �3 _RR! �; (20)esta ecuaci�on es la relaci�on adicional que necesitamos.



22 Luis A. AguilarLa segunda ecuaci�on de Friedmann es la ecuaci�on que describe la aceleraci�on del Universo, o segundaderivada temporal del factor de escala del Universo. Para obtenerla partimos de la primera ecuaci�on deFriedmann. Despejando _R en la ecuaci�on 18, obtenemos:_R2 = 8�3 G�R2 � kc2; (21)derivando ahora con respecto al tiempo, obtenemos_R �R = 8�3 G� _RR+ 4�3 G _�R2; (22)despejando ahora �R y manipulando un poco la expresi�on resultante:�R = 8�3 G�R+ 4�3 GR2_R "�3 _RR! �#= 8�3 G�R+ 4�3 GR(�3�)= 4�3 G�R(2� 3) = �4�3 G�R: (23)Asi pues, la ecuaci�on que describe la aceleraci�on de un Universo cl�asico y en expansi�on libre es:�R = �4�3 G�(t)R(t) (24)N�otese que la aceleraci�on resulta ser proporcional a la densidad en sentido negativo. Esto esta de acuerdoa nuestra intuici�on, donde la aceleraci�on es siempre negativa (desaceleraci�on) y depende de la masa presente.Consideremos ahora el caso de un Universo que se expande en presencia de una presi�on p, y en el quetomamos en cuenta el efecto de la gravedad sobre la masa y la energ��a. Si bien el primer efecto no es v�alidoen el Universo actual, donde las Galaxias se expanden libremente, cuando el Universo era mucho mas j�ovenexist��a una densidad enorme de radiaci�on electromagn�etica, cuyo efecto dominaba la din�amica del Universoy ejerc��a presi�on. El segundo efecto, la acci�on de la gravedad sobre materia y energ��a, es una consecuenciade la Teor��a Especial de Relatividad.El efecto de la presi�on es que la expansi�on del Universo se efect�ua ahora en contra de la presi�on, locual requiere de un trabajo que ser�a a costa del contenido energ�etico de la regi�on esf�erica que estudiamos.Examinemos la situaci�on que se presenta en la �gura 19. Se tiene una fuerza F que mueve un pist�on unadistancia �l en contra de la presi�on p del material dentro de una c�amara. El trabajo �W efectuado es igualal producto de la fuerza por el desplazamiento:�W = �F�l; (25)donde el signo negativo es porque se trata de trabajo que tenemos que efectuar, lo cual nos resta energ��a.Dado que la presi�on es igual a la fuerza ejercida dividida entre el �area de contacto: P = F=A, podemosescribir la ecuaci�on 25 en funci�on de p como:�W = �(pA)�l = �p (A�l) = �p�V ; (26)donde �V es el cambio en el volumen.



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 23
F

∆

p

∆ l

V

��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������

��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������
��������������

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��

��
��
��
��
��
��
��
��
��
��
��Figura 19. Fuerza que ejercetrabajo al mover un pist�on en con-tra de una presi�on. ��������
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u =    /c

xE = u   Vol

R +   R∆
RFigura 20. Universo en expan-si�on contra una presi�on.Pasemos ahora al caso de una regi�on esf�erica del Universo de radio R, que se expande en contra de unapresi�on p (�gura 20). Al igual que toda longitud puede expresarse como el producto de una coordenada enco{movimiento por el factor de escala del Universo (ecuaci�on 10), el volumen en unidades f��sicas a un tiempot de la regi�on de inter�es Vfis, puede escribirse como el producto de R3 por un volumen en co{movimiento dereferencia Vs: Vfis(t) = R3(t)Vs: (27)El cambio temporal del vol�umen f��sico se obtiende derivando en el tiempo la ecuaci�on anterior:_Vfis = 3R2 _RVs = 3 _RR! (R3Vs) = 3 _RR! Vfis; (28)en donde hemos usado la ecuaci�on 27 en el �ultimo paso.Examinemos ahora la energ��a total contenida en la regi�on de inter�es E. En el caso de expansi�on libreesta es constante, sin embargo en el caso presente, esta energ��a cambiar�a en el tiempo debido al trabajo quela expansi�on tiene que efectuar en contra de la presi�on. La energ��a total es igual al producto de la densidadde energ��a u y el volumen de la regi�on: E(t) = u(t)Vfis(t); (29)donde u esta relacionada con la densidad � por medio de la relaci�on u = �=c2 (recordemos que E = mc2 y� = m=Vfis). Derivando con respecto al tiempo obtenemos:_E = _uVfis + u _Vfis = _uVfis + 3u _RR!Vfis; (30)donde hemos usado la ecuaci�on 28 en el �ultimo paso. El primer t�ermino representa una variaci�on en lad�ensidad de energ��a y el segundo representa la diluci�on de la energ��a al aumentar el volumen. En el caso deexpansi�on libre, el primer t�ermino se anula ( _u = 0), y es solo el segundo t�ermino el que cuenta. En este casoobtenemos una expresi�on equivalente a la que obtuvimos para el Universo en expansi�on libre (ecuaci�on 20).Calculemos ahora _E en funci�on del trabajo que es necesario efectuar en contra de la presi�on. Dado queel cambio en E es igual al trabajo efectuado (de alg�un lugar tuvo que salir la energ��a empleada al realizarsela expansi�on), podemos usar la ecuaci�on 26 que ya habiamos obtenido para escribir:_E = �p(t) _Vfis(t) = �3 _RR! pVfis; (31)donde en el �ultimo paso hemos usado de nuevo la ecuaci�on 28.



24 Luis A. AguilarComo las ecuaciones 30 y 31 se re�eren a la misma cantidad, podemos igualarlas entre si y obtener:_uVfis + 3u _RR!Vfis = �3 _RR! pVfis; (32)eliminando el t�ermino com�un Vfis obtenemos �nalmente una expresi�on para la variaci�on temporal de ladensidad de energ��a en la regi�on de inter�es:_u = �3 _RR! (u+ p); (33)variaci�on que toma en cuenta la diluci�on goem�etrica debida al incremento en volumen y el trabajo necesariopara realizar la expansi�on en contra de la presi�on.Podemos ahora escribir la ecuaci�on de aceleraci�on del Universo de manera similar al caso del Universocl�asico y sin presi�on. Partimos de la ecuaci�on 22 que habiamos obtenido en ese caso, pero sustituimos � y _�por: � = u=c2;=) _� = _u=c2 = � 3c2  _RR! (u + p); (34)de esta manera obtenemos la versi�on an�aloga a la ecuaci�on 23:�R = 8�3 GR� uc2�+ 4�3 GR2_R "� 3c2  _RR! (u + p)#= 8�3 GR� uc2�� 4�3 GRc2 (3u+ 3p)= 4�3 GRc2 [2u� 3(u+ p)] = �4�G3c2 (u+ 3p)R(t): (35)Obtenemos asi la segunda ecuaci�on de Friedmann:�R(t) = �4�G3c2 (u+ 3p)R(t): (36)En el caso cl�asico (ecuaci�on 24) obtuvimos que la aceleraci�on es proporcional a la densidad en sentidonegativo, dado que � = u=c2, vemos que el primer t�ermino de esta ecuaci�on corresponde a este caso; sinembargo, vemos que la presencia de una presi�on afecta la evoluci�on del Universo y <su efecto resulta estarampli�cado por un factor de 3! Esto tendr�a consecuencias muy importantes como veremos mas adelante.Para terminar esta secci�on, obtendremos la forma de las soluciones de Friedmann para el caso de unUniverso sin presi�on, como es el Universo actual. Haciendo p = 0 en la ecuaci�on 36,�R(t) = �4�G3c2 uR(t); (37)multiplicando esta ecuaci�on por �2 y dividiendo entre R,�2 �RR! = 8�Gu3c2 : (38)Sustituyendo � = u=c2 en la primera ecuaci�on de Friedmann (ecuaci�on 18), obtenemos," _R(t)R(t)#2 = 8�Gu3c2 � kc2R2(t) ; (39)



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 25sustituyendo ahora la ecuaci�on 38 en esta ecuaci�on, podemos eliminar u y obtener una ecuaci�on en la quesolo aparece R(t) como inc�ognita: " _R(t)R(t)#2 = �2 �RR!� kc2R2 : (40)El �ultimo paso es multiplicar por R y pasar todo del lado izquierdo de la ecuaci�on:2R �R+ _R2 + kc2 (41)
t

R

k=+1
k=0
k=-1

Universos de Friedmann

Figura 21. Universos de Friedmann. Se muestra el factor escala del Universo como funci�ondel tiempo, para un Universo abierto (l��nea roja), un Universo plano (l��nea verde) y un Universocerrado (l��nea azul).Esta es una llamadaecuaci�on diferencial ordinaria de segundo �orden que es posible resolver anal��ticamente.En el presente curso resolveremos esta ecuaci�on para las 3 soluciones de Friedmann (k = �1; 0;+1) usandom�etodos num�ericos. Las tres soluciones obtenidas de esta manera se muestran en la �gura 21.



26 Luis A. AguilarV. EL MODELO ESTANDARD DE PARTICULAS FUNDAMENTALESSinodal: >Qu�e es la electricidad?Estudiante: <Oh Profesor!, estoy seguro de que aprend�� que era.Estoy seguro que sab��a que era, pero lo olvid�e.Sinodal: <Qu�e desafortunado!. S�olo dos personas han sabido jamaslo que es la electricidad, el Autor de la Naturaleza y usted,y ahora uno de ellos lo ha olvidado.Examen de F��sica,Universidad de Oxford (1890)Un principio que ha guiado a la ciencia moderna es la creencia de que la gran diversidad que presenta elUniverso, puede ser explicada en base a unos cuantos bloques fundamentales y fuerzas de interacci�on entreellos. Los esfuerzos uni�cadores han tenido un gran �exito y en la actualidad han culminado en una s��ntesisde la f��sica en base a un modelo que describe toda la materia y fuerzas conocidas, excepto la gravedad. Aeste modelo se le conoce como el Modelo Est�andard de Part��culas e Interacciones Fundamentales. La fuerzade gravedad es descrita por la Teor��a General de Relatividad, que describimos en la secci�on III.1.Aunque pudiese parecer que la tarea de los f��sicos esta terminada, hay graves problemas con la situaci�onactual: por un lado, aunque el Modelo Est�andard y la Relatividad General han sido veri�cados inumerablesveces, estas dos teor��as son incompatibles entre s�� a un nivel muy b�asico. Resulta muy poco satisfactoriopensar que despu�es de un largo y exitoso camino de s��ntesis descriptiva, el Universo este construido de talmanera que s�olo puede ser descrito por dos modelos incompatibles entre si. Einstein dedic�o la mayor partede su vida adulta intentando reconciliar estas dos descripciones sin �exito. Otro grave problema es el hecho deque existen en nuestra descripci�on actual, un gran n�umero de par�ametros, como las masas y cargas el�ectricasde varias part��culas fundamentales y las magnitudes de varias fuerzas, cuyos valores deben ser obtenidosa partir de mediciones de laboratorio, ya que nuestros modelos no ofrecen explicaci�on alguna para estosvalores. Uno podr��a cambiar los valores de estos par�ametros sin violar la validez del modelo actual, masclaramente la descripci�on que se obtendr��a no corresponde al Universo que conocemos.Este objetivo de uni�caci�on m�axima de la f��sica moderna se basa en la creencia de que el Universo esan�alogo a un rompecabezas: un rompecabezas s�olo puede ser armado de una manera, ya que existen enla forma de sus piezas y en las �guras que aparecen en su superifcie, elementos que hacen que s�olo existauna con�guraci�on en la que el rompecabezas armado tenga sentido. Es el hecho de que esta con�guraci�onsea �unica, y de que toda la informaci�on necesaria para llegar a ella est�e contenida en el rompecabezasmismo, lo que buscan los f��sicos en un modelo uni�cado del Universo. Claramente el Modelo Est�andardno es esta descripci�on uni�cada. A�un as��, el Modelo Est�andard no debe ser menospreciado, pues su poderpredictivo es enorme. Ademas, a partir de 1980, f��sicos enfrascados en la construcci�on de extensiones delModelo Est�andard descubrieron que su trabajo ten��a implicaciones important��simas en la Cosmolog��a. Asipues, a partir de estas fechas, ha orecido una colaboraci�on muy estrecha entre f��sicos dedicados a estudiarel Universo en escalas cada vez mas peque~nas, con cosm�ologos, interesados en estudiar el Universo en susescalas mas grandes. Es por esto que presentamos en esta secci�on una descripci�on, necesariamente breve,del Modelo Est�andard, ya que existen varios conceptos y fen�omenos que emplearemos en la extensi�on delmodelo de la Gr�an Explosi�on que presentaremos en la siguiente secci�on.En el caso de la descripci�on de la materia, la idea de que todas las propiedades de las sustancias puedenser explicadas en base a la combinaci�on de unos cuantos elementos qu��micos tiene una larga historia. Ya en1661 el cient���co Ingl�es Robert Boyle hab��a escrito:\ Por elementos, quiero decir ciertos cuerpos primitivos,simples y perfectamente puros;



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 27que al no estar hechos de ning�un otro cuerpo, o unos de otros,son los ingredientes en base a los que todos los demas cuerpos estan formados."Robert Boyle,Sceptical Chymist (1661)Sin embargo, Boyle solo pod��a especular, pues no hab'�a en su �epoca evidencia cient���ca alguna queapoyase su especulaci�on. Entre 1797 y 1807, el qu��mico Franc�es J. Proust descubri�o que en un gran n�umerode substancias compuestas, las substancias que las componen, se mezclan solo en proporciones espec���cas.El qu��mico Ingl�es John Dalton (1766{1844) utiliz�o este resultado para revivir una vieja especulaci�on del�l�osofo Griego Democritus y proponer que existen substancias qu��icas elementales constituidas por unidadesindivisibles de materia y que se combinan en proporciones de�nidas para formar todas las dem�as substancias.Con el trabajo de Dalton aparece la primera distinci�on entre compuesto y elemento qu��mico. El qu��micoRuso Dimitri Mendel�eev (1834{1907) y el qu��mico Alem�an Lothar Meyer (1830{1895), dieron un paso funda-mental en 1869, cuando de manera independiente propusieron un esquema seg�un el cual todas los elementosqu��micos conocidos pod��an escribirse en una tabla en la que sus propiedades qu��micas pod��an deducirse de susposiciones en dicha tabla ahora conocida como la tabla peri�odica de elementos. El poder de esta descripci�onfu�e constatado al descubrirse nuevos elementos que ocupaban espacios vac��os en la tabla y cuyas propiedadesse confromaban a lo esperado en dicha descripci�on. Con el tiempo la tabla peri�odica creci�o hasta llegarse aconocer los 92 elementos qu��micos que ocurren de manera natural en la Tierra. Con esta primera s��ntesisera posible explicar todas las substancias conocidas como combinaciones de estos 92 elementos.A �nales del siglo XIX y principios del XX se suceden una serie de descubrimientos experimentales degran importancia para la descripci�on de la materia. En 1899, J. Thompson (1856{1940) descubre el electr�on,primera part��cula fundamental en ser encontrada. Hacia mediados del siglo XX, el modelo aceptado postulaque toda la materia se compone de mol�eculas, formadas de �atomos, los cuales a su ves estan formados deelectrones, protones y neutrones, la part��culas fundamentales de la �epoca.



28 Luis A. AguilarVI. EL UNIVERSO INFLACIONARIO\La Cosmolog��a esta a menudo errada, mas nunca en duda"Lev Landau



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 29VII. EPILOGOLos miembros de la Sociedad Filos�o�ca del Peque~no Charco se encontraban enfrascadosen un debate sobre la posibilidad de vida fuera del Peque~no Charco. El principalproponente de la tesis de que el ambiente local constituye el medio �optimo parala vida, un peque~no paramecio llamado Philo, hablaba. Esto lo hac��a agitando tresde sus inumerables cilios, produciendo asi ondas sonoras que se propagaban por el aguadel Peque~no Charco.\Es obvio que la vida es imposible fuera de los con�nes del Peque~no Charco,"arg�u��a. \El ambiente que habitamos esta optimamente dise~nado para la vida.El agua permanece aproximadamente a la misma temperatura todo el tiempo, mientrasque como bien sabemos, un peque~no cambio es mortal para nosotros. El balance queexiste entre acidez y alcalinidad es justo el necesario para los seres vivos, graciasa las peque~nas cantidades de fosfatos y nitratos disueltos en el agua. El lodo quehay en el fondo del Peque~no Charco contiene la cantidad justa de sulfatos paraproveernos de tan esencial elemento para nuestro metabolismo. De tiempo en tiempo seintroducen en el Peque~no Charco peque~nas cantidades de agua que contienen compuestosde carbono disueltas en ella y que usamos en la construcci�on de nuestro cuerpos. Porsi esto fuera poco, las formas inferiores de vida que existen en nuestro Charco, y queforman la base de nuestra alimentaci�on, dependen de las mismas condiciones. >C�omopodr��an existir las ben�e�cas bacterias productoras de metano sin el lodo que lasprotege del ox��geno externo y las provee de los materiales necesarios para sumetabolismo? >D�onde irian las algas que viven en la super�cie del Peque~no Charcosi este fuera mucho mas grande, de manera que su super�cie estuviese mucho mas alejadadel fondo lodoso? Existen ciertamente muchos otros ambientes en el Universo, pero esimposible imaginar alguna forma de vida que se pudiese adaptar a las diferencias queexisten entre esos ambientes y el Peque~no Charco."\Nosotros los paramecios estamos tan bien adaptados al Peque~no Charco," continuaba,\que en cualquier otro ambiente que no tuviera todas las cualidades anteriores enexactamente las proporciones adecuadas, la vida de los paramecios no seria posible.Dado que somos una parte esencial en la ecolog��a del Peque~no Charco, si nosotrosno pudiesemos sobrevivir, tampoco podria la bi�osfera completa del Peque~no Charco."\La conclusi�on es inescapable," a�rm�o. \La vida s�olo es posible en elPeque~no Charco, o en otros charcos id�enticos. El resto del Universo debe estarinhabitado."Otro paramecio se levant�o para apoyar a Philo y extender sus argumentos: \Dado quela conclusi�on es ineludible," dijo el otro, \debe ser que el Universo entero estadise~nado para asegurar la existencia de nuestro hogar. Si no existiera una peque~nadepresi�on en la roca que nos rodea, el Peque~no Charco no se habr��a formado,y nosotros no estar��amos aqui para apreciarlo. Si el agua se congelase a unatemperatura s�olo ligeramente mayor, el Peque~no Charco se congelar��a en susuper�cie y la lluvia de nutrientes que lo alimenta no llegar��a a nosotros.Usando una nueva idea que he dado en llamar el Principio Param�ecico, puedodemostrar que las leyes de la naturaleza deben ser exactamente como son y no de algunaotra manera. Pues de lo contrario no habr��a paramecios que pudiesen descubrirlas.Por ejemplo, si el calor necesario para vaporizar agua fuese ligeramente menor, entoncesdespu�es de que la Gran Lluvia cre�o el Peque~no Charco, este se habr��a evaporadohoras antes del tiempo necesario para la aparici�on de la primera generaci�on deparamecios."\Asi pues," concluy�o, \si no hubiese sido por el providencial gran calor latentede vaporizaci�on del agua, el Universo estar��a compl�etamente vac��o de vidaque pudiese �losofar sobre el mismo."



30 Luis A. AguilarLa audiencia aplaudi�o esta brillante muestra del poder del razonamiento param�ecico,como igual hicieron todos los dem�as habitantes del Peque~no Charco, con excepci�onde unos cuantos insectos en su super�cie que hab��an visto como algunos de suscompa~neros hab��an sido devorados por un sapo que pasaba. Mientras tanto, fueradel Peque~no Charco, 1030 seres vivos prosegu��an con sus existencias en la granvariedad de ambientes existentes en la Tierra, ignorantes por completo de las pruebasparam�ecicas de la imposibilidad de sus existencias.Traducido de \Vida mas all�a de la Tierra" de Gerald Feinberg y Robert Shapiro.William Morrow and Co. Inc. (1980).



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 31APENDICE I: Sistemas de UnidadesEl sistema de unidades mas usado en la F��sica es el sistema MKS. Este sistema se de�ne en base atres unidades fundamentales: el metro como unidad de longitudes, el kilogramo como unidad de masa yel segundo como unidad de tiempo. Cualquier otra cantidad f��sica (con excepci�on de algunas unidades delelectromagnetismo), pueden expresarse en funci�on de estas tres unidades fundamentales.A continuaci�on damos una tabla de las principales cantidades f��sicas que usaremos y las unidades enque se miden dentro del sistema MKS:Cantidad F��sica Unidad Nombre de la unidad S��mboloLongitud m metro mMasa kg kilogramo kgTiempo s segundo sVelocidad m=s | m=sAceleraci�on m=s2 | m=s2Fuerza kg �m=s2 Newton NEnerg��a kg �m2=s2 Joule JDe la ecuaci�on de la gravitaci�on universal (ecuaci�on 1), vemos que la constante universal de gravitaci�onG debe expresarse en unidades de fuerza por distancia al cuadrado dividido entre la unidad de masa alcuadrado: N � m2=kg2. Expresando N en t�erminos de las tres unidades fundamentales, vemos que lasunidades de G son m3=(kg � s2)En la Astronom��a se emplean otras unidades con gran frecuencia. Como unidades de longitud tenemosla unidad astron�omica, denotada con el s��mbolo UA y que representa la distancia promedio entre la Tierra yel Sol. Su valor es 1UA = 1:495� 1011m. El a~no luz, denotado como AL, es la distancia que un rayo de luzrecorre en un a~no. Su valor es 1AL = 9:46�1015m. Existe tambi�en el parsec, cuyo origen esta en una t�ecnicaparticular de determinaci�on de distancias llamada paralaje y que no explicaremos. Baste decir que su valores 1 pc = 3:0856� 1016m. En el �ambito gal�actico, extragal�actico y cosmol�ogico, es com�un usar kiloparsecs(kpc), megaparsecs (Mpc) y gigaparsecs (Gpc), que representan mil, un mill�on y mil millones de parsecs,respectivamente. Como unidad de masa es com�un usar la masa del sol cuyo valor es 1M� = 1:989� 1030 kg



32 Luis A. AguilarAPENDICE II: Demostraci�on de los Teoremas de Newton.La demostraci�on de Newton es diferente a la que mostraremos aqui. La demostraci�on del segundo teo-rema, en particular, es la mas di�cil y motiv�o que Newton retrasara diez a~nos la publicaci�on de los Principia.De hecho, la demostraci�on de estos teoremas di�o lugar a la invenci�on del c�alculo. Aqui demostraremos elprimer teorema y parte del segundo.Las demostraciones que aqui daremos tienen la ventaja de no requerir de conocimientos de c�alculo.Estas son demostraciones ingeniosas que s�olo usan argumentos de simetr��a y conocimientos de geometr��a y�algebra. Estas demostraciones han sido tomadas del libro de Binney y Tremaine (1987). El segundo Teoremaes demostrado de manera parcial pues una demostraci�on completa requiere de conocimientos de c�alculo.II.1 El Primer Teorema de NewtonEl primer teorema nos dice que un cascar�on esf�erico y uniforme de masa no ejerce fuerza sobre un objetosituado en cualquier punto de su interior.Imaginemos un punto arbitrario p dentro de un cascar�on esf�erico de masa uniforme (La �gura AII.1representa un corte por medio de un plano arbitratio que contiene al punto p). Imaginemos ahora dos conosmuy delgados alineados y unidos por sus v�ertices en el punto p. Supongamos que el �angulo s�olido de aperturade los conos es �
. La intersecci�on de los conos con el cascar�on esf�erico de�ne dos pequ~enas porciones demasas �m1 y �m2 que se encuentran a distancias d1 y d2 del punto p.
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Figura AII.1.Es claro que cada porci�on de masa ejercer�a una atracci�on sobre el punto p, siendo las atraccionesopuestas en direcci�on. A menos que el punto p se encuentre justo a la mitad entre las masas y por tanto lasatracciones se cancelen, no es claro que las atracciones sean iguales. Supongamos que la masa �m1 sea lamas cercana a p. Al ser la distancia d1 mas peque~na que d2, esperamos que la atracci�on debida a �m1 s�ea



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 33mayor. Sin embargo, existe un argumento opuesto: dado precisamente que �m1 esta mas cerca, el tama~node la porci�on del cascar�on que cortar�a el cono ser�a m�as peque~no que en el caso del cono opuesto; raz�on porla que �m1 ser�a m�as peque~no que �m2 y por tanto su fuerza de atracci�on menor. >Ser�a posible que estosdos efectos se cancelen exactamente dando lugar a que las atracciones de �m1 y �m2 se cancelen?Examinemos en detalle este argumento: Como la fuerza de gravedad depende de la masa del cuerpo queatrae y del inverso del cuadrado de la distancia, es claro que las fuerzas de atracci�on producidad por �m1 y�m2 seran proporcionales a: a1 / �m1d21 ; a2 / �m2d22 ; (AII:1)en estas f�ormulas podemos ver el primer argumento que dimos, al estar �m1 mas cerca de p, d1 < d2 y estonos hace pensar que a1 > a2.Sin embargo, el tama~no del pedazo de cascar�on esf�erico que corta cada cono es igual al producto del�angulo s�olido por el cuadrado de la distancia del v�ertice del cono al lugar del corte:�m1 / d21 �
; �m2 / d22 �
; (AII:2)esto ilustra el segundo argumento, al ser d1 < d2, entonces �m1 < �m2 y por tanto pareciera que a1 < a2.Juntemos ahora estas dos relaciones, sustituyendo la expresi�on para �m dada por AII.2 en la expresionpara la atracci�on dada por AII.1:a1 / �m1d21 / d21 d
d21 / d
; a2 / �m2d22 / d22 d
d22 / d
; (AII:3)Es claro que los dos argumentos que hemos dado se cancelan exactamente (los dos dependen del cuadrado dela distancia a p pero con efectos opuestos) y por tanto las atracciones ejercidas ser�an iguales y opuestas, raz�onpor lo que se cancelan. Como la direcci�on de los conos es completamente arbitraria, es claro que podemoscubrir todo el cascar�on esf�erico con conos similares y en cada caso el resultado ser�a el mismo. Por otro lado,el punto p es completamente arbitrario (excepto que es interior al cascar�on), asi pues queda demostrado elprimer teorema de Newton.II.2 El Segundo Teorema de NewtonEl segundo teorema nos dice que un cascar�on esf�erico y uniforme de masa ejerce una fuerza id�entica ala producida por un punto de masa igual al del cascar�on y situada en su centro geom�etirco, sobre objetosque estan situados fuera del cascar�on.Aqui solo probaremos que la fuerza ejercida estar�a siempre dirigida hacia el centro del cascar�on y es portanto an�aloga a la producida por un punto masa situado ahi. Lo que no probaremos es que el punto masaque es equivalente tenga una masa igual a la del cascar�on.Examinemos la �gura AII.2 que presenta un cascar�on esf�erico de masa y un punto externo arbitrariop donde deseamos calcular la fuerza producida por el cascar�on (al igual que en otras �guras similares, elcascar�on ha sid ocortado para poder ver el interior, para la demostraci�on del teorema el cascar�on debeconsiderarse completo). Sea q un punto arbitrario en el cascar�on. Es claro que si el punto q no esta sobrela l��nea que une el punto p con el centro del cascar�on O, siempre podemos encontrar otro punto q0, que essim�etrico a q con respecto a la l��nea pO. Por simetr��a es claro que la suma de las atracciones individualesproducidas por q y q0 estar�a en direcci�on del punto medio entre los dos, es decir, sobre la l��nea pO, y portanto p sentir�a la atracci�on hacia el centro del cascar�on esf�erico. Como esto es v�alido para todo punto q sobreel cascar�on esf�erico, es claro que al sumar las contribuciones de todas las partes del cascar�on la atracci�ontotal apuntar�a en la misma direcci�on. Finalmente, notamos que dado que el punto p es arbitrario, podemosescoger un punto en otra direcci�on y llegar a la misma conclusi�on, raz�on por la que la atracci�on producidapor el cascar�on siempre apunta al centro del mismo y debe ser por tanto equivalente a la que produce unpunto masa situado en O.



34 Luis A. Aguilar
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34 Luis A. AguilarAPENDICE III: Nociones Elementales de C�alculo Diferencial.En este ap�endice hacemos una presentaci�on breve de los resultados de C�alculo Diferencial usados en estebreviario. Los resultados son introducidos por medio de motivaciones geom�etricas y f��sicas, sin pretendertener rigor matem�atico; ya que lo que se busca es mostrar de manera sencilla el signi�cado de los resultadossin desviarnos demasiado del tema cosmol�ogico. La lectura de este ap�endice es necesaria para aquelloslectores que no esten familiarizados con el C�alculo Diferencial. Tambien puede servir como recordatorio.III.1 El Concepto de DerivadaSupongamos que un automovil viaja entre dos puntos A y B. Es claro que la velocidad promedio seobtiene dividiendo la distancia recorrida entre el tiempo empleado:velocidad promedio = distancia total recorridatiempo del viaje ;sin embargo, a menos que el automovil haya viajado a velocidad constante durante todo el trayecto, lavelocidad instant�anea, medida por el veloc��metro del auto, no ser�a igual en general a esta velocidad promedio.
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��Figura AIII.1b La velocidad instant�aneaen el punto A puede aproximarse como la ve-locidad promedio entre este punto, y los puntosB', B", B"', etc; cada vez mas cercanos al puntoA. N�otese que nos acercamos a la tangente a latrayectoria en el punto AExaminemos de manera gr�a�ca lo que sucede. En la �gura AIII.1a hemos dibujado un diagrama dondeel eje horizontal indica el tiempo transcurrido y el eje vertical la distancia recorrida. Los puntos terminalesA y B del viaje se indican, siendo tA el tiempo al momento de partir, tB el tiempo al arribar, y dA y dB lasposiciones de A y B. Como hemos visto, la velocidad promedio ~v esta dada por~v = dB � dAtB � tA ; (AIII:1)viendo la �gura vemos que la velocidad promedio resulta ser la pendiente de la recta AB que une lospuntos terminales.
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��Figura AIII.1c La velocidad instant�aneaen un punto cualquiera de la trayectoria es iguala la pendiente de la tangente en el punto de in-ter�es. As�� por ejemplo, es claro en la �gura queel auto inicia con una velocidad peque~na en A,acelera hasta alcanzar una velocidad mayor enB', para llegar a B con una velocidad peque~na.Intuitivamente, la velocidad instant�anea puede verse como la velocidad promedio del automovil medidaentre dos posiciones cada ves mas cercanas entre s��. Por ejemplo, si medimos la velocidad promedio entre elpunto incial A y los puntos B0, B00, B000, etc; cada ves mas cercanos al punto A, nos iremos aproximando a lavelocidad instant�anea en el punto A. Viendo la �gura III.1b vemos que este proceso nos da las pendientes delas rectas AB0, AB00, AB000, etc; y que estas se aproximan cada ves mas a la recta tangente a la trayectoriaen el punto A. Asi pues, vemos intuitivamente que la velocidad instant�anea corresponde a la pendiente de larecta tangente a la curva descrita por al auto en un diagrama de distancia contra tiempo. En la �gura III.1cse muestran las tangentes en tres puntos del recorrido: En el punto A el auto inicia con una velocidadpeque~na y de ahi acelera hasta alcanzar una velocidad considerable en el punto B00, para luego empezar adesacelerar y llegar a B con una velocidad peque~na de nuevo.Habiendo establecido que la velocidad instant�anea corresponde a la pendiente de la recta tangente,>c�omo podemos encontrar esta pendiente? El procedimiento de aproximaci�on que hemos descrito en elp�arrafo anterior nos da la clave para su obtenci�on: En la �gura AIII.2 se tiene la g�ra�ca de una funci�onarbitraria f(t) y nos interesa encontrar la pendiente de la recta tangente a esta funci�on en el punto t = t0.Nos �jamos en un punto cercano, t = t0 + �t, y trazamos la recta que une los dos puntos de la funci�onevaluada en estas posiciones (panel izquierdo de la �gura). La pendiente de esta recta esta dada por elcociente de los intervalos vertical y horizontal entre los dos puntos:pendiente = f(t0 +�t)� f(t0)�t : (AIII:2)
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36 Luis A. Aguilarl��mite en que �t tiende a cero, obtenemos la pendiente de la recta tangente:pendiente de la recta tangente = lim�t!0 f(t0 +�t)� f(to)�t : (AIII:3)>Qu�e signi�ca en la ecuaci�on anterior el proceso de \tomar el l��mite cuando �t ! 0", que hemosindicado con la notaci�on lim�t!0? Obviamente no podemos evaluar el cociente dado por la ecuaci�on AIII.2en �t = 0, ya que obtendriamos el cociente de 0 sobre 0 que es indeterminado. El concepto de tomar ell��mite es mas sutil: indica que primero hacemos el cociente asumiendo un valor peque~no pero no nulo de �t,y despu�es vemos hacia que valor asint�otico tiende la expresi�on resultante al hacer �t tender a 0.Veamos un ejemplo particular. Si f(t) = t2, la ecuaci�on AIII.2 es entonces:pendiente = f(t0 +�t)� f(t0)�t = (t0 +�t)2 � t20�t= (t20 + 2t0�t+�t2)� t20�t = 2t0�t+�t2�t = 2t0 +�t; (AIII:4)habiendo calculado el cociente, procedemos ahora a obtener la forma asint�otica a la que tiende este cuando�t tiende a 0: lim�t!0 (2t0 +�t) = 2t0: (AIII:5)Es claro que el primer t�ermino permanece constante mientras que el segundo desaparece, con lo que lapendiente de la recta tangente a f(t) = t2 en t = t0 resulta ser igual a 2t0. N�otese como al haber calculadoy simpli�cado primero el cociente entre los incrementos en la funci�on y la variable independiente, se hancancelado t�erminos y hemos obtenido una expresi�on cuyo valor asint�otico al tomar el l��mite esta bien de�nido.S�olo nos resta ahora introducir la notaci�on adecuada. El procedimiento que hemos descrito para obtenerla pendiente de la recta tangente es una operaci�on que recibe el nombre de derivada. Especi�camente, decimosque la derivada de la funci�on f(t) esta dada por:ddtf(t) = lim�t!0 f(t +�t)� f(t)�t = lim�t!0 �f�t (AIII:6)donde t0 ya no aparece explicitamente pues la expresi�on anterior es v�alida para cualquier valor de la variableindependiente t en el que est�e de�nida la funci�on f .Esta notaci�on se la debemos al matem�atico Alem�an G.W. Leibnitz (1646{1716), quien de manera inde-pendiente a I. Newton, sent�o las bases del C�alculo. La l�ogica detr�as de esta notaci�on es que � representa unincremento mientras que d, llamada diferencial, es el resultado de obtener el l��mite de un incremento. Asipues, la notaci�on para la derivada es el cociente de dos diferenciales. Aclarar >qu�e exactamente se entiendepor \diferencial"? di�o lugar al An�alisis, que es una parte de las Matem�aticas que di�o rigor matem�atico aldesarrollo del C�alculo hecho por Leibnitz y Newton. Esta parte esta fuera de los objetivos de este bre-viario, aunque hacemos la observaci�on para que el lector este consciente de que detr�as de los procedimien-tos que hemos indicado se esconden conceptos so�sticados cuyo desarrollo necesit�o del trabajo de muchosmatem�aticos. Leibnitz y Newton justi�caron de manera mas \operacional" y geom�etrica los conceptos aquidiscutidos, siguiendo un esp��ritu similar al de este ap�endice.Una notaci�on alternativa que a menudo usaremos es la notaci�on de Newton, quien usa un peque~no puntodirectamente sobre una funci�on para indicar su derivada:_f (t) = ddtf(t) (AIII:7)Nosotros usaremos esta notaci�on para indicar derivadas donde la variable independiente con respecto ala que hacemos la derivaci�on es el tiempo.



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 37El proceso de derivaci�on puede efectuarse repetidas veces sobre la misma funci�on, con lo que obtenemosla pendiente de la funci�on que describe la variaci�on de la pendiente de la funci�on original y asi sucesivamente.A la resultante de efectuar la derivaci�on repetidas veces llamaremos derivadas segundas, terceras, etc. Lasegunda derivada se indica de la manera siguiente usando las dos notaciones:�f (t) = d2dt2f(t) = ddt � ddtf(t)� (AIII:8)III.2 Derivadas de algunas funciones elementalesPara obtener la derivada de una funci�on aplicamos directamente la de�nici�on dada por la ecuaci�on AIII.6.Empezaremos probando que la derivada de una suma de funciones es igual a la suma de las derivadas de lasfunciones individuales, ya que este resultado nos facilitar�a c�alculos posteriores.S�ea f(t) = g(t) + h(t) la suma de dos funciones. La derivada de esta funci�on es entonces:ddtf(t) = lim�t!0 f(t +�t)� f(t)�t= lim�t!0 [g(t+�t) + h(t+�t)]� [g(t) + h(t)]�t= lim�t!0 g(t+�t)� g(t)�t + h(t+�t)� h(t)�t= lim�t!0 g(t+�t)� g(t)�t + lim�t!0 h(t+�t)� h(t)�t= ddtg(t) + ddth(t) (AIII:9)donde en el primer paso aplicamos la de�nici�on de derivada, en el segundo paso aplicamos la de�nici�on def(t) y en el tercer paso redistribuimos los t�erminos del numerador y partimos la expresi�on en dos fracciones.En el cuarto paso hemos usado el hecho, que no probaremos pero que es intuitivamente claro, de que ell��mite de una suma de t�erminos es igual a la suma de los l��mites, ya que al tomar el l��mite, cada t�ermino enla suma tender�a a su l��mite individual y el l��mite global ser�a simplemente la suma de los l��mites individuales.Otro resultado �util es que la derivada del producto de una constante a y una funci�on f(t), es igual alproducto de esa constante por la derivada de la funci�on:ddtaf(t) = lim�t!0 af(t +�t)� af(t)�t= lim�t!0 a[f(t +�t)� f(t)]�t= a lim�t!0 f(t +�t)� f(t)�t= a ddtf(t); (AIII:10)en el tercer paso hemos usado el hecho de que el l��mite del producto de una constante por una funci�on esigual al producto de esa constante por el l��mite de la funci�on. De nuevo es claro que si al tomar el l��mitede un producto, unos de los factores se mantiene constante, la operaci�on de tomar el l��mite solo afecta a lafunci�on.Probaremos ahora que la derivada de una funci�on constante es cero. Si f(t) = a, a constante, la derivadaes entonces: ddta = lim�t!0 a� a�t = lim�t!0 0�t = lim�t!00 = 0 (AIII:11)



38 Luis A. AguilarAunque parezca trivial, el c�alculo de esta derivada es ilustrativa. El cociente que aparece es de la forma0=�t, que evaluado en �t = 0 es inde�nido; sin embargo, para obtener la derivada se calcula el cociente para�t diferente de cero y despu�es se toma el l��mite �t ! 0, que no es igual a evaluar en �t = 0. Una gr�a�cadel cociente como funci�on de �t nos dar��a en este caso una curva constante e igual a cero de�nida para todovalor de �t 6= 0. Asi pues, no es necesario que este de�nido el valor de una funci�on en un punto dado de sugr�a�ca para que tenga sentido el valor del l��mite de esta funci�on al aproximarnos al punto en cuesti�on.La derivada de una funci�on lineal f(t) = a1t + a0, donde a0 y a1 son constantes, puede ser entoncescalculada como la suma de las derivadas de a1t y a0. Dado que ya sabemos que la derivada de a0 es nula,basta obtener la derivada de a1t: ddta1t = lim�t!0 a1(t+�t)� a1t�t= lim�t!0 (a1t+ a1�t)� (a1�t)�t= lim�t!0 a1�t�t = a1 (AIII:12)la derivada de una l��nea recta resulta ser constante, como era de esperarse, y su valor no es afectado por laordenada al origen a0, ya que desplazar la funci�on verticalmente no altera la pendiente de la funci�on.Calculemos ahora la derivada de la funci�on cuadr�atica general f(t) = a2t2 + a1t+ a0, donde a2, a1 y a0son constantes, como la suma de las derivadas de los t�erminos individuales. La derivada del t�ermino a2t2 esigual a a2 por la derivada de t2 que calculamos en la secci�on anterior (ecuaci�on AIII.5). La derivada de a1tes igual a a1 y la derivada de a0 es nula. De manera queddt (a2t2 + a1t + a0) = 2a2t + a1 (AIII:13)Veamos si podemos encontrar ahora la derivada de un polinomio general f(t) = antn + an�1tn�1 +� � �+ a2t2 + a1t+ a0, donde an, an�1, : : :, a2, a1 y a0 son constantes arbitrarias. Para calcular la derivadaseparamos el polinomio en sus t�erminos y calculamos la derivada de cada t�ermino individual; asi por ejemplo,la derivada del t�ermino de orden n es igual a:ddtantn = an lim�t!0 (t+�t)n � tn�t= an lim�t!0 (tn + ntn�1�t+ O(�t2)) � tn�t= an lim�t!0 ntn�1�t+O(�t2)�t= an lim�t!0ntn�1 + O(�t)= ntn�1; (AIII:14)en el segundo paso hemos usado la f�ormula del binomio* y O(�t2) indica t�erminos que contienen el factor�t elevado al cuadrado o un exponente mayor. En el cuarto paso hemos dividido entre �t y O(�t) indicat�erminos en �t y potencias mayores. El paso fundamental es darnos cuenta de que todos los t�erminos de laexpansi�on (t + �t)n, excepto los dos primeros, contienen el factor �t elevado al cuadrado o un exponentesuperior y por tanto tenderan a 0 al tomar el l��mite �t ! 0. El primer t�ermino de la expansi�on ser�acancelado al restar la funci�on evaluada en t y s�olo sobrevivir�a el segundo t�ermino de la expansi�on, que al serde la forma ntn�1�t, nos dar�a ntn�1 como derivada.* (t+�t)n = tn+Cn1 tn�1�t+Cn2 tn�2�t2+ � � �+Cnn�tn, donde los coe�cientes binomiales estan dadospor: Cn1 = n, Cn2 = n(n� 1)=2, Cnk = n(n� 1)(n � 2) � � � (n � k + 1)=k!



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 39El resultado anterior es v�alido para cualquier n entero, positivo; en particular si aplicamos este resultadosustituyendo n � 1 en lugar de n obtenemos que dtn�1=dt = (n � 1)tn�2; si sustituimos n � 2 obtenemosdtn�2=dt = (n � 2)tn�3 y asi sucesivamente. Sustituyendo n = 1, 2, recobramos los resultados obtenidosanteriormente para las funciones lineal y cuadr�atica. La derivada general de un polinomio es entonces:ddt (antn + an�1tn�1 + � � �+ a2t2 + a1t+ a0) = nantn�1 + (n� 1)an�1tn�2 + � � �+ 2a2t+ a1: (AIII:15)El resultado obtenido en la ecuaci�on AIII.14 es v�alido tambi�en para valores de n fracionales y negativos.Asi por ejemplo se tiene que: ddtt�n = �nt�(n+1);ddt tp=q = �(p=q)t(p=q)�1; (AIII:16)la demostraci�on de esta generalizaci�on del resultado obtenido esta fuera del alcance de este breviario.Encontraremos ahora la derivada de un producto de funciones. Sea f(t) = g(t)h(t); usando la de�nici�onde derivada tenemos que: ddtf(t) = lim�t!0 f(t +�t)� f(t)�t= lim�t!0 [g(t+�t)h(t+�t)]� [g(t)h(t)]�t ;
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∆t+  ttFigura AIII.3 Aproximaci�on al valor de la funci�on g (curva roja) evaluada en el puntot+�t, por medio de una extrapolaci�on a lo largo de la recta tangente (l��nea azul) a la funci�ona partir del punto de inter�es (�g =(dg/dt)�t).para continuar usaremos la aproximaci�on g(t +�t) � g(t) + (dg=dt)�t; en la �gura AIII.3 vemos queesto equivale a aproximar el valor de g(t+�t) como g(t) + �g, donde �g corresponde a una extrapolaci�ona t+�t a lo largo de la recta tangente a g en t. En general, g(t+�t) 6= g(t)+�g, sin embargo, esta es unamuy buena aproximaci�on para �t peque~no, que es el l��mite que nos interesa en el c�alculo de la derivada.Usando esta aproximaci�on para las funciones g y h, el primer t�ermino del numerador del cociente queaparece en la expresi�on a la que habiamos llegado en el c�alculo de la derivada de gh, queda de la siguientemanera: g(t +�t)h(t+�t) � [g(t) + (dg=dt)�t][h(t) + (dh=dt)�t]= g(t)h(t) + g(t)(dh=dt)�t+ h(t)(dg=dt)�t+ (dg=dt)(dh=dt)�t2



40 Luis A. AguilarSustituyendo este resultado en el c�alculo de la derivada del producto gh, obtenemos:ddtf = lim�t!0 g(dh=dt)�t+ h(dg=dt)�t+ (dg=dt)(dh=dt)�t2�t ;= lim�t!0 �gdhdt + hdgdt + dgdt dhdt �t�= gdhdt + hdgdt (AIII:17)Para terminar encontraremos la derivada de una funci�on compuesta, es decir una funci�on f(g(t)) quedepende de otra funci�on g que es a su ves funci�on de la variable independiente t. Por ejemplo, la altura delnivel de agua en un tanque h es funci�on del ujo de entrada de agua f , el cual a su ves puede ser funci�ondel tiempo t, en este caso el nivel de agua var��a en el tiempo a trav�es de la variaci�on temporal del ujo deentrada de agua h(t) = h(f(t)). Para encontrar la derivada de una funci�on compuesta procedemos de lasiguiente manera: ddtf(g(t)) = lim�t!0 f(t +�t)� f(t)�t= lim�t!0 �f�t= lim�t!0 �f�g �g�t= lim�t!0 �f�g lim�t!0 �g�g= ddgf(g) ddtg(t); (AIII:18)donde �f y �g indican incrementos en las funciones f y g y en el tercer rengl�on hemos dividido y multiplicadopor �g, por lo que la expresi�on permanece inalterada. En la siguiente l��nea hemos distribuido la operaci�onde tomar el l��mite dentro del producto, ya que el l��mite al que tiende un producto es igual al producto de losl��mites a los que tienden los factores individuales. Este resultado ser�a usado frecuentemente en el cap��tulo IVusando la notaci�on de Newton: _f = �dfdg� _g: (AIII:19)El resultado anterior puede extenderse a funciones de funciones de funciones, etc.:ddtf1(f2(� � �fn(t) : : :)) = df1df2 � � � dfndt (AIII:20)



BREVIARIO DE COSMOLOGIA 41A continuaci�on listamos todos los resultados de esta secci�on en forma de un formulario que puede serconsultado seg�un se necesite al leer este breviario.(i) De�nici�on de derivada:ddtf(t) = lim�t!0 f(t +�t)� f(t)�t(ii) Derivada de sumas y productos de funciones:ddtaf(t) = a ddtf(t);ddt [f(t) + g(t)] = ddtf(t) + ddtg(t);ddt [f(t)g(t)] = f(t) ddtg(t) + g(t) ddtf(t);(iii) Derivada de leyes de potencia y polinomios:ddtatr = ratr�1; donde r es cualquier realddt(antn + an�1tn�1 + � � �+ a2t2 + a1t+ a0) = nantn�1 + (n� 1)an�1tn�2 + � � �+ 2a2t+ a1:(iv) Derivada de funciones compuestas:ddtf(g(t)) = ddgf(g) ddtg(t);ddtf1(f2(� � �fn(t) : : :)) = df1df2 � � � dfndt


