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i Como podemos mejorar estos dibujos?



iCirculos!






(O

9












e
T




Hay que inflar circulos

(y ponerlos tangentes)






Queremos entender el tridngulo que pasa
por los centros de los circulos.






i Qué quiere decir “entender un tridngulo”?



Puedo decir que entiendo un triangulo, si sé
cuanto miden sus tres lados y cuanto miden
sus tres angulos.

A



Pero, jde veras necesito saber tanto?



En un triangulo

1) LAL: Si conozco dos de sus lados y
el angulo entre estos lados, entonces puedo
concer todo el triangulo.

d

P



En un triangulo

1) LLL: Si conozco sus tres lados, entonces
puedo concer todo el triangulo.




En un triangulo

1) LAL: Si conozco dos de sus angulos y
el lado entre estos angulos, entonces puedo
concer todo el triangulo.



Pero, jde veras los conozco? (o sea, jlos
puedo calcular?)



Este.... Pues vamos a ver:



En un tridngulo rectangulo,

C

b

Se cumple ¢? = a* + b*.
Tengoc=vVa2+ b2, a=vVb>—c2yb=+Va?— c?




(También se vale el regreso:
si en un triangulo de lados a, by ¢ se cumple
que ¢ = a® + b*, entonces el tridngulo es

rectangulo.)



Si tenemos un tridngulo que no es
rectangulo, jqué podemos decir?




Recordatorio

En un triangulo rectangulo

C

cateto adyacente

COS (p =
? hipotenusa

| <



Trazamos una altura h:

COS = <, 0sea & = aCoS Y

a® = 2 + h? o sea, h® = a® — z2.

2 =h?*+(b—x)* = h*+b*— 2bx + 2°

Sustituimos: ¢ = (a? — 2?) + b% — 2bx + 2% = a? + b* — 2bx
Cambiamos el valor de x = acosp y

? = a® + b% — 2abcos ¢



Ley de los Cosenos

En un triangulo con lados a, b y ¢ y angu-
lo ¢, opuesto a ¢, se cumple

¢* = a* + b° — 2abcos ¢



LAL:

Tenemos 22 = a* + b* — 2abcos ¢

r = /a2 + b2 — 2abcos ¢



LLL:




ALA:






Ley de los Cosenos: BC- = AB + AC" — 2(AB)(AC) cos oy

osea, (rg+13)% = (r1 +72)% + (r1 +73)* — 2(r1 + r2)(r1 + r3) cos oy
_ (rotr3)?—(ri+ro)?—(ri+7r3)® _ (ri4r9)°(ri+73)”—(ro+rs)”
—2(r1+r2)(r1+7r3) 2(r1+r2)(r1+73)

o bien, cos oy

(r1 +12)% + (r1 +13)? — (r9 + 13)?
2(7‘1 —+ 7”2)(7“1 —+ 7“3)

COS (¥ =



“Despejamos’”

(7"1 + T2)2 + (7“1 -+ T3)2 — (7“2 —+ T3)2> |

Q1 = arccos
! ( 2(ry +ro)(r1 + 1r3)

De manera similar

) — arceos ((Tg +7r1)% 4+ (rg +13)? — (r1 + r3)2>

2(T2 -+ 7”1)(7“2 —+ 7“3)
(rs +ro)? + (rs+r1)” — (1 +7“2)2)
2(7“3 -+ 7“2)(7“3 -+ 7“1) .

(x3 = arccos (



Estamos buscando cosas asi:



O cosas asi







Bueno. Estamos buscando cosas asi:



Tenemos circulos en la orilla:




Y tenemos circulos interiores:



Un circulo interior, junto con todos los
circulos que lo tocan forman una “flor":






En la orilla también se forman flores, pero
mochas.



En una flor tenemos el circulo central, C', y n circulos que lo
acompanan, C,Cy, ..., Cy:




Aqui aparecen n triangulos:




En cada triangulo se debe cumplir

(r4+7)? 4+ (r+rig1)” — (r + 7“z'+1)2)

(v; = arccos
< 2(r + i) (r + 7riv1)

donde «; es el dngulo en el centro de C' del tridngulo de

los circulos C', C; y Ci41.







Se debe cumplir entonces que

a1+ as+ -+ + a, = 360°

O sea,

e G R S S o )

2 2 2
(r+rp)*+ (r+nr) (rp 4+ 71) ) _ 360°

+ .-+ 4 arccos
< 2(r 4+ rp)(r+171)

Uff! Vamos a escribir 0(C') = a3 + as + -+ + au,.






Regresamos a nuestro problema.

Comienzo con una proyeccion:




Quiero poner circulos en los puntos de
cruce (vértices):




Y quiero encontrar radios adecuados para
que todos los circulos sean tangentes:




Un primer problema es que las regiones
que se forman no son tridngulos:




iPues vamos a hacer triangulos!



n ejemplo “tacil’:




En la proyeccion

tenemos “triangulos’ y “cuadrados’.



Los triangulos estan bien, pero el
cuadrado... lo triangulamos:

(jlo estrellamos!)






Un poligono plano siempre se puede
estrellar:

/7

N




Pero esto no funciona siempre bien:

(en las proyecciones hay “poligonos” de dos
lados)



Vamos a anadir vértices falsos para poder
garantizar que las regiones tienen al menos
cuatro lados.



A cada arista de la proyeccion la partimos
en dos:




Y, ahora si, triangulamos







Estos objetos satistacen lo siguiente:

Definicion. Un complejo K es una coleccidon de vértices, aristas
y tridngulos (en el plano) de tal manera que la interseccién
de dos tridngulos de K es, o bien vacia (no se tocan), o bien
es exactamente un vértice comun, o bien es exactamente una

arista comun.




N
5

o=




Queremos poner un circulo en cada vértice

y luego queremos inflar (o desinflar) cada circulo para que,
si dos vértices estan conectados por una arista, los circulos

correspond lentes sean ta ngentes.






En este proceso, los centros de los circulos
no pueden estar fijos; los debemos poder
mover libremente.



Entonces esto no funciona: jlos circulos de
la orilla se pueden ir muy lejos!



Para “fijar’ a los circulos de la orilla podemos hacer dos cosas:

1) Declarar que los circulos de la orilla tienen un radio fijo
(digamos, todos son de radio 1)




2) Declarar que los circulos de la orilla deben ser tangentes
(por dentro) a un circulotote




Declaramos que los circulos de la orilla
tienen un radio fijo
(digamos, todos son de radio 1)



Entonces debemos calcular los radios de los
circulos que nos Interesan.




Y ya sabemos mucho acerca de los radios,
jno’






Se debe cumplir entonces que

a1+ as+ -+ + a, = 360°

O sea,

e G R S S o )

2 2 2
(r+rp)*+ (r+nr) (rp 4+ 71) ) _ 360°

+ .-+ 4 arccos
< 2(r 4+ rp)(r+171)

Vamos a escribir 0(C) = a3 + as + - - - + .



(r+r1)+(r+re)?—(ri+r)*
2(r+ry)(r+r2)

-+ arccos

arCCoOS

("“+7“2)2+(7“+"“3)2—("“2-|-"“3)2)
2(r+r2)(r+r3)

\}

(r473)% 4 (r4ra)? = (r3+r4) (r+74)*+(r+r5)°—(ratrs)

arccos ( 2(?"—|—’I"3)(’I"—|—’f’4) ) _l_ arccos ( 2(T+r4)(r+r5) )

\©)

+ o+ +

(r+r5)°+(r+re)*—(r5+re) (r+re)°+(r+r7)*—(re+rr) )
2(r+rs5)(r+rg) 2(r+rg)(r+r7)

(r+r7)*+(r+rg)*—(rr+rs) 3
2(r+r7)(r+rs)

arccos -+ arccos

[\

(r+rg)*+(r+r)*—(rg+r1)
2(r+rg)(r+r1)

arccos -+ arccos

= 360°



0(C) = a1+ as+ ag + ag + as + ag + ar + ag = 360°



Pero, la ecuacion es ésta:

2 2

(r+r1)°+(r+r9)*—(ri+ra) (r+r2)*+(r+r3)*—(rat+rs)

arccos -+ arccos

arccos ( 2(r+r1)(r+72) ) T arccos ( 3(r+r2) (rirs) ) +
2 2
AT CCOS (( +r3>2$ig§43+;i§3+r4> ) & arccos (( +T4>2$$;§53+}i§4+r5) ) n
2 2
arecos ({8t e ) anccos (gl irrerest ) +
((7“+7“7) +(r+rs) —("“7+7“8)2> ((7“+7‘8) +(r+ri1) —("“8+7“1)2)

2(r+r7)(r+rs) 2(r+rg)(r+ry)

= 360°



Si algunos de los circulos estan en la orilla, por ejemplo,

los radios correspondientes son 1; y la ecuacidn es

arccos ((r“);;i&i—l()lﬂf) & arccos ((r+1)2+(r+1)2—(1+1)2) n

2(r4+1)(r+1)
arccos (SRR ¢ arccos (pemotiasn) ¢
arecos (St ) o arecos (el )
arccos ({8t gy ) + snceos (1)

= 360°



Si tenemos un complejo K con m vértices, entonces
queremos encontrar m circulos C1, C, ..., C,, que se acomoden

bonito.
Pero, de hecho, nos basta encontrar los radios de los circulos
(porque, si sabemos los radios, es facil acomodar los circulos

que sigan el “esquema” que nos marca el complejo.)



Entonces debemos resolver las ecuaciones para las flores

0(Cy) = 360°
0(Cy) = 360°
0(Cs) = 360°
0(C,) = 360°

(mds o menos m ecuaciones con m incégnitas)



Eso estd muy dificil.



Pero se puede probar que el sistema

0(Cy) = 360°
0(Cy) = 360°
0(Cs) = 360°
0(C,) = 360°

efectivamente tiene solucién (Teorema de Thurston)



Aunque Thurston no nos dice cual es la
solucion.

(esto es frecuente en matematicas)






para las flores

2 2

(r+r1)°+(r+r9)*—(ri+ra) (r+r2)°+(r+r3)*—(rot+rs)

arccos -+ arccos

arccos ( 1) (rEry) ) + arccos ( 3 (rFry) (rrs) ) -+
2 2 2 2 2 2
arccos ({2 ) - mnccos (PR St ) 4
2 2 2 2 2 2
. e R
(("“+?“7)2+("“+"“8)2—(7“7+"“8)2) (("“+?“8)2+(7“+"“1)2—(7“8+"“1)2)

2(r+r7)(r+rs) 2(r+rg)(r+r1)

= 360°
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NODECOUNT : 37

GEOMETRY : hyperbolic
ATLPHA/BETA/GAMMA : 122

FLOWERS:

1623456 37 2
2813717 18 7 8 9 31
3412941
4813910 11 12 13 51
54141361



6 815 13 14 15 16 17 37 1
7 4 2 18 19 8 2
8427 19 9 2

9 10 2 8 19 23 27 28 29 10 4 3 2
10 4 4 9 29 11 4

11 6 4 10 29 20 31 12 4

12 4 4 11 31 13 4

138 4 12 31 32 33 14 6 5 4
14 4 6 13 33 15 6

15 6 6 14 33 21 35 16 6

16 4 6 15 35 17 6

17 10 2 37 6 16 35 36 27 26 19 18 2
18 4 2 17 19 7 2

19 8 7 18 17 26 22 23 9 8 7
20 4 11 29 24 31 11

21 4 15 33 25 35 15

22 4 19 26 27 23 19

23 4 9 19 22 27 9

24 4 20 29 30 31 20

26 4 21 33 34 35 21

26 4 17 27 22 19 17

27 6 28 9 23 22 26 17 36

28 2 29 9 27

29 6 30 24 20 11 10 9 28

30 2 31 24 29



31
32
33
34
35
36
37
END
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16
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15 14 13 32
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